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Au cours de ces derniadres années, la théorie constructive des champs
relativistes quantifiés a atteint 1'un de ses objectifs fondamentaux. On
dispose maintenant d'une famille de modéles théoriques, dans l'espace temps
de dimension deux et trois, dont les prévisions sont raisonnables du point
de vue physique. Nous ne voudrions pas dire que tous les problémes con-
cernant ces modales sont résolus; par example il subsiste toujours celui de
la '"complétude asymptotique'". Néanmoins nous pensons qu'aujourd'hui, sans
aucun doute, les réves des pionniers de la théorie quantique des champs sont
réalisés par ces modéles, super-renormalisables; les sceptiques ont battu
en retraite car ces théories décrivent des champs relativistes vraiment en
interaction.

Le probleme fondamental s'est déplacé; est ce que les théories
renormalisables mais non super-renormalisables ont aussi des solutions
intéréssantes? La contribution présenten'apporte pas de réponse 3 cette
question. Nous avons plutdt tenté de mieux comprendre la différence entre
les théories super-~-renormalisables et strictement renormalisables, en
étudiant un modele ¢3 , comme fonction de la dimension, v. Ce n'est pas
une idée nouvelle, mais elle n'a pas encore été développée dans le cadre
de la théorie constructive des champs.

On sait bien, par contre, interpoler et renormaliser dimensionelle-



ment les termes de la série perturbative du modele, comme nous le
rappelerons. Notre projet est de prendre ces résultats bien établis pour
point de départ afin de construire les quantités fondamentales de la
théorie, les fonctions de Schwinger, par sommation de Borel. On é&tudiera
la théorie euclidienne comme il est d'usage désormais. Dans le présent
article nous nous coﬁtentons d'expliquer la méthode proposée et de démontrer
un premier résultat , 2 savoir l'existence et l'analyticité de la trans-
formée de Borel de la série des perturbations dans un disque autour de
l'origine, pour Re v < %g , vV désignant la dimension d'espace temps. Nous
espérons étendre bientdt ce résultat a tout le domaine superrenormalisable,
Re v < 4 , Nous commengons par une revue des points de vue généralement
admis sur ce sujet mais non rigoureusement démontrés, puils des résultats

rigoureux de la théorie constructive; le lecteur connaissant ces questions

peut passerdirectement au paragraphe III.



I. La ''sagesse conventionnelle" concernant le moddle A¢i} comme fonction de v

Nous allons considérer deux sortes de quantités attachées au moddle:
les fonctions de Schwinger S(k) k = 0,1,2... dont l'expression formelle

dans un espace~temps de dimension v est:

(k) -1 k
S (xl...xk) = lim zZ(M)” [ D6 T ¢(x.) exp - IA
| A]>e =1
D)
{((30)2 + m22) + 1¢*}d"x
2 = [ ¢ exp - [, (5262 + n2 ¢2) + A¢"}d'x 2)
et la pression, p , donnée par:
p = lim T/l\T 20 Z(A) (3)

Ao
ot A est mesurable borné, et [A] son volume.
Ce n'est qu'une expression formelle parce qu'on doit d'abord ajouter
3 1'éxposant des contretermes nécessaires pour la renormalisation; et méme
alors des difficultés subsistent pour montrer que les intégrales sont bien

définies et que la limite thermodynamique lA| + ® peut étre effectuee.

De ces fonctions de Schwinger on passe aux fonctions de Schwinger

tronquées S(n)T . Par exemple:
(4T - (&) (2) (2)
S (x]_’xz’x3’xl+) =35 (xl,xz’x3’x’+) -8 (XI’XZ)S (XB’XQ) (4)
(2) (2) (2) (2)
- S (xl’x3)s 6{2’:{1&) -5 (XI’XQ)S (x29x3)

S(n)'l‘

Plus généralement est définie par 1%¥xpression:



P
S(n)T(xl,...xn) = ) (_l)p-!-l I SIAk']

toutes les partitions k=1 (xkl""’xk|Ak|) (5)
Al""Ap de [1,...n]

oll Ak = {kl,...k]Akl} . Pour 1'interaction ¢% et les solutions
symétriques selon ¢ >~ -¢ , les fonctions de Schwinger d'ordre impair sont

nulles ce qui explique la formule (4).

(4)T

La transformée de Fourier de S est de la forme

4 4
2 (2 4
(pysP,sP45P,) = 6(j§l Py) jEl 3¢ )(pj) 1 )<P1’P2’P3’pu)

(T

et la constante de couplage renormalisée ordinaire est définie par:

-2 (4), (o 0
g=-u 21 5 (6)
0 (0 o . fotral 3 1'orisi
Py CseeePy est un point pris par convention, en généra origine
(0) _ =50 Ly . 1é& voint stri N
P, = .- =P, 0 , ou au point, appelé point symétrique, o
2

pg pg = %r 4 djk - 1); m est la masse physique d'une particule.
Evidemment on a besoin d'informations théoriques sur les solutions du
modéle pour savoir si ces quantités sont toutes bien définies. En fait
c'est en terme de séries formelles en puissances de g que la théorie
traditionnelle des perturbations est exﬁrimée. Le coefficient de gn est
une somme de contributions étiquetées par les diagrammes de Feynman.

Une telle contribution est fourmie par une intégrale pouvant
présenter des divergences quand deux arguments coincident dans 1'espace~temps:
x ~y (divergence ultraviolette) ou quand certains arguments tendent vers
1'infini (divergence infra-rouge). Le processus de renormalisation examine
1'intégration sur tous les ensembles possibles de variables associées & un

sous diagramme; lorsqu'une divergence apparait pour un tel sous diagramme



la renormalisation la rend finie par l'addition d'un contreterme. Deux
points sont donc importants; choisir judicieusement les contretermes pour
obtenir un résultat fini, mais aussi respecter la structure d'un graphe
avec tous ses sous graphes, lorsqu'on soustrait les contretermes, 1la
solution étant la fameuse méthode de soustraction de Bogoliubov, Parasiuk-
Hepp~Zimmermann.

Nous voyons apparaitre une premiere grande classification: s'il
n'existe qu'un nombre fini de diagrammes de Feynmman divergents, tels qu'apres
leur renormalisation partout ot ils apparaissent, tout diagramme de Feynman
devient convergent, alors le moddle est dit superrenormalisable. Si non,
le modéle est strictement renormalisable, ou peut etre non-renormalisable,
s'il n'y a pas d'entier £ tel que les diagrammes 3 plus de £ '"jambes"
soient convergents une fois les sous diagrammes A moins de & '"jambes"
renormalisés,

Le modale A¢3 est superrenormalisable 2 v = 2 et 3.

En dimension 2, les seuls diagrammes dont il faut renormaliser la contribu-

tion sont:

<jj> pour les fonctions de Schwinger (N

v

<::x::> pour la pression (8)

aprés quoi toute les contributions sont finies.

En dimension 3, il faut renormaliser

___j:::z__. 40——<EE>——0 pour les fonctions de Schwinger 9
% @ @ pour la pression (10




En dimension 4, les contributions des diagrammes précédents sont diver-

gentes mais par surcroit:

o B G D

et une infinité d'autres 4 deux jambes.
Pour la pression, les contributions de (10) sont divergentes

mais aussi:

@ @ et une infinité d'autres (12)

Les diagrammes A quatre jambes sont aussi divergents, 34 1l'exception

du diagramme trivial

X>< ﬁ et une infinité d'autres (13

A partir de six jambes, on n'a plus de divergences aprés la renormalisa-
tion des sous diagrammes divergents, de quatre jambes ou moins. Donc
A¢z est renormalisable, mais pas superrenormalisable.

Passons maintenant a la théorie du groupe de renormalisation. Le
résultat le plus important pour notre discussion est une famille de
relations entre

é(k)T(Gpl,---,Upn;g,m) >0 (14)

et §(k)T(p1,...,pn;g(O),m(G))

Les fonctions 0 > g(g) et ¢ + m(g) fournissent la masse et

la constante de couplage effectives. Le comportement asymptotique de

§(k)T(op1,...opn;g,m) quand ¢ tend vers 0 ou + » est donc déterminé



par celui des fonctions g(o) et m(o) , & son tour gouverné par la
célébre fonction B
On peut conjecturer le comportement suivant pour la fonction

g » B8(g) des mod2les ¢: ou ¢; :

A
B

n VvV

Figure 1. Fonction B8(g)

L'existence de zéros tels que gi, gi est encore une hypothise,
a 1'appui de laquelle on peut citer les calculs numériques récents de
N. Khuri [1]. Un zéro, 8y » de B est attracteur infra-rouge ou
ultra-violet selon que B'(g,) est positif ou négatif. A chaque inter-
valle entre deux zéros correspond une fonction g(o) dont la limite
lorsque o tend vers 0 (resp. + @) est l'attracteur infra-rouge (resp.
ultra-violet). Li théorie constructive prouve l'existence de B(g) pres
de 1l'origine; son développement perturbatif commengant avec un terme
linéaire négatif. B se comporte comme indiqué sur la figure pr2s de

l'origine. A notre connaissance 1'existence de g(g) n'a pas été



rigoureusement établie plus loin jusqu'a présent, mais on a néanmoins de
trds bonnes raisons de croire le dessin qualitativement exact dans
1'intervalle [O,gw] avec g <@ . [2] Le point 8, est attracteur
infra-rouge, l'origine attracteur ultra-violet. Pour les théories
existant éventuellement dans 1'intervalle 8, < g < gL le comportement

ultra-violet est détérminé par le point gi

et ainsi de suite.
Fischer et Wilson ont eu l'idée remarquable d'interpoler la dimension
de 1'espace temps, et d'étudier des séries formelles en (4-v) pour

calculer la fonction B8 . Leur résultat apparalt dans la figure suivante:

Dimen- 4
sion v

g2 (v)

— — — —

v

Figure 2: Comportement conjecturé des fonctions

gm(v), gi(v) ,+++ Aavec une masse physique fixée

On a des séries formelles pour gw(v) prés de v = 4 indiquant le
comportement représenté, qui réduit le domaine (:), des théories super-
renormalisables, 2 la théorie libre 2 D = 4 . Il semble que ce soit le
domaine naturel maximal pour étendre les méthodes de la théorie constructive
2 ﬁ = 2 et 3: on peut donc penser trouver une famille de fonctions de
Schwinger analytiques en g et v dans ce domaine, coincidant avec celles

des théories déja construites 3 D =2 et 3 . Allant plus loin on peut



penser unifier également les théories dans la région II , ou la région
ITI ; dans les deux cas le comportement ultra-violet est gouverné par
gl . Comme 2 D =4 la théorie est strictement renormalisable on
s'attend 3 la méme chose pour gw(v) < g < gi(v) et v < 4, Pour

g > gi(v) on ne sait pas ce que l'on doit conjecturer; peut &tre des
théories non-renormalisables dont les fonctions de Schwinger sont trop
singulidres pour 8tre des distributions tempérées.

Si la vue d'ensemble ainsi esquissée est correcte il y a une sorte de
transition de phase ultra-violette pour g = gw(v). A gauche les
singularités ultravidettes des fonctions de Schwinger sont superrenorma-
lisables et déterminées par celles du champ libre. A droite elles
seraient strictement renormalisables et déterminées par le comportement
de la théorie avec constante de couplage gi(v) . Jusqu'ici une telle
transition de phase ultra-violette a été seulement &tudiée en théorie
constructive des champs, sur la frontitre g = 8, par Glimm et Jaffe [3].
C'est un probleme capital ouvert, d'établir l'existence de la solution
pour g > g .

Ici nous nous occupons d'un probléme plus simple dont la solution
néanmoins donnerait un appui sérieux 3 ces conceptions: construire une
interpolation non-perturbative en dimension v des solutions super-
renormalisables.

Rappelons maintenant 1'information fournie par la théorie constructive

des champs sur le mod2le ¢" .
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II. Résultats de théorie constructive des champs

Des solutions de A¢”, A¢“, A¢g ont été construites par des
méthodes non-perturbatives. La renormalisation est effectuée par
1'addition de contretermes 2 1'Hamiltonien, qui sont ceux indiqués par la
théorie perturbative. En dimension 1, aucun contreterme n'est nécessaire;
en dimension 2. il suffit de passer & l'ordre de Wick dans 1l'interaction:
formellement A¢4 > A:¢“: = A[q:t+ - 6<¢2>¢2 + 3<¢“>]. En dimension 3
on remplace k¢“ par A:¢“: mais il faut en plus renormaliser les con-
tributions des diagrammes divergents de (9) et (10)

L'interaction avec cutoff, employée par Magnen et Sénéor [4] s'écrit

par exemple:

2
Lo (hshsk) =2 J ot (x):A(x)d3x + %?-f (f:9%(x) :A(x)d3x) dua,é¢)
3 2 (13)
- ‘%f (f:¢”(X):A(X)d3X)3du0 RO —Ai— om? [ :¢2: (x)A(x) d3x

-~ Pl . Y
ou ¢ est une variable aleatoire gaussienne de moyenne zéro et covariance:

o1k (x-y) 5
k) d3k
k“+ m° "« (k)

- 1
CK(xr}') (2“)3 f

et n, une "fonction de cutoff"

nK(k) = n(%) , ot n , fonction c vaut O

pour [kl >2 et 1 pour |k| <1. du est la mesure gaussienne

0,k
associée a CK . Dans la construction de la solution on prend la limite

ultra-violette k -+ « , puis thermodynamique, A - 1. Le deuxigme et le

troisidme terme dans (15) correspondent 2 @ et @ : le
quatridme, 3@ 45;;}_ .

Le paramdtre A n'étant pas renormalisé, il est naturel de considérer



~11-

un développement perturbatif des fonctions de Schwinger en )\, constante
de couplage nue. Dimock a démontré que les fonctions de Schwinger de

X:¢“: sont infiniment différentiables en A dans un intervalle 0 < X < ¢

2

pour m_ masse nue, strictement positive. La série de Taylor a l'origine

0
X =0 , développement perturbatif habituel, est donc asymptotique 2 la
solution de la théorie constructive. La détermine t'elle uniquement?

Une réponse positive 3 cette question est la méthode de sommation de Borel,

utilisant par exemple le théorkme suivant (Nevanlinna, Sokal [5]).

Théordme Soit £ analytique dans le disque CR ={z/Re-% >-%} tangent a

1'origine:

Pd N r e -~ k
Si 1'on a une série entidre asymptotique a f , I a,z , posons

DZI K
(z) = £(z) - a z
Ry Lo Bk

Si |RN(z)l < AON N!lzIN an

uniformément en N et =z E'.CR , alors la transformée de Borel de £ ,
n

T

1 . . .
B(t) = I a converge pour |t| <5 » & une continuation analytique dans

n

. 1
la bande So = {t/dlst(t,R+) <-5} :
S
Vg r o
///’;';%;:; ; ; ; ; ;
“ S

- l/g

!

=]

2|

satisfaisant la borne

[B(e)| < K exp (J—§l> (18)

On a pour f 1la representation intégrale absolument convergente:
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£(z) = [ Y7 B(eyar , 2 €cy (19)
Ré€ciproquement si B(t) est analytique dans Sy avec o' <0 et

satisfait la borne (18) alors f définie par (19) est analytique dans

C. et satisfait la borne (17) uniformément dans C , R <R, si l'on

R R'
pose a_ = B(n)(t) e=0

Par abus de langage on dira aussi que B est la transformée de
Borel de la série I akzk .

Pour A¢? , Graffi, Grecchi et Simon ont établi que 1la pression
est sommable de Borel. 11 semble qu'une démonstration pour les fonctions
de Schwinger n'est pas parue mais personne ne doute de la validité de
1'assertion. Pour A¢; et l¢g , Magnen et Sénéor ont établi la som-
mabilité de Borel pour la pression et les fonctions de Schwinger. Leur
résultat, un des sommets de la théorie constructive, suggere 1l'approche
suivante au probleme d'interpolation dimensionnelle: Les coefficients de
Taylor en A = 0 des fonctions de Schwinger et de la pression sont inter-
polables en dimension par les processus, bien connus désormais, de la
théorie de }a'renormalisation dimensionnelle., S'ils fournissent aussi une
transformée de Borel holomorphe dans une région S0 et telle que l'intégrale
(19) converge, on peut prendre cette intégrale pour definition d'une inter-
polation dimensiomnelle non-perturbative du modele. On pourrait laisser la
question des séries perturbatives dans la constante de couplage renormalisée,
g , 2 une é&tape ultérieure.

Mentionnons que la théorie constructive établit l'existence de

solutions possédant la symétrie ¢ - -¢ et de solutions avec cette symétrie

brisée. Pour avoir une vue d'ensemble il convient d'étudier l'effet d'une



perturbation de la forme %-¢2 . On montre alors que pour O assez
grand la masse physique est fonction monotone croissante différentiable
de o , et qu'elle s'annule en un point Gc . Le comportement qualitatif
des parametres physiques est donc:

m A
masse physique

>3
‘\
> ¢
Région 4 deux phases, 9. Région d'une seule
4 symétrie brisée phase, symétrique
AN
J 2
"] { N
T rd
Région a deux phases, g, Région d'une seule
d symétrie brisée phase, symétrique

Pour g petit on a donc deux types de solutions. Nous nous intérésserons
désormais 3 la solution symétrique (o > cc) . On sait que g(o) est bornée
pour o > 0o, mais il reste 3 établir plusieurs conjectures, entre autres
que g(o) est monotone dans cette région et que son maximum, en Uc ,

vaut g .
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II1. Interpolation dimensionelle

Retournons maintenant aux séries non renormalisées des fonctions de

Schwinger non tronquées. On les obtient en développant les exponentielles

exp - A fA d"x¢"(x) dans la formule (1):

(b) B -1 (-0" Y v
Swon mEN 0 Xy) = Z(M T 20 [y e dE
’ (20)
. N
[ e -3 L0026 +nf $G1d% 6¥(ED . 84(E) ALY

v v
..[A dE,...dE [ ¢
(21)

exp -~ & [,1000)2G) + m342(x)dx $¥(E,) .. .44 (E )

Effectuons les intégrales gpwssiennes et simplifions en remplagant

par gj ; on obtient:

s xg =z ] G @1 v 1111 1} (22)
NON REN‘*1°* ¥y L ol AR .o RERE® ...nnnnj}

(23)

[y-+-f, ¢"1...d"a[1111. . .nnnn]

Ici le symbole [1...n] désigne un hafnien défini par récurrence 2 partir
impair, et pour n pair:

d2s objets [j;k] I1 vaut zéro pour n

n
[1,...,0] = § [133101,2,.+4,3s...0]
j=2

(24)

Dans notre cas le symbole [j;k] est la fonction 3 deux points euclidenne:

[35k] = &, , 3-K) (25)
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1 f exp ip°x dvx (26)
(Zﬂ)v p2+m2

2 =

La formule de récurrence (24) montre qu'un hafnien d'ordre n se développe

en (n-1)!! produits de hafnienm élémentaires d'ordre 2 ((n-1)!! = (n-1)
(n-1) (n-3)...3.1). Par conséquent le coefficient de A" au numérateur de (23)
contient KN,n = (N+4n-1)!! termes. C'est da chacun de ces termes qu'est
associé un diagramme de Feymman. Nous entendons par 12 un ensemble de n + N
vertex indiciés, V ,...,Vn+N , et de lignes joignant ces vertex. Aux vertex

1

1...Vn+N sont associles les variables l,...,n,xl,...,xN , que nous appelerons

aussi respectivement n A un terme du développement de

1, nz,coonn+N .
[xl,...,xN,llll...nnnn], on asocie le diagramme avec une ligne joignant Vi
a Vj pour chaque hafnien élémentaire [ni;nj] apparaissant dans le produit
en question. Les vertex Vl""vn et les lignes [ni;nj]isfn et j¢n

d'un diagramme G seront dits internes et forment un diagramme noté G

int °
Les autres seront dits vertex extermes ou lignes externes, '"jambes'. Dans
notre cas (mod2le ¢“) un vertex interne appartient & quatre lignes, un
vertex externe, 3 une seule. Nous appelerons les diagrammes ayant cette
propriété simplement "diagrammes de ¢*" .

On a les notions topologiques habituelles pour la figure formée par
les lignes du diagramme, comme la connexité . Une notion utile plus loin
est celle de diagramme 2-connexe: c'est un diagramme connexe qu'on ne peut
séparer en deux parties connexes en enlevant une ligne, ou bien un vertex.

Introduisons aussi le nombre de boucles indépendantes ou 1% nombre

de Betti du diagramme, qui s'écrit:

b(G) = 2(G) - n(G) + c(G) = b(Gin

0 (27)
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ot 2(G), n(G), c(G) désignent le nombre de lignes internes, de vertex

internes, et de composantes connexes contenant des vertex internes, de G .

On a d'ailleurs aussi:
b(G) = (R(G)+L(G)) - (n(G)+HN(G)) + C(G) (28)

L(G), N(G), C(G) désignant le nombre de lignes externes, de vertex
externes , et de composantes connexes de G ., Avec ces notions notre
développement prend la forme:
™ - =N >\)
s (xy..0%g) = Z2(A)~ {z ) I(x...x) (29

NON REN G diagramme de d)L+
tel que n(G)=n,N(G)=N

n+N
v v
L(xeex) = froeof, dn ...d"n T (Z[J k]n) (30)
¢t N A A ! L) ligne de G j=1
. . 4n+N . Yoo
ot {(j,k),ji=1,...,n+N;k=1,...8+L = -5 est la matrice d'incidence

définie, apr2ds orientation arbitraire des lignes de G par:

+1 si la ligne k arrive au vertex j mais n'en part pas

[j:k] -1 si la ligne k part du vertex j mais n'y arrive pas

0 dans les autres cas.

Remarquons qu'a chaque diagramme est ainsi associde une matrice, mais celle
ci ne le caractérise en général que si le diagramme ne présente pas de
"tad—pales"g:D_,; pourtant si 1l'on sait que le diagramme est 'de ¢"*" , sa
matrice d'incidence le détermine compl2tement. On peut vérifier que les
fonctions de Schwinger tronquées introduites au paragraphe I ont un
développement analogue mais ol n'interviennent plus que des diagrammes

connexes:
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N) ®
N Z = _ ) Lo (%, - - -xy) (31)
=0 G diagramme de

connexe tel que n(G)-n,N(G)=N

De méme la quantité p (3) qui correspondrait 2 la pression grand-
canonique dans le probldme de mécanique statistique associé, mais qui dans
notre contexte de théorie des champs serait appelée plus justement

"densité d'action" admet pour développement:

..d’n [11112222...nnon]° (32)

p = 11m T—T Ln Z(A) = E (-A?n
n=1 ©

ol le hafnien tronqué [1...n]T est défini A partir du hafnien entier par
une formule analogue 2 (5); son développement est indicié par les diagrammes
connexes sans "'jambes" 3 n vertex. On remarquera qu'on 3 utilisé
1'invariance de [11112222...nnnn]T par translation globale pour intéger
sur la variable 1; ceci explique aussi la division par IAI dans (3) et
(32), en vue de construire une ''densité d'action" finie.

Nous allons étudier les amplitudes IG non~renormalisées (''nues'),
pour G connexe, qui apparaisssetent dans le développement (31). Passons

en transformée de Fourier en introduisant des variables Pyse++sPy duales

de XyseooXy s et remplagons AE par son expression (26):

1 f v v v v L 1
I, = — e d¥n. ...d%n d’q....d"q I ——
G (27r)\)(9'+L) 1 n+N 1 2+L a1 q2k+m2
2+L niN (33)
exp(-1 _z PN i4y) expli Zl qk<jzl[J tklng) ]

Les intégrations sur les variables n effectuées, on obtient:
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1 A+L n+N 2+L

v v 1
TP seeespy) = ——=—— [ d’q,...d" T (-————) I 6(;;,- Z[j:k]q)
G ) 1 ML Y k

La véritable intégration se fait donc sur le sous espace d&fini par
AL n+N

(pj— kzl [j:k]qk) =0 (j=l,...,ntN). Comme Z [j:k] = 0 pour toute ligne
= j=l

k, ces équations entrainent

N
) p. = 0 (35)

IG est donc nul sauf s'il y a conservation du moment total c'est 2 dire

si p = (pl,...pN) satisfait la conditionm (35) ce qu'on supposera désormais.
I1 nous reste alors (n+N-1) fonctions & indépendantes dans (34), car G est
connexe., Elles expriment la conservation des impulsions 3 chaque vertex.
(Notons par conséquent que iii-?ag::;z) n'est fonction que de la matrice
(§i-3j)i,j=l’...v des invariants scalaires associés 2 p .) On peut
8liminer ces fonctions & . en intégrant sur n+n-l variables; on conserve
donc (44L) - (n+N-1) = b variables d'intégration, une par boucle indépen-
dante. Mais 1le changement de variables introduisant ces variables de
boucles privilégie arbitrairement certaines lignes du diagramme. Pour
garder une forme aussi symétrique que possible nous préférons utiliser la
représentation paramétrique de Schwinger. On écrit le propagateur -EE%:EZ

k
sous la forme:

o]

1 _ _ 2, 2
Elzc_m = g da, exp[-a, (qf +m )] (36)

si k est une ligne interne. En inversant les intégrations en o et ¢

et en effectuant ces dernitres on obtient:

(3¢
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1 N 1 f
I(p) = s I =i T do
I R R A -1
(37)

2
1
—————— eXp (- am - V_( ,a)}
[UG(g)]v/Z [ kzl k e

Nous oublierons le plus souvent le facteur multiplicatif

N
S S— il L dans I, , qui est sans grande importance pour la
v (2+L) p2+m?2 G
(2m) =1 P 0 .
suite. On appelera dy (o) 1la mesure I da, exp - Z a,m? sur [O,w)z.
m k k
k=1 k=1
Les fonctions UG et VG ont été calculées par Symanzik:
UG(a) = ) I o (38)
T arbre de G k¢T
-1 > >
V.(p,a) = ( I a) U, (@), ()P, +P (39)
G UG(Q) A coupure de G \ k€A k G1 G, 6, G

Un arbre de G est un sous diagramme de Gint connexe sans boucle

contenant tous les vertex de Gint . Une coupure est un ensemble de lignes

de Gint , tel qu'aprés leur suppression dans Gint on obtienne exactement

deux sous diagrammes de G,
i G1

la somme des impulsions externes de p arrivant aux vertex de G1 et de

-
at’ G1 et G2 connexes. P et .?;2 désignent

G2 . A cause de la conservation du moment (35) on a d'ailleurs ﬁG = - ?G
1

ce qui montre que VG(B)a) est positif, 1l'espace étant euclidien. Les

2

fonctions UG et VG sont globalement homogtnes en ¢ , de degré respective-

ment b(G) et 1.
Nous remarquons que la dimension d'espace-temps, v, n'apparalt plus
_1
que comme 1'exposant de (UG(a)) 2 dans la formule (37). I, n'dtant fonction

G

que des invariants scalaires de p 1la dimension des moments n'est présente

> >
qu'indirectement, limitant le rang de la matrice (pi-pj). Ceci suggére
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de considérer Vv comme variable complexe dans (37): cette interpolatiom
naturelle a été notamment étudiée par Speer [6] qui a montré que l'intégrale
(37) est absolument convergente dans un demi plan Re v < vO(G) , et y
définit une fonction analytique, prolongeable en fonction méromorphe dans tout
le plan complexe, dont les poles sont des réels rationnels, dont il a donné
la position.

Plus précisément si G est un diagramme de ¢“ 2-connexe, IG

pré%ente des poles propres aux rationnels de la forme:

N(G)-4+2k

=4 +
14n(e) - K&

k&€ N (40)

1l'ensemble des pdles de IG pour un diagramme G quelconque est la réunion
des poles propres de tous les sous diagrammes 2-connexes de G .
En particulier voici la situation des poles propres d'un diagramme

2-connexe G pour les premieres valeurs de N(G):

- 4 b L 2k -
N(G) = 0 V=4 -k 2K k=0,1,2...
N(B) = 2 v=4--—+% K =0,1,2...
_ . ok )
N(G) = & v= g 2 k=0,1,2...

Le point Vv = 4 est donc toujours le premier pSle propre d'un diagramme
2-connexe de la fonction a 4 points, le deuxieme pdle propred'un diagramme
2-connexe de la fonction & 2 points et le troisidme pdle propre d'un
diagramme 2-connexe de la pression. Il a d'autres particularités:

- L'ensemble des poles V < 4 est discret; celui des pdles v

L\"4
o

est

dense dans [4,») (tous les rationnels 3> 4)

- Un rationnel v > 4 ne peut étre, éventuellement, qu'un



=21~

pdle propre d'un diagramme 2-connexe a zéro ou deux "jambes". Au contraire
tout rationnel v > 4 est pour tout N un pole propre d'au moins un

diagramme 32 N vertex externes.

Indiquons les poles des premiéres amplitudes pour la fonctionm a 2 points:

‘} Imv ; !’ :

of
’_l

Figure 3 Poles des diagrammes a 2 lignes externes

Si 1'on ajoutait de plus en plus de graphes on verrait nettement 4 apparaitre
comme premier point d'accumulation.

Lorsque Re v est supérieur ou égal au premier pdle, vO(G) ,
1'intégrale (37) n'est plus absolument convergente (comportement de E—%7E
lorsque certains o approchent 0). 1I1 faut\effectuer une renormaligation.
Ignorons encore provisoirement ce probldme et, pour explorer 1'idée
d'interpolation en dimensions, acceptons 1'intégrale (37) comme définissant
pour y réel une fonction positive des invariants de p, valant éventuellement
+ «® , On voit que:
exp-V.(p,a)

v/2 0 (41)

_3; I, - f du_(e){gn UG(u)]2
v [UG(a)]
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Ainsi IG est convexe en Vv . On pourrait donc penser estimer par exemple
IG(v) en termes de IG(l) et IG(B) pour 1 < v £ 3, En fa.
cette remarque s'avere inutile parce qu'en général la renormalisation, qui
nous sera nécessaire, ne respecte pas la positivité de 1'intégrand (41.)
Pour mieux comprendre cet effet nous étudions les amplitudes des

graphes g:) et ‘45}’ (diagrammes dont on oublie 1'indication et les lignes

externes) .
v-u
Q u=v "o
_ _ = Ay '-—'—*—\—)-/—2 I'(l- \)/2)
(4m)
(0 est un parameétre positif). La fonction T a des poles a

(1 - v/2) = 0,-1,-2, c'est a dire 3 v = 2,4,6..., de résidus -1, 1/3, - 1/3!,

respectivement:

r(-v/2) A

— e wtman. -t o—

Si nous posons:

(1 - v/2) =71 -v/2) + — (éé)

ren,l v/2-1

nous obtenons une fonction dont le comportement est:

A l
T en,1 (1=9/2)

I

i

, |

\\\\\\___ﬂp,/4 | '
|

0 2 4
|
i

v

- ——— N -
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Si nous posons

1 1
Tren,2 3 -V/2) = TQ - RE vy T il Yoty (43)

nous obtenons une fonction convexe et positive dans l'intervalle v < 6

A
rren,z(l - v/2) |

Bergeére et David ont suggéré une représentation intégrale de la

fonction:
N-1 n
(-1) 1
=T - Am) =
rren,N(x) () ZO n! x+n
n_—
® x-1 -t (44)
N — = X~ -
ol Fren,O(X) = I'(x) fo t e dt
L 1 N-1 n
-1 - 1T - -
a savoir T (x) = f ¥ et +f t* [e £ 2 (—tz-—]dt
ren,N 1 0 n=0 n!
I1 est facile de montrer que pour N pair, Fren N est convexe et positive
bl
sur l'intervalle - N <x <+ @ , Par conséquent en posant
v=-2

- b=y 0 .
[C>]ren,N e (4n)v/2 F}:‘en,N(l »/2)
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alors [Q] , est une amplitude bien définie dans - ® < v<4 , mais
ren
non convexe ; [()J est bien définie dans - ® < v < 6§ et reste
ren,?2
convexe, mais nous allons voir qu'une difficulté importante apparait, dae "
a la soustraction "supplémentaire' effectuée, lorsqu'on essaie de
généraliser ceci, Ainsi considérons le graphe, {E;. , dont l'amplitude, a2 une

constante pres, est:
2
o oo oo daldazda3 410,05 p ) .
e = f f f exp - U(U.) - - m (C!1+(7.2 03)
ou U(a) = aja, + ayag + aga)

Les analogues de (42) et (43) sont, en notant 6 fonction de Heaviside:

da,da,da a,a,a, p?
e ——n -2 2 - 8l1-v 45
e]ten 1(p) 0 IO fO (U(u))"/2 3exP [ U(a) " (0‘1+°‘2+°‘3)] ( W»} (45)

convergent pour - « < v<4 , et :
da da da 0, 0,0, p?
17273
[el (p) = fo fo fo v/2 {exp [- —Im)—— -m2(a1+a2+a3)]
en,2 (U(a)) (46)
2
.0 & p
1 23 _ 2
- 8(1-U(a)) [l - -Efay———» m (a1+a2+a3)] g
convergent pour - © < y<35 , [Cp] donne, comme [:D] une

ren,?2 ren,2
fonction positive convexe en v dans son domaine de définition. Mais il
apparait un terme proportionnel & p? dans (46) [7]. Introduit dans un
diagramme plus compliqué, [gplren,z exigerait un procédé de renmormalisa-
tion du champs aussi bien que de renormalisatjon de la masse, qui est seul
nécessaire lorsqu'on utilisge [cplren ] - Comme la simplicité de notre

méthode plus loin réepose sur le fait que seules des renormalisations de
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masse, en nombre fini sont nécessaires, nous abandonnons EEE§]ren,2
Systématisons maintenant la procédure de renormalisation que nous allons
utiliser dans la region Re v < 4 ., Bergere, Lam et Zuber [8] ont exprimé
le procédd habituel, satisfaisant la récurrence BPHZ, 2 1l'aide d'un
opérateur R agissant directement sur l'intégrand de (37). Une forme
particuli®rement compacte pour cet opérateur est:

R = I (1-t ~*(9)y (47)
§ sous ensemble de [1,...,2(G)] s

ou l'opérateur de Taylor généralisé& pour les variables de S , T, est
défini par:

12 f(a) = [Tg f(a,p)]p=1

ou f(p,a) est la fonction obtenue en dilatant les @ relatifs aux lignes

de §: a >px pour k €S . Si f(x) est une fonction de x réél,
telle que xvf(x) (v complexe) soit Cco en x =0, T: f, (n€Z) est

la fonction:

[0 £1(0) - xE T§+X (2% (x) }

quel que soit A entier , A > E(Rev) ; e =v - E(Re v), E désignant

d

la partie entidre, et T: 1l'opérateur de Taylor usuel en x = 0 :
nn ()
[TD £1(x) = | = £77(0) .
X 1=0 n.

piverses formes dquivalentes de l'opération R sont discutées dans
[8]; remarquons que (47) ne fait intervenir la topologie de G que par
1'intermédiaire du nombre de ses lignes internes,

L'amplitude renormalisée selon le schéma ordinaire de soustraction

dit "a impulsions externes nulles" est alors, lorsque V est entier:
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exp - V,(p,)
] (48)

R
I.(p) = [ du (o) R[
G m W2

Bergére et David ont étudié la généralisation de cette formule 2 Vv complexe.
Pour un diagramme G donné, les pdles sont des rationnels isolés que l'on

peut ordonner, VgsVyseeVioe i € N . L'intégrale (48) est absolument

i

convergente pour Vv € € et définit une fonction analytique de v dans

Ve

Cette fonction désignée par IG1 admet

un prolongement analytique dans le demi plan Re v < Vil En général

v v, v,
i i+k * - i+k
si Re v < Vit IG (v) et IG (v) , keN different, car IG

< <
chaque bande vi Re v vi+l .

contient davantage de soustractions. Plus généralement pour A réél on

peut considérer

Yi(a,G)

A =
IG(_P_, \)) = IG

(p>v) ot v, (4,6)

est le plus grand pole de G inferieur ou égal 2 A, C'est une fonction
analytique dans un demi plan ouvert contremant A , 3 savoir Re v < Vi+1(A,G),premj
pole de G apres vi(A,G) . Pour le modale ¢“ et lorsque A < &4 ,
1'ensemble €P des pbdles strictement inférieurs 2 4, discret y contient un
plus petit élément strictement supérieur 2 A, vS(A) . Alors Ié est
analytique dans un demi plan ouvert contenant A indépendant de G , 2
savoir Re v < VS(A) . Cette derni®re propriété est intéréssante puis que
nous avons en vue de sommer les amplitudes de diagrammes différents afin de
dépasser le cadre perturbatif.

Pour tout € > 0 , IZ—E(R,v) est donc une interpolation dimensionelle
raisonnable dans la région Re v <'vs(4—s) pour 1l'amplitude renormalisée

associée a G , et fournit une premidre manidre de bien définir notre probl2me:

la série des perturbations de ¢" est elle Borel sommable pour toutes les
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dimensions ou le modele est superrenormalisable? Il suffira en effet
d'examiner si pour tout ¢ > 0 1la série (31) ol les amplitudes sont
maintenant Ig_e(gﬁv) est Borel sommable pour Re\r<1g(4-e) (ou au moins
pour Re v = 4-¢ car nous allons voir que les deux problémes sont
équivalents).

Néanmoins une interpolation dimensionelle plus naturelle encore est
celle ol 1'on renormalise dimensionellement, c'est & dire ol leg contres
termes satisfont d'une part au schéma récursif BPHZ , et d'autre part sont
exactement des parties divergentes des séries de Laurent exprimant les
amplitudes nues au voisinage des différents pdles. Cette procédure est
définie et étudiée en détail dans [6]. Un de ses grands avantages est de
permettre de traiter les théories plus complexes et physiquement plus
réalistes Qmm<ﬂ’, possédant des symétries de gauge, sans que la renormali-
sation détruise ces symétries.

Montrons comment nous voulons utiliser ce schéma de renormalisation.
Selon [6] , la partie singuli2re du développement de Laurent d'une fonction

mé}omorphe prés d'un pdle est donnée par 1'intégrale de contour:

R(E) = + o= [ £ 440

2ni c v=v'

ol C est un contour entourant uniquement le pble en question. Dans [6] ce pble
est V = 4 car c'est les théories habituelles en dimension 4 qui sont en

vue. On définit alors des contre termes comme partier singuli®res des sous
graphes divergents d'un graphe, et on les soustrait dans 1'amplitude IG
de fa%on a ohtenir un résultat fini et 2 satisfaire aux conditions BPHZ.

(Notons que cette derni®re condition ne serait pas satisfaite si l'on se

contenait de prendre pour amplitude renormalisde IG -'K(IG)) .
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Nous definissons par contre des amplitudes Ig DIM(R’V) analytiques
pour Re v < vS(A) oll nous extrayons tous les pdles situés avant vS(A)
par cette procédure et non plus seulement pdle v =4 , Ié DIM(R’v)
est donc défini exactement de la manidre récursive exposée dans [6] mais

ot les parties singulidresretranchées s'expriment 2 1'aide d'un contour

englobant tous les pbdles inférieurs a vs(A):

- C

N
e

Les arguments de [6] s'appliquent alors, et prouvent que nos Ié DIM(R’V)

satisfont bien la récurrence BPHZ et sont analytiques pour Re v < vs(A).
Bien que 1l'on ne dispose pas encore d'une forme compacte du type
(47) exprimant la renormalisation dimensionelle sous la forme d'un opéiateur
agissant sur l'intégrand en o, cette question est étudiée activement
(Pour v = 4) [9]. La solution devrait s'adapter facilement & notre probléme
et nous permettre d'écrire de fagon compacte on représentation a les
amplitudes Ié DIM(R’v)’ Les formules (42) et (45) sont en fait un premier
exemple ou l'on a trouvé une telle forme pour les amplitudes des graphes
simples O et @ .
Notre probléme peut se traiter indiféremment en utilisant les séries

(v) , pour

R A A
31 truit i
(31) construites avec les amplitudes IG(v) , IG(v) ou IG DIM

tout A tel que v £ A <4 . (Notons d'ailleurs que Ig(v) = Ié(v) si

~
vi(G,v) <A< vs(v) . En effet pour une dimension Vv fixée, Re VvV < 4 ,
les problémes de sommation de Borel de ces différentes séries sont tous

€équivalents entre eux. Ceci tient & ce que les prescriptions

. : A A » -,
de renormalisation pour IG et IG DIM satisfont le schéma récursif
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BPHZ {7] [8] ; nous savons qu'elles doivent se traduire par une simple
différence finie dans les masses renormalisées des différentes théories
obtenues; cette différence finie s'exprime elle méme comme un polyndme dans
la constante de couplage nue, A , puisque 1' on reste dans le cadre de
théories superrenormalisables. Un tel polynéme est &videmment Borel
sommable, et certaines résultats généraux [10] assurent que la composée de
deux fonctions Borel sommables est Borel sommable.

Au prochain paragraphe nous exposons un premier résultat conduisant
a2 1l'analyticité de la transformée de Borel de la série perturbative pres
de 1'origine, mais pour l'instant seulement dans la région Re v < %? .
Dans ce domaine limité et pour A < %?- , les prescriptions (42) et (45)
sont suffisantes pour définir Ié DIM(R’v) et il ne sera pas difficile de
vérifier que notre résultat s'applique effectivement aussi bien 2 Ié(v)
qu'a Ié DIM(v) .

A titre d'exemple comparons, dans ce domaine, les différentes amplitudes

que nous avons introduites pour le graphe (E} = G :

1

A _ LA _
IG('E’\)) = IG DIM(p’V) - f dum(dl ,32,03) \)/2
[ula2+a1a3+a2a3]

(49)
Pzalazaa

expfi -
a0yt agta,a,

analytiques pour Re v < 3 .,
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3 A< %8
2
A 1 pra 0,
I (p,v) = [ du (a,,0a,,0,) exp | - -1
G m1rr2rd [a o, +a. a_+o, Jv/2 a.a 4o o+ a
15275 %37 %%, 172 713 23
(50)
A _ Q0 00 o0 l
Ig pm®Y) = g g {; da, do,yday o e V2
[0 e astasa,]
P2a1a2a3
€xXp = . - 2o to,tag) | - 9[.1 - (“1a2+a1a3+“2“3)]
%1% %1% %%
(51)

analytiques pour Re v < %?



IV. Estimations d'amplitudes

Nous prendrons pour point de débart la forme (48) d'une amplitude de
la théorie ¢” ; nous montrerons une borne uniforme, exponentielle dans le
nombre de vertex de G , ceci pour l'instant dans le domaine Re v < %? .
Nous verrons pourquoi cette majoration est reliée trds simplement au prob-
leme de l'existence de la transformée de Borel de la série perturbative dans
un disque centré a l'origine. Bien que ces résultats ne constituent pas une
surprise, de telles majorations n'ont semble t'il jamais été établies,
excepté en dimension 1 par Bender, Wu [11] et Simmm [12]. La référence [13]
fournit néanmeoins des résultats voisins, dans le cadre de la théorie

minkovskienne et par une méthode différente.

Nous énoncons ces majorations dans 1'espace des moments:

Proposition Il existe un nombre Av positif tel que si n désigne le

nombre de vertex d'un graphe G de la théorie ", ~on ait:

[ Thew | < AT, Yp, vv/Re v < -1-39- (52)

Ig(R,v) est défini par la formule (48) . Nous montrerons d'abord

Q
cr

le résultat pour Re v < %-.

Pour Re v < 2 aucune renormalisation n'est effectuée. Les arguments
de Bender et Wu s'étendent sans aucune modification. Pour 2 ¢ Re v < %- ,
la renormalisation est équivalente a l'ordre de Wick et se contente d'annuler
les contributions des graphes comprenant des '"tad poles" CD . Notons que
8 correspond au premier graphe divergent sans'tad pdles,' & savoir €§9 .

3

Nous aurons seulement besoin d'un lemme topologiqué trés simple.



Lemme 1 Pour un graphe G connexe sans '"tad poles', il existe un
entier k , compris entre 1 et 4 , et k arbres de (¢ différents tels

que toute ligne interne de G appartienne & 1'un au moins d'entre eux.

Preuve Le lemme est vrai parce que d'un vertex partent au plus 4
lignes. Montrons, par récurrence, qu'il existe une partition des lignes
internes de G en au plus &4 sous ensembles Tl’Té"'Ti lsgkg 4,

tels que

a) T1’T5""TL sont sans boucles; T; est un arbre.
b) Ti, 2 £ j ¢ k peut 2tre complété par des éléments de T,

de fagon 3 former un arbre Tj ; donc T3 C:Tj C:T3 uT, .

Supposons en effet Tl,Té "'T5 construits vérifiant a et b
(on commence par prendre n'importe quel arbre pour Tl); supposons de plus
que G - TlLJTé"’LJT'j compte au plus 4-j lignes par vertex (comme Tl

est un arbre, G -~ 'I‘1 compte au plus 3 lignes par vertex). Nous construisons

T£+l comme 1l'union d'arbres quelconques pris dans chaque composante connexe
de G - TlL)Té...LJTg , 8'il en existe de non vides. Pour compléter T5+l
en un arbre Tj+l de G numérotons les lignes 21,...2r de Ti+1 3 Zi

point les vertex V., et V] , 1 < i g r . Il existe un chemin unique dans
i i

T, joignant V, a Vi ; supprimons au hasard une ligne de ce chemin;
1 1 i
nous obtenons un graphe Tj+1 , et Tj+1lJ {21} est un arbre. Ayant ainsi
. s s ]
construit Tj+l tel que Tj+1CI T1 et Tj+l J {21,22,.h283 soit un arbre,

. . . s o '
il v a un chemin unique dans Tj+l L}{Ql,lz,...zs} joignant VS+l -1 Vs+l .
Ce chémin n'est pas formé exclusivement de lignes de {21,...,2q} car

T5+l comporterait une boucle. On peut donc.supprimer une ligne de ce

. . s+l . T
chemin appartenant 3 T1 , et construire Tj+l , donc finalement Tj+l ,

et T = Ty Y T
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La récurrence s'achéve pour k < 4 car on achdve de dépouiller
chaque vertex de toutes ses lignes en au plus 4 opérations. Il faut bien
sir que G ne contienne pas de ''tad poles".

Revenant 2 la représentation de Schwinger (48) de Ig(g,v) , i1

nous faut bornmer, pour 2 < Re v <~§ :
R 1
IG(R,\)) = [ du () [exp - VG(p_,u)} —7z
Ug (@)

Comme exp ~ VG(BJQ) £ 1, et en utilisant le changement de variables

(o A1)
i
o, *> :
i
/ 1
R 2,N/2 - n=-1
'IG(R"’) < [m*] fdul(a) 7 o Rev
[arbres T (GFT l)] 2
N/2 - n-1
§ [m?] fdul(a) = T Re v
1 (o X “i) 2
j=1 \ ¥y
k -Re v
< [mZ]N/Z"n-1 —ijh—— [ du (@) | T T (o)) 2k
e v/2 1 2l q. 4 T
3 ;4 j
1
par une inégalité de convexité: Ajho. AL < K Allk...Akl/k . Donc
- [l o L(G)
|16 | < w27 sup [ ER=C 4o
t €[{0,3/8 Re 0 «a

puisque 1 ¢ k ¢ 4 .

-~

Comme £(G) = 2n(G) -‘E%El H

2n - N/2
¢ 22 [r(l - i&g—-w]

R
'IG(p_,v)
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majoration assez fine (comparée au comportement asymptotique de IG

lorsqu'il est comnu) et dont on déduit aussitét le résultat cherché.

Pour établir notre propesition dans le bande §~< Re v < %?’ par
une méthode semblable, on a besoin d'un lemme topologique plus précis, et
de controler le comportement du graphe renormalisé -{E}—< lorsque Re v > 3,
Nous avons montré le lemme topologique 3uivant:
Lemme 2

Soit G un graphe différent de QZ§Q , Gzzb , et sans sous graphes

<:) ou (EE) , avec au plus 4 lignes par vertex. Alors on a l'une des

deux possibilités:

(i) G contient au plus 2 arbres tels que toute ligne interne

appartient & au moins un d'éntre eux.
(ii) TI1 existe dans G entre 3 et 5 arbres différents tels que

toute ligne interne de G appartient 3 au moins 2 d'entre eux.

La démonstration repose sur une discussion &lémentaire, comme pour le
lemme 1, mais nettement plus longue aussi nous ne la donnons pas ici mais
elle est exposée en détail dans [14]. 1I1 est facile de se convaincre que ce

lemme fournit le majoration cherchée dans la bande g-s Re v < %? pour les

graphes G considérés dans le lemme. En effet ils n'ont pas 3 é&tre

renormalisés; et dans le cas (ii) par exemple, avec Ty...T 3 gkg s

k

abres du lemme:

Re k Re v Re v[ k Re v
U (o . = m oy 2 2 hil T al 2k
[T, ] i >k o i
j=1 ai¢ Tj 7 j=1 aléTJ
donc:
Re )
- - - 3 v
W.@]” 7«31 1 @)™, e, €32 Rey
G (=1 i 5 2
1:—--
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donc on aura 1'analogue de la majoration (52) avec une fonction T(1 - é—%%ii
finie si Re v < %? .

I1 ne reste plus qu'a réduire le cas d'un graphe G avec des sous
graphes (EE) au cas d'un graphe qui n'en contient plus.

Remarquon tout d'abord que, si Re v < 3 :

11§ @1 < [ auy@ - =5 < B

[a1a2+a2a3+a1a3l

>
B étant indépendant de p , moment entrant et sortant (& a deux "jambes"

que nous ne dessinons pas ). Par conséquent, si IG a q sous graphes

distincts (EE} (nous excluons €§9 qui est annulé si %-s Re v) on a

IIGl~$ BqIIé| ol é est le graphe obtenu.en réduisant chaque sous graphe
(EE} 3 un vertex; donc n(G) = n(G) - q et ¢ satisfait les hypothéses
du lemme 2. La proposition s'en déduit aussitot, (en exigeant que A soit

supérieur 2 B ).

Lorsque 3 < Re v < %? nous allons utiliser une borne trés large
qui nous suffira et se généraliserait 2 d'autres exemples sans difficulté.
En appliquant deux fois 1'inégalité de convexité:

1 ! 1
ayaptazagtoiag

[ajazas]

on obtient sans difficulté

Rey =
1 ) 1/3
n Re v 1 exp - p (alazaa)
[oyaya,]

Donc:
. 1/3
(l-exp—(alazag / )

p? Re v
(a1a2a3) 3

18 e TV 1w,

)
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Si 3 < Rewy < %? , on peut majorer en remplacant simplement dum/pz par

daldqzda3 , et en utilisant la croissance de (l-exp-t), borné par ¢

t > Q)
do.do,d
R @R S
e N 07070 Rev 1
3
(alazaa)
3 [ do, [ du, [T a L x 1
0 al 1 uz 1 a3 Re v - 1 Re v
. oy 3 3 (o,ay) 3
1 1 0 1 1
+3 J'o doLl fo daz fl dot3 Re v - 1 Re v
(alaz) 3 3 a 3
3
- daldazda3
+ ,
1 1 Re v
(alazaa) 3
donc:

R,»> Re v=-3
lig® | < ¢,

Cv étant une fonction positive pour 3 < Re v < ;g . Pour v =13 il ne
serait pas difficile de montrer une borne logaritlmique, D Log(p2) .

On peut regrouper ces deux cas dans une borne tres large:

19
R 2 2 2 Re = ==
g (P?)| < D, + E,(p%) 3
N . 10
ou Dv et Ev sont des constantes positives, 2t 3 £ Re v < 3

Maintenons contractons tout les sous graphes {E} ; comme nous excluons

€§§>’ ils apparaissent dans des chaines &_—ég}_—453p_.., que nous

k
remplagons par une ligne @&+ ol la croix centrale et 1'index k rappellent

qu'une chaine de longueur k a été contractéde. Le propagateur pour cette

ligne est dominé par:
F k

5, (p) = ——
k (p2+m2)l+k(22/3 - 2 Re V)
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~

ou Fv est positif. Mais dans le graphe obtenu G peuvent apparaitre

des tad poles ou de nouveaux graphes (E} , dus 2 la contraction, par

1 1
exemple, de Q _gﬂ , ou de ‘% -> @v— . Cependant

ces tad poles ou graphes (E} comportent au moins une ligne a propagateur

1
25/3 - 2 Re v

Sk’ borné par Fj‘
(p%+m?)

I1 n'est pas difficile de vérifier que ceci permet de contracter
ces sous graphes en un vertex, en introduisant une nouvelle constante Gv .

Par exemple

k
Cf> k v 1

< F "d n

< Fo [ (p24m2) 2373 = 2 Re v

converge et est borné par FJK Gv exactement 2 condition que Re v < %g .

On aplique enfin le lemme 2 2 G' obtenu aprds cette dernidre
opération, en imposant la condition Av > Fv et Gv , €n remarquant que
n(G') < n(G) - {nombre total de contractions} .

Montrons pourquoi la proposition est relids & 1l'existence locale de
la transformée de Borel de la série perturbative. Comme le nombre total de
graphes convexes est certainement borné par (4n + N - 1)!! quiest on 1'a
vu, le nombre de graphes total, le terme d'ordre n de notre série de Borel
est bornd par:

R a
Ian{ <—— +« A .« (4niN-1)!!
(n')2 v

donc la série en question converge et définit une fonction analytique

localement autour de l'origine, au moins dans le disque:

Re v < %g
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V. Conclusion

Les resultats de la section IV indiquent que le premier pas, dans
notre programme est relativement facile. Nous avons montré que les séries
perturbatives renormalisées des fonctions de Schwinger et de la densité
d'action ont des transformées de Borel analytiques dans un disque du plan
complexe pour la constante de couplage X , au moins pour Re v <-%? .
L'extension des bornes exponentielles a %? < Re v < 4 reste un probléme
ouvert , mais surmontable 3 notre avis, qui requiert sans doute quelques
raffinements des méthodes élémentaires de la partie IV.

Remarquons qu'ad v = 4 il est désormais bien é&tabli que la
renormalisation décruit ce genre de bornes, certaines classes de diagrammes
croissant beaucoup plus vite, au moins comme une factorielle du nombre de
vertex. Néanmoins les calculations asymptotiques des grand ofdres de
perturbation par la méthode de Lipatov suggérent que la transformée de
Borel existe aussi dans un disque. Il n'est pas exclu que ce résultat
puisse etre prouvé rigoureusement par des majorations simples associées
cette fois 2 des classes de diagrammes; mais le probl2me est probablement
nettement plus difficile que pour Re v < 4 ., Une preuve rigoureuse con-
férerait une légitimité accrue aux calculs qui assument ce résultat, comme
ceux de la Réf. [1].

Revenons & la deuxieéme partie de notre programme. Il est vraissem-
blable que la continuation analytique le long d'une bande SO de 1a fonction
que nous avons obtenue dans un disque par sa série de Taylor est un probleme
tres difficile. De relativement faibles modifications de la série de
Taylor peuvent entrainer 1'apparition de singularités pr2s de 1'axe réél

positif, tres loin de 1l'origine. Nous reconnaissonsqu'il n'y a pas

d'arguments excluant cette possibilité; mais disons seulement que nous
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savons de facon certaine que ceci ne se produit pas aux trois points
Re v = 1,2,3, et qu'un faisceau de propriétés communes semble renforcer
chez nous 1'idée qu'il existe une unité du domaine superrenormalisable.

Pour prouver quelque chose dans cette direction, comme dans la
plupart des exemples mathématiques de continuations analytiques, on a presque
certainement besoin d'informations importantes sur la structure de la
fonction obtenue dans le disque, telles que équations algébriques ou
différentielles. Une premidre idée est d'examiner rigoureusement 1l'equivalent
de 1'équation de Callan-Symanzik dans le plan de Borel, c'est i dire en
transformée de Laplace inverse, par rapport & %-.

Si 1'on consid2re la masse considérable de matériel mathématique
et de travail nécessaire pour construire des solutions exactes de ¢3 et
¢g on ne peut bien sfir espérer qu'un programme différent, partant de
1'étude de la série perturbative,  aboutisse rapidement ou facilement.
Cependant cette remarque méme peut justifier de consacrer un certain temps
3 une approche différente, au cours de laquelle il est d'autre part tras
possible que des résultats intéréssants du point de vue de la simple théorie
perturbative puissent &tre obtenus.

Nous conclurons par une remarque concernant le passage ultérieur des
séries perturbatives en A,m; aux séries fonctions des paramétres physiques.
Si les fonctions de Schwinger et la densité d'action ont pu 2tre définies
comme fonctions analytiques de v, A, et m, , on peut passer aux variables

v, 8 , et Les résultats de Eckmann, Epstein, et de Eckmamm, Epstéin

mphys.

et Frdhlich [15] montrent que ces nouveaux paramétres sont fonctions C
des premiers 3 v = 2 et 3 ; et que la masse physique est sommable de Borel
ce qui nous encourage a penser que ceci est vrai plus gendralement et que

le passage aux variables physiques n'altérera pas 1'éventuelle sommabilité

de Borel des séries interpolées que nous avons considérées.

Depuis la rédaction de cet article, la généralisation de ses résultats 3 tout le

domaine Rev < 4 a été achevée par V. Rivasseau et E. Speer (i paraitre) .
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