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DYNAMIQUE QUANTIQUT HAMILTONIELRNE

K. Hepp

U

ETH, Zirich, Suisse

§ O. INTRODUCTION .

Depuis la conférence de Lanford [1] au RCP 25 nouc sommes tous vaguement
experts dans les problémes de la théorie quantique des champs constructive. Je
vais donc renoncer a une revue générale des raisons qui nous poussent a étudier
ces systémes dynamniques singuliers. Plutdt je vais tracer deux sections typiques
a travers des interactions locales entre bosons scalaires.

J'espére que cette esquisse va mettre en évidence les possibilités et les
limites actuelles de la théorie.

Soit §O(x) un champ scalaire libre

. ‘- dp N =i ’ * i{
8 (x) = (2m)/2 ~ L) Heax), % (o)t (Prx)y (1)
o V2u

P=p
R . . ; o
Ici 1'espace de Minkowski est (S +1)-dimensi .el, avec (p,x) =p %

u==p(2)==(2?+m2)?/2 , m>0 . Les créateurs a*(p) et les . annihilateurs a(p)
satisfont a [a(g),a(q)] =0
(2)

= 8, avec a(p)e =0 sur le vide
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de Fock @O R

L'opérateur de multiplication

npaes

(Ho N pyseeesn )= Zye.0 (Byreeenn Ju =ulpy)) (3)

est 1l'hamiltonien libre. Soit ¢ () 1la partie purement créateur de & (x) et

o



& =08 -<1>+ . Le produirt de Wick, : @o(x) ¢y est défini par

i n ¥ - —_
m=0

Nous nous intérescons & des interzctions locales du type
Id \ = v "
#g) =8, + i (g)
io(g) = jaxg(x):H (%) : (5)
i o

- : A
hI(_:ﬁ)z T a :Qo(o,zc_) :

n

que nous allons appeler un modéle @S +1

5
de l'espace-temps. Nous choisissons un cut-off spatial g 20 dans ®(R") .

Les deux secticns transversales, que je vais tracer dans mon exposé, sont les mo-

déles
n
@2 ,nEZ+ (6)
et les modele:
3> _,s€a (7)
S+1! +
On déduit de
laxc(a o= £ () ] T ", apy)
J _>__~.\_‘_'_/ Oy X = mn) ‘11 a pl E’l
m=0
%! 7 1
0 {a(-p.)dp.) 3 ’ -1/2
X s Bqtalepy o) 90,200 50wy (8)

(avec g~ transformée de Fourier de g ) que H(g) est une forme bilinéaire
o : c

sur 3°%xa° (37 est l'ensemble des vecteurs dans 8 avec un nombre fini de

particules et support compact des amplitudes q:p(gq,...,gn‘)) , et que pour

3 , e . o .
S+1=2 H(g) est un opérateur symétrique sur le domaine 3 » qui est dense dans

Les difficultés de la ciasse (6) proviennent de la création multiple ce

particules. Pour n>2 , ni HI(g) est petit par rapport a Ho, ni HO petit

par rapport a HI(Q) . H est manifestement autoadjoint sur un domaine naturel

o

D(Hoi) . HI(g) est aussi autoadjoint avec un domaine D(HI(g)l) [2] . La question

N n i s - .
centrale pour les modéles &, est donc : Quand H.O +HI(g) est-il essentiellement
2 .

s Si an7£0 et si S+1 est la dimension



autoadjoint sur D(Hh)T7D(HI(g)) ?
Les modéles 4c la classe (7) possédent une difficulté supplémentaire qui

doit Ztre résolue avant dJde poser la guestion de l'unicité de la dynamique. Pour

§s>1, D(HI(g))':{O} a cause des divergences ultraviolettes. Donc la question

brulante est : quand peut-on trouver des rercrmalisations R(g) (de degré =22 en g)

Y

telles que HO-+HI(Q)-+R(5 est un opérateur a “omaine dense dans un espace de
Hilbert & , qui peut &tre différent de 8§ ?

gl

§ 1 . LES MODELES ¢,

Puisque H(g) est réel et symétrique sur D(HO)fWD(HI(g)) , il existe
toujours des extensions autozdjointes. On sait [3] , [4] que si n>2 est impair
ou s1 n>2 est pair et ah<<0 y, alors H(g) n'‘est pas borné inférieurement.
Dans ce cas on s'attend a4 ce que les indices de défaut de H(g) ne scient pas
[0,0] . Dans cette section nous allons discuter un résultat positif et important

3

obtenu par Nelson [5] , Glimm [6] et Rosen [77.

Théoréme 1 : Pour n 3sair et ar3>0 H{g) est borné inférieurement et essen-
tiellement autoadjoint sur D(Hh)(WD(HI(g)) .
Avant que J'esguisce les ingrédients de la démonstration difficile de ce

théoreéme, Je vais formuler la conséquence la plus importante,

Théoréme 2 : Il exicte dans O une théorie quantique des champs locaux {ﬁ,H(B),ag}
au sens de Haag et Xastler [8] , gui est invariante par rapport aux translations
dans RZ et ou l'automorphisme o, des translations dans le tempsz est localement
unitairement implémenté par H{g) : pour tout ouvert borné BC:Rz et tout T<o ,
il existe un R(E,T) tel que

a, (A) =exp(il(g)t) Aexp(-iH(g)t)
pour tout OSgE3)(P1) avec g(x)=1 pour |x| <R(B,T) , pour tout AEu(B) et
pour tcut itlsT .

Car, si HO4-HI(g} est essentiellement autoadjoint sur D(Ho)fﬁD(HI(g)) '



le théoréme de Trotter[9] est appliquable :

iHot/n iHI(tg)t/nrn —iHI(g')t/n —iHot/nvn
e ) Afe e )

(9)

o

exp(iH(g)t) Aexp(-iH(g)t) = s=Lim (

N>
Donc 1l'actior. inconnue ce exp(iH(g,t) peut &tre exprimie par la propagation
causale de exp(iHOt) et par exp(iHI(g)t) , qui pour tout t appartient a une

* . . :
C -algébre locale déterminée par supp ¢ . (Voir [10] =t [2]) .

La démonstration gue H=HO+HI (maintenant ()SgEfD(R1) est fixe et, dans

H =H.(g) , ¢ sera supprim2) est essentiellement autoadjointe sur D(HO} ﬂD(HI)
repose sur une théorie d'approximation des opérateurs autoadjoints non-bornées,

qui a été développée par Kato [11], Glimm et Jaffe [12] .

Définition:{convergence forte au cens des graphes)

51 les Cn sont des opérateurs linéaires dans un espace de Hilbert £ & domaine

D(Cn) dense et si

Gy = {(ey¥) o= s-lino , o €D(C ), ¥ = s-1imC o ] (10)

est le graphe d'un opérateur C_ 2 domaine dense.

Définition : (convergence fortc au sens des résolvantes)

c C

i1 R ®

si pour un 2z fixe la résolvantc Rn(z') de Cr existe pour tout n , si

-

s-lim R = ' _
SHT Rylz) =R(2) (1)

existe et si R(z) posséde un inverse & domaine dense. Le lemme suivant [11],
{12] caractérise la relation entre différentes notions de convergence :

Lemme 3 ¢ Soit € une suite d'opérateurs autoadjoints et ¥ un ensemble dense.

is

Alors

(a) si Cn_c';cm , alors C_ est symétrique .

(b) si C,%C, » alors C,3Cs et C, est maximalement symétrique .



(¢) si C,gC sur ¥, alors C,8C, et C2C.
(d) si C est autoadjoint avec core ® (c.a.d. C IL‘)=C) et si C,gC sur D,

alors Cn §> c .

Nous allons tout a l'heure définir une approximation Hon de H et H

de HI y telle que

Ho =R~1lim Ho. =G-~-1lim Hon (12)

N n—-' [=-]

HI =R-1lim HIn =G~1im Hon

n-—'m n-—om
et que H =H +H, est autoadjoint,
n on In

Pour ces familles d'opérateurs Rosen [7] (voir aussi [5] et [6]) démontre les deux

lemmes importants suivants :

. , : -
Lemme 4 : Il existe E>-= tel que pour Rez<E 1les résolvantes Rn(z) = (z-Hn)
existent et convergent en norme

n-lim R_(2) =R(2) = (2-T)" |
n— e n (13)

vers la résolvante R(z) d'un opérateur T>E autoadjoint.

Lemme 5 : Il existe un ensemble dence @C8 , tel que pour tout Rez<E et ¢@€@ ,
Hoan(z)cp et HIan(z);p convergent fortement.,

Cette information est cuffisante pour démontrer le théoréme 1 : soit
©@=R(z)3 .81 €5, (v+=R(z)e , 0€G) , alors q:n=Rn(z)cn g% et-d'aprés lemme 5,
(12) et lemme 3

S=1im Hon ¥ n- How

(14)
S-lim Hln ] n- HI*

Donc QCD(HO) ﬂD(HI) . Lemme 4 implique que H p T car d'aprés [11] H est un
core pour T . Donc H 2T, donc H y 2 T¥ , et avec (14) on obtient

G
T|o=H|9 (15)

C'est pourquoi

T=T|® =H|% :H[D(E;SDD(HI)EE, (16)



w—

et H est une extension symétrique de 1'opérateur auvtcadjoint T . Donc T=H, C.Q.F.D,
Quelle est 1'approximation Hr’ qui peut fournir une information aussi
1
détaillée que les lemmes 4 et 5 7

Seit X,V>0 et
r ='{p=n-2—ﬁ n€z,|pl<x}
XV v y 4

[pl =€l ,si -m/V<gpsn/V (17)

Soit GKVCB le sous egpace des fonctions, qui sont constantes autour de FKV

et zéro autrement :

y si

cg:{cpg,(p1,...}€8KV

@n(p1r°°°9pn) =<Dn([P1]V,--~,[Pn3V) (18)
CD(P17~°°7')> =0 , si l[PiJvi>K

Pour pEI’KV ﬂ/v
a,(p) = (—- vy1/2 a(p +q)dq (19)

-H/v

laisse 3KV invariant et satisfait a

[ay(p)ray(q)] =0
Lay(p)ray(a)] =8 (20)
Nous posons pour [-V/Z,V/é]:supp g

Hopy = e? u(p)ay(p)ay(p) (21)

fzp )

S22 B g S (p)seeeya(p) —
(g) ) m—O( ) p. €T v : R P) w (p 1)1/2

Soit K >0,V >0 et
o] o)

t(n) =nX_, V(n) =3"V_ (22)
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Alors pour n>m y By yu )2 8 oy

Finalement ncus définissons

ca

H .
_ o oK(n)V(n) sur - (23)
3

C ur

et HIn et Hn d'une fagon analogue.

Le développement

5 COS ax+Q_  sin ax) +/2 QO}

# 12| EY
OFc FKV
. (x)= (ZV)-1/2 { T (P _ cos ax+P sin ax) +/2 P } (24)
XV 0#a€T {at -jat o)
’ XV
transforme HIKV en un polyndme des Qa , atk FKV , et HOKV en
L1 o 2. 22 .
Qo = 2 er [P vu, Q-] (25)
[*2% .LKV
et (20) en
LQa'lez[Pa’P i=0
[Qa'Pb] =16ab (26)

Pour les estimations concrétes on utilise (au lieu de la représentation des
relations de commutations (26) dans GKV) la représentation de Schrodinger qui

est unitairement équivalente., Soit

M(K,V) = z 1 (27)
aEl"KV
- 92
: - +1/2 \
deV=DKV(q)dq= i (p,a/ﬁ) / e 22 dq = 1 pa(qa) dq
at FKV aEFKV

Dtaprés v. Neumann, il existe une équivalence unitaire

1(X,V, : -1 . s s
L LZ(Rb< ! ),deV) - 8y, avec W, Q W égal & la multiplication avec g

-1 , . =21y 12
’ — emmm— .
et “'KV PawKV égal a pa T aqa pa

Er. particulier

-1 . o

1'7 - H
v oWy T aé Ly 02



1 S 42 )
T o + — 28
hoa 2<qua) Ha%a Bqa (28)
et w;& : @;V(g): va est un nolyndme en 9, - Cette représentation a 2té utilisé
par Jaffe [ 13] pour démontrer quc pour tout K,V , H . =X +H est 'oasentielle-

KV 0KV IKV

*
ment autcadjeirt'sur le domaine généré par des vecteurs du type T av(p)qb .

§ 3.

La démcnstration de {14)

Ho est essentiellement autoad]

: X . . S -
ect snaintenant trés directe : soit Em==£¥D(H;).

oint sur ¥_ , qui contient les vecteurs analytiques

de Ho , et @; est aussl un core pour HI (2] . Unc estimation directe montre,

que Hon § Ho et HIn 5 I

H. sur 9_ . Donc lemme 3 implique (14) .

Pour la démonstration des lemmes 4 et 5 on a besoin d'estimations uniformes

. . . M Vv 3
en X,V . Un résultat typique pour lcs estimations dans Lr‘=Lr(R1(K' ),dp ) est

A s r-]..- A
df & Nelson (57 : exp( tHOKV)

p >1, rﬁ‘<m y 11 existe un T==T(rﬁ,po) tel que exp(-t H

O 0

de L a Lr pour tout t2T

Kvl

cst une contraction dans Lr,TSI"Sw y, €t pour tout

LOKV) est une contraction

D2p r<r r=21
y }O 9 o ! 3

La deuxiéme catégorie d'estimations qui aboutissent aux lemmes 4 et 5 repose

sur la formulc de Feynman et Kac [ 14]

(o exp (~tHp V) = (29)

X
o{alo)) exp(= | Hy(a(s))as)t (a(t))day,

o o(q) et ¢(q) sont les rcprésentations de ¢ et § dans LZ(RM(K'VJ,doKV) et

HIKV(q> est l'opérateur de mul

sur l'espace des orbite: dans

exP(‘t (VOir [5]1[6])[73)

Hoxv)

2

LES MODELES ¢
o2 s

Puisque les interactions

HO-+HI(g) , 1'2tude des modéles

concept de la renormalisation.

pourquol la gamme de divergence

tiplication correspondant et ol l'intégral s'étend

(K, V)

avec la mesure de Viener associé a

3 . R .
25 n'ont pas une borne inféerieurepour l'énergie
-3 . . .

QS_+1 est purement pédagogique pour expliguer le
3

2 +q D€ crée que trcle particules, et c'est

s ultraviclettes est plus subtile que pour les

interactions réalistes de la théorie quantique des champs.



Consicérons un graphe conncexe de
-f{ = 3 3 O : 3
(cc,i(:o(x1)”o@o(xe) : &-’ﬁ(y‘])

2 eeot @ 3:‘ 6 '
L(5,)7)a,) (30)

¢lordre n avec ¢ lignes cxtéricures et i =3/211-e/2 lignes intérieures.,

Un tel grache est supcrficiellement divergent (voir c.g.: 15]), si

LASN)

S+1=

et+(= - =

5-1 5 s)
2 2 T 2/°

(31)
Pour S=1 il n'y a aucune divergcnce., Pour 2<5=<4 il n'y a aucunc divergencc
superficielle pour n suffisamment grand et 1'interaction est appelée super-

renormalisable. 81 S=5 , i1 y a des divergences superficielles pour tout n

mais seulement pour e<3 , ct l'interaction est appclée renormalisable .

Finalement le cas S§>5 c¢st nonrenormalisablc avec des divergences superfi

cielles pour tcut e et d'un degré qui monte avec 1 pour e fixc. Nous allons
voir que les interactions super-renormalisables, S$=2,3 et 4, se comportent
trés différemment dans la construction d'un hamiltonien renormalisé.

. . - (\/—32'
Scit S=2 , Soit g=g € B(R7) ct

e Ty (32)
m
m=o0

-

'S (%)J 1 g(x) <P+(?£)m 4 (}_)3-3;.

4

Pour ogs< , V est défini e
jite]

et

1 restreignant toutec les impulsions dans tous les

+ (x) & {]plsc} dans la représentation (1). On obscrve dans (8) que Vs

fo

et V3 n'ont pas de domaine ncn-trivial dans 3 , Cependant HO+V20+V30

posséde un domainc dense dans T pour tout o< ® , par une compensation de

singularités <de 1'opérateur non-borné Ho avec celles de V2c+V30 . La ronstru-

ction formelle de ce domaine est simple. Soit

) ol n
g | W) T oa (k. (x . .) 33,



- 10 -~

un mondme de Wick avec ms1 créateurs, Alors I'(W) est défini en remplagant le
noyau W(k) de (33) par

: (1)

W) (2w (k) (34)
Formellement on =2

A s T () R
H (W) =W+: T (V)H : (35)

Nous utilisons (35) pcur résoudre 1'équation

(B + Vot v30) Ty =:TH: (36)
On obtient
[++]
T0 = Z Tno‘ Tocr =1
n=o (37)
T =-T ) ) >
lncr ((V?.o * V3cr) T.n -1 ,cr) nz1

La seule singularité de(V1O+V ) Tc provient de

0o’
-V I’(V3GT Y==V_ T (V, )T

o fole] 3o’ "o

+ termes convergents pour gso

(38)

(Ici @ est la contribution de n contractions, si l'on utilise les relations

n
de commutation (2) pour exprimer le produit des monSmes de Wick A et B comme

polyndme de Wick. Voir [16]) . Nous allons introduire avec

Rcr =Voc\rj(\l30) (39)
3

. . . . o
une renormalisation d'énergie. Alors en chaque ordre en g ct pour tout @€3
+V_+R 5
(Hy#V_+R )T ¢ (40)
n'a aucune divergence pour o e ,
Malheureusement la série (37) pour 'I‘(j ne converge pas fortement sur 8°

pour tout O#cpé g% il existe une constante C>0 indépendante de n telle que

m ne. \1/2 ?
1, ollzc(n) (41)
L'idée salvatricc de Glimm [17] est de tronquer Tnc rapidement avec n

pour obtenir convergence. Une troncation d'un monbme de Wick du type (33) est
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obtenue en multipliant le noyau VW par la fonction caractéristique d'un sous-
sn . .

ensemble mesurablc de R~ . Naturellement, sur 1l'image d'une transformation de

dressing tronguée, la compensation dcs divergences est moins compléte. Mais dans

le modele ég y ou les divergences importantes sont logarithmiques, il est facile

de trouver des troncations telles que
@©

Z

T R
neo DO 1 tronqué (42)

converge fortement sur a° pour gs<® ¢t que sur l'image de (42) les divergences

de HO+Vo et de Ro se compemsent., Lc¢ théoréme suivant cst &G A Osterwalder [4]:

. . N . . . o]
Théoréme 6 : Il cxiste une famille d'opérateurs inversibles Tc(n,p) : 83—~ 38,
0<u,p,0< , tclle que pour tout o€ R

5-lim T_(n,p) ¢ =T, (,0) @

g 7>

S-lim Tc(n,p) =@ (43)
Py e

S-lim (Ho +V_+ Rc) Tc(n,p) e=H T (,0)0p

G-
pour O0sSH,p<e ,
ch est un opératcur réel et symétrique sur le domaine densc U Tm(u,p) a° .
Soit >0 et P
o= | 2@)Te/C [ T @)Te (44)
{Pl<n 1Pi <

Il existe C<= , la! =1 et une fonction p(r) telles que ‘i’r=Tw(n,p(r)) (cpr+c1 Cpr+1)
satisfait &
H‘&'rHSC pour tout r€zZ

(45)
(‘i‘r,Hm‘i’r) - -® pour r-—o

Donc malgré unc rcnormalisation d'énergic positivement infinic H, n'est pas
borné inférieurcmcnt,
Soit S=3 , D'apres (31) , les seules diagrammes de Feyrmarmprimitivement

divergentes sont
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el S

o> o N/

< ol

e

On attend que dans RG des renormalisations du méme type apparaissent

R0=L0+MO+NG (46)

avec
Ho=m_ J dx g(zc_)z : Qo(.?i)z : (a7)
N_=n_ J‘dz g(x)> 2 (x)

et Eo,mc,nOER . 11 est maintenant moins facile de trouver une transformation de

dressing T formelle et de déterminer E _,m _,n tel que (H +V_+R ) T_ n'a
g g o C o s] o o

plus dc divergences ultraviclettes. Pour Tc on peut choisir

. .- ® .n -
Tc—exp(—l (v3c)){n§1(-1) I’(QG‘.“F(QO)) +1}
QO:VZO_—VZGL(V 0') +M2U—V1G\1:/(V3O) (48)
1 2

qui cxiste comme forme bilinéaire sur 3°x3° en chaque ordre de g pour gso

ainsi que (HO +VG+RU) T0 . Mais deux nouvelles difficultés surgissent. D'abord
T, Ve [12=h ~o pour o~ (49)
: 3¢’ 7o o}

et chp n'est plus un vecteur (formel) dans § pour cpEGO et g- oo |

Cc que l'on peut attendrc dc mieux est la convergence de

! 2
(v .1 0)/117 0l -

(T, (1, +v_+R T W/l T_q |
pour ¢g= ® (en chaquc ordre de g ).

Deuxiémement la troncation est maintenant trés délicate, car Ao est
linéairement divergent. Pour compenser les infinités, Tcitronqué ne peut pas
différer beaucoup de Tc . Osterwalder [4] obticnt une assez bonne estimation sur
le nombre de graphes dans TZ (1+ Ho +Vc+ Rc )ZTO et sur leur contribution.

Aprés une troncation trés astudieuse il arrive au
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A
Théoréme 7 : Il existe une famille d'opérateurs inversibles Tc: 80"" 3 ,0<=,

A ~ . , .

T,: 80-'9 y OU & est un espace de Hilbert avec produit scalaire <., .> .

A

TQGO est dense dans ® . Il existc un opérateur réel ct symétrique H, sur
A . ., - O
TwBO , qui est faiblement approximé par Hc=Ho +V0+R0' : pour tout o¥€d

. ~ A , A A
lim (chp,To_Y) =<T_¢,T ¥ >

o=

. A A . A A
Lim (T gy H T ¥) =<T KT ¥> (51)

g—®
H_ 2 n'est pas borné inférieurement. Lec transport U(f) V(g) ’,I\‘o_ de la représentation

de Fock des relations de commutation (RC) converge faiblement comme (51) pour
c~® et f,g€S (R3) et donne dans % une représentation des RC , qui est uni-
tairement inéquivalente & une somme directe de représentationsde Fock.

Pour S=4 1l'interaction super-renormalisable ég devient doublement
inaccessible : on nc peut plus trouver [16] des contretermes symétrigques, ROCR: N
d'ordre 22 en g , tel que pour une transformation de dressing 'I'(7 inversible
les limites suivantes existent en chaque ordre de g pour cp,‘i’EiSO :

i.-i_r:l . (TCI ® ,TGY’)

i 1 )T ¥
lim (To(p, (FO+VO_+RO_)TG )

g

(52)

avee || (Ho + Vc + RO.)TO,CPI |<c ()<= .

Mais, méme si l'on admettait des renormalisations non-symétriques qui ne
sont plus de la forme des contre-termes pour les fonctions de Green, les restri-
ctions imposées & la troncation pour convergence et pour compensation ne sont plus
compatibles. Dans la renorm-lisation des hamiltoniens, la limite formelle coincide
donc avec celle de la sommabilité rigoureuse.

J'aimerai terminer cet exposé avec deux exercices

(1) La densité d'interaction
* )
:‘Yo(x) ‘i’o (x) : @o(x) (53)

est formellement renormalisable au sens du théoréme 7, si S=2 et si Yo(x) est
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un champ de Dirac libre. Trouver une transformation de dressing convergente.

(2) Trouver une description mathématiquement abordable pour une dynamique quantique

relativiste non-hamiltonienne (c.a.c¢. pour tous les modéles physiques comme

(Yy é)4)
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