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FEUILLETAGES DE PAINLEVE 
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INTRODUCTION 

Lfobjet de notre étude est double : expression géométrique des théorèmes 

fondamentaux de Painlevé et généralisation de ces théorèmes. 

A la lecture de lfoeuvre de Painlevé qui concerne les équations différentielles 

et les systèmes différentiels, notamment celle des "Leçons de Stockholm1' (/"l 7)> on est 

amené à faire quelques remarques très simples. Une des plus importantes est la suivante : 

en plus du point de vue de Cauchy qui est un point de vue local (existence et unicité 

d'une solution d'un système différentiel au voisinage d'un point), on voit apparaître un  

souci d'ordre global, celui d'étudier la solution générale d'un système différentiel  

"lorsque χ s'éloigne de x^ pour varier d'une façon quelconque dans aon plan*(/"l 7) Int.)» 

Des réponses à ce problème global sont les théorèmes fondamentaux de Painlevé concernant 

I 
β e r e ' — τ les équations différentielles du 1 et du 2 ordre / 1. /p. 21 et 413) et concernant les 

systèmes différentiels (/ 1 7 p. 425). 

Ces théorèmes peuvent être interprétés géométriquement de la façon suivante. 

Considérons par exemple l'équation de Pfaff u) = Q (x, y) dy - Ρ (χ, y) dx = ο où Ρ et Q 
sont deux polynômes en y, premiers entre eux, à coefficients holomqrphes en χ et où Q 
n'est pas identiquement nul. Prolongeons l'équation u) = 0 en VJL)= 0 à ( (χ) χ P̂  (<J) (y). 
Le théorème I de Painlevé (/"l 7, Int. p. 8) assure que les singularités mobiles des  

solutions y (x) de ̂  = 0 sont algébriques et que toute solution se prolonge  

analytiquement le long de tout chemin qui ne rencontre aucun des points singuliers fixes 

(points \ : /JlJ p. 22). 

D'abord, on remarque que l'ensemble . w des points ^ est la réunion de deux 

sous-ensembles de points isolés de Ç, à savoir : 

i) les projections des points singuliers de \jû ^ ο 

ii) les points x tels que la droite d'équation χ = x soit une variété intégrale 
de uû = 0. 

Puis, on considère le feuilletage défini dans (Ç- par 

Γ·* 
l'équation uJ> •= 0. Les points singuliers mobiles des solutions }o i\t les points x de 
f - ώ tels que le graphe d'une solution soit une feuille de j tangente à la droite 

d'équation x = x 
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Enfin, et surtout̂  si""f[~ est la projection (x, y) V—> x, la deuxième partie du 
Γ—l 

théorème I exprime le fait que tout chemin dans C - H est relevable dans ̂ toute 

feuille de en un point de cette feuille. 

Des interprétations géométriques similaires peuvent être données pour les autres 

théorèmes de Painlevé. D'où l'intérêt d'en rechercher une généralisation, sous forme 

géométrique. 

Les diverses situations décrites par Painlevé peuvent être considérées comme 

cas particuliers de la situation suivante : au lieu de nous donner une équation 

différentielle ou un système différentiel, donnons-nous un feuilletage^* analytique 

complexe dans une variété analytique complexe E, munie d'une projection T p sur une 

variété Β , telle que j£ soit simple pour ΤΓ (déf. p. *f )· Puisque cette  

notion de feuilletage simple généralise celle du feuilletage transverse, on est 

amené de façon naturelle, comme Painlevé, à se poser le problème de relèvement des 

chemins dans les feuilles d'un feuilletage simple. 

Les principales réponses à ce problème sont consignées dans le théorème local 

(ρ· 13 ), le théorème 1 (p. 16 \ le théorème 2 (p. 19 ), la proposition 1 

(p. 17 ) ; dans ces théorèmes, le feuilletage est supposé de dimension, êga ' c à 

celle de Β et il est simple pour ~TT~ ; les démonstrations sont données dans le cas 
où (Ε, TT , B) est une fibration analytique localement triviale, mais les résultats 
sont valables dans le cas, plus large, où Ε est nlocalement un produit" sur Β par II 
(p. 15 ). 

Le théorème 1 suppose la fibre de (Ε, \Γ , Β) compacte. Il assure le relèvement 
des chemins. Réuni au théorème local, il constitue une généralisation du théorème 1 de 

Painlevé dont il a été question plus haut. 

Le théorème 2 suppose encore la fibre de (ΕΠ Γ > Β) compacte, mais il ne 
suppose pas le feuilletage défini dans toute la variété Ε : on admet un ensemble S de 
points où Jf~ n'est pas défini pourvu que S soit un sous-ensemble analytique de Ε et 
que S ne rencontre chaque fibre de (E,TF , B) qu'en des points isolés,, Le thêorhviK. ï 

assure le relèvement des chemins dans l'adhérence des feuilles. Il constitue une 

généralisation du théorème de Painlevé concernant les systèmes différentiels dans le 

cas II' (p. 25 )· 
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La proposition 1, valable dans les mimes hypothèses que le théorème 1, 

montre comment varie le nombre de relèvement? d'un chemin fixé quand on fait varier  

la feuille dans laquelle on relève c'est-à-dire 11 origine du relèvement (projection  

fixe). Elle constitue une généralisation du théorème II de Painlevé (/"l 7 int. p. 8 

et p. 40) : étude de la solution considérée comme fonction des conditions initiales. 

Dans le texte, tous ces théorèmes sont énoncés à l'aide des vocables de 

> ère ν ème 
feuilletages de Painlevé de 1 espèce et de 2 espèce que nous définissons 

dans I 

Les résultats obtenus comportent de très nombreuses applications. Nous en 

do nnons que 1que s-u ne s 

Nous montrons comment on retrouve les résultats de Painlevé comme corollaires 

de nos théorèmes. Le théorème 1 ̂  le théorème local et la proposition 1 permettent de 

e r 
retrouver tous les résultats relatifs au 1 ordre ainsi que les résultats relatifs 

eme e r au 2 ordre dans le cas If (p. 25 ). Le théorème 2 s1 applique aussi au 1 ordre 

pour distinguer les points singuliers transcendants des points singuliers essentiels ̂  

il s'applique aux systèmes différentiels du 2ème ordre (cas II1 p. 25) et aux 

équations différentielles du 2ème ordre. 

Nous montrons ensuite comment on peut démontrer des théorèmes, analogues à 

ceux de Painlevé̂ pour les équations de Pfaff complètement intégrables : 
η 

u) = Q (χ, y) dy 4- «2 (x, y) dx̂  = 0 où Q et A^, A^, y sont des 

polynômes en y à coefficients holomorphes en x. 

Il est clair qu'on pourra encore démontrer des théorèmes analogues à ceux 

de Painlevé pour les systèmes de Pfaff complètement intégrables. 

Les résultats de cet article ont été annoncés dans / 5 7 · 

I - DEFINITIONS ET EXEMPLES 

1. FEUILLETAGES SIMPLES 

Soient E et Β deux variétés topologiques connexes de dimension finie. 
On se donne une projection de E sur Β (application continue surjective) 

et un feuilletage défini dans E. 
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Définition 1 : On dira qufun feuilletage défini dans Ε est simple pour la projection 
ÈS, £ s u r B lî> .en̂ Jbout point m de E, il existe un voisinage distingué (/"2 7 ) 

de m dans lequel la plaque de m rencontre * ( TT (m) au point isolé m, 

Si, en particulier Ε ——> B est une fibration, on dira aussi bien que le 
Τ Γ 

feuilletage est simple pour Τ Γ o u qu'il est simple pour la fibration Ε — > Β. 

Exemple 1, 

Tout feuilletage transverse à une fibration de Ε est simple pour cette 
fibration. 
Exemple 2. 

Si (Ε, \\ , B) est un revêtement de B, tout feuilletage de Ε est simple pour 
cette fibration. 
Exemple 3. 

2 
Soit (1) Κβ = Ρ (χ, y) dx + Q (x, y) dy = 0 une équation de Pfaff dans C 

dont les coefficients Ρ et Q sont des polynômes premiers entre eux. Soit S l'ensemble 
des points singuliers de ̂ L) . Alors, si lf équation (l) n!admet pas de variété intégrale 

2 — -1 
χ = ctes elle définit dans C - il (TT (S)) un feuilletage simple pour la fibration 2 -1 — triviale (C - ΤΓ (TT(S)), H , C (x) -TT(S)), où iff" est la projection canonique 

2 

de C sur C (x). 

Un exemple analogue est donné par une forme de Pfaff complètement intégrable 

sur C 

2. FEUILLETAGES DE PAINLEVE DE 1 t ESPECE 

ĉient Ε et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie, il 
une projection de Ε sur Β , j un feuilletage défini dans Ε et ayant une dimension 
égaleιà ce lie de B. 

Un chemin dans B (resp. dans E) est un couple (£ ,1) constitué par un 

segment I de R (fermé ou semi-ouvert) et une application A, continue de I dans B 

(resp. dans E). 
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DEFINITION 1, 
Soient ( -6 , / 0,1 7 ) un chemin dans Β et m un point de Π ^ ( f (0) )· 
On dira que 

( f , / "o , i 7 ) est relevable en m dans la feuille de passant  
par m sfil existe dans Ε un chemin /~0,1 7 ) dforigine m, tel quelTο £t tel 
que soit contenu dans la feuille de m. 

Le chemin ( X , / 0,1 7 ) est appelé un relèvement en m de ( £ , /"θ,1 7 ) 

dans la feuille de m. 
DEFINITION 2, 

-7 ère % 
On dira que le feuilletage j est un feuilletage de Painlevé de 1 * espèce 

pour "7T si tout chemin ( -£ , /"θ,1 7) dans Β est relevable en tout point m de 
^(0))dans la feuille de m. 
Conséquence» 

La restriction de ~\χ à toute feuille de 5 ^ est surjective» 

Exemple 1« Tout feuilletage transverse à une fibration à fibre compacte est un 

ère 

feuilletage de Painlevé de 1 ν espèce pour cette fibration et chaque feuille est un 
revêtement de la base. Ceci permet de retrouver géométriquement un résultat bien 

connu concernant lféquation de Riccati : 
2 

dy - (a (x) y + b (x) y + c (if) ) dx = 0 

où a, b, c sont holomorphes sur G. 

Cette équation définit un feuilletage delP̂  ( C ) x Cl (x) transverseà la 

projection sur le deuxième facteur, ce qui implique lfuniformité des solutions de 

l'équation considérée. 

Exemple 2. 
L'équation différentielle d f* = Ρ (l~P ) Ρ et β sont les coordonnées 

de e re s polaires d'un point du plan) définit un feuilletage de Painlevé de 1 - espèce pour 
2 

la fibration triviale de IR - / (0, 0) 7 sur le cercle ρ = 1. 
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L'équation différentielle 2ydy-dx = 0 définit dans C un feuilletage de 

ère ν 2 
Painlevé de 1 ^ espèce pour la fibration triviale de % sur C (χ)· 
(Ce feuilletage nfest pas transverse à la fibration). 
Contre-exemple 1» 

L'équation différentielle dy-P(x, y) dx =0, où Ρ est un polynôme de degré 
2 

supérieur à 1, définit un feuilletage de R qui n'est pas un feuilletage de Painlevé 
2 

de 1ère espèce pour la fibration triviale de sur R (x) car les feuilles admettent 

des asymptotes χ = cte. 
Contre-exemple 2, 

2 
L'équation dx = 0 définit un feuilletage de Ç qui nfest pas un feuilletage 

ère ν 2 de Painlevé de 1 ^ espèce pour la fibration triviale de % sur % (x) : seuls, les 

chemins dont l'image est réduite à un point sont relevables dans les feuilles. 

e re κ 
Mais ce feuilletage est un feuilletage de Painlevé de 1 s espèce pour la 

2 
fibration triviale de C sur f) (y). 

Ce contre-exemple nous amène à la remarque suivante. 

Remarque. 

De manière plus générale, on pourrait appeler feuilletage de Painlevé de 

ère . 

1 ~ espèce dans une variété topologique Ε tout feuilletage 7 de Ε pour lequel il 
existe une variété topologique Β et une application continue sujective TTde Ε sur Β telle 
que soit de Painlevé de 1ère espèce pour ~1 Γ · 

èmp 

3. FEUILLETAGE DE PAINLEVE DE 2-7 ESPECE 

Soient Ε et Β deux variétés topologiques connexes de dimension finie, ΤΠΓ une 
projection de Ε sur B, S un sous-ensemble non vide de Ε tel que, pour tout x de B, 
1'ensemble S rencontre TT * (x) en des points isolés. 

Soit ^ un feuilletage défini dans E-S. dont la dimension est celle de B . 
DEFINITION «L_ etne χ On dira que j est un feuilletage de Painlevé de 2 ̂  espèce pour si tout 
chemin ( , /"θ,1 7 ) dans B est relevable en tout point m de f̂"* ( (0))-S 
dans l'adhérence de la feuille de m relativement à E. 

2 
Exemple 3, 
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TP 
Sie en particulier, Ε ——- y Β est une fibration, on dira indifféremment que 

est un feuilletage de Painlevé de 2 : espèce pour \ \ ou un feuilletage 
, ème ν ν \ de Painlevé de 2 «r espèce pour la fibration Ε > Β· 

Conséquence de la définition» 
La restriction de 11 adhérence dans Ε d'une feuille est surjective» 

Remarque : Soit m un point de Τ Γ ~ * ( ·£ Oj ) - S et soient et Ο la 
feuille de m et l'adhérence de fV- relativement à E. Conformément à la définition 
précédente, il peut arriver que le relèvement de (̂, 3 ^ $ ) en m se trouve 

dans 

Mais, si le feuilletage Τ est à la fois un feuilletage de Painlevé de 
2e espèce pour H et un feuilletage simple pour \\ , un tel fait ne peut plus 

se produire, à cause du théorème local (ρ· 13)· 

Exemple 1« 
L'équation différentielle xdx + ydy = 0 définit dans - Γ (0,0) \ un 

ème 2 *̂  feuilletage de Painlevé de 2 r espèce pour la fibration triviale de C sur Ç (x). 
2 

(tout chemin de Ç (x) est relevable dans l'adhérence dans C de la feuille 

d'équation x -f Iy = 0 mais il existe des chemins non relevables dans cette feuille). 

Exemple 2» 

2 2 , 3 L'équation de Pfaff zdz 4· ydy + (z + y ) dx = 0 définit dans C privé de la 
> eme 

droite complexe d'équations y=z=0 un feuilletage de Painlevé de 2 > espèce pour la 
3 2 

fibration triviale de € sur C ( z, y). 
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II ~ PROPRIETES LOCALES DES FEUILLETAGES SIMPLES 

1· Données et définitions . 

Ε, B : variétés analytiques complexes connexes de dimension finie, 
(E, TT~ 3 β) : fibration analytique complexe localement triviale. 

η : dimension de B 
η 4· ρ : dimension de E 
a : point quelconque de E 

: feuilletage analytique dans E de dimension n, simple pour (E, l| , B) 
: voisinage ouvert distingué de a 

a 

( l, /Ô,l 7 ): chemin dans B tel que A, (ο) = \ \ (a) 

DEFINITION 1 

Nous dirons que deux chemins ( ^ , / 0, S ^ Q ) e t ( - ^ 2 > / ^ > ^ 2 ^ - ) 
dans une variété V définissent le même germe de chemin au point $L> (0), s'il exite £ 

dans e 7 0, inf <c 2 J J tel que £ χ ! £ 0,& [ = ^ 2 ^ 0 ^ Q ' 

DEFINITION 2 

Le germe de chemin défini par ( /"θ,1_7 ) au point (o) est relevable en a 
dans la feuille de a, s'il existe £ 0 tel que le chemin ( Ç | / 0, £ / , / o,£/ ) 

soit relevable en a dans la feuille de a. 

DEFINITION 3 

Si ( £ , /"θ , £ /") est un relèvement de ( , /"θ, £ / ), le germe 
défini au point a par ( £ , / 0, £ /" ) est un relèvement en a dans la feuille de a 

du germe défini au point Ζ (ο) par ( , /*0,1_7) (ou par ( , / 0,1 / )· 
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Remarque 2 

Nous nous sommes limités au cas où Ε — — — ^ Β est une fibration̂ de façon à rendre 
1*exposé plus clair. Mais les résultats obtenus sont encore valables si Ε est 
ulocalement un produit" sur Β (ρ» I5) comme on le constate aisément dans les dé­
monstrations qui suivent. 

§2 Lemmes fondamentaux 

Lemme 1 
Si^est un feuilletage analytique simple pour la fibration localement triviale 
(E ,ΗΓΓ,ΟΒ) et si la dimension de ̂ est égale à celle de B, il existe pour tout  
point a det un voisinage ouvert distingué de a tel que toute plaque de " J -
dans rencontre toute fibre dans-ft̂ . Le nombre de points de rencontre est fini» 
Démonstration 
Puisque la fibration est localement trivialê il existe un voisinage ouvert de a 
dans Ε des polydisques Lt: | ->C K^C dans <C ̂  et V·, | V̂l ̂  ̂  dans et des isomorphis-
mes analytiques ̂  et L Ç ' A tels que le diagramme suivant soit comrautatif 

(p est la projection canonique de U χ V sur vj ) 

Le problème qui se pose est celui de l'existence de relèvements de germes de che­
mins dans une feuille de en un point donné de cette feuille» 

Pour cela, on démontre 2 lemmes fondamentaux. 

Remarque 1 

Nos résultats sont valables dans le domaine analytique complexe grâce aux théorèmes 

de Remmert (/ 3 / ) , mais non en général dans le domaine analytique réel, comme le 
2 

montre, par exemple, le feuilletage de (R représenté ci-dessous (fibration tri-
2 

viale de fR sur (R (x) ). 
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On supposera ̂>a (a) = (0,0) 
Puisque est un isomorphisme de fibres, le feuilletage induit par^dans se 
transforme par^ a en un feuilletage 3~ (de dimension ) dans U χ V qui est simple 
pour la fibration triviale de U χ V sur /X · 

Il suffit donc de démontrer le lemme pour le feuilletage ^fet de transporter le  
résultat dans (Ε, ΤΓ , Β ) par 1' i somorphi sme vp^" ' 

Soit-Λ. un voisinage ouvert distingué de (0, 0) pour 3* tel que la plaque de (0, 0) 
rencontre la fibre de (0, 0) au seul point 0· 
Il existe un isomorphisme analytique Cl de ru sur le produit du polydisque 
Â̂JL ; dti^et du polydisque ; ( y| <\ de Ί Ρ tels que : 

(1) Kq (0, 0) = (0,0) 
(2) toute plaque dans χ est une variété linéaire d1équation ŷ  = y^° 

U x V :> J-L -iL2 » U χ V 

U ρ (Λ.) 
^ Λ. 

Soit ( γ = h , y^) l'expression det^ * 

( j = k (a-j , y x) 

Une plaque dansJ\o est l'ensemble des points ( χ , y) tels que : h (-C^ J 

( i = k , y i°) 

Puisque î"est un feuilletage simple pour ρ le système : ί 0 = h (x̂  , 0) admet la 
\j = k (%χ , 0) 

seule solution fifc^ , y) = (0, 0) 

Soit (~-la variété analytique d'équations : 

( Dd= h (3* , y 1) dans U χ χ Û  χ V , 

ly = k (Xj , yj) 
muni de la projection canonique ρ sur U χ 
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Puisque le système : ( 0 = h (X.^ t 0) a 

(_y = k Cx^ , 0) 

pour seule solution (3^, y) = (0, 0) , ρ (0, 0) rencontre au seul point 
(0, 0, 0, 0) 

On peut donc appliquer le théorème de plongement de Remmert à 

Donc, i 1 existe un polydisque XJL U et un polydisque Vf C V. tels que la trace de 

v-f sur ρ (Uf x V1^) soit un revêtement ramifié ( à Κ feuillets) de Uf χ V1 ̂  
par ρ· 

Γι/ • J Alors, si on pose h Q (Û  xV1^) = J L
D / o n a la propriété suivante : pour tout A 4c, 

U1 j P** rencontre toute plaque dans-fu'̂ . 
L'intersection de-fu'̂  et p"* (ylL1) est donc un voisinage de (0, 0) qui a la 
propriété requise. 
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Lemme du relèvement local des chemins -

Soient M- le polydisque |%j< °( dans et V le polydisque fi dans C Ρ , 
Si le feuilletage est simple pour la fibration triviale U X V Ρ et si la 
dimension de 3* est égale à τι, le germe de chemin défini dans U par |̂ |̂bŷ j|jau point 

£ ^oj ^ 0 est relevable au point 0 de ρ fo) ^ dans la feuille de^ passant par 
Çg, point. 

Démonstration -

Si la feuille de 0 est transverse à la fibre, le théorème est évident. 

Sinon, on considère un voisinage ouvert distingué J \ ο de 0 tel que la 
plaque P 0 de 0 rencontre la fibre de 0 au seul point 0 dans-A-o. 

Cette plaque P Q est une variété analytique de dimension ->\̂  dans S \ 0. 

Nous pouvons lui appliquer le théorème de plongement de Remmert ( [*3j p. 276). 

On en déduit qu'il existe un polydisque U : J xi |(o0 ζ&\ \ ("i = 1, 2,... , n) 
et un polydisque V : |Υ^|^Ρ £, ± (i==l> 2,... ,p) et un plongement ̂  de P̂  dans 

te ls que : 
i) est défini par Q équations pseudopolynomiales distinguées : 

Κ. I k -1 P. (x,y.) = y.1 + a.. (x) y. - +• . - - - - + ... + a.. ( . n (. Λ ^ . ι Ί 'i il ι îk. (x) = 0 (i=l,...q ) 
1 J 

où les a, . (x) sont des fonctions holomorphes surU et nulles au point x = 0. 

ii) ΡοΛ (UXV) est une composante irréductible de #1- dans t7 Χ V 
iii) 11 ensemble ̂  3 des points de où %s-, est transverse à la fibration 

triviale V Χ V Ρ ; U est dense dans '̂ -s , 
Tout revient alors à montrer qu'il existe et un relèvement de 

( [0,6 £ ) en 0 dans 7)t ̂  . 

Pour cela, on se réfère à la démonstration de la proposition 2 d£ £3j (p. 276). 

Soit W un voisinage de 0 dans')r)V̂ et soit m un point de WO?ft̂ . Dans un voisinage 

de m dans U,7)û * est représenté par des équations de la forme : 

y1 + c1 (x) = 0 

ν 4- c (x) = 0 ' Ρ Ρ 
•ν 

où c4,c.,...,c sont holomorphes sur un voisinage de ρ im) dans OC · On montre dans , 
1 2 ρ -

que ces fonctions se prolongent, à Lu de façon continue (mais multiforme") et leurs 
prolongements sont racines des pseudopolynGmes ?. (.χ,y, ) qui définissent · 

Puisque la restriction de 0 à fo^ est sur jective, et d'après (, 1 i ), on a un 

relèvement de (>£ , fo.c f r η 0 dans oui es: donné par t —* ( χ, ν ï = ( ~ ( t) , 
w * Λ 
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c(^(t))) où c a pour composantes ĉ ,...,c (on choisit une branche quelconque 

pour chaque fonction multiforme) 9 

Remarque -

La projection canonique ρ de U χ v sur Lldéf mit ρ η ( υ χ V ) comme 
/V ο 

revêtement ramifié de U ayant un nombre fini k de feuillets. 
λ/ 

Il s'ensuit que, pour tout point χ de U , tout ge*me de chemin en % est re-
levable en un point quelconque de P̂ "** ('X') dans Γ\ ( U Χ V ) et le nombre 
de relèvements est inférieur ou égal à k. 

§ 3 - Théorème local d'existence de relèvements dans une feuille en un point -

Si (E,1T ,B) est une fibration analytique complexe localement triviale et si 

£ft est un feuilletage analytique simple pour cette fibration (dim3 = dim B), alors 

pour tout chemin ('C, £θ,1 J ) dans B et pour tout point a de f * ^-£(0) ĵ le 
germe défini par (-£, £°>lj ) au point (0) est relevable en a dans la feuille 

de tft passant par a» Le nombre de relèvements est majoré par un nombre entier k ne  

dépendant que du point a» 

Démonstration (Données page g)* 

Comme dans la démonstration du lemme 1, il suffit de transporter dans (Ε, "f ,B) 
par 1'isomorphismê pou * le résultat du lemme du relèvement local des chemins* 

Soit donc (£^, £θ,£ ^ [ ) un chemin dans B qui définit le même germe *u 
point *£(0) que le chemin donné (-£, £°>lj ) e t qui vérifie la re lation ^^Jk (p> * | C ' 

CL U 
λ/ D r 

Le germe de chemin défini dans U par ( ̂  ̂  ο ̂  , l lC ̂  a U P°^ n t 

^ ( (0)) = 0 est relevable au point (a) dans la feuille de 3* qui passe par Ce 
pointt Soit ( £ , £θ, t [ ) un représentant de ce relèvement. Alors, le chemin 
(^ ο £ , ĵ O, ) est le relèvement cherché. 

§ 4 - Définition de l'indice 

Si (Ε, 1T B) est une fibration analytique complexe localement triviale 
et si est un feuilletage analytique simple pour cette fibration (<i»*\ 3" eu* ? ) 
le théorème précédent permet de définir une fonction sur Ε à valeurs dans |H ? 
qu'on appellera indice du feuilletage P <À Γ τ s, ppert à la projection "tT et qu'on 
notera : 

a | m> Ind ̂  ( ί , a ) 
Pour tout point a de F,, ie nombre Ind \ ί", .i ) e:-L égal au nombre maximum de 

relèvements en a dans la plaque de a des germes de chemins en π (a) dans B 
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§ 5 - Théorème 

La fonction a ) ,, ^Ind ^ ( ί a ) est localement bornée sur E. 

Démonstration -

Il suffit de démontrer ce théorème pour un feuilletage^ défini dans le produit 

de deux polydisques I h f m c k <L etV{taJ<1de([P et simple pour la projection cano-
rJ M *S 

nique de U Χ V sur U. On peut supposer que le point a est en (ο, ο )· 
Dans le lemme 1, on a construit un voisinage ouvert -il Ό de (o,o) tel que toute 

plaque dans J\ ' ο rencontre toute fibre dans «A» 1 ο en un nombre de points fini. 
On va montrer qu'il existe un entier naturel k % zfr ο tel que tout germe de 

chemin en un point x q de U' = p (J\ Ό ) admet en tout point m de !o/"^" ^Xo^ 
un nombre de relèvements dans la plaque de Hi qui est inférieur ou égal à kQ# 

Pour cela, on désigne par ) u n représentant du germe de chemin 

donné et on lui associe le chemin ̂-C , £ ο, 1J j é.t Uf χ V'^ défini par : 
Z( t ) = ( Λ ( t ) , y i ° ) ( y i \ v ; ) (^(c?) - χ- / (*°,-<0)). 

D'après le lerame du relèvement local des chemins, on peut assurer qu^ il existe 

Ε. ^> 0 tel que le chemin ( , ( 0, £ Γ ) admette en ( x° , y ° , X ° , y ° ) dans 
G p ^ ( ( U' X Vj )J un nombre de relèvements inférieur ou égal à k c r Jp>i(̂ Jk))/ 

Chacun de ces relèvements définit un relèvement dans la plaque du point (x°, y° ). 

En effet, si un tel relèvement s'écrit (-C (t) , y° ,JL ^ (t) , X ( t ) J i l 

vérifie les relations f oc = k (3Cj , ŷ ° )qui 

1 y = k , Y l ° ) 

o ° 
sont les équations de la plaque du point (̂c , y ) - ^ 

Remarque import ante -

Tous nos résultats sont encore valables dans le cas plus général suivant : 

11applicationlTde E sur Β est analytique surjective et tellr qu'à tout point de 
E, il correspond : 

(1) un voisinage Vc^ de ̂  dans E 
(2) des polydisques U et V dans etCP respectivement 
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(p étant la projection canonique de U Χ V sur U ) 

On dira dans ce cas que Ε est "localement un produit" sur Β par "Ή" . 

(3) des isomorphismes analytiqueŝ «̂ vet ̂  tels que le diagramme suivant soit 
commutatif· 
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III, FEUILLETAGES SIMPLES ET FEUILLETAGES DE PAINLEVE DE 1ère ESPECE, 

».RELEVEMENTS DE CHEMINS_ DANS UNE FEUILLE DONNEE, 

Les données sont les mêmes qu'au II, avec, er, plus, 1 ' hypothèse que  

a liDre de ( Ζ. Ή" , B est compacte. 

Nous étudions La possibilité de re lever er. a dans ia feuille de *3·*· 

cassant par a le chemin ( £s C 0,ij 

Nous obtenons une propriété globale, pour une reuille quelconque 

:HEUREME ι. 

Si ( £,<t , B) est une fibraciun analytique .ompiexe localement tri -
.>â e et si est un feuilletage analytique simple pour cette fibration Cdim^^ dimB) 
, >, ae plus, la fibre oe ( Ε, , B ) est compacte,^ est un teuiiletage de Painlevé de 
*^re espèce pour (E,T>r , B». 

>. r.s éque nce 

La restriction de <V a toute feuille de \ί est surjective. 

r.emar que 
i-t théorème 1 est encore vrai ι L ^ Ξ est .ocalement un pro­

fit sur 3 et s i ̂  est une application pr:pre, 

DEMONSTRATION DU THEOREME je 

1e Le lemme fondamental 1 et ia cjnpacitc des tiores permettent de 
mont rer que, s : (A , 1 · est un chemin dans 5 cei que ( ,£θ & ) 
5ou redevable en a dans la feuille de a, alors le chemin \£ . ^ £^ > est aussi re le -
vable en a dans la feuille de a . 

en eîi et , soit ν , .> un relèvemenc de ( 
Si ' V ^ est un voisinage compact assez petit de £ ( β- 1 dans B il est clair que T) ^ 

I ( *\)^ ) est compact. Donc, pour toute suite infinie croissante itn J ae points de £ 0f £ C 
convergeant vers £ , il existe une suite extraite ( t η » telle eue la suite tn, ; converge 
vers un point b de ft, i f (6))* 
D'après le lemme fondamental 1, il existe un voisinage distingue-il de D tel que toute  

plaque aans -0- rencontre^ (, t ( £/) j. 

Or b appartient à £ ( £ o , i C ^ T c C O ^ C ) , donc i l rencontre À <Co,X-C) en un point m. 

Puisque la plaque de m dans-Π- rencontre ̂  * ( .6 ) ; , le relèvement de ( fc, [b, £!] ) 

est assuré par prolongement de ( Ljo, ). 
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2° La démonstration se termine par un raisonnement par l'absurde. 
Supposons que l'on ait pu, de proche en proche, relever les restrictions de IL à 

0 > j ' t ̂< , ̂  2 J » 4 β ' (ĵ v & n ^ ...... . où ( £ n) est une suite crois­
sante dans £û, 1 ] 

Supposons que la bo ne supérieure, de (ίη) soit un nombre & différent de 1. 

D'après le théorème local d'existence (lî § 3 ) , il est encore possible de relever le 

ger*e défini par (JL , f 0, il) au point/ ( ) . 

D'où, il existe 0 tel que la restriction de / à [o, t +of [ soit relevable en a 

dans la feui lie de a. 

Ceci est contraire à l'hypothèse . D'où, tL - 1. 

2. RELEVEMENT DES CHEMINS DANS LES FEUILLES VOISINES D'UNE FEUILLE DONNEE. 

Les données sont les mêmes qu'au paragraphe précédent. 

On suppose que le chemin i, Jl,(~0,lJ ) est fixé et que le point a varie dansTJ ( Κ (ο)) 
On étudie comment varie le nombre de relèvement de »^^ e n a dans la feuille de a 

PROPOSITION 1 

Pour t ̂ut Λ'^}*)'- :: : ^ 1J ! de < l , C G » U ] dans une feuille de Τ* , il existe un 
entier mt urt , ^o^ ̂  c c »r V Oi s ι nage V de T(o) dans 1 (i ( ô) ) tgls que, pour 
t ou r £o j * "<τ ; * : ν ornent s au point m de i ji , 0, f] .) dans 1 a £eui lie de m sont 
er -M_ink r_€ v. e τ x *_ o; ^.; ' λ ' et ont leurs extrémités dans un voisinage de ^(1) dans 

Démonsc rat ion. 

Soit Ο 1 : e nsemble des nombres &. de ĵG > 1J pour lesquels il existe : 
( 1 ) un e ηt i er ηa c u r e 1 k φ ψ 0 
(2) un recouvrement fini de jjtfljp. 0(J } par une chaî ne de voisinages ouverts distingués 

£ljU^UiL^ t e ; s q U e ? p C U r tout point #v\ de-d 1ffi# (̂ (o)) le nombre de relèvements de 

(& % Γ 0 ? Çi( j ) au point m dans la feuille de m qui s ont contenus dans £ L ^ ~ mOSL 

est inférieur ou égal a k ̂  , 

D'après le théorème § ζ , ^ est nor; vide : c'est le cas ou la chaîne est réduite à un 
ouvert dist ingué Si ̂  * 
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H nous suffit de montrer que ̂  ^ C ° > \ 3 * P o u r c e I a > 5 ί / β désigne la borne supérieure 
de , il suffit de montrer que/£> = 1 et que/b appartient à ̂  · 

Soit -^~0 un voisinage ouvert distique de j£, qui satisfait au théorème local. 

Si o( est un réel de f b ,Q tel que c) , o( appartient à φ et 
il existe une chaîne-û^ --̂ fide voisinages ouverts distingués tels que SL . .\)J£ q 

est un recouvrement dejti £o,<^J) e t ^\ V · · ·^"^^ 0 e s t u n re<^ouvrement de/ 

t ( C 0 , ^ J)(re8p^( C 0,Q) s i ^ ( ^ ) é t t ( û 0 ) avec ̂ > ^ ) . 

On va montrer que si/i ^ 1, ^ appartient et si = 1 , β appartient à ^ . 

On remplace le recouvrement SI ̂  U · «tJiZ q^ U-Îi ο par un recouvrement plus fin obtenu 
de la façon suivante :i2 est remplacé par , saturé de pour la relation 

ο ο ο Ό\ 
α'equiva lence p ( I L ) associée aux plaques de - Q ^ (£^Γ| A I 8) ; i 2 q , est remplacé 
par A - a . , saturé de 1 2 / q pour la relation d'équivalence Q ( i l q - ) asso-

r> 0 λ 
ciée aux plaques de i< q , ; et ainsi de suite : d'une façon générale IL . est rempla­ce . 1 

ce paru 1, saturé de J l f

 χ Π Λ i P 0 u r /O ( &. ) . ( i = q -1 , ... , 1 , 0). 
Tout relèvement de ( £ , f o , ^ | ) ( resp. Ji , £" Ç^j) 

s!obtient en composant un relèvement de (Χ- '£θ^0) 
et un relèvement de (Jit%, $ Y (resp ( , / % J ) ). 

Un relèvement de ( / , f o , Q ) (resp ( £ >£θ ,/£>])), 
est situé dansJQ' ,(Λ.. VSij qUDjo si. et seule-
ment sî ii est compose d'un relèvement de ( JC, 

C°><A3 ^ s i t u é d a n s ' 1^··· Uil'q^ et d'un 

relèvement de ( £, Ï^j^J ) ( resp ) situé 

dans J2' · 
ο 

D'après l'hypothèse , et d'après le choix de si 

le nombre de relèvements situés dans -A* ' ̂  L£ . *, 

(jLflJq̂  \jSL ' ο est donc inférieur ou égal à k Q ^. 

Donc ̂  (resp ̂  ) appartient à ̂  · Donc S = Qo, Q 

Si le feuilletage f est transverse à^en tout point de J#(p>l^]) > il existe 

un recouvrement Jl^U ... U de &(£θ,ΐ)) tel que k = 1. A lors , les relèvement? 
de ( SL, £θ, f] ) définissent un isomorphisme analytique de Si ^ (6 (o) ) sur 
-ftq.O^r 1 ( J U i » . 
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IV- FEUILLETAGES SIMPLES ET FEUILLETAGES DE PAINLEVE DE 2 e ESPECE 

ONNEES 

Ε,ΤΤ; Β) : fibration analytique complexe localement triviale à fibre compacte 
: sous ensemble analytique de E qui ne rencontre chaque fibre de E 

qu'en des points isolés, 

p : feuilletage analytique défini dans E-S, simple, pour la projection p j £ g de E-S 

sur B, et de dimension égale à celle de Β 
£,[θ,ΐ} ) : chemin dans Β 

: point de γχ~ί(4(0) - S. 

ROBLEME. 

Nous étudions la possibilité de relever le chemin ( 2 , £θ, ij ) en a dans l'adh-
rence relativement à E de la feuille de a 

flEOREME 2 . 
Si la fibration (Ε,ΤΤ, Β) est à fibre compacte et si |y est un feuilletage 

nalytique dans E-S , simple pour y-p) , le feui1 letâge ̂Test un feuilletage de Painlevé 

e 2ème espèce pour (Ε,-fC > B). 

ons équence » 

La restriction deTT a l'adhérence d'une feuille quelconque est surjective. 

EMONSTRATION · 

Comme dans la démonstration du théorème 1. il suffit de montrer que, si 

()[θ 5 £.J ) est un chemin dans B tel que ( '̂ O,'̂ ) soit relevable en a dans la feuille 
le a, alors, le chemin (-£,[pX]) est relevable en a dans l'adhérence de la feuille de a 

Grâce à la compacité de la fibre, on construit un point b de U qui 

st adhérent à £ ( Qo, £ Q ) ( relèvement de ÇjL , (̂o, £ L ̂  Puis on distingue les trois 

as suivants : 

er cas : b est dans E-S. 

Alors, grâce au lemme fondamental, on termine ^a démonstration comme celle du 

héorème 1. 

f cas : b est dans S, et l'adhérence de Jt ( Qo, £Q) rencontre au 

;eul point b. 

Alors un relèvement de ( , £ o,£ J ) est assuré. 

\e cas : b est dans S ; l'intersection de l'adhérence de ( ) et de 

( £L ) ) est contenuCdans S et comprend au moins deux points, b et b'. 

On montre que Ce cas ne peut se produire sans contredire l'hypothèse selon laquelle  

> na rencontre^ ^ ( ) ) qu'en de? points isolés. 
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Pour cela* puisque la fibre est compacte, il suffit de montrer que 1 * on peut construire 
une suite infinie de points de Sf l lT* ( $ ( 8 ) ) 
Or on peut trouver : 

(i) des voisinages /\T^>
 e tV^> respectifs de b et bf dans'TJ * ) tels que 

(ii) deux suites (t ) et t1 ) de Γ0,1J convergetnten croissant vers^et telles que : 
η η **-
η O û \ ( t n ) —7 b 

η => / (f ) b' 
η 

n ^ n < Cn +1 

Il s'ensuit que, si \ J \ e s t u n voisinage compact assez petit de ̂  (£) dansfè . U 

existe une suite (t" ) deQ_0,lJ convergeant en croissant vers £ et telle que : 

Ϋ-Λ £ f V ' C n < t" / t' 
f ) ^ η 

Alors on peut extraire de t" ) une suite convergeant vers un point de Q * ζβ^ ( ^» ) ^, 
différent (k b et b' .Ce point bf! est dans l'adhérence d e"^(£ 0>£Q ) e t d* n s 

" ] ( L ( Ε O ' d o n c b " e s t d a n s S ' 

Ainsi est construite, de proche en proche une suite infinie de points de 5 Π ^ * ^ 
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V - Applications 

1) EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET SYSTEMES DIFFERENTIELS 

On montre dans cette partie qu'on peut finalement retrouver les théorèmes 

fondamentaux de Painlevé comme corollaires des théorèmes 1,2, et de la proposition 1 

de cet article. 

4.. EQUATIONS DU 1 β Γ ORDRE 
On lit dans / 1 7 (int. p. 8) : ffLa théorie analytique des équations du premier 

ordre (A) F (y1, y, x) - 0 algébriques en y', y analytiques en x, repose sur les 2 

propositions suivantes, dont aucune ne subsiste pour le second ordre. 

THEOREME I 

Une intégrale y (x) de A ne peut admettre comme points singuliers non algébriques 

que certains points fixes x = £ qui se mettent en évidence sur l'équation même. 

THEOREME II 

Soit ŷ  la valeur de y (x) pour x = x^ et soit y = ^ (x, yQ, x^) l'intégrale  

générale de (A). χ , x o désignent deux valeurs numériques quelconqueŝ  distinctes des  
valeurs ^ , la fonction y = ̂  (χ , ŷ , X q) ne présente dans tout le plan άβ*Υ0 que des  
points singuliers algébriques. 

DEMONSTRATION du théorème I de Painlevé (cf. ΓΐJ p. 21 à 26) 

1 cas. 

Hypothèses On suppose que l'équation (A) peut se mettre sous la forme Q (x, /) dy -

Ρ (x, y) dx = 0. 
Les fonctions Ρ et Q sont des ̂«lynomes en y qui sont premiers entre eux pour x 

quelconque et ont leurs coefficients holomorphes sur Ç. 
Le polynôme Q n?est pas identiquement nul.  
Notations 

U) = 0 : équation obtenue en prologeant l'équation (A) à t (χ) x R (ε) , 
' ^ Γ : projection canonique de C (χ) χ |P̂  ( ί ) sur % (x) 
Sj : ensemble des points singuliers dt u) .^O 
S j *· sous-ensemble de C χ ψ (C) constitué par la réunion des variétés 

intégrales d'équation x = cte. 
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S = Ŝ U S g. On note β la projection par Τ Γ de S sur t (x) : e*est  
l'ensemble des "point^ |̂  11 de Painlevé» On remarquera que C - 9 n'est pas vide. 

LEMME 1 Le feuilletage défini par CD « ο dans (C - θ ) x Ρ ( (L ) est de Painlevé de  
1ère espèce pour la projection canonique sur C - 6 · 

DEMONSTRATION DU LEEftiE. 

L'ensemble Θ est formé de points isolés parce que Ρ et Q sont premiers entré 
eux et parce que les zéros d'une fonction holomorphe sont isolés. Donc C - $ est un 

ouvert dense et connexe dans C (non vide). 

Il est facile de voir que l'équation£3 - 0 définit dans (C-θ) χ T 1 (·) un 
feuilletage simple pourΤΓ* puisqu'on a enlevé les variétés intégrales d'équation x « cte. 

C'est un feuilletage simple pour la fibration triviale à fibre compacte de (d-6) 
χ I 1 («) sur C - Θ. 

ère 

Donc, d'après le théorème l,(p. l6) c'est un feuilletage de Painlevé de 1 « 

espèce pour ( χ * 1 (Ο,ΤΓ -β) 
Application du Lerame 1 à la démonstration du théorème I 

La restriction de ΤΓ à toute feuille est surjective ; donc toute intégrale (χ) 

est définie en tout point de $ - β. 
Tout germe de chemin en x dans C-d a un nombre fini de relèvements en un point 

quelconque de *\\ (x^) dans la feuille de ce point ; 

donc, tout point x de C - β est un point singulier algébrique au sens de Painlevé ou un 
ο 

point ordinaire pour toute intégrale Y (x). 
Ceci démontre le théorème I de Painlevé* 

Application du leraroe 1 à la démonstration du théorème II 

Le lemme î nous permet d'appliquer notre proposition 1 (jy. 17). Donc, pour tout 
chemin ( f, /~0,1 7 ) de $ « θ, d'origine x et d'extrémité x, et pour tout relèvement • «* ο 
( f, /"θ, 1 7) de (f, / 0,1 7 ) qui a pour origine a et pour extrémité b, il existe t 

1) un entier naturel k, différent de ο 
2) l.*·· ·. vv . ;^,i , : : * ̂ «ns rr * (x ) 

' - a ο 
3) un voisinage de b dans 7T v*j) 
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tels que, pour tout point (Xq, y ) de Va, les relèvements de ( f , /~0,1 7 ) qui ont pour 

origine (χ , y ) sont en nombre inférieur à k et ont leurs extrémités dans V, . 
o o b 
Il s'ensuit que l!ordonnée de a est un point singulier algébrique OU un point 

régulier pour v|> (x, y , χ ) 
LEMME 2 

L! équation u) = 0 définit pour la fibration triviale de (C- TPÎS^)) xï?* (C) 

ème 1 
sur C- ΤΓ (^2) un feuilletage de Painlevé de 2 espèce dans (« xî (C)) -S USj^ 

Ce lemme est une conséquence immédiate du théorème 2· En effet, on sait déjà qu'on a 

un feuilletage simple pour || .11 suffit donc de vérifier que rencontre chaque 

fibre en des points isolés ce qui est le cas, puisque est formé lui-même de points 

isolés. 

DEFINITION 

Un point de C est essentiel pour l'intégrale y (x) s'il existe un chemin 

d, / " o , i 7 ) de C tel que i (0) = x et qui n'est pas relevable dans le graphe de y(x). 

Conséquence du lemme 2 

Les points singuliers essentiels des solutions sont à chercher dans "1| ^ 2 ^ 

( rij p . î fe-TTO 

2ème_cas (cf l~\J p. 49 à 58) 

Hypothèses 

L'équation (A) s'écrit : 

F (y', y, x) - ap (x, y) y' + * Ρ - Α * ^ · · + A
0

 ( x ' y ) = 0 ° Ù V V a p 

sont des polynômes en y, à coefficients holomorphes sur C* 

On suppose que l'ensemble ^ d'équation F (2, y, x) = 0 est un ensemble  

analytique dans Q ( ) x C (y) x C > dont l e s sections par x = cte sont 

irréductibles et non vides. 
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Démonstration (indications) 

On se ramène de la façon suivante à la méthode de démonstration utilisée 

e r 

pour le 1 cas (p. JjL). 

On considère la forme u*) induite par dy - 2 dx sur^T. 

On considère le compactif ié 2 de dans C (x) x ( ̂  ) χ (P̂  ( } 
et on prolonge l'équation uû = ο en \jj = ο à ^ - . 

Si TT est la restriction à de la projection canonique de C (x) x 
(fj (C) x 3F ̂  ( (ζ[ ) sur C (x), on montre qu'il existe un ouvert connexe 0, dense 

— d if-dans Il ( S I - ) β (χ) , et tel que s 

(i) TT ( Q ) r\ est une variété analytique. 
( i i ) la projection ΤΓ définit une fibration localement triviale dans 

ÏÏ~ (0) rs £ L 
***** · i ic-

(iii) l'équation wO « 0 définit dansTT (0) π un feuilletage de 
Painlevé de 1ère espèce pour Ί i 

Alors, les théorèmes I et II de Painlevé en résultent. 

2. SYSTEMES DU 2*™ ORDRE. 

Soit d̂  = f (x, y, z) dz = f~ (x, y, z) où f et f ? sont 
dx 1 dx 1 

rationnels en y, z. 

On considère, comme le fait Painlevé, le système associé sur C (χ) x (<3L ) 

Ci ^ 555 tdy-ydt « tdz-zdt où Χ,Α,Β,Ο 
X tA-yC tB »zC 

sont des polynômes homogènes en y, z» t, ie premier de degré^q<^
es autres de degré q-H* 

à coefficients holomorphes en x . 

Painlevé énonce son théorème de la façon suivante (/ \ J ρ· 425). 
"Ι' Si les polynômes Xf A* B? C sont les plus généraux de leur degré» i'intégral 
générale y = vi> (x, y , ζ , x ) ,z » ^ (xf y , z · x ) t=*l ne peut admettre de 

1 Q Ο 0 J Ο Ο Q i 
singularités mobiles non algébriques. 
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II1 Pour que l'intégrale générale y = <J> , admette des singularités 

transcendantes mobiles, il faut (mais il ne suffit pas) que les égalités : 

X=0 tA-yC = 0 yB-zA = 0 zC-tB = 0 

soient compatibles quel que soit χ pour des valeurs de y, z,t qui ne soient pas 
toutes nulles. 

III1 Pour que lfintégrale générale y= j ζ = 4^ admette des singularités 
essentielles mobiles, il faut (mais il ne suffit pas) que le polynôme X (y,z,t,x) 

/"ou l'un de ses diviseurs (y, z, t,x) 7 définisse une intégrale première 

particularisée. 

Nous en donnons la démonstration suivante 

DEMONSTRATION (cf. /"cf. I~\J p. 421 à 425). 

2 
Soit ΤΓ la projection canonique de C χ 1P (C) sur C. 
Soient Ŝ  l'ensemble des points singuliers du champ de directions défini par le 

2 1 
système dans C X JP (C) et S'̂  l'ensemble des points (x,y,z,t) de Ŝ^ tels que ΤΓ" (x) 
rencontre Ŝ  en des points non isolés. 

2 
Soit S 2 le sous-ensemble de C xTP (C) constitué par la réunion de S1^ et des 

variétés intégrales dont une équation est χ = cte. 
On sait que ΤΓ (S ) et "TTiSj) sont des sous-ensembles analytiques de C. Donc 

leur dimension est 0 ou 1. Si la dimension de TT (S^) est 1", on a TfT̂ (Ŝ ) = C. Si la 
dimension de *VT(S2) est 1, on a TTÎSj) = C # D , ° ù 3 c a s : 

If TT (5χ) φ C TT(S2) φ C (systèmes génériques) 

II' TT (Sj) = C X\ ( s 2 ) Φ C 

III' ( s 2 ) = C 
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Dans le cas If , on désigne par θ la projection par ΤΓ de SU S 2 sur î (x) 
(ensemble des points ̂  de Painlevé) et on démontre, comme pour les équations du 
Γ' ordre, que le système définit pour la fibration triviale de (C-θ) XP (€) 

ère 

sur C-θ un feuilletage de Painlevé de 1 - espèce. On en déduit la partie If du 

théorème de Painlevé cité ci-dessus. 

Dans le cas II', on désigne par 9', la projection par Τ Γ de S^ sur f (x) et on 
démontre le lemme suivant. 
LEMME 

Lorsque TT(S ) = C et ΤΓ (Sj) φ C, le système définit pour la 
2 

fibration triviale de (C - θ 1) X TP (C) sur un feuilletage de Painlevé de 
2 6 I l e espèce dans ((t-θ) X TP2 (€))-S . 
DEMONSTRATION DU LEMME. 

Il est clair que Z- définit dans ((C-β1 ) X¥ (C))-S un feuilletage 
simple pour TT* car on a enlevé les variétés intégrales d'équation x — cte. 

Par hypothèse, l'ensemble θ' est formé de points isolés. Donc, la variété 
2 

(C -θ') xJP (C) est connexe et munie canoniquement d'une fibration triviale à fibre 
compacte. 

Pour pouvoir appliquer le théorème 2, il ne reste plus qu'à vérifier que Ŝ  
2 

est un sous ensemble analytique de (€-θ') χ 3P (C), qui ne rencontre chaque fibre 
qu'en des points isolés : or, il en est bien ainsi, car on a enlevé S'̂ . Ainsi, le 
lemme est démontré» 
Conséquences du lemme, 

(i) Les points singuliers transcendants d'une solution sont contenus dans 
ΤΓ (sj. 

(il) Les points singuliers essentiels d'une solution sont contenus dans 

TT ( s 2 ) · 
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3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU 2 6 m e ORDRE 
2 

Soit l'équation (l) d y = Ρ (y1>y>x) où Ρ et Q sont 2 polynômes en y', 
2 

dx Q (y*,y,X ) 
y sans facteur commun pour x quelconque. 

Soient ρ et q les degrés respectifs de Ρ et Q relativement à yf„ On suppose : 
Ρ & ch-2. 

Nous démontrons le théorème de Painlevé suivant ( / 1 1 p, 413) « 

11 le Si Q(yf, y, ) n?admet pas de zéro y = G (x) indépendant de y? et si ρ q+2, 
l'intégrale générale y (x) de (1) et sa dérivée y' (x) ne peuvent présenter de 
singularités essentielles mobiles. 

II, Si Q (y', y, x) admet au moins un zéro y = G (x) indépendant de y; et si ρ q+2, 
l'intégrale générale y (x) de (l) ne peut présenter de singularités essentielles 
mobiles. Mais y' (x) peut en présenter. 

Ille Si Q (y1, y, x) n'admet pas de zéro indépendant de y' mais si p=q+2, la fonction 
y(x) peut présenter des singularités essentielles mobiles ; mais y' (x) nren présente 
pas · 
IV* Si Q (y', y, x) admet au moins un zéro indépendant de y" er si p=q-f2. les fonctions 
y (x) et y' (x) peuvent présenter des singularités essentielles mobiles." 

DEMONSTRATION (cf. Γ\J p. 396 à 4l3). 

On pose dy = ζ et on remplace l'équation (l) par le système différentiel <2L 
3 "dx 

suivant dans C . 

7̂ : dx dy dz 

Q (z,y, χ ) zQ (z,y,x) Ρ (ζ, y,χ) 

On prolonge le système 7 à |> (t) (y) Χ 1P (d) (2) X C <x) en un système 2Γ 
1 1 
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Notations 

ΤΓ~- projection canonique de J? (€) XS^ (C) X C sur C 

8̂  : ensemble des points singuliers de -ZI 
Sr ̂  · ensemble des points (x, y, z) de tels que ΤΓ * (x) rencontre en des 

points non isolés. 
S^ s réunion des variétés intégrales de Σ dont une équation s'écrit 

χ = cte et de Sr ̂ . 

Remarque ΤΓ (S^) = C car contient 1fensemble des points (x, y, z) qui vérifient 
le système C Ρ (z, y, x) = 0 

i Q (z, y, x) = 0 
Conséquence 

On a donc seulement deux cas : 
Α. (Sj) Φ C (Equations génériques) 
B. -TT(S 2) = C 

La méthode est alors la même que dans le cas des systèmes différentiels : 

par exemple, si ΤΓ (Sj) = θ est différent de f), on démontre que le système Σ 
définit pour la fibration triviale de (t-θ) Χ Γ ^ (C) X f>j (C) sur t-6 un feuilletage 
de Painlevé de *fT espèce dans ((€-β) X » (C) Χ J? (C)) « 

On en déduit que les points singuliers essentiels sont contenus dans TT (S = 

DToù, la partie I ! du théorème de Painlevé. 

Des interprétations géométriques analogues peuvent être également données 

dans les autres cas. 
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EQUATIONS DE PFAFF COMPLETEMENT INTEGRABLESo 

On se propose, dans cette partie, de démontrer pour les équations de 

Pfaff des théorèmes analogues à ceux de Painlevé pour les équations différen­

tielles. On utilise, à cet effet, les théorèmes 1, 2 de cet article, ainsi que 

la,proposition 1· 

Soit lféquation de Pfaff : 
η 

0>S Q(x,y)dy + £ A.(x,y)dx. = 0 (B) 
1 1 1 

On suppose réalisée la complète intégrabilité tK)Adu>HO. 
En outre, on suppose que les fonctions Q,A^,eoo,A^ sont polynomiales 

en y, à coefficients holomorphes en χ = (χ^,χ^* * * * * 

On suppose qu'il existe x dans 4 Π tel que Q(x,y),A^(x,y),*β«,A^(x,y) 
soient premiers entre eux et non nuls. 

r^/ s η 1 Soit iù = 0 l'équation obtenue en prolongeant l'équation (B) à € (x)xP (C)o 
Notations : Ŝ  : ensemble des points singuliers de cO — Ο 

S^ : sous-ensemble de $Πχ1?̂  (φ) constitué par la réunion des variétés 
intégrales d'équation x=cte (variétés de dimension l) ο 

s = sx us 2 

ΤΓ : projection canonique de (|n x t?* (i) sur C n ο 

θ (S us 2). 
1. LEMME 1. 

L1 équation (Λ) = 0 définit pour la fibration triviale 
(Cn- Q)x f5"̂  (|) ^ •> C n- 0 un feuilletage de Painlevé de l^X6 espèce dans 

(«n- G)xfP1 (C). 

DEMONSTRATION DU LEMME. 

On sait que 11 équation ίλ) = 0 définit un feuilletage de dimension n 
dans ({ηχ ̂  (4)) -S à cause de la complète intégrabilité de O) (théorème de Frobe-

nius). 
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η 1 
Ce feuilletage induit dans ( ί - 0) x f (C) un feuilletage simple 

pour 1T puisqu'on a enlevé les variétés intégrales à-équation x=cte. 
On vérifie que $ n - Q est un ouvert connexe dense dans ̂ n « En effet, 

ΤΓ (S^) et̂ TTCŜ ) sont des ensembles analytiques car̂ f est une application propre ; 
par suite de 1'hypothèse,ΤΓ(Ŝ ) et i f (S?) sont distincts de Ç n ; donclf (Ŝ UŜ ) 

est nulle part dense dans et Cn-TT (Ŝ US2) est connexe, (non vide) 

On a donc un feuilletage simple pour une fibration triviale à fibre 

compacte. D'après le théorème 1, c'est un feuilletage de Painlevé de lèje espèce 

pour ( ( C n - θ ) χ P 1 (C) ,Tt ,<gn - β) β Soit ? ce feuilletage 
2. CONSEQUENCES DU LEMME« 1„ 

(>L) la restriction dejf à toute feuille de 3? est surjective ; donc 

toute intégrale est définie en tout point de ô 

(Ut) tout germe de chemin enXQdans Ç
n - Q a un nombre fini de relève­

ments en un point quelcon que dê |f̂ ( χ ^ dans la feuille de ce point : 
on peut dire que χ· est un point singulier algébrique ou un point ordinaire 
pour toute intégrale Y (>ζ) 

D1 où une généralisation du théorème I de Painlevé : 
η 1 

Si une application de C dans ψ (β) est solution de (A) = 0̂  11 ensemble  
de ses points singuliers non algébriques est contenu dans %· 

3. PROBLEME. 

Comme dans le cas de l'équation différentielle du premier ordre, on 

peut chercher quel sous-ensemble de % est susceptible d'être un ensemble de  

points singuliers essentiels pour une solution (même définition qu'à la page 23 

en remplaçant d par <fcn)· 

Pour cela, on démontre le lemme 2. 

Soient Sj le sous-ensemble de qui est saturé pour la relation d'équi­

valence associée à ΓΤ et Q = 1Γ (Ŝ  USj) · 
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LEMME 2. 
η 

LT équation W = 0 définit pour la fibration triviale de (C -Q?)aP^ (C) η A* eme ν sur C - θ ? un feui 1 letagejde Painlevé de 2 ^ espèce, de dimension n, dans 
((qn- θ 1 ) x p t (p))- s i . 
DEMONSTRATION DU LEMME 2. 

On vérifie qu'on peut appliquer le théorème 2 de cet article. En effet : 
i)UU = 0 définit un feuilletage simple pourlT dans {( (ΕΠ- θ ' d)̂ -Ŝ  car 

on a enlevé SJ US 2 

^ 1 
il) pour tout x de Ç, - Θ 7, Ŝ  rencontrée (X) en des points isolés 

car on a enlevé Si « 
1 

Conséquence (Généralisation de [l] p. <̂ 6-·2.̂ · ) 
Lfensemble des points singuliers essentiels d'une solution est contenu 

dans Q'. 
Autre conséquence. 

La restriction de Tf à 1 ' adhérence dans (tn- θ ' ) x (C) de toute  
feuille de?"est̂  surjective. 

4. REMARQUE• 
D'après le lerame 1 (ci-dessus), la proposition 1 (p.Ο ) peut aussi 

bien s'appliquer aux équations de Pfaff (B) . On peut donc généraliser le théorème 
e r 

II de Painlevé (pour les équations différentielles du 1 ordre (A)) aux 

équations de Pfaff (B). 
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CONCLUSION 

Les théorèmes démontrés dans cet article sont susceptibles d'un 

grand nombre d!applications ; nous n'en avons donné ici que quelques-uneso 

Notamment, on pourra étudier par cette méthode les propriétés des systèmes 

de Pfaff complètement intégrables* Il est à prévoir que, comme dans le cas 

des équations de Pfaff complètement integrables, beaucoup de propriétés 

restent inchangées quand on passe de une à plusieurs variableso 
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