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INTRODUCTION

L'objet de notre étude est double : expression géométrique des théorémes

fondamentaux de Painlevé et généralisation de ces théorémes.

A la lecture de l'oeuvre de Painlevé qui concerne les équations différentielles
et les systémes différentiels, notamment celle des '"Legons de Stockholm" (4-1_7), on est
amené a faire quelques remarques trés simples. Une des plus importantes est la suivante
en plus du point de vue de Cauchy qui est un point de vue local (existence et unicité

d'une solution d'un systéme différentiel au voisinage d'un point), on voit apparaitre un

souci d'ordre global, celui d'étudier la solution générale d'un systéme différentiel

", -
"lorsque x s'éloigne de X pour varier d'une fagon quelconque dans ©n plan (4 1_7) Int.).

Des réponses a ce probléme global sont les théoremes fondamentaux de Painlevé concernant
les équations différentielles du 1°7 et du2® ordre /71.7p. 21 et 413) et concernant les

systémes différentiels (4-1_7 p. 425).

Ces théorémes peuvent étre interprétés géométriquement de la facon suivante.

Considérons par exemple l'équation de Pfaff W = Q (x, y) dy - P (x, y) dx = o ou P et Q

sont deux polyndmes en y, premiers entre eux, & coefficients holomorphes en x et ou Q
~
n'est pas identiquement nul. Prolongeons l'équation w =0 enW=0 a ¢ (x) x Py (@) (y).

Le théoréme I de Painlevé ({-1_7, Int. p. 8) assure que les singularités mobiles des

~
solutions y (x) de“ = 0 sont algébriques et que toute solution se prolonge

analytiquement le long de tout chemin qui ne rencontre aucun des points singuliers fixes

(points % : 4-1_7 p. 22).

D'abord, on remarque que l'ensemble des points g est la réunion de deux

aly
sous~ensembles de points isolés de ¢, & savoir :
i) les projections des points singuliers de C:) =
ii) les points x tels que la droite d'équation x = x  soit une variété intégrale
de W = 0. -
Puis, on considére le feuilletage ;}> défini dans (¢- EEL) X P1 (€) par
1'équation ‘;5'# 0. Les points singuliers mobiles des solutions sontles points x ‘de

‘-:‘ . ’ ;\\ ~ »
¢ - w tels que le graphe d'une solution soit une feuille de tangente a la droite

’ - - ,/
d'équation x = x .



Enfin, et surtout si”{| est la projection (%, y) v x, la deuxiéme partie du
» ~ . . .
théoreme I exprime le fait que tout chemin dans ¢ - CL est relevable dans touts

ol

feuille de :F' en un point de cette feuille.

Des interprétations sdométriques similaires peuvent &tre données pour les autres
théorémes de Painlevé. D'ol 1'intérét d'en rechercher une généralisation, sous forme
géométrique.

Les diverses situations décrites par Painlevé peuvent &tre considérées comme
cas particuliers de la situation suivante : au lieu de nous donner une équation

———
différentielle ou un systéme différentiel, donnons-nous un feuilletage;f; analytique
complexe dans une variété analytique complexe E, munie d'une projection Y[ sur une

' ’ an——— 2
variété B , telle que ;; soit simple pour {1 (déf. p. 4 ). Puisque cette

notion de feuilletage simple généralise celle du feuilletage transverse, on est

amené de fagon naturelle, comme Painlevé, a se poser le probléme de relévement des

chemins dans les feuilles d'un feuilletage simple.

Les principales réponses a4 ce probléme sont ¢oinsignées dans le théoréme local

(p. 13 ), le théoréme 1 (p. 16 ), le théoréme 2 (p. 19 ), la proposition 1

(p. 17 ) ; dans ces théorémes, le feuilletage :f; est supposé de dimension égale &

celle de B et il est simple pour i\l ; les démonstrations sont données dans le cas
ot (E, TT , B) est une fibration analytique localement triviale, mais les résultats

sont valables dans le cas, plus large, ol E est '"localement un produit' sur B par i

(p. 15 ).

Le théoréme 1 suppose la fibre de (E,\U , B) compacte. Il assure le reldvement

des chemins. Réuni au théoréme local, il constitue une généralisation du théoréme i de
Painlevé dont il a été question plus haut.
Le théoréme 2 suppose encore la fibre de (E, TV , B) compacte, mais il ne

¢ .

suppose pas le feuilletage défini dans toute la variété E : on admet un ensembls & de

points ou ;?T n'est pas défini pourvu que S soit un sous-ensemble analytique ds E et
que S ne rencontre chaque fibre de (E,TV , B) qu'en des points isolés. Le thdoréme 7
assure le relévement des chemins dans 1'adhérence des feuilles. Il constitue une
généralisation du théoréme de Painlevé concernant les systémes différentiels dans le

cas 11' (p. 25 ).
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La proposition 1, valable dans les mémes hypothéses que le théoréme 1,

montre comment varie le nombre de relévements d'un chemin fixé quand on fait varier

la feuille dans laquelle on reléve c'est-a-dire l'origine du relévement (projection

fixe). Elle constitue une généralisation du théoréme II de Painlevé (/1 /7 int. p. 8
et p. 40) : étude de la solution considérée comme fonction des conditions initiales.
Dans le texte, tous ces théorémes sont énoncés a l'aide des vocables de
. . , ére R éme N PO
feuilletages de Painlevé de 1 espece et de 2 espece que nous définissons

dans I

Les résultats obtenus comportent de trés nombreuses applications. Nous en

donnons quelques-unes

Nous montrons comment on retrouve les résultats de Painlevé comme corollaires

de nos théorémes. Le théoréme 1 y, le théoréme local et la proposition 1 permettent de

. . er C . .

retrouver tous les résultats relatifs au 1 ordre ainsi que les résultats relatifs

eme P . . er
au 2 ordre dans le cas I' (p. 25 ). Le théoréme 2 s'applique aussi au 1  ordre
pour distinguer les points singuliers transcendants des points singuliers essentiels )
il s'applique aux systémes différentiels du 2éme ordre (cas II' p. 25) et aux
équations différentielles du 2eme ordre.

Nous montrons ensuite comment on peut démontrer des théorémes, analogues a

ceux de Painlevé/pour les équations de Pfaff completement intégrables :

1’ AZ"""’An sont des

n
W =Q (x, y) dy + & A, (x, y) dx;, =0 ol Q et A
1
polyndmes en y & coefficients holomorphes en x.
11 est clair qu'on pourra encore démontrer des théorémes analogues a ceux

de Painlevé pour les systémes de Pfaff complétement intégrables.

Les résultats de cet article ont été annoncés dans /-5_7 .

1 - DEFINITIONS ET EXEMPLES

1. FEUILLETAGES SIMPLES

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie,
On se donne une projection [T de E sur B (application continue surjective)

et un feuilletage défini dans E.



Définition 1 : On dira qu'un feuilletage défini dans E est simple pour la projection

T de E sur B si, en tout point m de E, il existe un voisinage distingué (/727)

de m dans lequel la plaque de m rencontre 'TT:J ( Y¥ (m) au point isolé m.

\
Si, en particulier E ——> B est une fibration, on dira aussi bien que le

feuilletage est simple pour T ou qu'il est simple pour la fibration E =—=> B,

Exemple 1.

Tout feuilletage transverse 2 une fibration de E est simple pour cette

fibration.

Exemgle 2.

Si (E,T1 , B) est un revétement de B, tout feuilletage de E est simple pour

cette fibration.

Exemple 3.

Soit (1) W =P (x, y) dx + Q (x, y) dy = O une équation de Pfaff dans Cz
dont les coefficients P et Q sont des polyndmes premiers entre eux. Soit S l'ensemble
des points singuliers de W . Alors, si 1'équation (1) n'admet pas de variété intégrale
x = cte, elle définit dans 62 T (TV (8)) un feuilletage simple pour la fibration
triviale ((:2 -1 -1 (T (), 71, € (x) -W(S)), ou JT est la projection canonique
de 02 sur € (x).

Un exemple analogue est donné par une forme de Pfaff complétement intégrable

n
sur € .

2. FEUILLETAGES DE PAINLEVE DE 1°5¢ ESPECE

s « . » » o . . s s Am—
Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie, I

une projection de E sur B , ; un feuilletage défini dans E et ayant une dimension

ézale 3 celle de B,

Un chemin dans B (resp. dans E) est un couple (€ , I) constitué par un
segment I de R (fermé ou semi-ouvert) et une application /L continue de I dans B

(resp. dans E).
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DEFINITION 1.

Soient ( 4 (_-0,1_7 ) un chemin dans B et m un point de ]T-l (? (0) ).

On dira que (f), [0,1_7 ) est relevable en m dans la feuille de _erassant

A [y
par m s'il existe dans E un chemin (g, [0,1_7 ) d'origine m, tel queTToQo,,Q, Pt tel

o~

que »@(['0,1_7 ) soit contenu dans la feuille de m,

-~
Le chemin ( 4 s [0,1_7 ) est appelé un relévement en m de ( 2,, [0,1 7)

dans la feuille de m.

DEFINITION 2,

, . - . . ére \
On dira que le feuilletage ; est un tcuilletage de Painlevé de 1 <~ espece

pour TV si tout chemin ( 49 , [0,1_7) dans B est relevable en tout point m de

-\
11 (? (0))dans la feuille de m.

Conséguence.

La restriction de '\T a toute feuille de j,:\est sur jective.

Exemple 1, Tout feuilletage transverse a une fibration a fibre compacte est un
feuilletage de Painlevé de 1é£? espece pour cette fibration et chaque feuille est un
revétement de la base. Ceci permet de retrouver géométriquement un résultat bien
connu concernant l'équation de Riccati
dy - (a (%) y2 + b (x) y+ c (#)) dx =0

ou a, b, ¢ sont holomorphes sur G,

Cette équation définit un feuilletage deEDI (€ ) x € (x) transversed la
projection sur le deuxieme facteur, ce qui implique l'uniformité des solutions de

1'2quation considérée.

Exemple 2.

2 ~ .
L'équation différentielle dP =p (1-p”) (ou p et @ sont les coordonnées
de N
polaires d'un point du plan) définit un feuilletage de Painlevé de 1er:e espéce pour

la fibration triviale de IR2 - [(0, O)_7 sur le cercle p = 1.




Exemple 3,

L'équation différentielle 2ydy-dx = O définit dans Cz un feuilletage de
Painlevé de 163? espéce pour la fibration triviale de Gz sur € (x).

(Ce feuilletage n'est pas transverse a la fibration).

Contre-exemple 1.

L'équation différentielle dy-P(x, y) dx = O, ol P est un polyndome de degré
supérieur a 1, définit un feuilletage de R2 qui n'est pas un feuilletage de Painlevé
de lére espéce pour la fibration triviale de R2 sur R (x) car les feuilles admettent

des asymptotes x = cte,

Contre-exemple 2.

L'équation dx = O définit un feuilletage de Gz qui n'est pas un feuilletage
de Painlevé de 1é€f espece pour la fibration triviale de c2 sur ¢ (x) : seuls, les
chemins dont 1'image est réduite i un point sont relevables dans les feuilles.

Mais ce feuilletage est un feuilletage de Painlevé de 1é€$ espéce pour la
fibration triviale de 02 sur ¢ (y).

Ce contre-exemple nous améne a la remarque suivante,

Remargue.
De maniére plus générale, on pourrait appeler feuilletage de Painlevé de
ére s . oy . . ;
1 . espéce dans une variété topologique E tout feuilletage EF\de E pour lequel il

existe une variété topologique B et ureapplication continue sujective Tlde E sur B telle
que 3 soit de Painlevé de lére espéce pour 1\ .

3. FEUILLETAGE DE PAINLEVE DE 2°7° ESPECE

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension finie,'TT une
proiection de E sur B, S un sous-ensemble non vide de E tel que, pour tout x de B,
I'ensemble S rencontre 71 -1 (x) en des points isolés.

Soit E;\ un feuilletage défini dans E-§, dont la dimension est celle de B .

DEFINITION

3:' . , , éme N ,
On dira que est un feuilletage de Painlevé de 2 - espéce pour TV si tout

chemin (A , {-0,1_7 ) dans B est relevable en tout point m de Tfl (L (0))-s

dans l'adhérence de la feuille de m relativement a E.
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e
%
Si, en particulier, E == > B est une fibration, on dira indifféremment que

;z est un feuilletage de Painlevé de 2¢1e espéce pour || ou un feuiiletage

de Painlevé de 2°Z° espice pour la fibration E -LL—> B.

Conséquence de la définition.

La restriction de A a3 l'adhérence dans E d'une feuille est surjective.

Remarque : Soit ve un point de TT-I (€ (©)) - S et soient [ et 5 la
feuille de m et 1'adhérence de [ relativement 3 E. Conformément & la définition
précéd_ente, il peut arriver que le relévement de (f, A0, /\) ) en m se trouve
dans r\ - r\ .

Mais, si la feuilletage :FF est a la fois un feuilletage de Painlevé de
2e espéce pour-TT et un feuilietage simple pour 7| , un tel fait ne peut plus

se produire, i cause du théoréme local (p. 13).

Exemple 1.

L'équation différentielle ‘xdx + ydy = 0 définit dans Cz - (0,0) | un
feuilletage de Painlevé de 2°%° espéce pour la fibration triviale de 62 sur € (x).
(tout chemin de € (x) est relevable dans l'adhérence dans 02 de la feuille

d'équation x + iy = O mais il existe des chemins non relevables dans cette feuille).

Exemple 2,
| P4 : 2 2 — 2 : : 3 . »
L'équation de Pfaff zdz + ydy + (2” + y~) dx = O définit dans & privé de la
droite complexe d'équations y=z=0 un feuilletage de Painlevé de 2°7%° espéce pour la

fibration triviale de 03 sur Cz (z, ¥)e



II - PROPRIETES LOCALES DES FEUILLETAGES SIMPLES

1. Données et définitions,

E, B : variétés analytiques complexes connexes de dimension finie,
(E, T\ , B)Y fibration analytique complexe localement triviale.
n : dimension de B
n+p: dimension de E
a : point quelconque de E

S
} : feuilletage analytique dans E de dimension n, simple pour (E,ll, B)

I : voisinage ouvert distingué de a

Xa 5a=ﬁ‘1<\"\<a)>r\ﬂ-a

(&, {(-),1_7 ) chemin dans B tel que /{, (o) = \| (a)

DEFINITION 1

Nous dirons que deux chemins ( Ql , /70, El [: ) et ('32, [0 , €& 2 C )

dans une variété V définissent le méme germe de chemin au point a?, (0), s'il exite S

dans _7 0, inf {Ql’ c 2)_7 tel que {1\ [ o,(:-' [ = 2 2(:016 [- .

DEFINITION 2

Le germe de chemin défini par ( ‘e, _/_-0,1_7 ) au point ‘e, (o) est relevable en a
dans la feuille de a, s'il existe EL 7 O tel que le chemin ( e\ Z-O, Ei Z- , [-O,EZ-)

soit relevable en a dans la feuille de a,

DEFINITION 3

Pay
si ( e , Z-O R E ") est un relévement de (‘Q. s [-0, E [ ), le germe

-0, € /7 ) est un relévement en a dans la feuille de a

[ I B

Y
¢éfini au point a par ( £ ,

du germe défini au point £ (o) par (4 s [0,1_7) (ou par ('e , [0,1 [- )e



Le probléme qui se pose est celui de l'existence de relévements de germes de che-

mins dans une feuille de 8: en un point donné de cette feuille,

Pour cela, on démontre 2 lemmes fondamentaux.

Remarque 1

Nos résultats sont valables dans le domaine analytique complexe grlce aux théorémes
de Remmert (/ 3 /), mais non en général dans le domaine analytique réel, comme le

2 P £
montre, par exemple, le feuilletage deR™ représenté ci-dessous (fibration tri-

viale defR2 sur (R (x) ).

/\\7
/ ///>x
<\\\\j<\ o <:\\\\
Remarque 2
Nous nous sommes limités au cas ou E -—IS——9 B est une fibration,de fagon a rendre

1'exposé plus clair. Mais les résultats obtenus sont encore valables si E est
"localement un produit'" sur B (p. 15) comme on le constate aisément dans les dé-

monstrations qui suivent.

§2 Lemmes fondamentaux

- g ey . e v -

Lemme 1

Si%fest un feuilletage analytique simple pour la fibration localement triviale

(E ,7r ,B) et _si la dimension de'}fest égale 3 celle de B, il existe pour tout

point a ggqf'un voisinage ouvert distingue.ﬂ.‘L de a tel que toute plaque de '}:

dans S\, rencontre toute fibre dansi}&. Le nombre de points de rencontre est fini,

Démonstration

Puisque la fibration est localement triviale,il existe un voisinage ouvert Va de a

dans E des polydisques W: | | <ot dans €' et V. | \_}\( gdans c? et des isomorphis-

mes analytiques\* a et({'a tels que le diagramme suivant soit commutatif

Ra

\4 S, UxV
a
T v
v, e P
™ V) Y

(p est la projection canonique de U x V sur J)
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On supposera Ya (a) = (0,0)

Puisque(p  est un isomorphisme de flbres, le feuilletage induit par’?dans V se

transforme par&(r’ en un feuilletage F(de dimension w) dans U x V qui est 51mp1e

pour la fibration triviale de U x V sur M.

AJ
11 suffit donc de démontrer le lemme pour le feuilletage %’et de transporter le
{

résultat dans (E, T, ® ) par l'isomorphisme \P;

~
Soit.ﬂ.o un voisinage ouvert distingué de (0, 0) pour X tel que la plaque de (0, O)

rencontre la fibre de (0, 0) au seul point O,

Il existe un icomorphisme analytique Q, deJL sur le produit du polydisque
M K/i de €6t du polydisque Yy t}’|<‘ de T Ptels que
A
(1) & (0, 0) = (0,0)
o
(2) toute plaque dans U, x V., est une variété linéaire d'équation vy = y1°

1 1
UxV)‘n_o_gi.S__)lev

P Pl PA
A

) -
h (Zl , yl) 1'expression dekvo 1

I

Soit (Y

Une plaque dansflo est 1'ensemble des points (%, y) tels que : (x=h (7:1 s ylo)

~S

Puisque S-est un feuilletage simple pour p le systéme :{ O = h (11 s O) admet la

y=k('zl,0)

seule solution (X, , y) = (0, 0)

1

Soit (.:‘—Ia variété analytique d'équations

X=h (X , y,) dans U x V., x U, xV ,
t £ans

1 1 1

=k ():.1 ’ yl)

~/
muni de la projection canonique p sur U x V1
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Puisque le systéme : (O = h (JC1 , 0) a
y =k (:L1 , 0)

pour seule solution (2x

(0, 0, 0, 0)

Ar—A
X v) = (0, 0) , p (0, O) rencontre Q au seul point

On peut donc appliquer le théoréme de plongement de Remmert a q

Donc, 11 existe un polydisque,M_/c_U et un polydisque V'lC_ V1 tels que la trace de

A~
CT sur p  (U' x V'l) soit un revétement ramifié ( & W feuillets) de U' x vy

"~
par p.
-—.\ _n’/ . s, 2 .
Alors, si on pose ho (U1 xV'l) = o,on a la propriété suivante : pour tout X de,
U, p‘1 (X) rencontre toute plaque dansJ\.‘o.

L'intersection deJ\.'o et p'1 (AL') est donc un voisinage de (0, 0) qui a la

propriété requise.
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Lemme du relévement local des chemins -

Soient M le polydisque |ﬂ( X dans c™ etV le polydisque M’,( F) dans C;P .
Si le feuilletage F  est simple pour la fibration triviale U XV P U et si la

dimension de F est égale 4 m, le germe de chemin défini dans U par /»C [O 4] au_point
e (0) = 0 est relevable au point O de p ({ (O)) dans la feuille dey passant par

(,g Emnt.

Démonstration -

Si la feuille de O est transverse & la fibre, le théoréme est évident.
Sinon, on considére un voisinage ouvert distingué S\l o de O tel que la
plaque P, de O rencontre la fibre de O au seul point O dans S\ o,

Cette plaque P_ est une variété analytique de dimension m- dans L oo,

Nous pouvons lui appliquer le théoréme de plongement de Remmert ( [3} p. 276),
On en déduit qu'il existe un polydisque U : [ X, kO(i XKp (4= 1,2,...,n)
[
et un polydisque V : ,yJ(F{: <B { (i=1,2,..4,p) et un plongement mn de P_ dans
UXV tels que

)770 est défini par 7 équations pseudopolynomiales distinguées

-1
(x,y) }le-*-al (x)yk:i-i----, - '+...+a1k (x)

i

0 (i=1,..,q )
}

ou les a, . (x) sont des fonctions holomorphes surU et nulles au p01nt x = 0.
~ ~

11) PN (UXV) est une composante irréductible ,m/a de M dans ¥ xV .
k 3
iii) l'ensemble’m;\ des points de F"'L;\ ol ’hv;\ est transverse a la fibration
~ LY

A
triviale v X 2 > U est dense dans %X'

Tout revient alors 3 montrer qu'il existe é) o) et un relévement de

(£, EO,E[) enOdansthx.

Pour cela, on se référe a la démonstration de la proposition 2 de [3] (p. 276),

]
Seit W un voisinage de O dans ’hbl et soit m un point de wNM_. Dans un voisinage

de m dans U,,hbi est représenté par des équations de la forme
vy + <y (x) = 0

S80S0 0000 HOESOIPPTCLES

y +c (x) =0
P p
-
ol cl,cz,...,c sont holomorphes sur un voisinage de p (m) dans uL « On montre dans L2
p ~ §
que ces fonctions se prolonpent ¢ (L de “acon continue (mais rwlitiforme) et leurs
prolongements sont racines des pseudopelvnimes P, {x,7,’ gui définissent /h\z N
Puisque la restriction e o & fh} ¢3¢ surjectiwve, et <'apres (11}, Oon a un
~ - R . N -
relévement ce (L, [0, 0 dams Tonui o est conné par b lxuvio= (A (E)

-7 A
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c(Z (£))) od ¢ a pour composantes Cpreeesc, (on choisit une branche quelconque

pour chaque fonction multiforme) ,

Remarque -

~ A/

n/ v ~J
La projection canonique p de U x V sur Ldéfinit Poﬂ (Ux V) comme

~
revétement ramifié de Uayant un nombre fini k de feuillets.
~
Il s'ensuit que, pour tout point x de U , tout germe de chemin en & est re-
s

- ~/
levable en un point quelconque de Poﬂ‘W ' (%) dans P N (U X V) et le nombre

de relévements est inférieur ou égal a k.

§ 3 - Théoréme local d'existence de relévements dans unc feuille en un point -

Si (E,m™ ,B) est une fibration analytique complexe localement triviale et si

X est un feuilletage analytique simple pour cette fibration (dim3 = dim B), alors

pour tout chemin (£, [O,l:] ) dans B et pour tout point a de T -1 <-e.(0) )/le
germe défini par (£, EO,lJ ) au point A_(0) est relevable en a dans la feuille

de passant par a. Le nombre de relévements est majoré par un nombre entier k ne

dépendant que du point a.

Démonstration (Données page g).

Comme dans la démonstration du lemme 1, il suffit de transporter dans (E, T ,B)

par l'isomorphisme ‘fq,-l le résultat du lemme du relévement local des cheminse

Soit donc (2.1, CO, € ][ ) un chemin dans B qui définit le méme germe au
point £ (0) que le chemin donné (4, [O,IJ ) et qui vérifie la relation uf;‘(&to, ¢ 1[

~
c U .

~
. P , .

Le germe de chemin défini dans U par (kfa o{‘ , [0,5 1[2 au point

f"a (<€ (0)) = 0 est relevable au pointfa (a) dans la feuille de & qui passe par Ce
N A

point. Soit (L , [O,!: [ ) un représentant de ce relévement, Alors, le chemin

(T“' -1 ok , [O, CE } est le relevement cherché,

§ 4 - Définition de 1'indice

si (E, TT/ B) est une fibration analytique complexe localement triviale
et si ? est un feuilletage analytique simple pour cette fibration (4"'\3’ = s R)
le théoréme précédent permet de définir une fonction sur E & valeurs dans N ,

qu'on appellera indice du feuilletage ¥ par rappert a4 la projection T et qu'en

notera

a \________) Ind“, (f . a ) .

Pour tout point a de E, le nombre Ind @ f, 4 ) cut égal au nombre maximum 4

ae

relévements en a dans la plaque de a des germes de chemins en T (a) dans B
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§ 5 - Théoréme -

La fonction a pme——pInd (f‘, a ) est localement bornée sur E.

Démonstration -

~

I1 suffit de dérsontrer ce théorén}deﬂ[;)our un feuilletage ? défini dans le produit
de deux pzlydisqlvues UJ%K{ de (‘tet\oﬂ'a.lqde(P et simple pour la projection cano-
nique de U X V sur U. On peut supposer que le point a est en (o0, 0 ).

Dans le lemme 1, on a construit un voisinage ouvert ﬂ'c de (o0,0) tel que toute
plaque dans L. ' o rencontre toute fibre dans J\. ' o en un nombre de points fini,

On va montrer qu'il existe un entier naturel k, F o tel que tout germe de

N 'onF- (

chemin en un point x de U' = F (/L 'o ) admet en tout point m de xo)

un nombre de relévements dans la plaque de m qui est inférieur ou égal A ko'

Pour cela, on désigne par (/C ,[o, 1:] ) un représentant du germe de chemin
donné et on lui associe le chemin(:é: s [o, 1])&-& U' x V'1
7 _ o o, ' ~ _ % ym = (x2,4° ).
LCer= (), y°) (y, %v,) (L(o)= x*  m=xN°)

défini par :

D'aprés le lemme du relévement local des chemins, on peut assurer qu/ il existe
~/
& D 0 tel que le chemin (<£, (0, E_C ) admette en ( x° , y.° , X.°, vy °) dans
~ | —— =c 1 1 .
q"f\( F (urx vy )) un nombre de relévements inférieur ou égal i kg ( Xy :PA(P\D(h)»
Chacun de ces relévements définit un reldvement dans la plaque du point (x°, y° ).

En effet, si un tel relévement s'éerit (AL (t) , y? ,«64 () , )\(t))il

vérifie les relations x = k (ac1 , ylo Yqui
o
y= kg, vy )

o]
sont les équations de la plaque du point <, y)y=m

Remarque importante -

Tous nos résultats sont encore valables dans le cas plus général suivant :

l'applicationTrde E sur B est analytique surjective et tellc qu'a tout point W_ de
E, il correspond :
(1) un voisinage Vuw de ™ dans E

(2) des polydisques U et V dans Q‘_ﬁ’ et CP respectivement
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)
(3) des isomorphismes analytiqueSafuxet T>w» tels que le diagramme suivant soit

commutatif,

v %ﬁm ‘>LIX\ﬁ
| Vi I
v P'm Vv
'“(""g > U

(p étant la projection canonique de U X V sur U )

()n dira dans ce cas que E est "'localement un produit' sur B par .
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FEUILLETAGES SIMPLES ET FEUILLETAGES

¥
Lo

DE PAINLEVE DE lere ESFECE.

Lo XELEVEMENTS TDE CHEMINS

DANS UNE FEUILLE DONNEE,

Les données sont les

a tiore ge ( 2.%T . B est compacte.

etudions

’Z. [Q.l]).

NOUs

vassant par a le chemin

Nous

.

HEUREME 1,

la possibilité de relever

mémes qu'au ll, ave:c. ern p.us, l'hypothése gque

o dans la teuille de '3‘-

T =)

obtenons une proprieté globale. pour une feuirlle quelconque

Si (E,4¢ , B) est une fibration analytigee .ompiexe localement tri-

:}'esc un feuilletage analytique simple pour .ecte ribration (dim€h= dimB)

.a:€ el 31
:.. ge plus, 1ia fibre e (E, #&, B) est compacte,”k est un reuiiletage de Painlevé de
.ére espeéce pour (E,fe , By,
.rn:eguence
La restriction def a toute feulllc de '* est surjective.
remargle
. s . - ’L - -
¢ theoreme [ est encore vrdi si L —=» I c3t .O0Calement un pro-
oot osur B et 3i1W est une applicacion propre,
DEMONSTRATION DU THEQREME 1.

1¢ Le

(E< 1

a
Ay

I <
Tontrer que, s. (A | [3,‘6:’ ‘

o1t re.evable en a3 dans ia feulile de

vable ¢r. a dans la feuille de a .

N
En efier, soit (£, [

Si Qfs' est un voisinage compact assez petit dei.(e.
A}

(v&) est compact. Donc, pour toute suite

convergeant vers € |, il existe une suite extraite (tn.k' telle gue

vers un point ©

-1
de ! (f(é))~
D'aprés le lemme fondamental 1, 1l existe

C (e ).

plaque aans 4 L rencontre™

Or b appartient a R (Cb,?-t F/Q\CCO,‘;C).

lemme fondamental 1 et la Compallle Jes 11Dres permettent de

el que (L ,EO 6[)
e

est un chemin darns

4
‘rhemin £ .%Q

-

B
o
-

4

alurs ie est aussi rele=

0 é[ ! un relévement ce ( £, [O,E—C).

- . -1
dans 3 1l est clair que 0
infinie croissante t(Ini ge pcints de [O,EC

la 5u1tej(tnk) converge

un voisinage distinzue L de © tel que toute

~ ~ < .
donc L rencontre £ ([u,‘b[) en un point m,

-1 N
Puisque la plajue de m dansfL rencontre ™ \z(,&) ; , le relévement de (Q,fO,E,'] )

€5t assuré par prolongement de (L&),&[).



2° La demonstration se termine par un raisonnement par 1'absurde.

Supposons gue l'on ait pu, de proche en proche, relever les restrictions de £ a
- . - . . .

EO,EAJ, [ﬁ,, ., ..o e £ 7\ ....... ou (&n) est une suite crois-
L. 44 w“ onoy n <+ i

sante dans [O,l] .

~ - ~ B o P

Supposons que la bo ne superieure de (En) scit un nombre & différent de 1.

. . . N ) . + & . . .
'aprés le théoreme locali d'existence (11 % 33, il est encore possible de relever le

]

getme défini par (4 | o, au pointl (& ).

- -

D'ol, il existe >0 tel que la restriction e X a [O, ol + [ soit relevable en a
dang la feuille de a.

~
(eci est contraire & l'hypothése . D'ou, ¥ = 1.

2. RELEVEMENT DES CHEMINS DANS LES FEUILLES VOISINES D'UNE FEUILLE DONNEE.

Les données sont les memes qu'au paragraphe précédent.

- o -A
Cn suppose que le chemin (,,L,[O,‘;J ) est fixé et que le pcoint a varie dans O ( f (o))
R . :
|}/ en a dans la feuille de a

-

On érudie comment varie .e nombre de relevement de (j ,EO

. , /\g“. 2 / ~ 4 . , )
Pour tout reievamant | 2 VI bode A CL/, L) dane une feurile de F , il existe un
1

o< - p
entiey narure. Kk ton nAu: &t ur voislnage v de Z(o) dans R (¢ (@) tels que, pour

toutr poi T ode Vo, les rfeievements au poiat m de 41,(7. CCJ dang la feuille de m sont
e cur o . 2 k ef ont leurs extrémités dans un voisinage de ’2(1) dans
2

. o T e \ . )
Soir % iencemble des nuombres ¢t de LC,‘ij pour lesquels il existe :
{' 1 ) L N R R R AT T e M '-\, ; i "

R ST entLEr o narure il b ,:)\‘ e .

: iR b
(2) un receavrament Sini de ﬁ{ﬁ(.t. CX\”;‘

3 o) . s 3 B : =
.ﬁ}UnU«*i«?d tails Quie, pOuUT Loub point on el Nn (Lic>) le nombre de relevements de

par une chalne de veisinages ouverts distingués

A
‘,w"ﬂ) (pr'\ )h‘:‘\ . : . PV & 4 i [ : C O € 3 ) --u ‘
M 0L eh ) a2u point m o dans la feullle dern gqul =onL contenus dans .Q.\V JL ™

est infériesur ou égal

[sS)
-
S

-
s . = - N PO o . . R . S P . N .
D'apres le thecreme § & ¥ est non vide : c'est le cas ou la chiaine est réduite & un

ouvert distingué A ..
o I3
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II nous suffit de montrer que % :[0,1]. Pour cela, si/ﬁ désigne la borne supérieure
dee , il suffit de montrer que/é; =1 et que/b appartient 2 % .

Soit -O- un voisinage ouvert distirguéde g (/b) qui satisfait au théoréme local.
Sic( est un réel de (0 lJ tel queO{(/Q ete(d)éﬂ' (ﬂo) ,0( appartient ag et
il existe une n,halne..Ql, 1q de voisinages ouverts dlstlngues tels que J2 U..U_.(Zq
A est un recouvrement dej( [OVKOQ]) et -Q_lU...U_D-q 0 est un recouvrement de. A

L([O @)(respl( [ 0, \Oj) si ,Q(df)éf[ (Q ) avec a’>,6)

On va montrer que si/5 # 1, 1.¢ appartient écé et si/} =1, B appartient & % .

On remplace le recouvrement f2 U..U.Q qd\ wll o par un recouvrement plus fin obtenu
de la fagon suivante :_Qu est remplace par_(L'O, saturé ded & ﬂ.flqo\ pour la relation
d'equlvalencep (_QO) associée aux plaques de.Q. ([ZJ AT 8) .qu\ est remplacé
par L qd\ , saturé de L' n,(). 1y pour la reldtum d'équivalence p(.ﬂ. qo() asso-
ciée aux plaques de-Qq ; et a1n51 de suite : d'une fagon générale L ; est rempla-

OJ)_ipour,O(-.Qi).(iZq -1, eee , 1, 0).

- '
cé parfd i saturé de Q' N

i+ 1
.-—-—»—”‘ Tout reldvement de (£, CO,&’J) (resp.ﬁ ,[()p))

) s'obtient en composant un reldvement de (£ [O ga)
et un relévement de (A& E {]) (resp (Z[Of R)]))
Un relévement de (AL, [\J b']) (resp (£ EO J))
est situé dansf2 U... VIR q Vilbo si, et seule-

ment si,il est composé d'un relevement de (Z

S
Q

D
o

Q'(O) ’e(/g) [ o&]) situé dans .-Q. U... UD.' et d'un

Y

relévement de (€, f_d\ ) (resp ’E[d (3]) situé
‘Q'\— ‘ -n-'ld\‘n"'o dans -(l o ,Kj

D'aprés l'hypothése , et d'aprés le choix de Qo
le nombre de relévements situés dans L' U....
().ﬂ..'qM ULl 'o est donc inférieur ou égal a k .

Donc ¥ (resp 16) appartient a 8 . Donc& CO 1)

2P
Remarqu &

Si le feuilletage? est transverse 4 W en tout point de jfo 1]) , il existe

un recouvrement.Q. J... U-h-qOL de 2 (o, j) tel que k = 1, Alors, les relévements
de (,Q [O l]) deflmssent un isomorphisme analytique de Q ﬂu (e(o)) sur
Ilqo\rm'l Q.
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Iv- FEUILLETAGES SIMPLES ET FEUILLETAGES DE PAINLEVE DE 2% ESPECE

ONNEES
E,TT; B) : fibration analytique complexe localement triviale & fibre compacte
sous ensemble analytique de E qui ne rencontre chaque fibre de E
qu'en des points isolés.
F : feuilletage analytique défini dans E-S, simple, pour la projection “‘E S de E-S

‘ sur B, et de dimension égale a celle de B
IQ,L0,0 ) : chemin dans B
| point deTT-l(g(O) - S.

EOBLEME.

Nous étudions la possibilité de relever le chemin ( 2, [O,lj ) en a dans 1'adh-

rence relativement a E de la feuille de a

HEQREME 2 .

Si la fibration (E,TT, B) est a fibre compacte et si t{Test un feuilletage

nalytigque dans E-S , simple pourrﬂ le feuilletage :F'est un feuilletage de Painlevé

E-S °

e 2eéme espéce pour (E,qx , B).

ons équence.

La restriction defv a 1'adhérence d'une feuille gquelcongue est surjective.

EMONSTRATION .

Comme dans la démonstration du théoreme 1. il suffit de montrer que, si
ro.
Q,[O s 6__) ) est un chemin dans B tel que (P, ~’O.-’[‘) soit relevable en a dans la feuille

le a, alors, le chemin (Q,LO,iJ) est " relevable en a dans 1'adhérence de la feuille de a
-l
Grace a la compacité de la fibre, on construit un point b de O (,Q, (¢ )) qui

st adhérent a L ( (;O,E E ) ( relévement de (Q., [o, e L)) Puis on distingue les trois
as suivants

er cas : b est dans E-S.

Alors, grace au lemme fondamental, on terpine 1a démonstration comme celle du

.héoréme 1.

i__c_a_s : b est dans S, et 1'adhérence de ﬁ_( Eo, E[) renconttre U_l (Q.(E )) au
jeul point b,

Alors un relévement de (Q, s C 0,5]) est assuréo
f_(_:_a_s_ : b est dans S ; l'intersection de 1'adhérence de { (CO,EC ) et de

J{},(E) ) est contenutdans S et comprend au moins deux points, b et b'.

On montre que Ce cas ne peut se produire sans contredire l'hypothése selon laquelle

5 na rencor‘ztre‘“‘1 ( 2, ( E ) > qu'en de$ points isolés.
[
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Pour cela, puisque la fibre est compacte, il suffit de montrer que l1'opn peutr construire
une suite infinie de points de Sf}“"1 (Q (e) )

Or on peut trouver :
{i) des voisinages ’\fb et'\f;, respectifs de b et b' dans -1 (Q (%)) tels que

V, NV = ¢

(ii) deux suites (tn) et t'n) de [0,1) convergeanten croissant versf et telles que :

h > DO = L) =50

n —> ° = g (e )=

7aeiN W< < thw

11 s'ensuit que, si UE est un voisinage compact assez petit deQ (E) dans 3 , il

existe une suite (t"n) deLO,lJ convergeant en croissant verséet telle que :

Vn € N 5l g o
X:(t"n)&'}[éx‘)ﬁ;
é( t”n)fvzx’vrb'

N -1
Alors on peut extraire de 'Q(‘t”n) une suite convergeant vers un point de { <Q( E )>,
différent de b et b' . Ce point b'" est dans 1'adhérence de Q_( [O,EC) et dans

G-t (2_ ( E_ )),’ donc b' est dans S§.

. . - -1
Ainsi est construite, de proche en proche une suite infinie de points desnu (Q(E))
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V - Applicationg

1) EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET SYSTEMES DIFFERENTIELS

On montre dans cette partie qu'on peut finalement retrouver les théorémes

fondamentaux de Painlevé comme corollaires des théorémes 1,2, et de la proposition 1
de cet article.

A . EQUATIONS DU 1°" ORDRE

On lit dans [-1_7 (int. p. 8) : "La théorie analytique des équations du premier
ordre (A) F (y', y, x) = O algébriques en y', y analytiques en x, repose sur les 2
propositions suivantes, dont aucune ne subsiste pour le second ordre.

THEOREME 1

Une intégrale y (x) de A ne peut admettre comme points singuliers non algébrigues

ue certains points fixes x = ui se mettent en évidence sur l'éguation méme.
q qt q

THEOREME 11

Soit y_ la valeur de y (x) pour x = x, et et soit y = (f (x, Y xo) l'intégrale

générale de (A). Si X ;o désignent deux valeurs numériques quelconques, distinctes des
- 14

valeurs i , la fonction y = 47(§ > Yoo io) ne présente dans tout le plan dexyo que des

points singuliers algébrigques.

DEMONSTRATION du théoréme I de Painlevé (cf. /71 / p. 21 & 26)

Hypothéses On suppose que 1'équation (A) peut se mettre sous la forme Q (x, ¥) dy -
P (x, y) dx = 0.

Les fonctions P et Q sont des?dynames en y qui sont premiers entre eux pour x
gqitelconque et ont leurs coefficients holomorphes sur €.

Le polynome Q niest pas identiquement nul.

Notations

W = 0 : équation obtenue en prologeant l'équation (A) a € (x) x ‘Dl ().

T . projection canonique de € (x) x P, ( 8) sur @ (x)
S

ensemble des peints singuliers de W =0

S sous-ensemble de € x Pl (¢) constitué par la réunion des variéteés

9
intégrales d'équation x = cte.
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S = SiL' S.‘,. On note € la projection par T de 5 sur € (x) : clest

l'ensemble des 'pointg s_ " de Painlevé, On .remarquera que € - © n'est pas vide.

LEMME 1 Le fexﬁlletage défini par W =o dans (€ - ® ) x !’1 ( @) est de Painlevé de

lére espéce pour la projection canonique sur € - @ .

DEMONSTRATION DU LEMME,

L'ensemble 8 est formé de points isolés parce que P et Q sont premiers entre
eux et parce que les zéros d'une fonction holomorphe sont isclés., Donc € - & est un
ouvert dense et connexe dans € (non vide).

11 est facile de voir que l'équation3d = O définit dans (€-8) x ! (&) un
feuilletage simple pour TU puisqu'on a enlevé les variétés intégrales d'équation x = cte.

C'est un feuilletage simple pour la fibration triviale & fibre compacte de (8-0)
x »! (¢) sur € - 6.

Donc, d'aprés le théoréme 1,(p. 16) c'est un feuilletage de Painlevé de 1e§e

espéce pour ((6-8) x® €, ,C -e)

Application du Lemme 1 & la démonstration du théoréme I

La restriction de V] a toute feuille est surjective ; donc toute intégrale Q(x)
est définie en tout point de § - O,

Tout germe de chemin en X dans C~-& a un nombre fini de relévements en un point

-\

quelconque de T (xo) dans la feuille de ce point ;
Aonc, tout point X, de £ - & est un point singulier algébrique au sens de Painlevé ocu un
point ordinaire pour toute intégrale Y (x).

Ceci démontre le théoréme I de Painlevé.

Appiication du lemme 1 4 la démonstration du théoréme 11

Le lemme 1 nous permet d'appliquer notre proposition 1 (p. 17). Donc, pour tout
chemin (P, /70,17 ) de & - @, d'origine x, et d'extrémité X, et pour tout relévement
A -
(f, /70,17 de (P, /0,17 ) qui a pour origine a et pour extrémité b, il exisre :

1) un entier naturel k, différent de o

-t
£} uToowULnLiag “a 2z dang €T (xo)
-

3) un votsinage v, de b dans 77 (xl)
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tels que, pour tout point (xo, yo) de Va, les relévements de (f, /70,1 7 ) qui ont pour
origine (xo, yo) sont en nombre inférieur 3 k et ont leurs extrémitéds dans Vi

Il s'ensuit que l'ordonnée de a est un point singulier algébrique OV un point

régulier pour ¥y (x, Yoo xo)

LEMME 2
L'éguation CD = 0 définit pour la fibration triviale de (C- TT'(SZ)) x'IP1 )
sur €=V (SZ) un feuilletage de Painlevé de 2me espece dans (€ x1P1 (e)) --S1 USZ'

Ce lemme est une conséquence immédiate du théoreme 2. En effet, on sait déja qu'on a

un feuilletage simple pour TV . Il suffit donc de vérifier que Q‘ rencontre chaque
fibre en des points isolés ce qui est le cas, puisque Sy est formé lui-méme de points
isolés,

DEFINITION

Un point x de € est essentiel our l'intégrale x) s'il existe un chemin
Un point x st es p grale y (x)

(f, 4-0,1_7 ) de € tel que f (o) = x_ et qui n'est pas relevable dans le graphe de y(x).

Conséquence du lemme 2

Les points singuliers essentiels des solutions sont 3 chercher dans [ (Sz)
( /717 p.R61hH

2éme cas (cf {-1_7 p. 49 & 58)

Hypothéses

L'équation (A) s'éerit : \

F (y', vy, x) = ap (x, y) y'P + ap_é};ﬁ’{?+ a_ (x, y) = 0 ou a_s al,......ap
sont des polyndmes en y, a coefficients holomorphes sur €.

On suppose que l'ensemble pA d'équation F (z, y, x) = O est un epsemble
analytique dans ( (I) x C(y) x  (z), dont les sections par x = cte sont

irréductibles et non vides.
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Qémons tration (indicationsg)

On se raméne de la fagon suivante 3 la méthode de démonstration utilisée
pour le 1°F cas (p. 4).

On considére la forme ) induite par dy - 2 dx surz-.

A
On considére le compactifié 2 de Z dans £ (x) x e, (€ x ®, « €
[~
et on prolonge l'équation W) = o en —\:) =0 a i_ .
~,

—r—
i

Si est la restriction 3 &. de la projection canonique de C (») x
L ()] xn’l (€ ) sur € (x), on montre qu'il existe un ouvert connexe 0, dense
o~
dans'rl’(éz_)=c (x) , et tel que :
ol ~
(i) 71T ( O ) A &. est une variété analytique.
(i1) la projection |1 définit une fibration localement triviale dans
~
-\
W) ~&
o~
oo =i
(1i1) 1'équation W) = O définit dans™} (0) A & un feuilletage de
Painlevé de lére espéce pour 7|1 .

Alors, les théorémes I et II de Painlevé en résultent,

2. SYSTEMES DU 2°™ ORDRE.

Soit dy = f1 (x, y, 2z) dz = f2 (x, y, 2z) ol f1 et 1’:2 sont
dx dxt

rationnels en y, z.

On considére, comme le fait Painlevéd, le systéme associé sur € (x) x Pz (4.

-yu -2

sont des polyndmes homogénes en y, z, t, le premier de degré.q,les autres de degré q+i.,
3 coefficients holomorphes en x .

Painlevé énonce son théoréme de la fagon suivante (/ 1 ] p. 425).
"I' Si les polyndmes X, A, B, C sont les plus généraux de leur degré, l'intégral~
générale y = \p (x, Yoo %0 §°)Iz = */ (x, Yor 2o ;Eo)/; t=1 ne peut admettre de

singularités moviles von algédbriques.
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I1' Pour que l'intégrale générale y=¢ , z = ad admett @ des singularités
transcendantes mobiles, il faut (mais il ne suffit pas) que les égalités :
X=0 tA-yC =0  yB-zA=0  zC-tB =0

soient compatibles quel que soit x pour des valeurs de y, z,t qui ne soient pas

toutes nulles,

ITII' Pour que l'intégrale générale y= \P ) z =‘V admette des singularités
essentielles mobiles, il faut (mais il ne suffit pas) que le polyndme X (y,z,t,x)
[ou l1'un de ses diviseurs X1 (y, z, t,x)_7 définisse une intégrale premiére

V/4

particularisée.

Nous en donnons la démonstration suivante

DEMONSTRATION (cf. /“cf. /1 7 p. 421 & 425).

Soit TT la projection canonique de € x'l.';’2 (€) sur €.
Soient S1 l'ensemble des points singuliers du champ de directions défini par le

systéme dans C X_Pz (C) et S'_ l'ensemble des points (x,y,z,t) de S  tels que Tr'l (x)

1 1

rencontre S1 en des points non isolés.

Soit S, le sous-ensemble de Cx'ﬂ’z (C) constitué par la réunion de S et des

2
variétés intégrales dont une équation est x = cte.

On sait que T (Sl) et ‘ﬂ'(Sz) sont des sous-ensembles analytiques de €. Donc
leur dimension est O ou 1., Si la dimension de TV (Sl) est 1, on a 11'(81) = C. Si la

dimension de ‘W(Sz) est 1, on a ‘Tr(Sz) = C, D'ou 3 cas

I T\'(Sl) # C (s, # G (systémes génériques)

11’ mw(s) c T\(sz) # C

IIT! T (52) = C,
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Dans le cas 1' , on désigne par @ la projection par -7 de SlU 82 sur § (x)

(ensemble des points 2 de Painlevé) et on démontre, comme pour les équations du

2

er . fer s
17 ordre, que le systéme Z définit pour la fibration triviale de (C-8) XP“ (&)

sur £-8 un feuilletage de Painlevé de 1eif espéce. On en déduit la partie I' du

théoréme de Painlevé cité ci-dessus,

Dans le cas II', on désigne par @', la projection par Tt  de S, sur E (x) et on

démontre le lemme suivant.

LEMME

Lorsque TT(SI) =L et 11’(82) # €, le systéme ZET définit pour la

fibration triviale de (£ - @') X IPz (€) sur ¢€-8' un feuilletage de Painlevé de

N

2eqe < d _ 2
-~ espéce dans ((C 8) X TP (C))-Sl.

DEMONSTRATION DU LEMME.

11 est clair que Z définit dans ((€-8' ) X'PZ (C))~S1 un feuilletage
simple pour TV car on a enlevé les variétés intégrales d'équation x = cte.

Par hypothése, l'ensemble 8' est formé de points isolés, Donc, la variété
(¢ - e") x.Pz (C) est connexe et munie canoniquement d'une fibration triviale a fibre
compacte.,

Pour pouvoir appliquer le théoréme 2, il ne reste plus qu'a vérifier que 51
est un scus ensemble analytique de (C-8') ijZ (€), qui ne rencontre chaque fibre

qu'en des points isolés : or, il en est bien ainsi, car on a enlevé S'le Ainsi, le

lemme est démontré,

Conséquences du lemme,

(i) Les points singuliers transcendants d'une solution sont contenus dans

T (s.),
(s,

(ii) Les points singuliers essentiels d'une sclution sont contenus dans

™ (52).
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3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU 2°™€ ORDRE
Soit 1'équation (1) dZX = P (y',y,x) ol P et Q sont 2 polyndmes en v°',
2
dx Q (y'yy, %)

y sans facteur commun pour x quelconque.

Soient p et q les degrés respectifs de P et Q relativement a y'. On suppose

p & qt2.

Nous démontrons le théoréme de Painlevé suivant ({-1_7 p- 413).

" 1. Si Q(y', y, X ) n'admet pas de zéro y = G (x) indépendant de y' et si p > q+2,
l'intégrale générale y (x) de (1) et sa dérivée y' (x) ne peuvent présenter de

singularités essentielles mobiles.

I1. 8i Q (y', y, x) admet au moins un zéro y = G (x) indépendant de y' et si p 2> q+2,
l'intégrale générale y (x) de (1) ne peut présenter de singularités essentielles

mobiles. Mais y' (x) peut en présenter.

I1I. Si Q (y', y, x) n'admet pas de zéro indépendant de y' mais si p=q+2, la fonction
y(x) peut présenter des singularités essentielles mobiles ; mais y' (x) n’'en présente

pas.
Iv, Si Q (y', y, x) admet au moins un zéro indépendant de y et si p=q+2. les fonctions

y (x) et y' (x) peuvent présenter des singularités essentielles mobiles.”

DEMONSTRATION (cf. / 1 7 p. 396 a 413),

On rose dy = z et on remplace l'équation (1) par le systéme différentiel .

suivant dans C .

2 dx - dy - dz _
Q (z,y, % ) z2Q (z,y,x) P (z, y,x)

TN
On prolonge le systémeézn a Pl (¢) (y) X Pl (@) (2) X € (x) en un systéeme ;23
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Notations

TT .t projectdon canonique def1 ) XIP1 (C) X € sur C

Si : ensemble des points singuliers de z
3‘1 : ensemble des points (x, y, z) de 81 tels que TT-l (x) rencontre S1 en des

points non isolés.

~
s, réunion des variétés intégrales de & dont une équation s'écrit
x = cte et de S’l.
Remarque *rr(si) = € car S, contient l'ensemble des points (x, y, z) qui vérifient

le systéme %’P (zy, y, x) =0
Q(Z’ Ve x) =0

Conséquence
On a donc seulement deux cas @

A, vl (82) # € (Equations génériques)
B. T(s,) = €

La méthode est alors la méme que dans le cas des systémes différentiels

o~

par exemple, si TT'(Sz) = @ est différent de §, on démontre que le systéme b
définit pour la fibration triviale de (¥-8) X:P1 (e Xe, (€) sur €-6 un feuilletage

de Painlevé de 2°2° espéce dans ((€-8) XPl (€) X 1’1 (c)) - S,

On en déduit que les points singuliers essentiels sont contenus dans TT(Sz) = O,

D'oli, la partie 1I' du théoréme de Painlevé.

Des interprétations géométriques analogues peuvent &tre également données

dans les autres cas.
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%) EQUATIONS DE PFAFF COMPLETEMENT INTEGRABLES.

On se propose, dans cette partie, de démontrer pour les équations de
Pfaff des théorémes analogues a ceux de Painlevé pour les équations différen-
tielles. On utilise, a cet effet, les théorémes 1, 2 de cet article, ainsi que
la proposition 1.

Soit l'équation de Pfaff :

n
ws Qlx,y)dy +& Ai(x,y)dxi =0 (B)
i
On suppose réalisée la compléte intégrabilité wAdwZO0.

En outre, on suppose que les fonctions Q,A ,,M,An sont polynomiales

1
en y, a coefficients holomorphes en x = (x1,x2,eee,xn) .

On suppose qu'il existe x dans ¢" tel que Q(x,y),Al(x,y),uoo,An(x,y)

soient premiers entre eux et non nuls.

~ .
Soit W = 0 l'équation obtenue en prolongeant 1'équation (B) a Cn(x)xPl(C)n
- ~J
Notations : S1 : ensemble des points singuliers de W3 =Q

S

n 1 L P N
5 ¢ sous-ensemble de ¢ xP~ (§) constitué par la réunion des variétés

intégrales d'équation x=cte (variétés de dimension 1) .

S = S1 US2

T : projection canonique de 4" x el (0 sur €.
6 :T‘(SlUSZ).
1. LEMME 1.

~

L'équation W = 0 définit pour la fibration triviale

(e"- 9)x el (t);IL—9 €'- 0 un feuilletage de Painlevé de 1°2° espéce dans

(¢"- o)x pl (¢).

DEMONSTRATION DU LEMME.

On sait que 1'équation25 = Q définit un feuilletage de dimension n
dans (Cnx el (di)-sl 3 cause de la compléte intégrabilité de & (théoréme de Frobe-

nius).
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Ce feuilletage induit dans (¢" - @) x Pl (€) un feuilletage simple
pour T puisqu'on a enlevé les variétés intégrales d'équation x=cte.

On vérifie que €" - 6 est un ouvert connexe dense dans Qn . En effet,
TT (Sl) et‘W(Sz) sont des ensembles analytiques car“ est une application propre ;
par suite de 1'hypothése,‘lT(Sl) etTr(Sz) sont distincts de §" ; donc,T (51“’2)
USZ) est connexe. (non vide)

1

On a donc un feuilletage simple pour une fibration triviale & fibre

est nulle part dense dans CI} et €"-T(s

compacte. D'aprés le théoréme 1, c'est un feuilletage de Painlevé de 1&re espéce
pour ((Cn- o) x P (e , T ,e" - O) Soit F ce feuilletage.

CONSEQUENCES DU LEMME.1.

[}
(A) la restriction def i toute feuille de & est surjective ; donc

toute intégrale est définie en tout point de “r\._ 6
(Lt‘.) tout germe de chemin enx ,dans Gn - @ a un nombre fini de reléve-
ments en un point quelcon que de‘n"‘(xo) dans la feuille de ce point
on peut dire que X est un point singulier algébrique ou un point ordinaire
pour toute intégrale Y (X)

D'oli une généralisation du théoréme I de Painlevé :

Si une application de t" dans *"1 (8) est solution de AUZ) = O/I'ensemblg

de ses points singuliers non algébriques est contenu dans @

PROBLEME.
Comme dans le cas de l'équation différentielle du premier ordre, on

peut chercher quel sous-ensemble de @ est susceptible d'@tre un ensemble de

points singuliers essentiels pour une solution (méme définition qu’'ad la page 23

en remplacant & par ¢™.
Pour cela, on démontre le lemme 2.
Soient Si le sous-ensemble de S, qui est saturé pour la relation d'équi-

1
valence associée a (U et @ = W(Si USZ) .
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LEMME 2.

~s
L'équationW = O définit pour la fibration triviale de (Cn-O’)xIP1 (©)

n . ) éme R
sur € - @' un feu1lletagejde Painlevé de 27 .  espece, de dimension n, dans
an_ o) x P, () - 5, -

DEMONSTRATION DU LEMME 2,

On vérifie qu'on peut appliquer le théoréme 2 de cet article. En effet
N . n
i)W = 0 définit un feuilletage simple pourﬂ'dans(sm - G')xPl(Ci}Sl car
4 !
on a enlevé 81 U82
. o) ~ 1 . . .
ii) pour tout x de € - ©F, S1 rencontre T " (X) en des points isolés
car on a enlevé Si o
Conséquence (Genéralisation de g p. 26-4%F )

L'ensemble des points singuliers essentiels d'une solution est contenu

dans ©'.

Autre conséquence.

La restriction de @ & 1'adhérence dans (8- ©') x El (¢) de toute

/
feuille de3:est surjective.

REMARQUE.

D'aprés le lemme 1 (ci-dessus), la proposition 1 (p.{? ) peut aussi
bien s'appliquer aux équations de Pfaff (B) . On peut donc généraliser le théoréme

II de Painlevé (pour les équations différentielles du 17 ordre (A)) aux

équations de Pfaff (B).




CONCLUSION

Les théorémes démontrés dans cet article sont susceptibles d'un
grand nombre d'applications ; nous n'en avons donné ici que quelques-unes.
Notamment, on pourra étudier par cette méthode les propriétés des systeémes
de Pfaff complétement intégrables. Il est a prévoir que, comme dans le cas
des équations de Pfaff complétement intégrables, beaucoup de propriétés

restent inchangées quand on passe de une a plusieurs variables,
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