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2 ligne 12 1lire :
2 ligne 15 1lire :
3 ligne 15 lire :

3 ligne 16 lire :

8 ligne 14 1lire :

8 ligne 15 1lire :

11 ligne 15 1lire :

11 ligne 17 1lire :

12 lignes 2 a 6 lire :

ERRATA

support C(€) = {(E€T") U (£eV)}

temprérées .
~

T Cak(L) ﬁDku(L') D* §5(x) .

e\ A ¢ , =1 by A aq \-
- % ey (1) D 6(x) @BQ(L )+2 ¢, (110) DY (x) D, (1 .,
¢t = @, +m2) < ol[a(x),A(x,) 1 Alx,)]] 0>
ct” = (C& * mi) < OI[AO(XO),A(X1) ! A(xz)]‘O>

(o]
P.(pysp,) + Po(p sp,) + P,(py,p,)

a coefficients holomorphes en p;, pour pi # M? +p €tc..

Comme BuCu =0, auRu a la forme de 1'ambigufté du décou-

page d'un commutateur scalaire ; on voit par inspection que

cctte ambigulté n'est pas de la forme aMARu , OU ARu est

une ambigulté du découpage d'un commutateur vectoriel. Il

n'est donc en général pas ... etc .



On se place dans le cadre ¢'une théorie de Wightman (cf. J. Bros ,

ce volume). On considdre les distributions de Wightman

— {0l
Wo(X eeex ) = \O*Ap(o)(xp(o)) AP(l)(xp(l)) ses Ap(n)(xp(n)lo>
ol les A (x) sont des champs de Wightman et 0> 1'état du vide.

Dans le papier précédent, on a supposé l’existence de distributions
tempérées ;;(po"'Pn) vérifiant les conditions (R) . L'objet de cette note
est la démonstration de 1'sxistence des . pour n - 1,2 , le cas général
n'#tant pas résolu. Si les distributions de Wightman sont des fonctioms conti-
nues des composantes de tgmps x: , O < b < n des quadrivectsurs x la

1] 1 '
solution est donnés par[IJx

= r— ’ .
— i o o o o
TolKgees®y) = Z L‘f °y (xp(o) - ’Mi))] ‘__i %4 (xpm ) "p(zxﬂ
P{o...n)
r— / (=] Q \~
o L; Gi \ (n-1) xP(n)j_! X WX eeaxy) ’

o} 1'cn prend

AN
(o) o 3
( - : 8 eoe + 8 > d
* O By T sy, p(o)?* *Tp(1) 0 dens ¥,
3] xo - 8 \ 81 S + 8 < © dans
T U= \p(1) TR(1a1)) "p(o)” *** * Tp(1) Ta
avec
(+ 1 t >0
6 (¢ - .
* Lo t<o
) - -
) = 1 -8 .

et Yy est d6fini dans le pspler précédent.



Aax conditions R , on ajoute une condition de covariance par rapport

au groupe de recouvrement du grcupe de Polncaré i [T4 ¥ sL(z,C)T »

Le cas n 1

On a deux distributionzs de Wightman

i

w = {ol: ) * Slo)
o1 \D‘Asfxo) Ai(xl)[o,

., = <olax)a =z i]o) .

On constrult le commutateur

. ’ Y . 7 |' ; \ - T
¢ = W, =¥, = o)), Axp]lo)

L

A csuse de L'invariance par translation, C est une distribution dans la seule

variable £ ~—x -~ x

O 1 °

A cause de la commutativité locale

suppoert C(&) = ¢ ¢ vt ou £ev
/ O \
o F a2 o2 \ L2 o \
o= g - ;6 >0 ,E Z0) .
=T 5> 0 ko)
1

Le suppert da € £&tant "régulier” on peut trouver R(£) , A(E) ,
tempdrés s1 C 1'emt, de supports respectifs £ ¢ v* y E € v telles que

c(&) = R(E - A R

fp R et ?p A sont prolongeables en fonctions holomorphes dans

. +
les tubes (p / Inp € V™ ) et leurs valeurs au bord cofncident 14 od 7p c =0
(R 2) .



Si les champs A, sont coveriantis sous 1'action de SL(2,C) , selon
i
une représentation de dimen-iun finle, on peut erire C{£) comme un vecteur

dont la covariancs est conséquence do ia précédente
C (x) = ¢.(L.x) '“l\‘,(L) s
o 1 .

En raison de 1'invariaznce du vide, on a

1.

(o] oo o
a(x) ‘a(x) .

J — 14 B T —— ' - o —
Ra(x) Ri(px) ~Ba(b) - Aa\x) AB(Lx) Mga(L) = c&(L}

3
o o (L) & pour support VIn ¥ = {nl . on peut donmc écrire

. - X
o Y = C~R(L) D H(x) ,

. A
od les D sont les opératears différentiels d'ordre - N .

On peut alora &crive !

Ra(L‘x) - R (LL'x) %, () = A (L'x) - A {IL'x) 9, (L)

; « [B1R¢
!-- - 1 i I ""! "1
= | R (L'%) ~ R.(x) 9, (L' )i + ! R {x) = R (LL'x) & (LL") ' 2 (™l
L& ) P g e y - | %
M
o ) ' 3 (AT D hees
LJCC().(A ) 7\#( ) D X )
K—\ A . S
- " Y BT B(x) B (¢ ¢ ety Y oeey 2 -1
CBK(A ) 5(x Jﬁl‘I )+ Cﬁkt YD o(x) . (L' ) ’

> . ; 1
o 2(L') est ie résuliat du changement de variable x - L'x sur les D



d'od

¢ty B (LY d (LY o+ o, LY - ¢, (L') = O R
728 PN w S

£ i

Ld
CB“(L) 83t donc un cocycle 4 valeur dans l'espace de la repréasentation 2 2

de SL 2,C . D'aprds 1la comnidte raductibilitéd d'une telle roprémsentation de
dimension finie, on &

o - 1

o (L e LY (i o8
(L) L u'.\“") B buk '

C ;R
ah TR 7 e
Le .

o8 [C_ i est un vecteur fixe.

S
On en déduit @
N . -
R;(x) o Rx(x) + /;ca“ D’ A(x) :':'RB(LX) @ﬁa(L\f + Clﬁ.}\. %a(lﬂ. %_'\“(L) Dp o(x)

et do méme s1 R est remplacé par A .

D'o® un découpage covariant € = R' - A’

Application

i
Supposons qu'on ait desd opérateurs de Wightman vectoriels J“(x\

conservés O,Lj" {x) - O .
’ 4 !
Alors ¢ R CHERHS j(z)(xz\};05 est un tenseur qui vérifie do
Ly ‘o Y ‘

plus o - . C = 0 .



On sait d'aprés ce qui précéde qu'il e~ iste un découpage en tenseurs 1

C == R "A r
uy 384 Hy
On peut de plus choisir RHv et AV” de facen que
3] = 4 A 0 — 3 R = 0o_A
ooy oy ¥y YUy
g c = 3 - ¢ ,
LUy Loy VoY
d'od Jd R = 3 A = o ,
SR Yooy ¥

ol o; a pour support l'origine et se comporte comme un quadrivecteur !

o(x) = o, .
v y
On =n déduit 0“1(x) - 8'1 P() &(x) ’
{- i
d'od . ~] — —
{ 1
5] - 5(s — 8 1 - 5 -
u {:R}_w By P v(x)_J S ‘:‘;w P O(X)._. = 0 y
. —_ _ 1 — -
RW = R, " &, p@) 5(x) . A T AL TR, PO &8(x)

fournissent le découpage cherché,

L'utilisation des propriétés spectrales montre alors que va , Apv

sont de la forme ~ 2 B y 4 AuS! 9 R =28 A =—O0.
(Clgpv e, 7, i . par suite on a sussi 9 v v Ay

Cet exsmple se préseante en 8lectrodynamique guantiqua dans le calcul perturbatif

de la "polarisation du vide'" et montre la possibilité do définir un courant in-

duit conservé,
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A partir des six disgtributions de Wightman

. - / ( 3y P
L R G LR IR Ay y? ApayFpeyi0? ’

on conatrult ies trois doul’lea commutateurs

3
c = - C oo Kol ‘ 3 j]f N
P(o)P(1IP(2) P(oIp(2)p1) O Ay ooy ’[“p(n("p(n" Ap(2yFp(2y 10/
qui satisfont 1'identité de Jacobi
'("_\
Yoo, . w0 R
/. Plo)P{1)P(2)
;)
pairas

Pendant un moment on fivxera P 4 1’1identité.

c 19 B les propriétés sujvantes 3
ol
sclent (¢ = x,-x, , m T x -X, . Envertuds 1'invariance du
€ A

vide par transiation, on peut considérer € comme uhe digtribution en £,m .
En vertu de la commutativit® iocale et de 1 identité de Jacohi
N / \

support € I v € vineev iUl e VI s e VT

\, / N /

! €V NE w_/"\'\"‘/ v N V*\'
o { € U7 €V -, € ;
\ 2N ¢ /

/

En vertu des propriétés specirsles, la transformée de Fourier partielle per

N ~ 2 2
rapport &4 ¢ 1 C(p.7m1) s'annule pour pz < Mﬁ , P fimo o LA restriction
~ 2 2 )
ds C 4 un voilsinage de p =m, est une mesure d'ordre 1 conceatréde sur
2 2 ~ 2 2, 2 2
p -~ m_ , de sorte que C'(p,m) = (p -~ mo) Clp,m) s'annule pour w° < Moo -



[2
Un théoréme de Dyson, GHrding et Wightmant“] assure cu'il existe une solution

tempérée I'(£,«,m) , paire en ¥ , de 1'équation de Klein Gordon

1 Ay

J

a

ka1t — (O - L ix® ) Mty = o
- < ) s bty — v
\ ¢ I o/
|
telle que C'l&,m) = (O + mo) c(s,m) = T'(é.“yﬂ)4xm_o
et qu'inversement la resiriciion &8 x =0 d'une telle solution est la trans-
2 )
formée de Fourier d'une distribution nulle pour p < Mi «

Le théoréme Ju couble c8ne montre que, &tant donné& le support de C

indiqué plus haut,

support I'(&,x,m) = support C » f—» < K < +m} .
Ce support est régulier de sorte qu'on peut décomposer I' selon
+

- + -
T =71 -1 supo I''7" = supp T' N(m e v ™y |

de sgsorte que

kK I'" = kI = o ,
ol o est une distribution tempérée avec
support ¢ = supnort T'*‘P,support AL support I'' N (n = 0)
= {5:‘{7*};\{7; =0f U {£evin {':;-:OE .

On peut donc 4 nouveau écrire o = 0 + G_

avec suppert o, = [& € Vain jn =08 .



On peut alors réscudre

+ 0 +
™Moo= I~ 4 Do *0, *+ D ¥T ,

ol Dret sont les soclutlons &lémentaires retardde et avancée de 1'8quation de

av o +
KleinGordon, TI’~ des solutions de 1'équation homcgéne ayant méme supports que
+
T'7 car e support de la solution particuliére D

ret ¥ 6; + Dav % O_ appar-—

tient & support T'7 M support o

On a donc ¢

U A o

o +
Par la réciproque du théoré8me de Dyson Gdrding Wightman, TI''~ ont des restric-
+

tions C'T , & k =0 dont les transforrées de Fourier s'annulent pour

2 2
P < Mo , et on a

C: = C'+ - C’-‘ 'Y
Nous noterons
2.
G
L] —
ctt = (olfa (=), Atx) 1 alxl]o)
([]x + mz)
— O OI » \
ct” = O] a,(x )\ Alx) & Alx,) o) .
On peut maintenant réscudre
+
<Dx +m2> cCT = ¢ .
o o)

+ + +
On découpe d'abord C'~ sutvant C': - C'-  avec

support C'i =(neVHn (£ eV



4 - N
gupport C' = (3 € V)MV (5 € ¥ )y
~ C T s vl
guppert (2'_L S GO RO (RSt
support €' = (7 €V 3N {f e v ) .
et or &crit
+ Q4 + +
C™ = €T 4+ D « G - 5 Q' .
ret i av -
od D sont les sclutions &l&mentaires returdée ou avanche da 1'opérateur
rgt,av + +
. 4.m; o On voit facilemeut que €~ onrt en ¢.1 le méme support que '~ et
S ) N . 2 @ 2 2z
que leurs trausformbas de Fourier g annulent pour p <« M sauf sur p wm .
w
On Ecrirsa
* s 7 RN
C™ oz Lol A (x Y, A(x ) L OAdx, Y 10y o
s D 1 ) /

La question de la covariauce psr rapport 4 1'action de SI1{%,C} de
€~ , conme celle de €, g6 résoud comme dang le cas n = 1 , pourvu gue 1'eon

monire gque l'embiguité de la solution se comportz, par l'action de SL{2,C)

comame un vecteur d'un espace de représeptation de dimension Tinie de SL 2,C .

Or, supposons connues deux décompomritions satisfaisant sux propriétés

voulues de support em {(&,7) ez en p 3

c = c¢"-¢ - ¢ - T .

On 8 C+ - ¢t = ¢ - é‘ ndi 3

avec support o = [(n = 0)N (£ € VU =030 & € V7 >
;ip,n) = 0 . p2 < Mi pz ;:mz



~ 2 ay ", 2 2
o’ lp,) = pT-m) alp) = 6, pT <M ]
On peut donc écrire
Q . Ty
- £, - D () S et o~ g T .
a (‘;”)) [___/ “C 1) () La+ )-'E” J

.

Mais on voit facilement, § cause des propribdtés de specirs, au moyen
de 1'argument de Dyson Garding Wighiman et de la »&solution 4'wvn proplédme de

Cauchy, gu'on a une vepr8sentaiion pour o du type

;ahTN !3!TN
Tl T e
ot - N\ Y Him S LF P z 2,
olp,m) - o D (1) () JP L?dﬂ (p7) &(p" ~m 3
(al=0 (Bl--0
- o0
2 : 2. |
+ ] a® e L () € (p9) AT - k7Y )
J 0 af )
M
o
2

o p est une distribulion en « .

On est alors amend, comme précédemment, 4 consldérer des cocyclies
9
CaS(L) et O1E(K“,L) définis sur SL(2,C) . La seule difficulté provient de
+ Wit
la nécesslté de saturer ¢ par une fonction teet ! Pqe(@'L) = <paB( ,L),@}

) i C (m _- T S
et de montrer que (p) dé&fini nar Faﬁ(*’L) = pa,a,(,)(ﬂa,ﬁ.,aﬁ(L) 3]

3 6 \
paﬁ oot 3R

peut 8tre choisl continu en @ , ce cul est facile en iniégrant sor le sous-
groupe compact SUZ de SL{2,C) .

-
€~ sont alors définis modulo une zmbigulté du type ci-dessus, de

covariance identique d celle de £ ,

Enfin on écrira

o Ofifz - obite — of1i2 4+ Q12
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y by - X - €
avsec support 07112 X 5 €y N x1 tz \'
B = - s -~%x €V
support 0}172 X xl cvV N x5 { \'4
t 01142 = x — x evtn x-x ev?
guppor 114 = x i 2 1
c— — v "y - — v
support O0{1l2 = X x2 eV N £y xz eV

+ )
120 * 0201 s et,utilisant 1'identité

de Jacobi, on montrera qu'on peut cholsir ces décompositions de sorte que

et les décomnositions analoguss pour C

oT1T2 = -~ Ot2.t1 = 1fot2

ol1i2 = - 0271 bt 1402 0tC aee

de sorte qu'on a défini les =ix distributiocns voulues avec les propri&tés de
cofncidenca cherchées en vertu du support en p des Ei(p,n) + La possibilite
de les choisir covarianies est & nouveau due au fait gue 1'ambiguité de cette
ddcomposition se transforme selon une représentation de dimension finie de

SL 2,C . L'ambiguit® de cette décomposition est, dans 1'espace trangformé de

Fourier, de la forme :
. ‘. p
Po(pl,pz) Cc(po) + Pl\po,pz) Cl(p1) + szpz,pl) Cz(pz)

avec p°+ p1+ pz = 0 , les Pi polynBmes covarianta selon 1'action de SL(Z,C) .
2

2
ci(pi) holomorphe pour Py £ Mf +p, préel >0 & 1'exception de pi =my

od 11 y a un p8le du premier ordre.

Application

Supposons donnés un courant conservé 31’ O“J =0 et deux opérateurs
4 H

z, gt , @t considérons

+
c, = ¢l , [, 6 Yoy .
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On a wn dfconpage covariant des C en K ae.
oo u
Comme ¢ - © ., ¢ KR alizx forme de 1'ambiguitd du découpage, & savolr
AT oL
dans les transformées de Fourier
-
; I C(p,) 1+ - ) ¥ b {
(”zu CI ry Py pzp . ey,

od les C , D sont holomorphes nour pz i.Mi + D avec fventuellement des
p8les 1 pf :fmf ¢« 11 n'est donc en géntral pas possible de trouver un décou
page ol les RH vérifient GPRM = O s Un tel phénomdue est cohbrent avec
1'existence des "identltés de Ward”" de 1'électirodynsmique guantique,

Remarque sur les cas 1n > 2

o e

l.a railson pour laquelle ces cas o' ont pas 816 résolus est que,
implicitemsnt, le théoréme de Dyson Garding Wightman ne permet de traiter des
propriéths de support que dans un guadrivectzur 2 la JFois. L’extension de cette
méihode au cas od nlusizurs quadrivectours entrent en jJeu semble nécessiter

i'étude ds systdmes surd&iterminds qui n'a pas &té menée 4 biend
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