J. BROS

Propriétés algébriques des valeurs au bord de la fonction de
n points en théorie quantique des champs

Les rencontres physiciens-mathématiciens de Strasbourg - RCP25, 1969, tome 8
« Réédition des conférences les plus demandées contenues dans les volumes épuisés », ,
exp.n°2, p. 1-39

<http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1969__ 8 A2 0>

© Université Louis Pasteur (Strasbourg), 1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Recherche Coopérative sur Programme n° 25 » implique 1’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1969__8__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

PROPRIETES ALGEBRIQUES DES VALEURS AU BORD DE LA FONCTION
DE =n POINTS EN THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

par

J, BROS

Service de Physique Théorique
Centre d'Etudes Nucléaires de Saclay

BP ¢ 2 = 31, Gif-Sur-Yveite



X ~ INTRODUCTION AU "'CONTENU PHYSIQUE"

Dans 1'état actuel de la physigue des particules élémentaires, on ne poe—
séde aucun modéle calculable de théorie quantigue des champs qui permetie d'expli~-
quer convenablement les résultz s expérimentaux, Cette situation a condult certains

(11,

formulation methématique précise de quaiques principes généraux et physiguement

physiciens développer une ' théorie axiomatique des champs" oli, partant d'une
raisonnables et s'appuyant sur lesz concepts traditionnsls de la mécanique quantique
relativiste, cn essale de déduire le maximum de propriétés pour les quantités obser—
vables, En £ait, il n'a pas été possible jusqu'a présent de démontrer méme 1fexis—
lencs d'un modéle non trivial satisfaisant & tous les axiomes que 1'on déaire impo~
ser, le eeul modéle calcuiable €tant le champ libre, lequel décrit des perticules
sans jinteracticn., Inversement, 11 se peut gue ce cadre axicmatique soit trop géné—

ral et renferme plusicurs modéles, dont un seul (au maximum) convienne & 1a physique.

La "théorie axiomatique n'est donc pas une théorie & proprement parler,
mais seulement unc méthode d'approche systématique de la théorie des champs, Son
intérdt consiste d'abord en 1'étuds de la crmhérence logique des concepts utilisés
par les physiciens, Ainsi, partant de is notion d'opdérateur de champ (héritée de la
quantification du chanmp électromaguétiaue classigue), on peut démontrer indépendam—
ment de tout modéle, gue la notlon de¢ particules entrantes au temps € — - o at
sortantes au temps %t — + » en e”rRt une consdquence, rourvVu que co champ satisiassge
a4 certaines propriétés générales (interprétées comme ia cansalité, 1'invariance par

rapport au groupe de POINCARK, Ja positivité de 1'énergle ete...) »

Apres avoir Introduit les perticules €lémentalres comme des formes asymp~
totiques du champ, la2 méthode axiomatique permet alors d'étabiir quelques propriétés
généraleavdee amplitudes de diffusion de ces particuicsg quil sembient en bon accord
avec l'expérience, Nous allons donner un exemple particuliérémeat ixportant de ce

genre de propriétés,

Rappelons que ies amplitudes de diffusion (principales guantités observables)
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pm+1 cea pn « {Tous ces quudrivacteurs sont en fait 1iés par 1& relation
p1 4 eve F pm post pm+l ¥ cec + P gui traduit ia conservation de 1'énerpie et de

1'impulsion), Une noticn fondamentule,que 1'approche axiomatique a permils de dégager,

est que dans tout modéle saitisiaisant aux axiomes (81 un tel modéle exiate), les

fenctions fc (pl ees px) doivent &tre des valeurs an bord sur les résls de certaines
i £ .

fonctions analviiques de »n guadrivecteurs complexes Fﬁ(k1 oo kn) 3
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Un exemple de propriété intéressante {(blen que difficile a4 exprimer quanpn—

. 3] R " : )
titetivement) qui en résulte #8t la notion Jde ‘crolisement que nous alions expliguer

tréa briéyement,

Solent deux amplitudes de ¢iffusicn notées
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faisant intervenir le: mémes purticules ai(i 2 1,2,3,4),mais tant3t sous la torme

[ Y 1" 1 . 1t
"particule , tantBt sous la forme antiparticule ; fl et f2 correspondent respec-—

tivement aux résctions sulvantes g

a, + a, =~ a_ + a (1)
“1 2 3 4
g, + a - a, + a



2 1la réaction {2) en rempingant la particule

On pasze de la réaction (1)

entrante u, pur 2 antiparticule ssccelde a .  sortante, et la parituuie sortante
£ <

W

a, par 1l'antiparticule agsocids . entrante, Physigquement les deuxn processBus

s

correspondent & des conditions erimentales trés dlfifeventes {(par sxeaple 3 {1

~S

- 3 q - 3 4
est la diffuzion d'ur @escn o 3ur un provon ¢ X4+ p SR+ op o {2) sat 1tannihi-

< v
iation diune paire proton-antiprofon en deux mésous Ty D4+ p Y R4 R,
Or, or psut menirer gu’ll existe une seule Tonotion analyiique 1
¢ .o k) telle gue
F({l’ kz” oy h4, elie que 3
£ 4 —_— A
£ { p o8 D) T Ua Fp, 4+ 19, . v, ¢ 1 - -iq. -5 -iq, 3
a, ‘Pyr Par Par By _ (7 Re vy ¢ day 0 TRy iay s py mlg) (3
a q -y 3
i
N 1 ¢ t - Sra® ¢ Y gt ' ) + 1 B
et £ (p’.Dp.¢D ) = lim F(pl 4+ 1 ~p) -i vl o+ 1} , -pt ~1q'), (£)
., p“’- a3 29 94 , ) pl qu Pa 12 : Py q.} y p’i '},4 s
o~ g, =0
e

(Les limites étani prises dang des rigions différentes dans les formules

(3) ot {4)),

Cette notion do prolongoement analytigue reliant 2 amplitudes qul corres~
pondent & des proceasus physinues différents peut dans las mellleurs des cze s’ex-
primer cquantitativement par des dquations irtdgrales appeléee “"relations de dls—
pwraion“ (du type & forwale de CAUCHY 4 une ou plusieurs variables) § celles qui oot
pu Stre démontrées dans le cadre de ls thSorie axicwatique des champ3 sont bilen vé~

rifiéee par i'expérience,

Le probliéme de 1'obtention A partir des axiomes d’un dosaive dfanolyticité
maximuim pour les amplitudes de diffusion se raméne 3 deux types de probléines mathé-~

matlques (intervenact simultanémeni de fagon complexe)

~
.
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FORMULATION WA

1I ~ INTRODUCTION A

2) Motariong
% 4
espacse vectoriel R

gcalaire de MINKOWSKI 2

~ {0) (o) (1) (1) L2 (2) (33 (3}
oy 0= ox 'y ¥ v -z y
et on note X.x T x2
T 1" 1 .1 -
Le c8ae "fatur' ¥ (resp, 'posué V) est
ha s
- 4 2 {0} >
v = E x ¢ R 3 x >0, x = 0
)
K,y £® sont dits en position

Denx poiu

{espoce—-tempe relativis

4 1 "y .
(resp, du genre temps ) 3
La transformation ds

{x - y)
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h) Les axiomss de

~ B e
7l < i< o),

-8 . s 4t 4 ?
Llespace dzs posliticns et 1'espace B 1 espace des
SRALE AR Rt -

>
WIGHTMAN

i VRV

Nous roppel

succtactenent les principaux axlomes de WIGHIMAN ;1 pour

rlus de détails le lecteur podrra se reporier par axemple aux livres cités aux ré-
fercnces A et B, Lz2s groandeurs fondamesntales intrcdultes dans 1s théoris scnt des
opérateurs non hornds ¢
(o) (1Y (2) (3)
’ - ! ; -\ 4 < ar e g N - 4 < . D
Ai(ﬁ) : ‘ Ai(h, f£{x) d@ x o, (x T {xT T gx X X )3

aglssanl daps un 2space do

ies £,(Ff) sont
A o :
f ¢4 , Lindice entier

propridtée de covariance différenies par

5 vr. . A A Yo
Jouers aucun role Jans Le2s
le neglirerons nous dans ja sui

Tous les

Grersieurs

HILBERT

~ %
supposes défiais pour zoute fonciion 3 décrofassnce rapids
i permet par exemple de distinguer des nhamps ayant des

rapport au grouprs de POINCARE, mals ne

P

proprifids généraies que nous désirons éwmdier lcl § sussi
te, afin de simplifier 17écriture,

ont supposds avelir un domalne commn dense dans

# , stable par J'action des A_(f) ot sur leguei agissent également tous les cpérs—
teurs adjoints Ai(f) ¥, On suppose ea outre, que pour toat couple d’états

P » ‘:. . / - N\ . N . .

*,¥ ¢ & , L'zpplication £ - \¢,A‘($) ¥, détinit une diztribution tempodrée,

L

£s)
v

s u¥iomes que n

*
“

1°) Causslité

.2
(x = y) < O

ous allens utiliger icl, sont 1es sulvanis

4 J4

Pour tout couple de fonctions £, g t2l que
N ¥ 3% € support de ¥ s

¥ ¥y € support s



on a [Ai(f) s Aj(g)] = 0 V1,3

2°) Invarionce par transliztion 2 Il existe dans # une représentaiicn uni-
B p

) ; . - . 4
taire continve du groupe des translatiorsde 1'sespace temps, nctée a ~>Ta(a €R ) 3

4
de plug ¥ a ¢l , ona 3}
A = T A@E) T ,
i a i a a
ol £ {x3 = f(x - &) .

3°) Positivité de l'éneggie ou 'Condition spectrale" 3 Le groupe Ta admet

une représentation spectrale du type

(théoréme de STONE généralisé {cf, A)); ol d Epr esf une mesure a valeur opérateur
on suppoge que i1e support de cette mesure est contenu dans le clne V + . {(Ceci ex—

prime de fagon invariante relativiste la positivité de 1'opérateur autcadjoint

lequel st interprété comme 1'hamiltonien ail'opédrateur d'énergie du systone),

4°) Existence 4'un vecteur unique O de & ,appelé "vide' ., tel que :

T O = Q,¢a€eR’ .

Nous vouiona seulement exposer ici les propriétés algébrigues de ceriaines



quantités appeléss opérateurs retardés géndralisés'’ (0.R.G) que l%cn obtient en
multipliant des mondmes A(X, 7 ... A(x;L J par diveraes combiralsons de foncticas

\ h
de saut a(x(q) - K{O> 1 #

) -
{ 3 '
(11, ces g 1n) déasigune une permutation quelcongus de El, 3 veo nf , et 6(%) est
1a fonction de HEAVYSIDE (0t =1 81 t >0 , 0(t;y =0 81 t <0

-

La notation A(xl) . A(xn3 déaigne une fonctionnelle mulitiinéairs sur

) . .
d & valsur opérateur définie de 1o manlere sulvante ¢

A touy ensemble 55’, see fnf de fonctions de 64, on associs i'opérateur
non bornd &(313 A(fa) ona A(fn) (dont le domaine contient au moins 1 par hvpo-
thdse), Grice au théoréme nucldaire, cette fonctionnelle posséde 1'importante pro-

priété suivante 3

Pour tout couple de vecteurs ¢ , ¥ € D , il sziste une distribution tem—

pérée notée

(8)

~7

(b, ACK.) wuw Al ) ¥
IS n

Yy
| N\
telle que & " (b ° e i = \3{ e v e ‘< LR XY i
/ ( s A(xl) Al n) ) fl(xi) fn\xn) d4 X d, x,

= (& ALL) ... ACE ) Y ),

REMARQUES 3

L'introduction dans 1a théorie de dietributions tempéries pludt que de
fonctions se justifie par 1l'exemple du champ libre (a=zul exemple calculable) od
1’on constate que les quantités (8) ne sont pes des fonctions, =t par 1l'usage cons—

tant que 1l'cn veut faire de la trocsformation de POURIER,

Les axiomes énoncépg ci-dessua vont impligquer & 12 fois des prooriétés de

suppert des O,R.G dans l'espace des positions 9t des propristds de support de laurs



e

transforméesde FOURIER O.R.G dans l'espace des impulsioas,

En fait, la sultiplication de distributionsdu typs {(5) par des fonctions
{

‘( x 7 ne peat sa faire su'au prix d'un procddé de résularisation dont

1tinconvénient majeur est de falre dépendre les supports des 0.R.G de ce proceédé
s H A

on obtient ainsi des supporis plus groads que ceux que 1'on obtiendrait si les

’

\'\ # A(X‘)

e

ceo A(xj) ¥, ételent des fonctions,
A.

C'est un probléme ouvert et non trivial (seulement résolu affirmativement

(8)
par R, STORA et par H. EPSTEIN et ¥V, GLASER dans le¢ cas n = 3) de savoir si 1l'on
peut encore définir des O.R.G au sens des digtributions, en préseivant °x4ctcment( *)
les propriftés de support gue 1'on obtient dans le¢ cas des fonctiong (& la fois dans

l'espece des x et dans l'espace des p ),

Etant uniguement intéressesicl par les propriétés algébriques des O.R.G

noug traiterons A{x) commo un véritable champ d'opérateurs ; ainsi les mondmes

. “ . .. . . wEn .
Alx, J A{x, ) seront dans cet expos? des fonctions sur R a valeursoperateurs

3 veo
L, o e s y . (o) {0)
dang & et pourront 2tre multiplies =ans ambiguite par desz fonctions O(x ——y 3 Ya

s # R T A SRS s b AR 1 S S A e S m———

()

Toutefois, 11 est relativement faclle de malntenir ces supports dans

un voisinage arbitrazirement peiit des supporic corregpondant aun ces dea fonctions,



III - STRUCTUHE ALGEBRIQUE DE L!ENSEMBLE D88 O.R.G.

On considére 1'algdbre associative A4 sur l'anneau des entisrs, définie

de la fagon suivaaie

On construit L'algebre associative libre engendrée par 1a some de deux
p

~

ensembies d’'éléments ZA ; 1 entier positif§ et i“ 1 Js Xk entiers positife

i "3k
3 # k!l 1 on prend ie quoticnt de ceite algdbre libre par 1'idéal engendré par tous

ies commtateurs [€, . , Ak] s | 8 1 (¥ 1, 3, kg 1) et par tous les &léments
Fy

3 Uiy ? Tk
a4 répétitions (clest-a-dire les monomes contenant au moins deux fois un m8xe facw
teur Ai ou 64k) ; enfin, on lui adjoint un éiément unité e ,

J

Cette algébre £ est automsiliquement graduée de la fagon sulvante 3

3
q‘t : @ &‘4«' ( rl 7
n >0
N {(n) . . ~ . o _ .
ou & est engendrée par les monlmes homogéenes de degré n  par vepport aux Ai,
et on a
(n) {n)
¥ n AT =@ £
I 1

cu I est un ensemble guelcoenque de u entiers pasitifa,

Dans A , on introduit pour fout entier J§ > O des dérivatlons notées

A% ?
PR

régle suivante 2

en définissant jeur action sur les génératenrs de £ par la

19) Appliquées aux ©O tewrtag ceyg dérivations donuenty zédrn,

jk *

2°) AT 4, = o, [a. 4]
J -

(6)

{
!
<D
fuls
—

= A
AéL A, ; AJ 0 Ay
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A, by = [AJ s Ai} (dérivation intdrieure associde & 1'élément Aj)n
\J

Cnlculons le commutsteur de deux dédrivations avant des fléchea de méme

sens § c'est une dérivetion dont l'action sur les ei* dorne zérc et dont 1l aciion
-~

sux lea AJ est donnee par 3

ia

T / - A - ta e ¢ _ N . N
[, 1, a2 02, 2, bt ataha, = (9, ,9 ) 6 Y ilagaads AJ]

J xj i3 k4 ki ik

s | L = (8, H.  ~95 .9 -9 6 rr A
{‘3%’ Ak”‘ Ay ¢ 317 5% REREYS ejk ki’ LA AT “3]- g

Dans la suile, on imposers en outre que les reistions aulvanies 3oient

vérifides dang £

—
¢ SIS - =
Ti%s 7 F13%ke T %t ¢
1 6§ 6 -8 9 =g @& - 8
v gk 3k 7 %% T Ot © (8)
& 3] =
i3 7 s e e

L'ensemble des relations (8) implicue donc diapréz (3} et (7) les proprié-

. o
tés suivantes des dérivations A D , Ajé o Ai e
(8,7 s AJ@] = {ay s AYl & 0 Vi, (2)
b “
A S
Aj = A‘? - Ajb ¥ d. (£%)

Lfensemble des dérivatione 2 f, Aj& {J ertier » O; engondre une algdbre
de Lie % qui peut &tre consiruite (& vn iscemarphlisme prés) de le Pagon sulvante ¢



- 11 -

on forme l'algébre de Lie libre engendrée gar (& 4 Ajé ; J entiser positif] et
3 .

on en fait le quotient nar 17idéal défini par les relations (8) et par 1'annulationm

in s s i ) . n (n;
des é6]lémentz a répéiition, 9 est évidemwment gradude 3 D = é ) s o0 9 ) S8t
> 1

le sous espace desg €idédments homogenes de doged n . nz
Définition.
On appelle mondme de fléches d'ordre o  tout #lément de £(n) de lia
forme g
A % o -a A @ ps 13 (10)
i, i b
3 -1 n

; , A
of1 le symbols Ai@ désigne 1'uns ou l'autre des dérivations Aii ) A o,

ii
(n) £ 3 -~ . [ . . - M(u)
Boit M 1 ensenmble de ces monOmes d'ordre n § on appelile # 1s
scus-aspacs de ﬁ(n) sngendsrd par les éléments de M(u> et on pose §

A tout moudme de fldches de la forme {(10) esi szssceld un élément unique
n) . . ., -
de @( gui est la dérivation intérisure que ce monime diéficit davs A , et dans

2 om a l'égalits (=) 3

(ol le symbole B dénots la dérivation intérieure associde & un élément quelcounque
B de a‘g)i

(n)

Puisque pour tout By, € ¥ 45 4, cn e g
AN a o
Ai*?‘c B = (Aii‘c s B] = apfe,sl ~ ?c?.ﬁ.i‘i*is] = (Ai?-c - C Ai‘?\) 8 o
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L°ensemble des $1éments de la forme (11) songendre un acv&-sanac@ de S,

isomoxphe &8 M § c'est 1'idési de 9D angendré per les éléments AJ =Af -2 6 °

J
On vérifie trivialement que pour a > 3 @ 2) o3t em L£aii isomorphe A H(n) 8

dans la suits, on déslgnera pav 1n 1'isosoephizes qui epplique %i“’ sur ﬂ<n).

11 résulte des relations (F) et (11) quts tout mondms do Lie axboité du type °

uoo= {Ai:@, [Ai$ - [Ai Vo Ay %‘L“” « 3 2 (13)

& 1 2 =l

1'isomorphisme in associe le monBme de fléche

{n)
a

m o= 1) = adad o...a LA em
n'a 11 1Zt in"l 11&
(dape cette notation, l'indice a représente la doanés ds 1°eunbemble ordomné d'ip-

diges 1, , 1, s in & chacun desquels om 2 assigné une fldche d'un sens déierminid),

(
Les éléments da &‘n) nd sopt pas linfairement indépendants dang £ § ilas

vériZient un systdms do relatious lindaires, appeldes relations de Steinmann [2]

on obtient cos relations (& 1'isomorpnisme in préds) en considérant tous leos moe
n8mes do Lis emboitéds d'orvdre 1 du type (12}, et =n écrivent toutes les relations
résultant de 1°1dentité de Jacobi et des conditions (8) ot (H?) auxyuelles satisfont
cer monBmes emboitéa,

Evidemrent, on obtient autant de cystémes de relations indépandanies que de
couples d'ensenbies d'entiers posiilifs (I » I_). & un iel coupls correspond un sys-
téme de relations lindaires S(n) entre 1es monlmsy ewmboitds du type (12) dont

I

¢

1ss facteurs appartiennent T+ A {Ai@; Ajé; 17 1* 3y J o | o On déaignera
£ nS -

par (n) 18 mous~espace do 2'°’ engendré par ces 4idments,

I*I

Exemple 1 la plus petite valeur de n pour leguslle on 8 un aystéms non
teivial ent =4, I = [1,3) . 1 = {34} .

-



On 8 alora l= relaticn (uniaqus) @

+ Fa S T I AT 1

g‘Ags ki [A‘i@ ) L”’3 '] Al‘ 3 ij ‘ l A{,}\f 3 {.s?ﬁ‘ ] lAs*/ g&l'?‘ ]J l

[ L. .

= LfiT ’ L5\53'3” [A2¢’ Aé&]}_j = | Agds EAH¢3{AAT85433}'
. L_.. » - & ___J

T dead) o iadadl]
= LLA;“& Aév] . ,Aa@, At ).
.
et, dans M(é), la relation correspondantie entre les wonSmes de fléches 3

! - : o AR s
aboad ag s adaMata, = catadada o« oagat ata e

Définltion des Q.R.G, do Steinmenn,

On définit un homomorphisme X do 1%sigébre 4 dans 1'algedbre tensarielle

¥ des champs d'opérateurs dens # son associant 3

- & tout élément Ai s L& chuamp A(xj} (x, € m?) défini av chepitre II.

i
~ & tout élémemi 613 tel que 1 < § , l& champ scalaire
eij(x) = e(x§°) - xiio)) x # , £ étant 1'opSraiour identitd dans &
(et 6(t) = 1 8L t > © g O(ti = © sit <0

§
[~}

tout Alémant 811 tal que 4 > 3 , le chemp scalalre

/ ot o oarelS) () L 4
%Lj\x> = {1 d(xJ N ) v &,

<

—~ & L'unité o de 1laigébre A& , le chewp constant A,



Il est cialir que cette correspondance définit bilen un homomorphisme puisque

les homclogues des relations {8} sont iaentiquement satisfaites par les fonctions
8, (xX).
ij( )

11 . 0
Par définition, les O,R.G. da Stelnmann 2] gont les loages par cet homo~

morphisme h des monOmes de fléches définia plus haut,

Per exemple a AlfAz = 9 ] correspond "1'opérateur retardé de

7t 12 i ]
deux points ¢

. (o) (o)
O(x1 - xz

v 3 ¢ 1
) [A(A],; Alx )]

& Ai?Aé?Aa correspond "l’opérateur retardé do trois pointa" 2

*O)n x;o))
ar

(0) _ {0
2 b,

9¢
;Xl 3 3

)m

3

(o) {o)
S(xa - X 9

(0) (0)\ g__r ( . N ‘o .[ :
) 6(xl x 03 Ax ) A(xz,] &an) i+ 3(x

[ —

. 1
Alxy), [Ax) A(xa)} i ;

N

on écrirait de la mdme facon les 32 O.R.G. de guaire points (x 1 %g0 %q0 xé) $
ceux—ci vérifient 8 relaticanz de Steirmann, obtenues en tyranscrivant 1'équation

(13) pour tous les couples (i , 12) s (A 14} R

(n)

Pius généralement, a iout mondme ds fldches m, = ln(pa) €M sera asgsocis

un O,R.G, de Steinmann notéd

m (%X, ..o X

e ) o= h(mﬂ} = boi {u) .

n

AN
1 o

1 . , Lo
A tout O,R.Q,, on fait corresporndre une Zonction rotardée généralisée

(F,R.8) qui est 1'élément de waivice <, ma(xi cee X, ) 1}, © désignapt le

1 0



vecteur vide introduit au chapitre I1 , (4&me axiome),

A cause des propriétés d'invariance par lo groupe des transiaticnz (28me

et 4éme axiomes), on a 2

N
{, ma(x1¢ 2, X 85 aoo p X 4 2) Qy

[}

. ..-1
= <Q, 'L‘a ma(xl, X P ve0o 3 Xn) T& "Q)

2

/
= (£, ma{xl’ Ege eee s xn} Q) s

ca qul montre que les F,R.G. sont en falt des fomctions définies sur le quotient de
'm4“ pur l'espace diagonal Exl Ty X, T Ay s 5 X T al , c'est-a-dire des fonc—

tions de (o ~ 1) guadrxivecisurs indépendants x, —- X

b 3°

P
Ceorrélativement les traneformées de Fourisr F.R.G. (p1 . pn) des F.R.Q,

(xl ove xn) sont de 1a forme ¢

P
5(p1 ¥ eeo + pn) s F.R.G’(pl, oo 3 pn_l) (5 é6tant la mesure de Dixsc),

) &8

pulsque le produit scalaire ;;‘ P, « x, poeut s’écrire 3
i= -

i

n el

iz_(pi.xi:(;314-...~r,r:n.\..:s:l + ) p,efx, -x ),
—-1 .

Ce facteur B(p1 ¥ see ¥ pn) est 1'origine de la régle de consevyation de
"énergie et de 1'impulsicn ad spparaft ainsl comme une conséquence directe de 1%invaw

riance de la théorie par les iracslations d*supare-teups,



IV —~ ALGEBRE DE GRAPHES ET CONES ASSOCIES

a) L’a;ggyre de Lie A 3

Soient I+, I  deux ensemblea quelconques et disjoints d'entiers positifs,
On démsigne par 4nl _ 1'ensemble des graphes simplement connexes ou "arbres" pos-

sédant les 1 propriétés suivantes ¢

1°) ke nombre de sommets est égal & n (et par suite le nombre de lignes
n"l)o

2°) Les sommets sont de deux types repérés respectivement par les entiers

appartenant aux ensembles I+ et I .

3°) Toute ligne de l'arbre relie un sommet 1 € I+ 4 un sommet 4 ¢ I- .

Graphiquement, chaque sommet 1 € I* est représentd par une croix Xy et

chaque sommet J ¢ 1 par un point ° 5

= ili 3, 3, 5, 3} *

(»]
~
g
2

-
!

Exemple § 2 x
{4, 6, 7}

It

1*1 1
3 |

Pour tout couple d'ensembles digjoints (at + I ), on considére le module

libre A(:)_ sur l'anneau des entiers dont la base est 1'ensemble d'arbres T(:)_ .
I'x I'I
On définit alors 4 comme la somme directe de tous les modules A(:)_ .
II

Sur le module A , on peut mettre une structure d'algébre de Lie (bien
qu'il n'y ait pas d'algébre associative naturelle) en définissant le produit sui-

7ant 3

A tout couple d'arbres t1 €T 1 - » t €T , on associe
1



- 17 -

le crochet [t1 . tz] = Z

+
11811

Jz‘Iz

@, +
Chaque terme du second membre est un arbre appartenant & T 1 na - -
*
II\JI2 ’ xlu I3
On ajoute aussi la rdgle [t1 ’ t2] = O , 81 les ensembles
II, I;, I;. I; ne sont pas tous disjoints deux A deux, On vérifie aisément que ce

produit eat anticommutatif et que l'identité de Jacobi est satisfaite,

On définit alors un homomorphisme £ unique de 1'algdbre de Lie 9 dans
A , en posmant

e(Ai’)

1
X
~
-

6(Ai‘l’)
an effet les éléments A1$ engendrent toute 1'algébre 9 .

On 2 par exemple ¢

&([AJ‘,AA]) = e

eCfatylal, aylh = 1)‘>'3

2 x 3
3
5(“1*4[‘2&[‘3&0 A}]]]) = x4, 1/>' 4

Plus généralement, pour tout mondme emboftd p ¢ 9(:)_ ¢ On cobtient g
I'X
, VRS - (n)
ep)) = (1) Z ke tg € A, (14)
8 I'X



od la sommation s'étend a tous les arbres tB € .Tpa _ ¢ ot ol les coefficients
11

k sont égaux &4 Ooud 1 j; n désigne le nombre d'éléments de I G .

ap

Nous noua contenterons d'énoncer ici sans démonstration le théoréme suivant g

Théoréme IVel 3 1'homomorphisme ¢ est injectif,

11 en rés:lte la propriété suivante §

(n)

Corollaire g3 A tout arbre t € T 4 -

» Oon peut associer un élément
~ B I'l

P (X, «oo 5 X, ) (ot {1 4 eee 1} = ¥ UIl) de 1'algébre tensorielle 0O , de
<] 11 in 1 n

facon que tout O.R.G ma(x «ea X, ) = h o 1n(pa) s'écrive ¢

1 s

— -~ n— .bt
ma(xil... xin) = (-1) }5 kg Py (%) eee X)) 4 (15)

et que les relations de Steinmenn qui relient les ma soient automatiquement sa-~

Lfisfaitea.

Démonstration § D'aprds le théoréme 1 s 11 existe un homomorphisme de modules

qui applique le sous-—espace & 9(:)__> de A dans O ; il est défini par b o in ofi.

Cet homomorphiame s'étend a 1 tout le sous—espace T(:)~ (11 suffit pour

cela que le quotient A(nl - /(9(:)_) admette une base, 11 ce qui ese vérifie
Il I'1

(%)

On convenant d'écrire toujours les m ~ coume dans la formule (12),

c'est-a—dire avec la fléche la plus 2 droite du type¢ .



au cours de la démonstration du théoréme 1), Par suite, 1l'ensemble des relations

(14) se transporte dans (@ et on obtient ainsi les relations (15).

Remarque § Pour établir la formule (15) on n‘a aucunement fait usage des axiomes
physiques exposés au chapitre I1I. Notamment le ler axiome va introduire des pro-
priétés de support pour les O.R.G ma(xi ...x1 ), que nous étudierons au chapitre
suivant ; on énoncera alors un théorémelmeillgur que le précédent, d’aprés lequel
i1 est encore possible de satisfaire a 1'égalité (13) avec des champs d'opérateurs

PB(xi cee X, ) ayant des supports adéquats.
n

b) CBnes associés !

- - - T e 1ot e 08 s e et et

Nous considérons dans ce paragraphe deux espaces ﬁn notés respactivement
tR: et lR: $ les points de m’: sont décrits par leurs coordonnées (tl‘tz"" tn)-';‘ ts

et ceux de XR: par (81, 82’ cce 3 sn) 2 8 o On va décrire des ensembles de cdnes

polyédraux de sommet l'origine dans m: et B: j & chaque cSne h, de mﬁ corres
-

pondra dans Bn le cdne dual par rapport a la forme bilinéaire s1 ti s que

1'on notera h (E = {8 j Z.«si ti 20 ; VvVt € k}). En fait = toud les cBnes
h que l'on définira dans Eix:: serpnt invariants par les translations

et appartiendront a4 1'hyperplan 8, = 0 , noté Pz-l °

;g ot +8 (1 <1 < n), de sorte ge les cbnes h correspondants seront aplatis
1°) A toute partition de {1 325 <o n} en deux sous—ensembles non vides
I+, I’-, on associe un c6ne"[t{?3-1- défini dans p:--l par g

n

(n) __( S - + -
¢)‘[I+I_ ..Ls; é‘sk..O; si>0; Viel g aJ<0; Vjtl} .

Tous ces cBnes sont disjoints et l'union des c8nes iermés‘}(ni _ est
tout 1'espace Pl - 1’1



~ 20 =~

¢
2°) A tout arbre t_, ¢ T‘n) » on associe le c8ne
B +o"
11
= {t -t >0 v ligne de 1'arb ¢« ®°
) it 3 t, m 3 z__.; » ligne de 1l'arbre tsf £ *

Le cbne Ep dusl de cy est un cine simplicial de p“;1 4624 par la

régle suivante § chacune des n ~ 1 1lignes £ m de l'arbre tB détermine une

partition de 1'ensemble des sommets {1, 3, ... n} de tﬁ en deux sous—ensembles

I et J tels que Q ¢ I s m € J est définl par 1'ensemble

en & tm m ¢ °p

des -l inégalités correspondantes soit g

( " p
83 Zi‘ 8 = - 8, > 0 V' Xeserang -
t 1ex, ! 3 Eiiem ! "o w J

(n) ~
On vérifie aisément que chaque c8ne 1(; .- contient tous les c8nes ¢

g
sgsgociés aux arbres t € T(n) . 11 '
B +.-
II
3°) A tout monfme emboité by € 9(:)_ s On associs les cbnes
11
n
= U €
S Bx <1 cB “t
af”
et T = N c € Pn-'1 )
® Bk =1 ° .
ap

les nombres ka étant ceux définis par la formule (14) ,

p

tout cbne de

4°) Définition § on appelle cellule de 1'espace p:n-x)



sommet 1'origine défini en se donnant pour tout sous—ensemble I de {142 .o n}

une inégalité du type 3
zz: si = - Zi‘ aJ > 0 ou<0 ,

de fagon que l'ensemble de ces inégalités soient compatibles (=) + Deux cellules

sont dites adjacentes, 8i on passe de l'une 4 l'autre en changeant le signe d'une
seule inégalité,

Ou peut alors résumer dans le petit lemme suivant les propriétés des c8nes

1°) Pour tout monBme emboite = [A : ,[...[A Vs A ? ]...] ] < Q(n) ?
a 1 i 1 - + -
i n~1 n I

le cbne ;h associé est simplicial, et défini par les (n-1) inégalités suivantes %

- \
B, + 2; 8,>0 v 1 ¢ 1t {1 14 1
- o
J ¢ Jin I
8, + :E; B, <0V 1 ¢ 1 0
3ea,n )

oll Ji désigne l'ensemble des indices entlers apparaissant a gauche de 1'indice 1

dans 1'expreasion de B, o

(w) Ces cOnes cnt été introduits par D. Ruoclle (cf.(3)).



- (n)
2°) o, est une cellule de P:n-l) s contenue dans le c8ne ’(: b
I'I
3°) Etant donné un arbre quelconque tB < T(:)_ sona 3
I'I
[~ .
o, C o‘3 sl kaﬁ = 1
~ - - 0
Lda N e = & si kaﬁ .

Liexemple suivant montre que pour n > 5 , l'ensemble des cdnes 5& n'est

qu'un sous-ensemble strict de l'ensemble des cellules § le c3ne

5
Yy = {:exf\sisi:O; 81+54>0.82+84>0,83+B4>0 3\

a.+8, >0 4, &8

1+8g >0,53+s >0

2785 8

est une cellule, mais ne peut 8tre un cdne o, 0 n'étant pas simplicial,

(n—1)
8
désigne une certaine fonction A(I) définie sur 1'ensemble des sous~ensembles de

Dans la suite, une cellule quelconque de P gera notée Yy, * 1'indice A

{1,3, ... n}, et a valeur dans {+1 , ~1} de telle sorte que 1’on ait 3

Yy = {s; A aJ:o 3 VI’MI)xizi'IBi}o} .

On se propose de démontrer le théordme suivant 3



Théoréme 1V, 2,
r )
n-1 B
1°) A toute cellule ¥y, de 1'espace P contenue dans un cSne -
9(n) 11

on peut associer un élément unique rx de 1'algebre de Lie Q<%x < _ )
tel que 3 I
- (n)
er) = Z:ﬁa g, < &P, (16)
II
P
ol La sommation s*étend & tous les arbres t, € T(n) y et ol kg = O si
g * T B
N 0 cg = ) 1 kkﬁ = 1 81 ¥y C €g e

2°) Pour tout couple de cellules adjacentes Yy e 1&2, auxquelles cor~
r., s T ¢ Q(n) s 11 exi%ta'deux éléments de degrés
A 36

g(n-p)

respondent deux éléments

inférieurs a2 n, L4 9(p)

alt 1'égalité 3

Ty » Tyu € s (1 <p<mn), tels que dans 9 , on

r - r = [r., , o.n] o an
kl Ay A A
Démonstration 3
8cient deux cellules adjacentes L Ykz { leur face commune ¢ ap—
partient & un certain hyperplan Hp d’équati%n 3
a se0 = - eav s =
3 + 8, (81 + + 8, ) o ,
1 p p+l n
qui s'identifie & un produit p%1) x pPt s Dans B 11
(8 see 8B ) (5 ecs B )
11 1p 1p+1 1n

existe un seul c8ne produit Yot X Yy tel que Tt et Yy scient des cellules,



1 —~p~1
respectivement dans Pp- et Pn

(11 suffit pour le définir, de conserver parmi les inégalités qui définissent Y

» et que ¢ soit contenue dana Yi’ x 11? -

et 7y, celles qul portent uniquement sur les variables de 1'un ou de 1'autre

2
des ensembles {il coe 1p} , {4 cee 1n} )+ A Yyy ot Y;m 4 associons

p+l

‘ (p)
2%1 kl‘ﬁ’ tﬁ' ¢ A et

respectivement les €léments Pye

Pl"

i |

}L ﬁ”ﬁ“ tﬂ" [ 4 A(n-?)
Bn

selon la définition (18) donnée dans 1'énoncé du théoréme, FPormons dans A , le
produit de Lie

[Pl’ » P)‘n] = Blza‘" kX'ﬁ' k?k"ﬁ" [tB' 1 tﬁn] ° (18)

D'aprés la définition du produit de Lie de deux arbres, chaque crochet du
deuxidme membre s'écrit

hand ‘-‘g — | -]
[tﬁ' » tan] =2, ‘lzg31 zid tﬂh § dong cette expression, tcua
1 ‘32

~e8 arbres ¢t (resp. t, ) ont un cbne associé c (resp. e ) admettant pour

g B B B

1 2 1 2
face dans 1'hyperplan Hp le cdne produit cﬁ' x EBn (o ;5' et can sont
respectivement associés a tﬁ’ et tSn dang Pp~1 ot P 7 1). Comne e CZcB.

et o C ; weonasg

B

¢ C ¥ X ¥ C e x ¢

at A" g’ B" ;

corme de plus tous les cBres ;B sont d'un certain cdté de Hp et tous les cones
1



-~

cB de l'autre c8té de Hp , on a(pour un choix convenable des notations) 3%
2
v 61 cs D Yy,
1
v ﬁz c Bz ) ¥y, .

De plus ces cdnes sont les seuls & contenir Yi. ou Yi et 4 avoir une
face dans Bp. Par suite, ai l'on forme 3 1 2

Pl - Pg = - kk pe tB' - 214 kx Be tﬁt
B, 2 2 2
2

selon la définition de 1'énoncé, on est afir d'obtenir tous les termes apparaissant
dans le développement de la formule (18) et avec le méme signe. En outre, tous les
arbres tB dont lea clnes cB correspondant n'ont pas de face dans Hp apparaissent
avec le méme coefficient dans > et S. : en effet si un tel cOne contient Y ¢

ot ry 1

B N

i "2

il contient nécessairement Yo o Ainei, on a montré la relation suivante dane A §
2

le sz = [ka 2 Pl”] e (19)

81 on suppose que Vp<n, et VA , 1'éiément p, oppartient i
(%), on voit que 1t

pll € (D) = p)\2 « P .

Comme la propriété est vraie, d’aprés le lemme ci~dessus, pour tous les P = 6(pa)



(ou Be est un mondme emboité quelconque), et que 1l'on passe d'une cellule 5&
4 une cellule Yk quelconque en traverssnt un nombre fini de faces , on a établi

que 1

Comme £ ast injective, il exiate quel que soit A un élément unique
de 9 tel que la formule (16) soit vérifilée.

.1
A= ¢ (py)

La deuxiéme partie du théoréme s'obtient immédiatement en transportant

la formule (19) par 1 'homomorphisme 6-1 .

Remargue : Il résulte de la démonstration précédente qu'il existe toujours au moins
un cbne EB contenant une cellule donnse YX ;} 8'11 n'en était pas aingi, on au~
rait Py = 0 quel que soit A , ce qui est absurde puisque P = 6(ma) £0.

Cecl montre du méme coup que VA , Yy est exactement 1'intersection de tous les
cdnes 83 qul le contiennent, car toute face ? de Yy eat slors contenue dans
au moins un cbne produit EB' X gan et la construction ci—dessus permet d'associer

& ce produit un enssmble do cdnes gﬁ contenant YX et dont la frontiére contient

D .

¥ ~ PROPRIETES DE SUPPORT DE8 O R G RESULTANT DE LA CAUSALITE

On s'intéresse dans ce chaplire aux propriétés de sunport des O R G
L (xi,...,xn) définis & la fin du chapitre III. Ces O R G a=mont des champs d'opé-
rateurs définis sur un espace 1R4n qQue nous noterons 'mfz pour rappeler qu'il '
s'agit du produit temsoriel de l'espace des positions H; pRP un esapace ﬂf’. En
identifiasnt cet espace r"® a 1'eapace Iﬁg du chapitre précédent, on peut essocier

& tous lea cbnes S, cB Cifm: resvectivement les c8nes

7 — ut -t 4n
L FV @O, =V e cg R .



On se propose de montrer ie théoréme suivant 13

Théoréme V.1 :

Tout OR G de Steinmann m, (xi,...xn) ~“ho in (pa) a pour support, dans

mi”' le c8ne Za = U C:B .
8 ; kaB:]‘

Définitions : Pour tout point x ¢ 'Ri ¢+ un dégigne par Ax le quotient de

l'algébre 4 par l'ensemble des relations | =0 ek& = e} en correspondance

9
biunivoque avec 1l'ensemble des identités ieug) =0 eké(X) = 1} vérifidées par
le point x. L'image dens th d'un monéme de fléches m, < £ sera notée ma’x .
En outre on appelle I 1'idéal de '{x engendré par tous les éléments [A4, AJ]
tels que (xi - xj)z <0 .

«

Cn va d'abord éteblir le lemme sulvant

Lemme . Pour tout point x ¢ 0 Za et tout mon8me de fléches m, ona 1

maxth.

La démonstration se ?git par récurrence sur l'ordre n de m, .

a) S1 n =2, il sutfit de considérer m = e12 [Al, [L2] ot 11 est

2
= © « x° = -
trivial que By €J, (ma,x Q¢ sl xP - x3 <0 mox [Al’ Az] sl (x,~x,)
< 0 et x;—x;’aO).

b) Supposons la propriété vraie a l'crdre n -1 , et écrivons
n
B, = Ap } m; (1e cas Anl m; serait analogue). En se reportant & la définition
de 2 s+ on voit que :

G: = Cz' U{szn—xi eC?*;'Vi,xgign-q}.

x Q “



- 34 X~ x1 . € é? v quel que soit 1 (1 i g n-1), on utiline lg fait

que m, appartient & 1'idéal engendré par tous les éléments Ai] (ceci
résulte de la définition de la derivation A 1 ). or au potnt x, eni n'est dif—
férent de zéro que sf (x - x, ) < 0, donc m €J_ .

a,x x

-8l x ¢ 0 E; . ma,x appartient d'aprés 1'hypothdse de récurrence 3 l'idéal
engendré per tous les éléments [Ai Aj] tels que 1 € 1,3 ¢ n-1 et
(x - xJ) < 0. I1 suffit donc de considérer l'acticn de A T sur un mondme
quelconque d'ordre n-1 contenant en facteur un tel élément [Ai' AJ]' On obtient
ainsl des termeg contenant en facteur [Ai: Aj] rlus un terme.contenant en fac~

teur 1'élément
Al [a, Al=0 ﬂ[} N AJ:] + Oy [Ai. (4, , AJ]] . (20)

Pouix cas sont pcssibles

- (xy - xn)z >0 ot (xd - Xn)z > 0, alors nécessalrement

eni = an ot d'aprés 1l'identitd de Jacobi , le second membre de la formule (20)

B8léorit 1 _
%01 [}Ai’ Aj1’ A?J € Jx i

. (xi - xn)2 <0 (ou de mime (xd—xn)z < 0) , slars le second mem—
bre de la formule (20} s'éerit :

(8 -6 )br[A Al Aj G rA [Aj A] ;
ni nJLn’ LR B n‘j’ o i» A4 ?

¢~~3 rohéve la démonstration du lemme.
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Le théoréme V.1 est alors un corocllaire immédiat de ce leme ot

de 1l'axiome de causalité ( ler axiome énoncé au chapitre II).

Nous énoncerons sans démonstration (celle-ci étant trop longue pour
avoir sa place dans cet sxposé [4])10 théoreme suivant qui est une version amé-

liorée du corollaire du théoréme 1IV.1.

(n)
A {
FB(xi’ ...,xn) sur TR:n ayant pour support le cBne Cﬁ’ de telle sorte que pour

tout mondme m.y on ait ¢ m, (xi,... xn) = :E: kaB FB (xi, aen xn) , €21)
et que les relations de Steinmann reliant g les ORG mu(x) solent identi-

PThéoréne V.2 : A tout arbre tB € T 4.~ , on peut associer un champ d'opérateurs

| quement satisfaites par les seconds membres des équations (21).

(22)
Considérons alors 1'ensemble des champs d'opérateur r (x ooeX ) ) = zzzkaﬁ B(x ...xn)
o 1la définition des coefficients kaa est celle du théoréme IV 2 B comme tout
FB(x TN ) est 1! image de 1'arbre tB par l'extension & T de 1‘'homomorphisme
de modules h o 1 o o (cf. corollaire du théoréme 1IV.1), il est clair que :

-1 o
ry (xl...xn) =hoi o 2 (Pk) =hoi (rk) y o0 ry o€ 2 .

Cr ho in peut aussi 8tre considéré comme un homomorphisme d'a{ggpreﬂde Lie de
? dans 1l'algébre de Lie assoclée & 1'algtbre tensorielle @ . Par suite les
relations (17) établies par le théordme IV.2 ee transportent dans O , c'est—i-
dire que pour tout coupls d'indice )1, )2 correspondant 3 des cellules adja-

centes 731 ’ y}g s On A une relatjon de la forme :

T, (X ...x ) =7, (X «..%x ) = Lf ( seeX, ), roul(x, ...Xx {] . (23)
N 1 A 17"n AT LR T



De plus tous les rx(xl...xn) sont des combinaisons linéaires a coefficiemnts
entiers des ma(xl...xn) puisque les monSmes emboités H, de 1'algsbre de Lie
9 engendrent linéailrement toute cette algebrs et en particulier iea éléments rx.
Ils sont donc bien intrinséquement définis, indépendamment de la détermination,

des FB(x1"'xn)'

Les rl(xi...xn) sont tous les opérateurs retardés généralieés‘
que 1'on peut introduire dans la théorie § Les O R G de Steinmann ma(xl...xn)
n'en constituent qu'un sous-enssmble correspondant i des éléments particuliére-
ment simples de l'algébre 2 , & savoir les mondmes emboités. (C'est seulement
4 partir de n=5 qu'il existe des Ty qui ne sont pas des ma).Dans le chapitre
suivant nous considérerons les 'fonctions retardées généralisées” (F R G) corres—
pondantes, c‘'est~a-dire les éléments de matrice {a, rl(xl...xn) Q) (notés aussi
{rx(xl...xn)>). D'aprés la fin du chapitre I1I, toutes ces fonctions ne dépendent

en fait que des différences (xi—xj), ot on peut également déterminer les fonctions

<FB(X1"'xn)> de fagon uu'elles ne dépendent que des différences (xi~xj), toua
les supports Ea et CB étant invariantspar las iranslations {x1-+ xi + al.

(») Tous ces O R G ont été introduits par Ruelle (3) par un
procédé différent.
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vl -~ UN PROBLEME DE VALEURS AU BCRD DANS L®ESPACE DES IMPULSIONS

a) Géométrie de 1l'espace des impulsions ¢

A toutes les notions introduites au chapitre IV , en ce gul concerne
1'espace IB: ; on peaut faire correspondre lss notions sulvantes relatives & 1'es-

pace m:n de 1 quadrivecteurs p représentant les variables d'impulsion ¢

i

! \
m'4x1 mn ® m«& .
p 8 P
- {n} ~ R -1
Tous les cOnes o, n » cB 'Y, étant définis dans le plan Pa
4. v
11
par des ensembles d'inégalités du type (24) B+ 8, 4 ...+ 8 > 0 ou <0,
4(n-1) 1 2 m

on leur asgocie dans le plan P d*équation §

LR ] : 0
Py + Pz + "’Pn ]

= ) ~
les cSnes 2_' ,H s CB R l‘k obtenus en remplacant chacune des inéga—
a +,=
D §

1ités (24) par 1l'inclusion correspondante 3

4 -

Py + D1 toeee 4Dy € ¥V ou ¥V
1 2 n
n
(n) ‘ ' B
Dans chacun des grand c8nes H - i‘p 3 é‘ P, = O3 oo
+ X .
ese P

+ + - -
g €V st1ex 3pJ€V s J €1 }

sont contenus tous lees cdnes E’B reiatifs &8 tous les arbres tﬁ de 1’ensemble

: n
'X‘n )+ _ o Chacune des "cellules” I'\ contenues dans TL’ _ eat 1'intersection de
1’1 : ~1'1



~ (n
tous les cOnes CB CZ[I qui la contiennent (ceci résulte de la remarque faite
. -

A la £in du chépitrs IV)oI 1

b) Analyticité des F.R.G, dans des tubes.

On considére 1'ensemble des F.R.G, & r}\(x1 see xn) > d'un ordre donpé n
quelconque ; nous suppogcns que cea founciions sont continues et & croissance lents 3
4 cause de 1'invariance de ces fonctions par les translations {x x, + al, leurs

transformées de Fourier sont de la forme 6(p1 + cee + pn) { ;K #)).

De méme les transformées de Fourler des <F8(x1 seo xn)> sont de la
forme S(p1 + oo +pn) <§B(ﬁ)> § dans cette notation, § désigne un point du
plan pg(n*l ) N

(»)

Diaprés un théoréme bien connu sur le8s transformées de Laplace de dis~

>

tributions tempérées & support dans un cBne, oun volt que toutes les distributions
<F3 (f)) =mont des valeurs au bord de fonctions analytiques notées <FB(§)>, (R}

{n-1)

désignant un point du plen P: complexifié), Chaque fonction <§6(§)> est

analytique dans le tube 3

n
~

3
= = = ? esaq ) (]
J=1

la base de cg_tube étant en offet 1o cBne dual de C par rapport & la Iorme bi-

B
linéeaire 2:1 pi . xi °

——on - —— oy o —

() Pour desa références plus précises concernant les origines de ce théo~

rome on pourra se reporter au livre de Streater of Wightman (réf. A)all'on trouvera
plusieurs versionsg dudit théorame.
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En récrivant la formule 722) pour les traneforundes de Fourier des F.R.G.

correspondantes, soit 3

(5B = ) kg (FB)
8

on voit immédiatement que tout <rk(§)> est la valeur au bord d'une fonction
(r,(®)) , apalytique dans le tube !

-~

E:p+iﬁsaer%j s T, =N Cq =

ﬁ:‘xmﬂ

En perticulier, chaque F.R.G, de Steinmann,\_gma(ﬁ)\/ L5t la valeur au
bord d'une fonction analytique darca 1e tube de base 211 3 les 21; copstituant
un sous—-ensemble de 1'ensemble des celluler 1’)‘ j main * ce resulfat concernant
les (ma(ﬁ)> pouvait s'obtenir directement par duaiité A partir des propriétés
de support démontrées au chapitre précédemt, c'est-a--dire indépendamment du théordme
V.2, BEn résumé, 1'intérét de 1'introduction de i'‘algébre des arbres et du théorame

¥.2. o8t d'avoir permis la résoluticn du probléme de valeurs au boxd suivant §

" Théomdwe V1.1,

B t donné un ensemble de fonctions \m (E)) analytigques dansg lesg tubes
de bases ? , dont les valeurs au bord (m (p)3 aztisfont aur tous les réels & un
certaian systgme de relations linéaires (relations de Steinmann‘ il existe des fonc—
tions (fB(K)> analytiques dans les tubes de bases CB tolles que §

(n (®)) = }; kg {2,0) (25)
ol 3 kaB:O si canza:o.

ap



et les expressions (26) résolvent les relations de Steinmann, De plus pour

toute cellule TR
de base fx par la formule §

rs \,
» on peut définir une fonetion (r,(8), =znalytique dans ie tube
A

(r(yy = > & RS
‘r?x(K‘ / Lei AR ' ;%Ck)/
A
{ oS 5 C L= 0
(ol klﬁ 0 si o N W T 0 ;
— K ‘el 3 hY .
k)‘B S § s A.}- “ }3" ;

la valeur au bord sur les réels de <rx(ﬁj> étant une combinaison linésire hien

; . . / \
définle{a coefficlents entiers) dee ﬁma(ﬁ)/ -

Sy

¢) La fonction de n  poipis,

L'introduction du 3émo axiome paysique (condition spectrale) ajoute de
nouvelles ¢onditions sur ieg valeurs au dord (rx(§)> qui jusqu'y présemt n'ont pu
étre exploitées que tres partiellement 3

On a le théoreme suivant 3

Théoxéme YI - 2,

Pour tout couple de cellules adjacentes I ? Px dont la face commune
est dans le plan d'équation pi ¥ c.a + D = 0 3 1les va%eurs au bord corraspon—~
dantes <rx(ﬁ)> ’ (rx (5)) coineident (en™tant que distributions} gur un cuvert do

4 ) 2 2 2 25
la forme R, B (P, + eue + D, ) = (p + see + P, 3 < M{
1oed b i b8 i
1 1 n juT ) n
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Démonstration ¢ Utilisant la relation (23}, on obtient 3
in

N N i s pJ.x4
@) = o ®) = [ e g T G Dyt e k),

J 1 m

» >r)\"(xi 'Y Y3 xl )] Q) d4. xl LY d

X
4 "n*
m+l n

Sachant que les rk(x1 ses xn) sont des combinaisons linéairss {a coeffi~

cients 613) de mondmes A(xi ) ... A(xi ) 5 il suffit de monirer que la distribution
1 n
A valeursvectorielies dans # 2

<@

d x coe G.X

1m
i P ek
_ !' 3;1 373
8(o / A(xil) eoe A(xim) Q) e = %

.Otop)—-
11 im

a son support contenu dans {p 3 pi 4+ eee + Py ¢V +} ol ¢
1

-~ 4 2 2 (
vy = b e R gpop 28,9 500 .

Pour la démonstration de cette propriété clussique, conséquence des 2é&me,

3eme (%) et 4déme axiomes exposés au chapitre 11, nous renvoyons le lecteur au livre

de R, Jost (cf, Ref,B) page 58,

——— e 2 e

(#) L'uypothése mpectrale que nous avons faite dans le 3&me axiome pormet
seulement de démontrer que le support est contenu dans ¥ i c'est une hypothése un

peu plus détaillde sur le spectre d'énergie qui permet d'obtenir la région Vi+ .
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t
En appliquant alors le théoreéme de 1'sdge of the wedge" de H.Epstein
{cf. (5)), a n'importe quel couple de fonctions {r\(k)> analytiques dans des

cellules asdjacentes on obtient la propriétsé suivante i

Théoréme VI,3

11 existe une fonctien H (k) analytique dans le domalne suivant

4(n~-1)

de 1'espace PF complexitié t

U 06 ILJ w qx x/@

i

o
(3, 2)

y \
ol CL/J [{i . ! est l'intersection d'un voisinage complexe de la région

sed )

j I° m/
({{_ avec 1'euveloppe convexe de 1°union des tubes GZi et QE; .
1 2

Comme le domaine énoncé dans ce thécréms n'est pas un domaine natu—
rel, on ss trouve devant un probléme extrémement complexe d'enveloppe d'holomor-

phie, dont quelques étapes seulement ont pu €tre franchies jusqu'a présent.

D'autre part la superposition des conditions du théoréme VI.Z2 & le
structure algébrique décrite par le théoreae VI.1 pose un nouveau probléme de
valeurs au bord dont une étape préliminaire 8 pu 8tre résolue par R. Stora (cf.(g)).
La difficulté de ce nouveau probleme de valeurs au bord est liée au caractére sui-
vant : les relatlons linéaires entre les waleurs au bord imposées par ls théoréme

V1.2 n'ont pas lieu sur tous les réels, meis sur des régions (ﬁi s par suite

5 SRR §
4nI n

ces relations ne peuvent s'exprimer simplement dans 1'espace ﬂx des transformées

de Fourier inverses. C'est en effst dang cet espace, et grice aux propriétés de

support (et non d'analyticité) qu'on avait pu résoudre le premier probléme de

valeurs au bord résumé dans le théoréme VI.1.
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d) Relation avec les amplitudes de diffusion de particules élémen-

taires

Pour terminer et en vue de satisfaire le lecteur mathémeticien
s'11 arrive jusqu'ici, nous désironas indiquer sans démonstration le lien quil existe
entre les amplitudes de diffusion (qui sont actuellement les quantités physique-

nent mesurables) et les objets algébriques que nous venons de définir

On démontre la propriété suivaate 3

Soit une amplitude de diffusion F(pI.,.pn) ou intervisnnent les particules en—

trantes .am d'impulsions respectives pI,...pm et les particules soritantes

aI,-

d'impulsions respectives P, .pn ! pI,.,.pn sont des quadrivecteurs apparte-
2

m+I’
A + . 2
nant au cdne V et satisfalsant de plus & une condition de masse p1 = mi .

-~

Soit Px la région déduite ds P en remplaBant toutes les conditiona

+ o -
P, ...+ P, € V= par P, +. ..+pi (j v* ( )
I m I

n
v T
Alors v A C~[T{1...m§§m+1...n] » on a la relation suivante 1

n

2
-eep ) = T:f (p1 = m, ) (ry(p,.

e

F (pI...pm TP c.omp ) )

m+ I

vealable dane la région !

oy

-
{ ot 2 _ 2 . . - -
tp 3Py € v 3 Py =m j 1 <4<y (DI-..pm, Prers pn) € r),,;

Ceci suppose évidemment quo l'on ait montré que la reatriction de la distribution
Yl 5 es 2 2
(pi - mi) (rl(§)> A la variéte ipi = mif appelée ''couche de masse", alt



un seng () ¢« Cocl a ¢€té montré par K, Hepp (c£.(7)) avsc une définition convena~

blement régularisée des F R.G.

Comme annoncé dans }'introduction, on voit melntenant plus clairemsnt en
quel sens différentes amplitudes de diffusion correspondant & un wéme ensemble de
n particules, mais ol l'on fait varlier les particules entrantes ot sortantes, sont
des valeurs au bord de la m€me fonction analytique H(n)(k) mais prises dang des
réglons différentea. Cette notion {croisement) n'acquiére un intéré% véritable que
81 elle est encore vraie pour la restriction de H(n)(k) A la variété 'coushe de
masse  (considérée comme complexe c'est—a-dire {k ki = i} ). Comme le domaine
initial de E(n)(k) énoncé au théoréme VI3, ne rencontrs pas la couche de masse,
la notion de croisement (i eile est démontrable) ne peut 8tre qu'un sous-produit
du probldme d'eavelcppe d'holomorphe énoncé plus haut, Cfest aeulement dans le cas
de uz4 , qu'elle a pu €tre démontvée jusqu'a présent (cf£.(6)) c'est~a~-dire pour

les amplitudes de diffusion deux particules - deux particules,

(@) Ces expressions ne sont pas nulles, car om peut montrer (7) que les

rk(p) ont nécessairement une singularité sur la couche de masase du type.

/6 (p2 - mz) + V.p. -"Eri*”a ) .
\ o] - m /
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