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1. - RAPPELS SUR L'AMPLITUDE DL DIFFUSION

Une quantité dont vous a déja parlé le Professeur Glaser au cours de
cette rencontre est l'amplitude de réaction associée & la réaction
A+B=C+ D. Cette quantité TABACD prise en module au carré nous fournit,
& un facteur de normalisation prés, la section efficace différentielle, c'est-—
a-dire la probabilité pour un flux unité de particules A et B d'observer,
par unité d'angle solide, les particules C et D produites par la réaction.
I1 ne serait pas correct de croire que seul lec module de TAB*CD est physi-
quement observable mais je n'ai pas le temps de développer ce point compléte-

ment.

Dans ce qui suit je considérerai uniquement une réaction élastique
A+ B~ A+ B. En outre, & titre provisoire, nous supposons que les particules

A et B ont un spin zéro.

Dans ces conditions, par invariance par rotation, ltamplitude de
diffusion ne dépend que de deux variables. Les plus naturelles sont :
- 1l'énergie dans le systéme du centre de masse ;

- 1'angle de diffusion dans le systéme du centre de masse, 0.
Cependant déja je préfércrai :

s : carré de l'énergiec dens le systéme

du centre de masse ;
(1)

cos es : cosinus de l'angle de diffusion dans

lc systéme du centre de masse. -

Un autre choix de variables va apparaltre maintenant : dans une
description relativiste de l'amplitudc de diffusion on doit, si 1l'on veut
pouvoir exploiter les conséquences de la localité, considérer a la fois les

réactions

A+B—- A+ B
A+ B-4A+
A+ A-B+

il
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ol L désigne l'antiparticule de A ot B désigne 1l'antiparticule de B.

On décrit l'amplitude por les quadri-impulsions "entrantes" Py P, p3 p4

At

A Pq "
™~
A //3
~y
K / B
)
o ——h
(p1 = p11 p17 th')'
On a évidemment la conservation de l'¢énergie impulsion

Py + Py + p3 + p4 =0 et s 1le carré de 1'énergie dans le systéme du centre

de magsec dc la réaction A + B = A + B se réduit a
2
s = (p, + p,) (2)

De maniere similaire nous introduisons

ot
[

= (p, + p3)2 (3)

et

o
il

(py *+2,)° (4)

Remarquons que u  sc réduira au corré de l'éncrgic de la réaction

A+B-24+3B. s, %t et u sont liés par la relation

s+t +u = pi + pg + pi + pi (5)

En fait, dans les circonstances "physiques" les quadri-impulsions satisfont

les conditions

2 2 2 2 2 2
= I = I'l[ = M = |
pp =ty BT v, =1 (6)
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Ces restrictione constituent les restrictions a la "couche de masse". Evi-
demment elles doivent Ctre satisfaites par toutec amplitude physique. DMNais la
"couche de magsc" cst plus &tcndue que le domaine physique des amplitudces en

ce scns que l'on exige que les conditions (5) et (6) soicnt satisfaites, mais
on laissc les quadri-vecteurs 8tre complexes. La "couche de masse" est ce &
guoi sc limitent ceux qui font, dans le jargon des physicicns, de la "théoric
de la matrice 8" (excmple Chew, Stapp)° Les théoriciens "des champs™
(exemple Glaser, Wightman, Epstcin) sont obligés, pour pouvoir utiliser effica-
cement la condition dc localité ol les conditions de localité de définir une

amplitude de diffusion hors de la couchc de masse.

Vous savez que, de la considération des amplitudes de diffusion
hors de la couchec de massec, on déduit un certain nombre de résultats trés
importants par compldétion analytique : le domaine d'analyticité initial de
1'amplitude ne contient aucun point sur la couche de massc, mails cec n'est pas
un domaine naturcl d'analyticité ct son enveloppe d'holomorphie contient

certains points dc la couche dc masse.

Ici cependant je me contentcrai de prendre les résultats "classi-
ques" de la théorie des champs pour les amplitudes sur la couche de masse
comme points de départ cn y ajoutant les propriétés de positivité dont Glaser

vous a parlé,
Sur la couche de massc la rclation (5) sc réduit a
2 a2
s+t +u=2M +2I (1)

Nous avons donc treis variables lides par unc relation linéaire.
Autant qu'il est possible, nous éviterons de fairce un choix particulier, mais
nous y serons parfois contraints. Par excmple nous pourrons prendrc s c¢t
t. La connection avec les variables s ct coseS d¢crivant la réaction

A+B~- A+ B cst donnée par

(\/I*!i + k; + fl‘:g‘:_l_{z)z

4]
il

(8)

t
i}

2
2 kS (COUGS - 1)
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kq représente 1'impulsion dans lc systéme du centre des masscs.

p=

La région '"physique" de la réaction A + B = A + B est définic ¢évidemment par

2
v T‘,’T
s > (IIA + hB)

(9)

Maintenant, pourquoi avons-nous introduit +t ¢t u et pourquoi

avons-nous annoncé gue trois rdéactions & la fois seraient &tudides ? Ceci est

1)

lequel les amplitudes physiques pour les réactions A+ B- A + B, A + B- A+ B,

Justifié a posteriori par un résultat de Glascr, Bros et Lpstcin d'aprés

A+ L= B+ B sont donném par des valeurs du bord d'une secule et mdme fonction

analytique. Nous décrirons plus loin la connection. Disons sculument d'abord
. . 2 . PN .

que si w> (MA+MB) y une certaine veoleur au bord se réduit a l'amplitude pour

la réaction A + B~ A + B avec un carré du transfert d'impulsion &gal & %,

le carré dec l'énergie dans le systéme du centre des masses étant u.

2. - LES RESULTATS CLASSIQULS SUR LE DOIAINE D'ANALYTICITE SUR LA
COUCHE DIk MASSE

Ici nous considdérons une théorie dans lagucilc la massc minimum

est non nullc,

A - Analyticité & transfert fixe

Nous commencerens par le résultet le plus géndéral m8me g'il n'est
pas lc plus ancien. Bros, Lpstein ct Glaser ") ont dlmontré que pour t £ 0
1l cxiste une fonction analytigue dans un plan coupé moins wune région finic,
qui, pour s =8 1réel +1i s, s récl > (M&+MB)2’ cos Gs>h1, se réduit a
!
l'amplitudc pour A+ B = A + B ¢t pour u~-u récl + i ¢ (u réel > (MA+MB)2

cos Gu > ~1) se réduit & 1'amplitude A + B - 4 + B. Tn outre, de part et d'autre

Y

de la coupurc, la fonction prend des valcurs complexes conjuguées, de sorte que,
sur le dessin, on veit gue l'on peut continucr analytiquement d'une région ou 1l'on
a l'amplitude A+ B- 4 + B & une rigion ol l'on a lc complexe conjugué de

A+B-A+3B



/7 . Im s > O
S e
(a+B _, A+B) (£ \ u = ((Mk ;r/MB);/ A+B - A+B
A+B _ 243 / s‘=’ (11,4 (a+B _, A+B)"
< I
.\//////// Inu> o

En fait, il est possible de continuer de A+ B -4 + B a
4+ B, A+ E, mais pour cela on doit prendre un chemin détourné : utiliser
une continuation & wu fixe, négatif, puls & s fixe, négatif ; dans

- — % - —
l'opération on obtient d'abord (A + A , B+ B) puis ((A + B - A + B)‘j ﬁ

Je dois ajouter le fait trés important que tous les points du
plan complexe s ol l'on a analyticité en s sont entourés d'un voisinage
d'analyticité en s et t. La taille de ce voisinage dépend évidemment du

point choisi.

Je dois ajouter aussi que dans ce domaine d'analyticité, & +t
fixé, 1l'amplitude de diffusion est bornée polynomialement en s . Ceci est
vral dans toutes les formes de théories locales des champs considérées

3),4)

jusqu'a présent (axiomes de Wightman 2), champs de Jaffé , théorie des

observables locales 4)).

En fait, un cas particulier important est celui ol les relations
de dispersions sont valables. Historiquement c'est ce cas qui fut traité le
premier 5>. Si MA et MB ainsi gque les masses de divers états intermédiai-
res possibles satisfont certaines inégalités, on démontre que l'amplitude de

diffusion pour —TO <t » 0 est analytique dans un plan coupé, les coupures
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allant dans lus cas les plus simples, de 8 =-o 4 g = (HA—MB)Z -t ¢t de

2 :
s = (MA+MB) 4 s =+ «, Cette situntion cst celle des rinctions

™+ N-=1mm+ N

T+ 1T 0T+ 1T

Nous verrons plus loin comment obitenir une korne inféricure de TO.
Comme on a en outre la borne polynomialc de l'tamplitude ct la propriétd de
réalité F(s,t) = F*(s*,t) pour -T, <t <0, on peut écrire unc relation
dc dispersion cn fonction des partics absorptives de F(s,t,u),

{541 (e
As(s,t) _ L\b+1e,t,u)2i F(s-ie,t,u) (10)
our s>(1 +11,)°
p JI\L i B
A (u,t) = F(s,t,utic) - F(s,t,u-ie)
u 21

pour u>(MA+MB)2,

As ct Au sont des quantitis rdéclles. Nous écrirons, Svitant de

détruire la symétric entrc s et u

F(s,t,u) =

N A (s',%) N odu'h (u',t
S lager .11 +u __N_Bi__L_l + Py (11)
m s'N(s’—s) Td out(u'-u) h

ou PN ¢st un polyndme en s (ou w) avce des coofficicnts dépendant de  t.
L'intérdt des roelations du type (11) cst qu'clles permettent de

prédire l'amplitude de diffusion & pertir de la partic absorptive et des

coefficicnts de PN° Un cas particulier trés important est cclui de la diffusion

vers l'avant qui corrcepond & 1t = O. Dans ce cas lo partie absorptive est

reliéc par lc théoréme optique & la scction efficace totale qui cst une mesure

de la probabilitdé qu'il arrive quelque chosc pour un flux unité de particules
incidentes, c'est-a-dire que la particule soit goit ddviée soit produise une
réaction différente. Dans ce qui suit, nous normaliscrons F de telle fagon

que la scction efficace différenticlle soit donnée par
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g - 1 jF(s,t,u) ]2 (12)
a0 S !

S

~

Llors la partie absorptive est lide a la scction efficace totale par

o _ 4 -
totale =~ k/s A (s48 = 0) (13)

Maintenant il est important de remerguer que l'amplitude de diffusion
et la section efficace totcle sont deux gquantiiés mesurables et que ces mosures
sont indépendantes : l'amplitude de diffusion s'obtient en ¢tudiant 1o distri-
bution angulairc des perticules diffusdées, la section officacc totale en étudiant
1'absorption d'un faisccau de particulces incidentes & trovers des cibles d'épais-—
scur diverses. La rclation (11) constituc donc un test crucial qui, s'il n'était
pas sotisfait, permettrait de rejeter définitivement la théoric des champs. Le

scul ennui cecst gue la rclation (11) contient un polyndme inconnu.

Nous allons dimontrcr dans la Scction suivante qu'en fait ce
polyndme cst du premier degrd ¢t ne contient donc que deux constantes inconnues
au plus. Le test des relations de dispersion a ¢té fait avec une grande précision
gur la diffusion méson - nuclion par Lindenbaum ot ses collaboratcurs 6).
Jusqu'ici, dans lo limitc des crreurs cxpérimentoles, l'accord ontre la thiorie

ot l'expéricence e¢st parfait.

Les relations de dispoersions (11) sont aussi valables dons un certain
domaine de volcours de 4 TO <t £ 0. Tais ici une difficulté se présonte
ratif s tres
O ]

&
- 2

voisin de KA+MB)2, In effct, alors, la relation t = 2k“(cos 6 -1)

pour intcerpréter la valeur au bord dec F(s,t,u) pour t =n

S
nous indiqu¢ que cos 8 _ —-~o. Plus précisément, cos § <~ - [const]/

27 o . . . .
/{S_(MA+MB) )a I1 est donc nécessaire de trouver une autre intcerprétation
pour I ou du moins pour As(s,t) qui cntre dans la relation de dispersion.

Cellc—-ci est fournie par lc¢ second résultat "classigue".
p

B - L'cllipse de Lehmann

Lehmann s'est intéressé aux propriétés de l'amplitude de diffusion
pour une éncrgie fixe, physique. Nous devons évidemment garder en mémoire gue
1'amplitude de diffusion pour s physique est la valeur au bord d'une fonction

analytique.


http://fa.it
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C'est en fait une distribution ct, par comségquent, les résultats que je vais
décrire s'appliquent & une moycnne pondérée par une fonction & support compact
suffisamment diffirentiable sur un petit intcrvalle d'énergie. Cepondant, pour
alléger 1l'écriture, nous négligerons ces priécautions. Dans ce que je vails

dire, on peut montrer quc c'cst 1égitime (ce qui n'cst pas le cas en tout).

Donc 1'amplitude de diffusion pour des valeurs physiques de s cosit
initialement définic pour des angles physiques =1< cos GS <+1 ou

7)

—4k2 <t € 0. Cc¢ gue Lchmann a montré ctest que F(s, cos %; ) cst pro-—
longeable analytigquement cn  cos © s dons unc ellipse de foyers -1 + 1. Le

demi grand axe de cette ellipsc cst donné par

(m2 o) (2 -l) L%
cos Bo(s) = [1 + ‘2 = - —3 ] (14)
K (s = (0 =7)%)

ou TYLA est la masse deo 1'état de masse minimum L' tel que

Fey
<A-‘j”o>¢o (15)
L.
o J, est lc courmnt associé & la particule L. Par cxemple si A cst un
F3s
méson T psecudoscalaire, A' scera un systémc de trois mésons m donc
Moo= 3m . TH a unce définition analogue.
28 T B

Un avantage immédiat dc l'existence de cc domaine d'analyticité cst

qu'il permet de justificer un développemcnt cn ondcs particlles de 1'amplitude

de diffusion qui sc¢ rdéduit, dans le cas de particules sans spin, a

F(s,c089_) = f’- XMH) £, (s) P, (cosd) (16)

ou P (cosec) est un polyndmc de Legendre, c'est-g-dire un polynOme appartc-—
(=]

>

nant & la famillc dc polyndmes orthogonaux sur l'intervalle -1 +1 avec le

poids unité, tels que P, (1) = 1.

fz(s) est 1'omplitude de diffusion pour le moment angulaire

orbital 2.
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Le développement (16) est légitime, car d'aprés un théoréme
classique toute fonction analytique dans unec ellipse est développable en
polyndmes de Legendre et ce développement converge dans l'ellipse. En outre,
lc domaine naturel de convergence d'un tel développement est une ellipse,
plus grande ou égale & cclle donnée par (14). Rappelons que la dimension

de l'ellipse maximum et lc taux de décroissance des fa sont reliés par

1
—_— ) W U
£im Efz(s)] = [cos 8 Max * Jcos e,ax -1 (17)
1

— n
qui est l'analoguc de lim [ a, ] = pour lcs séries de puissances E}hzn.

1

R
Ce premicr résultat de Lchmann concernant le domaine d'analyticité

de l'amplitude dec diffusion & énergic fixe n'est cependant pas suffisant pour

permetire de résoudre la difficulté mentionnée & la fin de la sous-scction

2.A. En effet, nous pouvens seulement continuer F  jusqu'a coses ~ [oonst]/k

pour k = 0. Hcurcuscment un résultat plus fort est valable pour la partie

absorptive de l'amplitude :

A (s,coses) = é;- §}2£+1) Imfz(s) P, (coses) (18)

As(s,coses) cst aussi analytique dans une c¢llipse de foyers -1 +1 mais de

demi grand axe
cos®! = 2 (cosB.)? -1 (19)
0 0

avec cos@, donné par {14).

On peut donc continuer la partic absorptive jusgu'a

(m2 1y (- i)
coseO = -1 =2 ) >
K (s - (i, =1L)%)

c'est-a~-dire

o - 1) (M - )

2
s - (M, -My)

(20)

t(s) = - 4k° - 4
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C'est pricisément cc dont on 2 bosoin pour Jcrire les rclations de dispersion.
Nous pouvons mointenant donner unc borne inférieurc de T  tel gue les rela—

tions de dispersion soient valables pour =T, <1 < 0 clairement

0
, M2 o) (o)
T = minimum Fax® & g —1 = ] (21)
© 2 - s - (m, =i )
(MA+MB) <§ <o A B

C - fnalyticité dons deux variobles

Nous avons d'abord parlé de propriétls analytiques a + fixe

négatif, dnns la voriable s, puls d'onalyticité & s fixe physiqgue dans
la variable. coseS ou t. Cc sont cn somme des scctions "plates" du domainc
d'analyticité de l'amplitude de diffusion. Nous avons dlja mentionné que
Glascr, Epstcin ¢t Bros avaicnt montré que leur domaine "plat" était en fait
cntouré d'un voisinage d'analyticité dans les deux variables rmoins les coupures

. 2 . 27 . Sy oa . .
s réel > (MA+MB) , u réel > (M +MB) J Ceci peut en fait 8tre é&tabli

F2S A L

dircctement en partant des domaines "plats" qui ont un caractére non naturcl.

8) 9) .

¢tendu au cas d'unc amplitude satisfaisant des rclations de dispersion & t

C'c¢st ce gue Mandelstam a fait pour la diffusion m m et gue Lehmann
fixc mais n'ayant pas nécessairement la symétric de croiscment. L'avantage

des méthodes de Mandelstam et de Lehmann cst qu'ellcs conduisent & unc estimation
quantitative de la taille du domaine d'analyticité. Cependant nous allons voir
que de toute fagon ces cstimations sont diépasséces par colle résultant de

ltutilisation de la positivité.

3. - POSITIVITE BT UNITARITE

Mous ¢n venons maintenant aux informations supplimentrires provenant
de la positivitd. Lo Professeur Glaser nous a montré que la partic absorptive

de l'amplitude de diffusion possédant entre autres la propriété

LYW*(q) A (qyq') w(q') dg aq" >0 (22)

U = — ' = — ) = =D, - =
ou g = p, p5 q 54 Py et ol p,+p, P3=P, /s, 0, 0, O est tenu

fixe, p%, Py p3, p4 ayant leur valeur de la couche de masse.
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I1 cst permis de faire un changement de variable 10) ct de prendre

o 2kcosd . 2kcosd"
q 2kging q' { 2ksing! (23)
0 "0

dans ccs conditions on a

r

J w* (o) A (0,0') w (') do dn' 2 0 (24)

Souvenonssnous que AS dépend de s et coseS = cos (m=o0').

incp

Si nous prenons w(m) = ¢ y aous avons

[ in(omo!
iell’l(CD“'(P ) AQ (S, cos (CO"'SD')) deo At 2 0

~

ce qui veut dire gque

+00

_ in®
A (s,cos8 ) = N a e °
8 ! s L “n
-0
avec anzo, nais a, = a_, et par consdéquent

~~1 8

AS(S,COSGS) =5 C oos(nes)

n

&

(25)

wvee C >0
n

i e i reetas e

Cette propridtd cst la c¢lé de tout ce qui va suivre dons ccet exposé.
On voit claircment, dans l'obtention de (25) 1timportance (remarquée depuis
longtemps par Stora et Bpstein) de 1l'invariance de l'amplitude de diffusion
dans le groupe des rotations autour de la normale auw plan de diffusion,
puisque 1l'cn utilise le fait que o et o' apparaissent seulement dans la

combinaisoen o - o'.

Peut-Ctre devrais—je aussi indiquer comment la propriété (25) a
été initialement obtenue 3 partir du ddéveloppement en ondes partielles de la
partie absorptive 11). C'est unce méthode ol l'on utilise des informations
superflucs mais qui a l'avantage de fairce appel & des notions trés familiercs

pour tous les physiciens. On part de (18) :
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53

A (S,cosesség Ei(2£ + 1) Im £, (s) P!1 (cos?s)

Im fz (s) sotisfait une indgalitdé gui suit de 1o condition d'unitarité

g, (s)2 | £, (s) 22 (26)

condition qui exprime la conservation de la probabilité : si on envoie sur un
diffuscur unc onde sphérique, 1l'omplitude de 1l'onde sphérique sortante ne peut
8tre supérieure & celle de l'onde sphlrique entrante ¢t lui est en fait égale
en l'absence de réactions inélastiques. Dans le cas "purement Slastique" qui
est rlalisd si 1'énergie cst suffisamment basse pour que les réactions iné-

lostiques soient impossibles, (16) devient

Im f2 (s) = !fg (s)‘Z (27)

Ici nous nous contentons de remarquer que (26) ou (27) impliquent
que Im fﬂ (s) est positif. Pour &tablir la propriété fondamentale (25), il
suffit donc d'¢tablir que les polyndmes de Legendre Pg (cos®) s'lerivent

cos{nd) (28)

~

P (cos8) = E}n

1) 2

avec o n220° Cette propridété ost indiquie dans les livres, mris jo vais
2)

en donner cn fait la preuve , car c'est instructif. Les polyndmes de
Legendre sont, a un facteur positif prés, les Jléments de matrice dgo(e)

d'unc rotation auvtour de l'axe Oy drns la repriscntation ou JZ cst

diagonal
P. (cos) =C<J =0, jlexp(i 7.8)] 7 =0,5> (29)
J z ¥y Z
et par suite des symétries, on peut remplacer (29) par
P. (cos®) = C<J =20, j| cos(3.6)|0 =0,;> (30)
J Z ¥ zZ

Si nous insérons un systémc complet 2'Ctats propres de Jy' nous

obtonons



Pj(cose} =C Efos(me) | <T,=0,] | Jy =m,5> |° (31)

qui est pricisdment ce que nous voulons. Nous remarquons 1'importonce du
sous~groupe des rotations autour d'un axc. Cotie dimonstration sc ginéralise
dons le cas des particules & spins si les hélicitlés initiales et finales des
particules sont les mdmes, mais pour d'autres types d'amplitude (de transversité
par excmple 13)), une démonstration du type de celle de Glaser e¢st plus facile.
Pour terminer cette Section, indiguons deux conségquences impor-

tantes de (29) :

1) toutes les dérivéesde la partic absorptive par rapport & cos® sont

positives pour cosB = 1 ;
2) ces dérivies évaluées pour -1<cosB<+1 sont plus petites cn module

que lour valeur a 1l'avant :

n n

a g N\ ]

‘<d.oosé> i (s,0059) l < T coss/ “s (sy0088 = 1)
~1<c0s6<]

(32)

I1 suffit de d¢montrer cette propriété pour cos(nf). Nous ro-

marguons que cos(ne) est maximum et positif vers l'avant :
lcos (u8) | <1 = cos (n x 0)

I1 suffit de montrer que la premidre dirivée de cos{(n®) ¢st une somme 3

cocfficicnts positifs de fonctions du mime type.

sinn 6
d cos9 (cos(ne)) = gin 8

ing -in8 . .
_ g T T-e _ _1(n—1)9 i(n=-3)9
= n jzgzzzzg—— =n [e + e

3}

FeooetC

—i(n—1)9]

2 n (cos(n—T)e + cos(n=3)0 + ceeeun ]

N L. . ieme
cc qui démontre ce que nous voulons. Pour obtenir lc riésultat pour la p

dérivée, il suffit de ripéter 1'opdér. tion.
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4. - EXTENSION DU DOMAINE D'ANALYTICITE PAR LA POSITIVITE )

Avant d'entrer dans le vif du sujet nous voudrions expliquer ou
nous voulons en venir et pourquoi. Les dimensions de l'ellipse de Lehmann
(la grande ou la petite, peu importe) sont telles que, a haute énergie, elles
permettent seulement une continuation jusqu'adz 1 = +(C/s) (rappelons que 1
positif est hors de la région physique). Ceci chogue l'intuition. Par
exemple, si 1l'on pouvait décrire les interactions entre particules élémen-—
taires par un potentiel & décroissance exponentielle en exp- ur pour r
grand, on trouverait que l'on peut continuer 1l'amplitude jusqula t = + “2
c'est~a~dire un nombre fixe, indépendant de 1l'énergie 14). Or il se trouve

précisément que nous croyons que la partie externe de 1l'interaction entre

particules élémentaires peut &tre décrite par un potentiel de ce type.

Il y a d'autres arguments qui nous poussent a croire que les
dimensions de l'ellipse de Lehmann sont améliorables ; par exsmple, si 1'on
prend pour f, (s) wune expression en exp(—ﬁ/LO(s)) et que l'on insére
cette expression dans (17), avec Ccos § = COS go(s) donné par 1'équation
de Lehmann, on trouve Lo(s) ~ g alors qu'on s'attendrait, si les particules

élémentaires ont une taille finie, & Lo(s) ~/s.

Le plan du calcul qui va suivre est le suivant : nous éviterons
des difficultés superfiues en supposant :

(i) tout d'abord que, pour le processus congidéré les relations de dis-
persion sont valables pour —TO < $ <0, Ceci n'est absolument pas
indispensable pour obtenir le résultat clé car on peut toujours sous-

traire de l'a8mplitude une intégrale de contcour pour éliminer les
singularités & distance finie de l'amplitude, hors des coupures H
: (ii) nous supposerons gue nous pouvons partir d'une relation de dispersion
sans soustractions. Ici encore il est facile de tenir compte d'un
nombre fini de soustracticns
(iii) enfin dans la partie A, nous supposerons que 1'amplitude a une seule
B)z. Cette simplification
assez radicale nous permettra d'y voir plus clair. Nous expliquerons

coupure, la coupﬁre de droite s > <MA+M

dans la partie B comment tenir compte de la coupure de gauche. Dans

. . 15 - . 4
C, nous décrirons la méthode de Sommer 5) pour l'évaluation quanti-

tative de la taille du domaine obtenu.
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A - Cas simplifid coupurc & droite

sculement

Nous supposons que pour -
[ee]
Fs,) =2 [
i \2
(MA+LB)

La scconde information que
d'un voisinage d'analyticité dc tous

F(s,t) ost analytique en
ticulier nous nous intércsserons aux

seuil.

<t<0
To

nous pouvons écrire

A (st,t)ds!

(33)

s'l-g

nous azllons utiliser est l'existence
les points du plan coupé  s.
t d-ns un cercle \t{<R{s). In par-

valeurs de s rdéeclles eon dessous du

Auparavant, indiquons unc précaution gui serait utile pour la

suite, dans unc préscniation rigourecuse

il serait prudent de remplacer

F{s,t) par Fw(s,t)
Fw(s,t) = f w2(x) I (s+x,t) ax (34)
ol w est une fonction & support compact dérivable un nombre suffisant de
fois. Alors pour T <t <0
1 rw Aw (s',t) ds'
W = T-:\'- J ) g' - g (35)
(MA+MB) - &
ol
p 2 \
[LW(S,.t) = J W (X’) lﬂj.‘_‘ (S'\LX,t) dX
L'avontage est que Aw(s,t) cgt unce fonction continuc de s. Les volsinages

d'analyticité sont préscrvis

servées & peu de choses preés ¢

—
w
+t

i

et

et les propridtés dc positivité (32) sont pré-

(36)
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Cependaont, pour simplifier 1'écriture nous troveillcrons dirccte-
ment avee F et AS Ct nous supposcrons que As(s,t) cst une fonction
continue de s pour les valeurs de 1t contenues dans 1l'ellipsc de Lechmann.
En fait, comme le montre l'artifice de la fonction de poids w, les risultats

sont valables dans un cadre plus général.

Nous prendrons un point 50 récl < (HA+NB)2. F(so,t) est cnaly-
tigque dans ‘t! < R(so) en t. In particulier scs dlrivécs & t = 0 existent

¢t satisfont les indégalités de Cauchy

n
Hdy y . nli
'(‘\lt) 1 (Sort) { = R(SO) (37)
=0
oiu M est le maximum supposé fini de T sur le cercle {t‘ = R(so).

Si ce maximum ecst infini, i1l suffit dc prendre R(SO) un peu plus petit.

Nous voulons calculer ccs dérivées et justificr cc que n'importc

quel physicien ‘'normal® ferait : différenticr sous 1o signe d'intégration.

Nous avons lc droit d'utiliser (33) pour TO<tSO° Donc nous

pouvons &écrirc

TTS' _ SQ> ds!' <38)

Nous remarquons maintenant gqu'en vertu de la condition de posi-
tivité (32) appliguée pour n = O 1'intégrant scra positif. pour s'™x,
x arbitraire > (MA+HB)2 pourvu quc 1 80it suffisamment voisin de zéro
T < T cer alors ie couple s',-T s'™x -1 > ~Ty scriZintérieur a la

région physique (pour le cns des masscs égales ToX - A°). Donc, pour

7 suffisammcnt petit

L
\O
~—

ds' > 0 (
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D'autre part, l'cxpression

X

P a (s9,0) =, (s'y = 1)
J T (s' - So)

A s

ds' (40)
(3,41 )2

dans loquellce 1'intégrale ¢st sur un compact, l'intigrant a une limite et
est continu en 8', o une limite qui s'obtient on prenant la limite sous

le signe d'intlgration. Par conséguent, nous obtenons

"

x d A (s',t =0)
a 1 ~
3t F (Sovt) } - dt ds! (41)

— - \T bt 2 S' -8
t=0 (I‘;A'HA.B) 0

N

Nous notcns quc, en vertu de (22), (n=1) 1'intégrant de (41) cst positif.
Done 1l'intégrale du membre de droite cst unce fonction monctone croissante de

x bornée. Par conséguent, l'intégrale

[oe]

r d 4 (s',t = 0)
dt
j 2 ds!
T4+ V- g
(1) S 0
cxiste, et évidemment
. an (st = 0
r ,
L Flegt) | =1 dst— A
at G £-0 T o s' - S0
= (M +17.)
ATB

mais d'iutre part om o, oour T asscz petit, gricce au théorém: de Rolle

an (s, -(s")

avec 0 < 1 (s') <1 ; en vertu de 1'indgalité (32) avec n=1, cettc

derniére guontité cst bornée suplricurcment par

- dA {S'IOQ
J e
X 0

EREN
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par conséqguent, on a

a F (s,,0) 1 rm d Adis' 0) 4o
+ M J(MA+MB)2 s' - s
¢t done
dAa (s',t=0)
ar (sO,t) T rw i
+ g0 T (MA+MB)2 5' - 8.

I1 rcste maintenant & généraliscr (42) au cas de —TO <t <0,

In vertu de

d A (s',t) ) d 4 (s',0)
at at

pour t négatigﬂ g' suffisamment grand, nous voyons que, puisque 1'intd-

grale (42) converge absolument, 1'intlgrale

' a A (at,t)

1 at

m™J s' - s
(

T Y ” 0
MA+LB)

converge aussi pour =T, <t = 0. Lc scul probléme cst cdonc d'identificr cette

0

~

quantité avece la Xrivée & 1. On peut le fairce & nouveau

.
i

la limitce lim {F(so,t+f)—F(sc,f)]/T. On coupe 1l'intigralc

wr V2 o < P
1'un dc (Mf+ﬂB> & x, l'autrc de x & 1l'infini. 7Tl ¢
L

st

Sroun passage a
en deux morceaux,

facile de montrer

que lc morceau de x & 1'infini pcut-&tre rendu arbitrairement petit, si 1'on

utilise (42). Dlautrc part la contribution de (H‘+MB> a
difficultés drns lec passage a lo limite. Zn conclusion,

d A (s',t)

dF (s.,t) ® —_— e
o _ 1 : at__ - ds?
at B o s' - 8, "

(My+Mp)
-T,. <1 0

0

X 1une pose pas de

(43)
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Mointenant nous notons que (43) est l'exact analogue de la rcla-
tion de dispersion (33) ¢t que les conditions de positivitd (32) s'appliquent
aussi bien 3 dAS(S,t)/dt qu'a Aﬁ(s,t). Donc nous pouvens répéter 1'argu-—
2

ment ¢t obtonir ainsi la dlriviéc geconde, et ainsi de suite., Par consiquent,
n
) A

< (s1,%) \ ds!
=0

~N
P

(44)

. .22 s!' - g
(\1"’[ +T.B) O

Hnaintenant nous romurguons gue (44) cst absolument convergent.
Dans cog conditions il est facile de se convainere guc pour s arbitraire,
. I s
en Jchors de la coupurc allant de (hﬁ+MB) 3 1'infini, 1'intégralc
n
oo d
() a(sn,8) |y a8

g' - 8

M

| 2
¢ (LA+MB)

(45)

1
-

cst convergentc. ILlle cet on fait uniformément convergentce dons tout compact
nc contenant pas la coupurc et le rapport de son intigrant a cclui de (44) est

donné en modulc par

O
A

s (213) (46)

ot u c¢st u nombre £ini sc comportant comme 1/1Im s‘ lorsque s s'ap-

proche dc la coupurc. (45) représunte done un excellent candidat pour la

continuation cnalytique en s de (d/dt)nF(s,t)%‘o. D'autrc part, (44) est
Svidemment valable pour un intervalle rdel do valcurs de 55" (45) représcente

donc bien la continuazticn analyticue

a I
" (53) A, (s1,4=0)

ds' (47)

e
|
J

N
v (MA+I'»1B )

Nous nous rappclons maintenant les incgalités de Cauchy (37) qui,

combindes avec (46) donnent

a N\t : !l Il \
(37) T (st =0} =u (shsy) (g =) (48)
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31 maintenant nous tentons de reconstruire l'amplitude de
diffusion par
n
t
F (s,t) = ¥ =~

dn
a7 (@) T (et |

t=0

noug trouvons quo le rayon de convergence de la série est donné par
t] <R (s
1t (s)
Tn conclusion nous avuns montré que F(s,t) cst analytique dans
le produit topoleogigue du plan coupé en s et du cercle Itl < R(so). Ce
résultat est précisément celui que nous attendiong intuitivement.On peut

évidemment optimiser par rapmort & s Nous discuterons cela plus loin.

0°
Notons gue la méthode suivie permet d'étendre non seulement le domaine
d'analyticité mais les bornes. En cffet, il est clair que, dans la situation

sans soustraction décrite ici, on a

F (s,t) = (s,85) F (s t]) (50)
I1 est facile de montrer gue pour e< Args<2.§ — ¢, s — o | (s,so) est
borné par une constante. ¥n fait, un argument un peu plus raffiné permet
de montrer que F(s,t) tend vers zéro & 1l'infini et que F(s,t) satisfait

une rclation de dispersion sans soustraction.

Montrons maintenant que la présence de soustractiors dans la re-—
lation de dispersion initiale (33) ne constitue pas une difficulté : il
guffit d'introduire plusieurs valeurs de e. Par exemple, si une soustraction

est néccssaire :

pour —TO <t £ 0, on appligque tout l'argument précédent & la différence des

F et 1l'on recconstruit T pour 8 guclcongque & partir d'un développement

en série de t de F(s,t) - F(s1,t}.

B - Le cas réaliste : dcux coupures

Ici nous partons de

A (u',t) auw

+~lf = (51)

J s' - 8 i u' - u

A (s',t) ds!

?

I (s,t,u) =

s [ Y

Nous sommes d'ecmbléc placés devant le probleme du choix des

variables : il cst nécessaire dc ne garder que deux variables indépendantes.
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31 nous choisissons s ¢t 1 comme variables indépendantes et

calculons (d/dt)F(so,t\ nous dfcouvrons que¢ si la dirivation sous le signe

somme ost permise, le résultat n'a pas de propriltés de positivité & causc du

fait que le dénominatceur de l'intdgrale sur la coupurc de gauche contient im—

plicitement + +: on obiicnt

PO S Tt
a(s"1) ds oy L(urt) au

4 s
1 r at A T 1
m s' - s n u' - u T (u' = u)e

L'astuce finalement trouvée consiste & considérer la fonction

F (so,t)

) (Sovt) =

2
S - (MA—MB) -

0

Montrons quec si les dirivotions sous le signe somme sont permises,

(d/dt)n®(so,t) est une somme de termes positifs. Nous avons

f AS(S',t) ds!

. 12
(s* - so) (so— (MA - MB) -t)

A=

q)(solt) =

J\ (u' t) du!
[(uv_mme)%so_(r 1)%) (s,=(15, 1)) |

—

-t (u' = (1 +F 2\ -
t (u (IA+LB) t

I1 cst clair que

(E;\As(sut)‘
g t=0

P
d "\ "
(dt/ ‘u ) l >0
t=20

d‘\ 1
>0
at/ 50" (Mﬂ—MB)Z—t
di ‘t:O
P
%%\ 1 ) >0
at/ c,=0 b ~ %
$=0

( Au (u',t) du

(52

)

(53)

54)

(55)
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ouc, et c, >0, cc qui démontre notre asscrtion.

2

Il reste évidemment & démontrer comme précédemment que l'on peut

diériver sous le signe somme. On adepte le m@me procédé qu'avant : calculer

¢ (So7o) - $ (Soi— T)

T

et découper en différeants termes. On remargue que
¢ = I AS(S',t) f (s',t) ds' + f A, (u',t) g (u',t) du’
On pcut donc écrire

¢ (So7o) - ¢(SO—T)

T

) As(s',O) - AS<S',—T)
[ £ (s',0) ds' +

J T
r . _ v

+ j A (s',7) £(s7,0) (s, 1) ds!
g s T

+ s 2 u

Cc qu'il faut romarquer est que l'existence de la limite du sccond terme

est facile a {tablir et résulte de la convergence de J [A (S',O)/S'—o ] as'.
s 0

Dornc nous devons sculement nous occuper de termes comme

by (s7,0) =4 (s"y = 1)

=

ey
=3
0
o
w
O
S
[oF
w

+- !‘j . g (u' ,O) dll'

qui peuvent 3tre traités comme dons le cos & une scule coupure.

La conclusion & laguelle on arrive cst gque l'on peut effcectivement
différenticr sous le signe somme pour calculer toutes les dirivées ¢t que cellos—

ci, comm¢ privu, sont des scmmes de termes positifs. Ceei permet unc Ccenomic

d'éeriture considérable. Sans Zerire la formulce de Leibnitz, nous pouvons

ocbteonir



n

7 a 1
\az) @ (egit) ) > 2
- - (1 -3
t=0 5q (h& JB)
(56)
. .n n
[1 ‘f (%éj\ Ay (s*,t=0) ds’ 10 (%E) Au(u',t = 0) du' ]
X | = : + =
™ s' - S5 L ‘} u' - U
2 2 o . . ,
avec uy = 2M 4200 ~ s.. Si J(so,t) setisfait les indgalités de Cauchy

(g;;f'F (s 5=0) | < Kn! (s7)
; T 0t T TR(s,)T" T
2
. . " Mo & -
on obtlentndonc, si s, > (ﬂA LB) +R(bo)
aN Vg v
1 (defAs(s ,t=0) ds g
- '
\\ s~ (1 -11)°
S < HMn! 0 A B (58)
{ n 2
i (1 M)t
/d‘\n % TR(SO)] 5, (..A MB) R(so)
= A (u',t=0) qu’
1 r\dt/
T J u' - Uy ,
On pecut alors tenter de définir
P = Fpy+ 7,
ou . 21 A As (s',t) as
D m 8' - =&
2 1 SN (u',t) du!
FG = . u' - u (59)

Des indgalités (58), il suit que

n
a ™
%) Tp (s = SO,t) |

A /
at/ S f£ixl, =0
aN’

T, (w=u,,t) |
dt/ "G "7 4 rixd, t=0
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existent ct, de plus, on peut définir pour s et u hors des coupures

PN
= ' 4o dg?
g;\n fet) | - [ d;) A (s',t=0) 4
dt/ “D'7? £20 ) st - s
avec
7d . n !
%QE%) Fy (s,t) t < (s,so) x Fonct ¥ TEZEZTJH
=0
ol
s'l—g
mn (s,so) = lax | =—
I1 suit de 1la que
n n
S /A
Z. rr\ag) Fplsit=0)

converge pour

lt] <® (s)) <8, = (-0 (60)

A B

Un résultat analogue vaut pour FG(s,t).

I1 reste a identificr FD + FG avec F. Pour ccla il suffit de

considérer le cas de s 1rdéel.

La conclusion est que TF(s,t) est analytique pour |t] <R (so}
dans un plan moins les coupurcs g réel > (K“+MB)2 [oh u (s,so) = o] ct
2 i
u réel > (M, +M )" (ol u (u,uo) = »]. La recstriction R(s.) < s.—(1 - )2

peut &ire attériuée cn prenant 5q ausci grund que possiblé pour le moment

.. ar o V@
s, voisin de (HA+HB) 1.

Le domaine d'analyticitd est donc une sortc de produit topologique
& ccci prés que si l'on choisit les variables s et t la coupure de gauche

bouge gquand t bouge. Son extrimité est & s = (MK—MB)Z—t.
£

C - Evaluation de R, rayon du cerclc tol que si Itl < R, l'amplitude ecst

analytigue dons un plan coupd
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Dans ceriazins cas, pour obtenir le meillcur résultat, il n'y a
pas d'autre solution de calculer R(so) pour un s, entre les seuils
(MA—MB)2 ct (MA+MB)2 par lcs techniques de compldtion analytigues de la
théorie des champs. C'est ce qui a ¢t¢ fait par Glaser ¢t Bessis peur le cas

6)

. . 1
pion-nucléon .

Cependant Sommer a trouvé unce prescription extrSmement simple
gui utilisc commc point de départ lecs résultats connus de Lehmann, cités
dans la 3ection 2.

15)

Sommer remarque que, dans l'argunent présenté précédemment,
. . 2
on peut cn fait prendre 5 plus grand guc lc scuil (MA+MB) pourvu que

1'on remplace F(s,t) par

T (s,t) = F(s,t) -

= RPN

, st >s (61)

L'avantage de cette opération cst que 1'on connait la dimension du

domainc d'cnalyticité & s = g Il est facile de montrer que si 50 cst
suf fisamment voisin de  sj, F(so,t), comme F(so,t) cst analytique en t

dens lo petite ellipse de Lehmann (14)'qui contient cn particulier le ccrcle
2 7. ]
[t} <2 x5 loos 8, (s,) - 1 J (62)

il c¢cst facile dc voir quc pour 50 - (MA+MB)2 ct 8y~ @ le membre de

droite tend vers zéro. Il o donc guelgue part wi maximum et donc

R > ¥ox 2 kg £COS & (sg) - 1J (63)

r T 2 <
(T-LAH.B) < By o

. 2 .
Tn appliquant cctte formule, on trouve par cxemple R = 4mﬂ pour la diffu-
sion Kmg - Km,m1n -1, ot XK - KK. HNais, pcur le cas m N, l'argumcnt

. . . . . . , 2
dircect de Glaser ¢t Bessis cst néecessaire si 1l'on veut obtenir R = 4mn.

Ici je dois cxzpliquer que cette valeur de R est extrémemint
satigfaisante pour l'csprit, car un systéme de deux misons m cst le systémc
de plus d'unc particule, le plus ldéger qui puisse 8tre Cchangé dans unc col-
lision c¢ntre particules en intcraction forte, ct il cst naturel que R soit

L wmT  avs mmmanmA An Antta macoon
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QUELQUES CONSEQUENCES DU NOQUVEAU DOMAINE D'ANALYTICITE

Je me contenterai 4'éaumérer quelques résultats.

La conséquence la plus spectaculaire est sans doute l'existence d'une
borne 1), 17) (valable en moyenne) sur l'amplitude de diffusion vers
1'avant & haute énergie et la section efficace totale

c < T _ (log s)2 (64)

totale 2

-

8)

supposait que l'amplitude de diffusion obéissait & la "représenta-

Cette borne avait été obtenue antérieurement par Froissart qui
tion de Mandelstam", dans laquelle l'amplitude est partout analy-

tique en dehors des coupures s réel > 50 t réel > tO

u réel > u..
0

11 faut comprendre que (64) représente un succés assez
étonnant étant donné qﬁe les sections efficaces totales observées
expérimentalement & haute énergic semblent avoir une variation trés
lente avec l'énergie (probablement elles tendeni vers des constantes
finies non nulles). Si l'on considdre que seules des informations trés
générales (causalité, unitarité, existence d'une masse minimum)
ont été utilisées, sans aucune description dynamique détaillée, ce

gul a été obtenu n'est pas mal,

Dans une situatior ol 1'on a une grande symétrie, comme dans la dif-
fusion m 7™ l'union des domaines d'analyticité obtenus, le plan coupé,
pour | 4| <14m§ , ou | g <i4m§ , ou |4 < 4m§ s n'est pas naturel-
le. L'unitarité peut Etre de nouweau employée, etc. De cette fagon,

on obtient (sans d'ailleurs que la solution exacte du problémebsoit
connue) un domaine d'analyticité trés grand 11), 19) et 1'on justifie
1l'emploi de la représentation de Mandelstam pour 1'amplitude w 1

comme une approximation valable lorsque l'une des variables s, t ou

u n'est pas trop grande. Cependant il est possible de montrer qu'en
1'absence d'informations‘houvellcs provenant de la théorie des.ohamps
on ne pourra pas établir par cette méthode la validité de la représen-

tation de Mandelstam exacte

Restant dans lc cadre de l'amplitude m m il est possible d'obtenir,

a partir de l'existence de ce domaine, des bornes absolues sur l'ampli-

20), 17)

tude ™ ™ pour tout point intérieur au domaine [tl< 4m§ ’
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s hors des coupures. En particulier, avec la normalisation (16),

17)

on obtient

- 100 < F (4/3, 4/3, 4/3) < 16

ot F est l'amplitude mo mo _, 1o mo et aussi 1'inégalité algé-

21)

brique

F (4, 0, 0)>=-6
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