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La situation décrite par Bros se résume comme suit 

Champs A(x) Distributions de Wightman 

Satisfaisant aux axiomes satisfaisant aux 

de Wightman conditions 

Distributions retardées 

généralisées satisfaisant 

aux conditions R. 

Quelques commentaires sur la faiblesse actuelle de <r--* 

seront faits plus bas, mais on a bon espoir que < > de

vienne dans un temps fini. 

LES CONDITIONS R 

Pour tout TL>0 on considère lfespace I K C \r\. des 

vecteurs P * / k , , - , ipn) dont chaque composante est un 

vecteur de |R f satisfaisant ZI {3* r O . Les carrés de 

quadrivecteurs dans 1R seront des carrés de Minkowsky : 
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On considère aussi |R C IR- » espace des vecteurs 

-S - (<, < ) j <• £ 1R i , Z. 4L=0. 

On dénotera par X tout sous ensemble cPindices pris parmi 

On trace dans ^espace des /S lfensemble des plans dféquations 

On appellera ^ tout ouvert de l'espace des $ f dont la 

frontière appartient à des plans <^=0 > à l'intérieur duquel 

tous les yix ont un signe déterminé. Les sont des cônes 

polyédraux dont les arêtes unidimensionnelles sont de la forme 

-4 = J(T J v\io (T e\S\ • 

(l^ 4.) A. tout ^ est associée une distribution tempérée 

^ ( p f l ; - - ^ ) Ê ( ^ ) - P e s t l a v a l e u r a u bord sur les réels 

d'une fonction holomorphe - que nous dénoterons encore Ç -

dans le tube convexe & à base imaginaire Xm P £ "^C 

V,-_ j 2 | P . Z K i < V * } ; 
c (Ttarèks J J 

(R ? i ) jp1, (_P) e s' t l.a transformée de Fourier d'une distribu

tion tempérée (̂ X) dont le support est le dual de • 
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(jR,2) Si *V" et V ont une frontière commune de dimension /1-4 f 

d'équation ~ O f alors, leurs valeurs au bord sur les réels 

aussi bien que sur les complexes, où I m px -O coïncident 

lorsque (fèe pxf < Mx > ( e t éventuellement (j^s fix) Trl̂  < \\) 

Jnz et n x sont des nombres réels positifs donnes par la 

physique• 

( R 3 ) Si quatre "contigus" dénotés par o n ^ deux a deux 

deux frontières communes > <5X =^0 J 

C^r £ °j ^ ^ ° d a n s ^fj^ ) ' t e l l e s ^ u e 1 4- J> C 1 ^ J' 

Cl^ C ̂  alors, on a l'identité sur les valeurs aux bords à l'intersec-

tion des frontières communes de G j j t 

^ X cr ^ X.T v x a 

: les Ç sont invariants de Lorentz) . 

Commentaires 0 

Les relations (̂ lAT)sont de deux sortes : 

""W"- T\T y VvL où les Wl sont linéaires, les "̂ Crr, sont non 

linéaires* Les relat ions ̂"R ),2/3, ̂ )décri tes ici sont linéaires 

En ce qui concerne on a bon espoir de montrer que 

| lOp J- satisfaisant { Ç ' } satisfaisant 
4) 

Ce travail a été fait pour Yl = 2 ; l1échec enregistré pour 

W ^ 2 provient principalement de l'ignorance de la solution 

du problème df enveloppe d1 holomorphie posé par (*R ^ ^ 3 4) # 
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Lâ. Solution de 

Les identités linéaires se trouvent être des iden

tités entre éléments d'une algèbre de Lie* Envisagées dans l fes-

, elles donnent lieu, en vertu des 

conditions de régularité des supports des (cf-Tt-l) à la 

décomposition suivante trouvée par 3ros : Soient les arêtes 

unidemensionelles définies par <j^ro ; kfhj ; on considère les 

cônes simpliciaux définis par ïl telles arêtes. A tout 

on associe une fonction Jf a dans le tube • 

Alors rR3)irapli(lu© l a décomposition de Bros 

LE PROBLEME D'ENVELOPPE D'HOLOMORPHIE . 

En termes des f devient pour le couple (¡(̂ /̂ 3 

voisinant le long de -O t 

ce qui, par le théorème de 1" Edge of the wedge" permet d é 

tendre -Ç et 2 1 ^ à un voisinage complexe de O %L O H S T 

au dessus de {J<e faf < H x S«*$ S^fc 
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On va rapidement voir que la résolution des relations 

linéaires de l'algèbre de Lie sous jacente se propa

gent dans le complexe en s 1 agrémentant de problèmes dfenve-

loppes d1holomorphie• 

Exemple : ITÎ  3 

On dessine l'espace des £>en coupant par un planton 

cbtient ainsi la moitié des cellules ^ • 

\ - • & 

\ + / _ _ _ _ V , 

^ l '„ y — *>Z z ° 

=: \<_ ^ . O 

^ - 0 - t > * z b = ° 

: 4 . Bros 

^ - V + x i • i > - \ \ , • • 
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(r/2) par exemple : î/ L j = + 

if/ ; fe^ 

etc. 

^Remarque : dans tout ce qui suitf chaque polyèdre corres

pond a une fonction analytique dans le tube X m - , H> Sj / 

H.» ê i/+ ] J < £ 

La solution de il/s'obtient soit par completion analytique 

soit par la méthode décrite pour 1/ f qui résoud aussi n'im

porte lequel des (tl'x) La réponse est la suivante : 

[ 7 - / 1 = 0 , ^ - k • S 

u = y * \ ) 

^ 3 - k l - • 

avec la notation qufun domaine représenté par un polyèdre^ 

traversé d'une ligne ondulante est l'intersection du tube 
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représenté par le polyèdre^par le domaine Ç réel > 0 

où -<fx = 0 est 1* équation du plan "ondulant
11 • 

En gênerai, 1^ solution de (&'2>) est 

Ç , I W + I f a * • ( * \ ) 

Sa» ̂  sB32r p 

où X r - - £ , ©s^ holomorT)he dans lfunion convexe 

de î ! a , W y ^a&^'Xba e s * ï l°l° T T 1 0 r' 0^ e dans lfunion convexe de 

e t ^6 P r i v 4 e d G 1 a counure 

et & est une somne de fonctions holomornhes a 

Hans des tubes contenant JŜ  • 

Il est alors clair qu'il fatit recoller ensemble 

les expressions obtenues pour -£a à partir des ed#es of 

tbe wed̂ res correspondant aux 10. faces de £^ • 

— Démonstration de dans le cas 1 / • up + 

On passe aux transformées de Pourier : soieht 

l ^ i ^ ^ l e s variables conjuguées de jpo , jpd > fe, • 

^ ] \ \ 
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On considère C(UJ§,JSA)S r ( U ; _ ^ ( ^ ) 

fa% ) signifie C fe, K, h)= O j Pl < M% 

S) 

Alors une extension de la méthode de Dyson montre qu'il existe 

une solution (l,,, £ l y § a > Ttj) » paire en Kz , tempérée, de 

l'équation de KleinGordon 

telle que 

Les propriétés de support de cette solution J7 (théorème du 

double cône, théorème c^Huygens), montrent que 

La régularité de ce support permet d'écrire F 1» ^T'fU) ^(^j ~ ̂ Crf 

où les \c~r„x ont pour supports : supp P(1)x c Xi<+*o)m 
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On peut donc écrire (régularité des supports) : 

avec i tempérée de support supp P ^ / O s u p p I T _ ^ ^ • 

Soient alors D^ t /D a v,les solutions élémentaires de 

l'équation de Klein Gordon avec support dans ?G/ J^
0 <o 

respectivement>et invôurianfces de Lorentz, 

On résoud facilement (*) 

O V 

en observant que, en vertu des supports de ^v,e^ ̂ es ^? ! 

les convolutions sont des distributions tempérées, solutions 

particulières des équations (*) , de même supports que les 

ITL, v auxquelles elles contribuent, et que les fîV v , 
<rCl) rft) 

solutions de lféquation de Klein Gordon homogène ont par 

conséquent les mêmes supports que les X ^ ^ ^ e t sont nulles 

car ces supports sont bornés soit vers les £^<o soit 

vers les f °z > O • 



- 10 -

Il s'en suit que 

• r - D * ( A u y ^ ù U s ) 

où D = y - L ^ v est la solution impaire invariante de Lorentz 

de l'équation de Klein Gordon. 

B 'où, la restriction à Quêtant licite pour une solution 

de l'équation homogène, 

En passant aux transformées de Fourier : 

/ 

P 'V ^ 1 

* [ A g 7 C ^ I 5 " ^ ' r 0 " A u , ^ ( ( " , N . K - O j 

(dans la suite on remplacera Li,V par ĴJ 

LJ,^ par LJ 

pour rappeler que les A , s'étendent analytiquèrent dans les 

tubes indiqués) 

Comme les tS sont tempérées, on peut les écrire 

Z , A / 

pour ïï entier suffisamment grand, et CL réel, de sorte que Zi 

soit bornée en ̂ , et, en utilisant la décomposition 



- 1 1 -

on obtient une decomposition de C en valeurs au bords de 

fonctions analytiques i 

~C(]M)- fe-HNaf [ v o L W l ^ j j - ^ ^ V ) 

-Va\ 1 U ^ T - r i % !KMV ;.) 

Transformant de Fourier cette décomposition dont les supports 

en | ont déjà été vus et comparant avec C(ltkt/Èz)=
lt(^(V)-'^ 

on voit facilement qu'il existe [J , LJ O "telle3 cl u e 

d 1 où : 

OU 

Q . £ . D . 
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REMARQUES 

1 ) On aurait pu dfabord faire lfenveloppe d'holo-

morphie de l [ et ^7^<Q^^\^ * avec, pour résultat $ 

puis résoudre le problème de décomposition 

U dans <—•y ; 

ce qui nous sauve dans la solution de ce problème est la 

possibilité de passer a l'espace des ^ où les supports 

s'arrangent bien. 

2) Cette situation rappelle furieusement celle que 

l'on trouve dans les notes de Martineau p. 92 (bien connues 

de nous depuis 1 962—1 963» après les indications de B. Malgran

ge, ainsi que sa démonstration du théorème de l'edge of the 

wedge et des lemmes qui y contribuent ! ) f et que nous avions 

envisagée comme symbolisant ce triple edge of the wedge : 

ce qui nous avait fait penser qu'on avait décomposition en 

fonctions holomorphes dans les enveloppes d'holomorphie 

des domaines initiaux pris deux à deux - et c'est bien le 

cas ! • 
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LE RECOLLAGE DES EDGES OF THE WEDGE 

Comme on l'a signalé plus haut, de chaque edge of the 

wedge relatif à une face S x =o , on déduit une décomposi-

tion de tout -payant cette face comme frontière» On tombe 

tout de suite sur des identités entre sommes de fonctions 

analytiques pour lesquelles le passage aux transformées de 

Fourier ne donne plus rien : 

Exemple : 

1 7 - 0 - M - • • • ' 

d'où _ IZD = \^ •= """J (enveloppes 

/ dfholomorphie 
£3 - D - — V - \/\ inconnues) 

UN PROBLEME SIMPLIFIE 

On envisage un problème modèle où les quadrivecteurs 

sont remplacés par des variables unidimensionnelles • 

Le diagramme de l'espace S correspond alors à la base 

imaginaire des tubes de définition des 

Les conditions spectrales doivent être remplacées par 
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Le problème est alors exactement soluble. 

La solution est donnée par la représentation 

^ 1 ' °~ ' ~ •*•) J (*L-*Pt) WnoPi - * Pc pi) (<*ro Pn-, ~ ̂ Po ?,>-, ) 

où ? est une permutation de (J°<^, n-) 
n 

et l'intégrale est prise pour "d'pc>M?0j . ^'Pc.../»,-,-/ > ̂ pv ,pkl., 

(les (X sont des transformées de Fourier de distributions 

de V/ightman). 

On vérifie sans peine que Ç est analytique dans les 

tubes de départ dans des voisinages complexes des régions de 

coïncidences impliquées par les conditions spectrales, et 

que ses valeurs au bord sur les réels satisfont aux relations 

linéaires • 

Si on essaye de retrouver ce résultat directement on 

rencontre déjà une bonne partie des difficultés de recollement. 

Exemple : 71=3 à nouveau : 

^ - V ' S I • ^ 7 - - l ^ i 

ici «i—-y ̂  _— I I est un problème de Cousin 
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pour le recouvrement , l^J / )'—j > 

l'étape suivante pose le problème suivant : 

y * i z n - • = ° 

qui est un problème de Cousin pour le recouvrement 

L a L 

\ ) — de 

I I ' L_ ' Lil_ I 

c'est à dire pour un tube à base conique de la forme 

d'un "angle" : (3 variables complexes) 

PROBLEMES DIVERS 

1 ) Dans l'espace ^ = »\ * on se donne H 

hy persurf aces analytiques d'équations (^P¿ ) ; Jmïji ^"BL-^o 

les JC- étant des formes linéaires homogènes à coefficients 

réels • 

On suppose que dans l IK deux des plans, p^ f a u plus 

contiennent un ?i-2-plan. On considère les tubes Va 

à bases imaginaires •les ensembles ou tous les 

Pjs- lml~:- b: ont un signe donné, et dans chaque tube, 

une fonction holomorphe admettant des valeurs au bord. 
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Si 4 cellules sont en position de Sato Steinmann 

/ ^ ><v-^ V * 

y \/AJ / P a r r aPP° rt à "E\ ° î?rl' ? elles satisfont a une 

relation 

bord \ r. r . \\- - - - c< 
Sor P/,>P; 

Alors il existe une décomposition commune de toutes ces 

fonctions : associons à chaque 1\ deux fonctions 

holomorphes dans les tubes ' Xm Li -hi £ G respecti-

vement ! 

AT 

-f, = Z ir • 
i = I 

QUESTION 2 

Quello est l'interprétation en terme de cohomologie de ce re

collement des résultats locaux au voisinage des l\* o 1 J : 

• <•/ 

2) Supposons une situation analogue à la précédente 

à ceci près que 

soit a) il n ! y ait de relations de Steinmann qu'à certaines 

des intersections P t" P j* ; 

soit b) certains rr~2 plans Pt-/̂  V- appartiennent aussi 

à un troisième 1?^ (et éventuellement d'autres) de telle 

sorte qu'il n'y ait pas de relation sur les valeurs au bord . 
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QUESTION Comment ces noeuds interviennent-ils comme 

obstruction à la décomposition finale qui n'est pas connue de 

1 1 auteur. 

Remarque 

Le problème 1) a fourni pour le cas M- L un 

schéma de décomposition qui a pu être démontré même dans le 

cas réaliste . 

3) Cohomologie de domaines "mordus" 

A part le cas du lemme de Martineau sur le cube (p«61) 

qui avait été démontré par Epstein en 1963, on peut essayer 

de dire plus proprement ce qui suit; 

On part de la situation de Martineau (Séminaire Bourbaki 

I3ème année 1960-61 } 

"V domaine d1holomorphie dans C 

K compact d1holomorphie dans V 

yx hypersurface analytique (l.em pseudoconvexe des 2 côtés) 

coupant 

Soient . — f — a " 

v± = v _ k ( M ) , i H & i 
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hC est encore un compact 

d'holomorphie 

Alors on a : 

} [ ' ( T 1 ( O'j - o -d < i t. n-X (Martineau-Bourbaki) 

M " U Ï 2 > O A< i S Kl.2, 

J - L J ( V i ; a ) , 0 (théorème 

Mais d'après la suite de Mayer Victoris : 

on a i 

o 
Par excision on a le même résultat pour K/^J 

d* Andreotu] - y - d o m a i n e d,holomorphiefen passant à la coho-

mologie relative,* + 

H* ( W u i / î i ^ V - K ' ) ? ' H * ( X ^ n ( l / + - k ' + J ) = H * ( ^ v v . K + j 
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Remarque 

Il était essentiel que 7L soit pseudoconvexe des deux côtés 

QUESTION 

Peut-on arranger ce genre de démonstration s'il y a une 

chance qu'elle soitr^correcte# 

Peut on gagner sur VVTi-3 (ceci ne résoud pas le cas ^^/^ 

de tout à l'heure). 

Si on ne peut pas gagner sur TL-3, peut on comprendre la 

différence qu'il y a entre ce cas et celui du "lemme du cube" 

de Martineau où du résultat local d'Andréotti et Grauert ? 

5 ) .... c * © P j 3 

On se donne 4 , distributions en ^ (zt) holomorphes en Z± 

pour admettant des valeurs au bord telles que 

val .bord -£*-4~ - <2* + Z~ =0 

Alors il existe -Ç±i: holomorphes dans ^ ^ 2 , ^ , Ir*^ 2 o 

admettant des valeurs auxbords; on a la décomposition 

i + . t»d ( f +* - f *~) 
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QTuESTIQIff - De quelle sorte de cohomologie sfagit-il ? 

Généralisations ? 

Ceci est-il implicitement contenu dans les notes de Martineau 

ou seulement dans Sato sous forme des ? (SafcoE Lio-w) 
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