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PERIODES DES FONCTIONS HARMONIQUES BORNEES

( Albert RAUGI )

1. PRELIMINAIRES
(1.1) Soient G un semi-groupe L.C.D. et u une mesure de probabi-

1ité sur G. Pour toute fonction borélienne f sur G, nous posons

Ry £ = [ €(p) s (@x)  (geG)

lorsque cette expression a un sens. Nous appelons fonction

u-harmonique bornée, toute fonction borélienne bornée f telle

que T = Ru f.

Nous notons H(u) 1'espace de Banach des fonctions u-
harmoniques bornées, muni de la norme de la convergence uniforme.
Nous désignons par HC (4) le sous-espace de H (¥) formé des
é1léments continus de H (H). Nous appelons HG (4) [resp. HD ) ;
HGD(U)] le sous-espace de H(H) formé par les é€léments de H (u)
uniformément continus 3 gauche (u.c.g.) [resp. uniformément

continus a droite (u.c.d.) ; u.c.g. et u.c.d.] .

(1.2) Si f est un élément de H(w) [}esp. HD(U)], pour toute
mesure de probabilité asur G, la fonction borélienne L.t
définie par

L f(g) = fo(xg)a (dx) , (geG)

est un é1ément de H(¥) [resp. HD(n)] .
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Supposons que G soit un groupe L.C.D. Alors pour tout
élément f de H(u) [resp. HD(u)] et toute mesure de probabilité
a sur G absolument continue par rapport a8 une mesure de Haar

de G , Laf est un élément de HG(w) [}esp. HGD(p)]. On en déduit

que
(1.3) Lemme.

Sotent G wun groupe L.C.D. et u une mesure de probabi-
lité sur G . Désignons par m une mesure de Haar de G . Pour tout

élément f de H(u) [resp. Hc(u) s HD(U)], 11 existe une suite
{fn}neN d'éléments de HG(uw) [resp. HG(u) ; HDG(u)] qui converge

m-p.s. (resp. qui converge ponctuellement) vers [ .

(1.4) Définition

Soient G wun groupe L.C.D. et , une mesure de probabi-
1ité sur G . Nous désignons par m une mesure de Haar de G . Nous
appelons fonction M-harmonique bornée au sens faible sur G , toute

fonction borélienne bornée telle que
Ryf = f m-p.s.

Nous désignons par ¥ () 1'espace de Banach de ces fonctions
(muni de 1a norme de L”(m)).

Du lemme (1.3) il résulte que

(1.5) Corollaire

Hc(u) = {constantes} <=> W (u)
<==> HG(u)

{constantes m-p.s.}

{constantes}

(1.6) Soit (g = & 4, (X)) P.)

o neN * N XEG) la marche aléatoire

droite de loi u sur G . Pour tout élément f de H(u), nous savons

que : f(Xn) est une martingale bornée pour toute probabilité



P,

pour tout &lément g de G ,

x € G ; lim f(Xn) existe donc Px—p.s. ¥x ¢ G et nous avons,
n

f(g) = E, [1im £(X )] = E_ [1im £f(gX )] , si G possdde un &lément

unité e .

(1.7) Lemme

Soit f e H(u) ; posons

hig,e) = [f(ge) - f(g)j2 s (g s8) € G x G .
Alors, pour tout entier r > 1

sup () [ E_[h(x_,e)] vF(dE)) < +=
xeG n>1 ¢ T "

Preuve. Nous avons

: T _ phtr 2 _oh 2
fG E [h(X ;)] w (d&) = R~ £7(x) - R £ (x)

D'od pour tout N > r ,

1
he~12

sy (x) f Ex[h(Xp.00] v’ (de)

k=1

I
il P~

R 200 - RE £20)]

k=1

1A

2
2r || £]]] -
La suite {SNCX)}NeN est donc convergente et nous avons

sup [lim SN(X)] < 2r||f||i
xeG N

(1.8) Corollaire.

Soit f e H(u) . Posons :

B(f) = {(w,8)e @ x G : les limites 1lim f(Xn(w)E) et lim f(Xn(w))
n n

existent et sont égales}.
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Alors pour tout entier r 1 et tout x € G , B(f) est un boré-

2
lien de Q x G de Px & ur - mesure 1

{(1.9) Corollaire
st f e HD(u) ,

B(f)= o' x Tu 5

o © est un borélien de Q de Px—mesure 1 ¥x e G et Tu est

le semi-groupe fermé de G engendré par le support de u

Preuve. Il suffit de remarquer que si f e HD(n), pour tout w e Q ,

{6 e G: (w,g) € B(f)} est fermé dans G

(1.10) Corollaire.

v
5¢ f e HG(u) , B(f) = | ] B(f?) est un borélien de
e G
1 , Fx € G. Pour tout élément

1V Q

Q x G de Px @ ur—mesure 1, Vr
' "
(wy,8) de B(f) , nous avons
1im sup |f(gX _(w)&) = fl(gX (w)| = 0 ,
n n
n gek

pour tout compact K de G .

Preuve. I1 suffit de -noter que si f ¢ HG(u) , alors
N g
B(£) = [] B(£®) = [ B(£ M),
geG 1eN

pour toute suite {gi}iEN dense dans G

(1.11) Corollaire.

Y]
St f e HGD(uy) , B(f) = Q' x Tu s od Q' est un borélien

de ¢ de E&-mesure 1, VeeG.
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2.~ CAS D'UN SEMIGROUPE ABELIEN

(2.1) Proposition.

Sotent S un semi-groupe abélien L.C.D. et u une mesure
de probabilité sur S . Soit f wune foncetion Eborélienne bornée sur

S . Alors nous avons

i) f e H(wl <=> ii) Vs e 5, Ve e M , v ({L f = f(s)}) =1

(avec Lsf = LES fr)

Preuve. Il est clair que ii) ==> 1i). Montrons donc que i) ==> ii}.
Soient f € H(u) et s e S. Considérons le bérélien

B (f) de @ x G du corollaire (1.8) et posons

U, ={eeG: P [{wea: (w,8) e B(H] =1}

. . P T
D'aprés ce corollaire US est un borélien de G de y -mesure 1,

pour tout entier r > 1 . Pour tout ¢ ¢ Us , nous avons

f(sg) E_ _[1im £(X )] = E_ [1lim f(£X))
s sg[ . ) s | - )]

E, [lim £(X €)] = Eg [1im f(xn)] = f(s) Q.E.D.

(2.2) Corollaire.

Soient G un semi-groupe [resp. un groupe] abélien L.C.D.
et 1w une mesure de probabilité sur G adaptée & G (Z.e. le plus
petit sous-semigroupe [resp. sous—groupe] de G engendré par le sup-
port de w est égal & G). Soit f une fonetion continue bornéde
sur S . Alors f appartient 4 Hc(u) st et seulement si f est
constante sur les sous-semigroupes s S, s € S , de S [resp. f est

constante]-
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(2.3) Remarque : Soient G un groupe abélien L.C.D. et u une mesure

el

el . . N .
de probabilité sur G. Soit ( =G, 'Y, (X ) nen » ({Px)xeG )
la marche aléatoire droite de loi u sur G.

Considérons 1'application

8 1 Q> Q

(“’())“"i°')_> (wyswy5e-e) -1
Pour tout borélien A de® , © -invariant (i.e. 6 (A) = A), nous
savons que la fonction f(x) = P |[A] est un élément de H(p).

De la proposition (2.1) , il résulte que P [A] = 1 c (x), ot C

est un borélien de G tel que m(C) ou m(C®) soit nul.
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3. - PERIODES DES FONCTIONS uw-HARMONIQUES BORNEES UNIFORMEMENT

CONTINUES A DROITE

(3.1) Théoréme : Soient G un groupe L.C.D. et v une mesure de proba-
bilité sur G ; notons Tu le semi-groupe fermé de G engendré par
le support de w . Soit H un sous-groupe fermé de G ; nous désignons
par p Lla projection naturelle de G sur H\G' Sotent x et g deux
éléments de G tels que pour Px— presque tout w de & , 11 existe

une sutte {hn( w)} " d'éléments de H telle que la suite

>1

-1
{ X " (w) hn(w) g Xh(m)} posséde une valeur d'adhérence
n>1
dans T T 1 -
u H

Alors
(¥x) Foplgxz) = foolz) ,
pour toute fonction f sup € telle que fop soit u -harmonique
H

bornée et uniformément continue 4 droite.

Preuve. Soient f wune fonction sur H\G telle que f = fopc HD(u) ;

et x, g deux é&léments de G vérifiant la propriété énoncée dans
le théoréme.
Posons

B(f) = {(w,6)e ax G : lim £(x_ (w)€) et lim £(x, ()
n n
existent et sont égales 1.

D'aprés le corollaire (1.9), il existe un borélien o de @

de Py-mesure 1, ¥V y eG, tel que 91 X Tu soit contenu dans

B(f) n B(Lg(f)).
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Considérons le sous-ensemble de @ défini par &,= {2 e .

-1

l1a suite {X n

(w) hn () g Xn(m)} > 1 posséde une valeur

-1

d'adhérence dans Tu Tﬁ }.

g, est de »Px—mesure 1. Soit v eQ, ; désignons par J(w) une suite
d'entiers telle que
lim X ! (w) ho(w) g X (9) = s ™! avec s,te T,
nE\I (u))

Nous avons

lim £ (g X (»)) = lim f(g X (e)t) lcar @
n n -1

lim £(X (@) [X | (&) h (o) g X (0)]t)
n
[car f = fop)

1 X Tﬁc;B(Lpf)J

= 1lim £(X_(w)s) [car f est u.c.d.]
neJ (w)
= lim  £(X (@) [car 2,x T, < B(£)] .

n
Autrement dit, nous avons

lim f (an) = 1lim f(Xn) P p.s. ;
n n S
et par suite
flga) =% [im feex )] =B [1im £(X )= £(x)

n n
0.E.D.

(3.2) Remarque : Si u est étalée, toute fonction p-harmonique bornée

est u.c.d.. Le théoréme (2.1) contient donc le théoréme IV.1 de [j]

(3.3) Corollaire Sotent N un groupe nilpotent L.C.D. et y une
mesure de probabilité sur N, adaptée d N. Alors HD(y) est réduit

aux constantes.
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Preuve : Si N est abé&lien, le résultat énoncé est vrai. Supposons
qu'il le soit pour les groupes nilpotents de longueur inférieure
ou égale a (r-1).

Soit N un groupe nilpotent de longueur r ; nous désignons

? = = I'Nn 9D
par©1 (N),G,DZ(N) - [N’®1,(N)] ’ .."@T(N) - I_NNL'I._]

h EN .
ML,V (.
g%n (N) ={el, la série centrale descendante de N
Soit f wune fonction p-harmonique bornée u.c.d. sur N. Posons
N(f) = {heN : f(xhy) = f(xy), Vx,y eN} ;

N(f) est un sdus—groupe fermé distingué de G.

N étant un groupe nilpotent, nous savons ( [1] lemme IV.11)
que H = TUTU—1 est un sous-groupe de N. D'aprés le théoréme (3.1),
nous avons alors

D) CDN) NH € N(£) ;

et par suite

D, N) =T M cN(E)

On en déduit que f s'écrit fop , ol p désigne 1'application

naturelle de N sur N/:D (N) et £ est une fonction p(u)-harmonique
u.c.d. sur N/ED (N) thypothése de récurrence permet alors de
conclure. ’

De méme nous avons
(3.3) Corollaire : Soit G un groupe L.C.D. qui est une extension
compacte d'un groupe de Lie résoluble connexe. Soit uune mesure de
probabilité sur G telle que TUTU-] = G. Désignons par G = GEGE une
décomposition de G en produit amalgamé de deux sous-groupes, associde
d u (voir [3]). Notons ¢ l'application naturelle de G sur hﬁ
Alors les fonctions f sup af telle que } ot appartienneGg HD(n)

G-
sont constantes .
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4. PERIODES CENTRALES DES FONCTIONS W-HARMONIQUES

BORNEES

(4.1) Soient G un groupe L.C.D. et u wune mesure de probabilité sur
L N
G. Nous désignons par (&= G, S, (Xn)new’ (Px)xcG) la marche

aléatoire droite de loi u sur G.

Si f est un él1ément de HG(®) , nous posons

U(f) = {geG: 1im ® [FxX & )] = f(x), ¥ x eG}
n €

D'aprés le corollaire (1.10), /(f) est un borélien de G de W' -mesure
1, V.r> 1.

(4.2) Définition Soit A un sous-groupe fermé distingué de G. Nous
disons que G opére de fagon compacte sur A, si tout compact de A est
contenu dans un compact de A invariant par les automorphismes
intérieurs de G et si, de plus, 1'unité de A posséde une base de

voisinagesdans A, invariants par les automorphismes intérieurs de G.

(4.3) Théoréme : Soient (Gou,f, U(f)) comme en (4.1). Nous supposons
que u est adaptée a G. Soit A un sous—groupe fermé distingué de G sur
lequel G agit de fagon compacte. Nous désignons par A(f) le sous-
groupe fermé de A engendré par AN U(f)U/f)_J.
Alors nous avons

A(f) =1 aed : flxay) = flxy) ; Vx,ye G} .

= ANUCF).
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Pour prouver le théoréme (4.3), nous commengons par
montrer le lemme
(4.4)Lemme Soient (G,u,f, Ulf), A, A(f))comme dans le théoréme (4.3).

Alors A(f) est un sous—-groupe distingué de G et A(f) = ANU(f).

Preuve : Comme f est u.c.g., il est clair que
@) U(f) ={ £eG: 1lim sup | B _[f(xX &) -f(xX )]l =0
n  xeK €- n n

¥ K compact de G 1}
o_ - ‘ -1 . n n-1
Posons B”= {e}, B=A "N\ U(f) U(f) ', puis B = BB ,
pour n>2. Nous avons A(f) = L}Bj

neN

De ®) il résulte que UB" = A" U(£).
nelN n
[En effet, raisonnons par récurrence, en supposant que B soit
contenu dans A/\U(f) pour n<p. Soit ¢ un €lément de BP ; £ s'écrit
= nuv-1 avec ne Bp_1, u,v ¢ U(f), uv-1 ¢ A. Nous avons alors,
pour tout xeG,

‘[Ee[f (xX, 8 -£ (X ]| <|E [£(x(X ¢ xn'1 )X ) -E£(x[X gX " h X, V) '

| X W - f(x[ xnnxn'ﬁ xn)] |

+

B, [EG[X nX_

-+

E, [fGX n) - £0)] |

qui montre, via (#) que e U(f)]
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D'autre part, comme f est u.c.g. et G agit de facon
compacte sur A, il est clair que f est u.c.d. sur A (i.e.
sup |f(xa)-f(x)| converge vers z&€ro quand a converge dans A vers
xeG

1'élément unité). 1I1 s'ensuit que A (W U(f) est fermé dans G et

par suite A(f) = ANLU(L).

Pour achever la preuve du lemme (4.4), il nous reste a

montrer que A(f) est distingué dans G.

Soit & un &lément de A(f) = AM\U(f). Comme U(f) est un
borélien de u ' -mesure 1, Vr >1, il existe un borélien U' de G de
p T -mesure 1, V r>1, tel que U' £c U (f).Pour tout geU', nous avons

geg !l eanue) uH) e

A(f). A(f) étant fermé, il s'ensuit
que g gg_1 eA(f) pour tout g eTU . Autrement dit

g A(f) g-1c: A(f) , V geT

Pour tout é€lément g de G, désignons par Adg 1'automorphisme
de A défini par : aeA - gag_1 eA. Puisque G agit de facon compacte
sur A, AdG est un groupe compact ; nous savons alors que le semi-

groupe AdTu de AdG est un sous-groupe de AdG. Comme u est adaptée

a G, nous avons alors AdTU = AdG et A(f) est donc distingué dans G.

Preuve du théoréme (4.3)

Du lemme (4.4) il résulte que pour tout feA(f),

lim |Bée [f(xxng)] - f(x)| = 0, V xeG.
n



Comme f est u.c.d. sur A (i.e. sup | £(xa)-f(x)]|
xeG

tend vers zéro lorsque a converge dans A vers 1'élément unité), il

est alors clair que 1l'on a pour tout compact K de G,

(¥) , 1im sup - o
n  EeA(f) NK | E, [f(xx &) -f(x); =0, VxeG.
Soient aeA(f) et x,y ¢ G. Pour tout entier naturel n,

nous avons

[fxy)-£(xay) | = [£y)- B [£0yx [ x71 yTayx 1))

De («) il résulte alors que 1'on a
fxy) = f(xay)

le théoréme (4.3) est donc démontré.
(4.5) Corollaire

Soit N un groupe nilpotent d'ordre r ; noﬁs désignons
par wi= Ny..., Nr+1: {e} sa série centrale descendante. Soient
U une mesure de probabilité sur N, adaptée & N et f un élément
de HG(u). Nous appelons ¢ Ll'application de GxG sur G qui au couple
(x,y) assoecie le prodult xy_z

Alors, d'une part, nous avons,
(1) ¥ UF) UE) s (uel®iflauy) = flay) ; V w yeG) ;

et d'autre part, il existe un borélien V(f) de GrG, de uP@uq, -

mesure 1, V p, q eW*, tel que

(2) w7In e[ver)] = twew™ ! ¢ flmuy)= flay) 5 vo,yec)

13)



14)

Preuve : - (1) est une conséquence immédiate du théoréme (4.3)

- Pour montrer (2), posons

V(f) = {(e,n)eU (£f) x U(f) : 11 existe un borélien Wg N de G de
pT-mesure 1, V r21 tel gue pour tout beW
(ebn) (nbe) ~' e u(H) uH) .

Comme U(f) est un borélien de G de uT-mesure 1, ¥ r>1, il est clair

que U(f) est de upﬂ 14 -mesure 1, V p,q >1.

Soit (£,n) un é&lément de V(f) tel que &n “Te 8771, pour
tout élément u de WE , » nous avons
[en “'onu] = eun(nue) ™ eNT qU(E) w6 = A(E)

-1

A(f) étant un sous-groupe fermé de N et £&n étant un élément de

Nr_1, il est facile de voir que {geN :[ﬁn _1,g eA(f)} est un

sous-groupe fermé de N. Comme p est adaptée 3 G, on en déduit que

) Ten ™', 6] = A(H).

Pour tous &léments x et y de G, nous avons alors

-1

f(xen"'y) = lim B, [flxn ¥X, n)] (car n e ;(f))
n
= 1im ﬂie [f(xyxng)j (d'aprés () et (1))
n
= f£(xy) (car ge y (£))
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(4.6) Corollaire ([2] Soient N un groupe nilpotent d'ordre 2 et u

une mesure de probabilité sur N, adaptée a N. Alors Hc(u) est

réduit aux constantes.

Preuve. Ce corollaire est une conséquence immédiate des corollaires

(1.5) et (4.5)

(4.7) Remarques : Soit G un groupe L.C.D. et u une mesure de
probabilité sur G. Nous désignons par m une mesure de Haar a droite
sur G.

Soit f un €lément de H(n). Pour toute mesure de probabi-
1ité o sur G, abolument continue par rapport 3 la mesure de Haar,
on voit facilement que 1'on a

[I(Laf) D W(a) U((f),

avec

: S do, =1, TN da, -1,
W(a)={£eG: lim sup| 'm [=xe™'x )= x| m(dx)=0)
n G' € dm n dm n

- .1 -1y RN 4o =
{£eG: l;mnsup L (qul) R - In I|1 01}

Nous voyons donc que la grosseur du borélien U(Luf)
est liée 3 celle de W(a). Dans [2], Guivarc'h obtient le résultat
suivant
Théoréme ([2] Th.V.4) Soient N un groupe nilpotent L.C.D., 1y une
mesure de probabilité sur N, adaptée 3 1y et possédant un moment

d'ordre A> O.
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Alors pour toute mesure de probabilité o sur N, absolument
continue par rapport 3 la mesure de Haar de N, W(o) contient le

centre de N.
De ce résultat, il résulte immédiatement que

Corollaire [2] . Soient (N,u) comme dans le théoréme. Alors

Hc(u) est réduit aux constantes.
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