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Rapport № 61 

* NOTIONS DE BASE 
SUR L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 

par 

M. METIVIER et J. PELLAUMAIL 

Sommaire 

Ce rapport constitue un cours de base approfondi sur l'intégrale 
stochastique. Il peut être lu sans aucune connaissance préalable en théorie 
des processus. On y prouve la plupart des théorèmes fondamentaux "difficiles" 
dans ce domaine : construction de 1 1 intégrale stochastique, formule de Ito 
pour un processus non continu à valeurs hilbertiennes, existence de modifi
cation "cadlag", conditions pour avoir une mesure de Doléans, existence de 
solutions fortes d'équations différentielles stochastiques (cas continu 
"avec mémoire"), décomposition de Doob-Meyer, inégalités de Burkholder, 
construction vectorielle de l'intégrale stochastique. Les divers paragraphes 
peuvent souvent être lus indépendamment les uns des autres. Ils sont tous, 
dans des mesures diverses, originaux, soit par les méthodes de démonstrations 
proposées, soit par la généralité du cadre considéré. En particulier, la 
méthode de construction de l'intégrale stochastique, et les démonstrations 
des propriétés (y compris celles des inégalités pour les martingales) sont 
très différentes de celles de Meyer-Probabilité X. 
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I N T R O D I X T U O N La formule de Ito est prouvée au paragraphe 

C dans le cas hilbertien non continu et est expli

citée sous la forme usuelle pour un processus à 
Ce cours sur 1 1 intégrale stochastique peut 

valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie. 

être lu sans aucune connaissance préalable dans ce 

domaine et, sauf au paragraphe H, n'utilise aucun 
Les notions de martingales et de mesures de 

résultat non prouvé auparavant : le lecteur a seu-
Doléans sont définies et étudiées au paragraphe D. 

lement besoin de connaître les résultats classiques 

de la théorie de la mesure et de l'intégration. 
Au paragraphe E, on montre l'existence de so-

notarament les propriétés des espaces L ? , des es-
^ lutions fortes d'équations différentielles stochas-

pérances conditionnelles E(XI CS) (cf. par exemple le 
r - tiques, dans le cas lipschitzien, par la méthode 

chapitre IV de [Met - l J ) , et divers résultats liés 
des approximations successives, les coefficients 

aux familles équi-intégrables de variables aléa-
r „t4 _ . dépendant de tout le passé du processus, 

toires (cf. le chapitre VI de L M e t - 1J)* Toutefois, 
Au paragraphe F, on montre l'existence d'un 

la compréhension du lecteur sera facilitée si 
processus prévisible ("naturel" au sens de Meyer) 

celui-ci est déjà un peu familiarisé avec la notion 
r -t associé à une mesure de Doléans. On en déduit que 

de processus (cf. le chapitre VII de [Met - l J ) . 

toute martingale est la somme d'un processus à va-

Nous avons choisi une présentation qui permet, riation bornée et d'une martingale de carré inté-

dans une large mesure, de lire les divers paragra- grable. On étudie aussi l'intégrale stochastique d'un 

phes de ce cours indépendamment les uns des autres. processus optionnel par rapport à un processus continu. 

Ceci conduit à quelques répétitions de détails. 

Plus précisément l'organigramme est le suivant : Au paragraphe G, on prouve trois inégalités 

pour une martingale réelle ; deux de ces inégalités 

B > C ^ > E sont dues à Burkholder ; la troisième semble origi-
^ ^ ^ . nale. 

A > D > F 

V S* S > > S S , S N^ H ^ ^ ^ ^ G Enfin, la "construction vectorielle" de l'inté

grale stochastique est expliquée au paragraphe H. 

c'est-à-dire que, par exemple, pour lire le para

graphe F, il suffit d'avoir lu le paragraphe A et 

une partie du paragraphe D auparavant. 

Une table des matières détaillée est donnée 

à la fin du cours (avant la bibliographie). 

Ce cours,assez dense, ne traite que certains 

théorèmes fondamentaux et "difficiles" : de nom

breux résultats classiques devraient donc être 

traités en exercice : propriétés du mouvement 

brownien, formule d'intégration par parties, théo

rème de Girsanov, e t c . . Bien entendu, les résul

tats associés ne sont pas utilisés dans le présent 

cours. 

Le paragraphe A donne quelques notions élé

mentaires de théorie générale des processus (base 

de processus, temps d'arrêt, tribu des prévisibles 

etc...) . 

L'intégrale stochastique est construite, dans 

un cadre très général, au paragraphe B. 



- Intégrale stochastique 2 -

A - NOTIONS ELEMENTAIRES 

DE THEORIE GENERALE DES PROCESSUS 0 n v é r i f i e f a c i l e m e n t <*» l a b o r n e supérieure 

_._ et la borne inférieure de deux temps d'arrêt est 

encore un temps d'arrêt. 

A.1 - BASE DE PROCESSUS 

Si u est un temps d'arrêt, on notera tí ta 

Etant donné une partie T de ÍRd'axe des J-^- • 

réels) on dira que Ca,tí,tí.) „ ) (resp. 

(9.,tí,P,(tí ) ) ) est une base de processus (resp. -S A:Actí et, VtcT, (A r\[u$t] Htí ! 

une base probabilisée de processus) si : 

(Q,<f) est un espace probabilisable (resp. (n,*,P) 3 1 s a P P a r t i e n t à T et si u = s (pour tout o.) 

t--» • *\ j. o n note que tí = tí (il n'y a donc pas d'ambiguïté 

est un espace probabtltse) et ^ u s 
dans les notations). 

(tíj_)j_CY est une famille croissante de 

sous-tribus de$. 
A.3 - INTERVALLE STOCHASTIQUE 

Dans la suite, T sera toujours soit l'inter-
„ „ - T - T ~ „ ^. Etant donné deux temps d'arrêt u et v, on no-

valle ferme [ 0 , 1 J , soit l'ensemble N des entiers r 

* , . . ,., £. , tera lwjul l'ensemble des éléments (ui3t) de Çl x T 
naturels auquel on a rajouté le point a l'infini, J J 

.^ ,.. ^ - r~ 1 tels que u(u) < 14- V(ID) ; on définit de même 
soit l'intervalle ferme LO,°°J . 

etc.. ; de tels ensembles sont appelés 

On posera T' = T\{o} et £3* = ti x T' . intervalles stochastiques. 

Dans la pratique, Q est l'espace de toutes Nous effectuons ainsi un abus de notation qui 

les réalisations possibles du hasard (avec évolu- ne nous semble pas présenter d'inconvénients pour le 

tion au cours du temps T ) , e t r e p r é s e n t e la lecteur averti ; il faut donc bien noter que, si 

tribu des événements antérieurs à l'instant t. u = s e t v = t sont deux temps d'arrêt constants, 

l'ensemble ] u,v] = ] s » t ] peut, suivant les cas. 

Dans toute la suite de ce paragraphe A, on ... ^. j o « / • i. • \ 
indiquer une partie de il x T (intervalle stochastique) 

suppose qu'on s'est donné une telle base probabili- , _ 
ou une partie de T. 

sée de processus (tt,tí,p, (<Ŝ _) t fe ^) . 

On dira que la base est A'4 * P R 0 C E S S U S 

complète si l'espace probabilisé (Œ/5*,P) est com- „ . _ tl_ . ^ _ 
L'usage a attribué au mot processus plusieurs 

plet et si chaque t r i b u t contient tous les en- ^ £ ^. 

t sens mathématiques différents. 
sembles de mesure nulle de • 

Si (H,2t) est un espace mesurable, nous dirons 
Pour tout élément t de T, on pose v ^ * i J N • v a. 

c que X est un processus a valeurs dans H st X est une 

m ^ ^ et on dit que la famille de tribus 7 . . _ v - , „ 

t+ e > Q t+e ^ appHcatzon défvme sur Çl x T, a valeurs dans H. 

f Ç ^ ) 1 4 T est continue à droite si tít = pour Par contre, on dira que X est un processus défini à 

tout élément t de T. une modification près à valeurs dans H si 

X - f*£^££2» est u n e application de T dans L^ÎÇl&P) 
Si H est un espace de Banach (muni de sa 

tribu des boréliens on notera L (£z,<F. ,P) 

o t Si X et X' sont deux processus, on dit que X' 

l'adhérence de l'ensemble des variables aléatoires ^ J . ^ _̂ ̂  
est une modification de X si, pour tout élément t de 

-étagées à valeurs dans H pour la distance de la 
t T, X t = X¿ P-p.s. 

convergence en probabilité. 
Si H est un espace topologique, on dira qu'un 

A.2 - TEMPS D'ARRET ET NOTATION tí 

u processus réel X à valeurs dans H est caaLag 

Soit u une variable aléatoire définie sur ( r e s P - c a 3 l a d ) s i ' P ° u r t o u t élément u> de fl, l'ap-

(Q,<*), à valeurs dans T (muni de la tribu des bo- plication t ~,x t(u» est une fonction continue à 

réliens). On dit que u est un temps d'arrêt (ou d - r o i t e ( r e s P ' £ o n t i n u e i gauche) (en tant que fonc

e s optionnel) si on a : pour tout élément t de t i o n d é f i n i e s u r T e t à valeurs dans H) qui admet en 

T, l'ensemble {u3 : u(u) * t} appartient à la t o u t P o i n t u n e ^ . i m i t e à gauche (resp. à droite) . Si 

tribu <f . x e s t c a d l a g ^ o n n o t e ^ t J t f t T = ( V t € T l e p r o " 
cessus caglad tel que, pour tout rationnel s, 
X = Y P-p.s. 

s s ^ 



- Integrale stochastique 3 -

On dira aussi que X est continu (resp. cad- Preuve 

lag, e t c . . ) par trajectoires si, pour tout élé

ment 0) de SI, l'application t ̂  X f c <u>) est continue
 1 < V P r o w v o n s d'abord que & est contenue dans . 

(resp. cadlag, e t c . . ) P o u r c e l a ' 1 1 s u f f i t de Prouver que, si 

B = (F x ]s,t]) appartient à , alors B appar-

On dit que deux processus X et X' sont indus- t i e n t a u s s i a ' m a i s c e c i s e d é d u i t d e c e 

tinguables si p({w : 3 t , X t « ^ x;<u»>) = 0 . En fait, q u e B = Qo.v])\(]o fu]) si v(u» - t (V o>) et 

pour l'essentiel, les processus considérés dans la u ( a ) ) = t P ° u r " £ (Q\F) et u((i)) = s pour (a) G F. 

suite le seront à une indistinguabilité près. 

2°/ Réciproquement, prouvons que (^contient . 

A.5 - TRIBU DES PREVISIBLES ; NOTATIONS & , c*et5> S o i t u u n t e m P s d ' a ^ ê t étage. On a alors une 

suite croissante (t. ) , . d'éléments de T et 
k l£k£n 

On notera vv. la famille des parties A de une suite associée ( F < k 0 1 ^ n d'éléments de<* 

ft' - Çi x T' de la forme A = F x ]]s,t] où F appar- telles que : 

tient . On notera cf6 l'algèbre engendrée par 

On notera 3> la tribu engendrée par & (ou (flh ; a ) p o u r t o u t k ' F ( k ) aPP*rtient l# 

cette tribu est appelée la tribu des prévisibles. , v , % . . ^ _ 

b) (F ) est une partition de SI 

On dira qu'un processus à valeurs dans l'espace • n 

mesurable (H,$tf) est prévisible si ce processus est c) u - ^ ' ^ ( k ) 

mesurable par rapport à la tribu des prévisibles 

(en tant qu'application de fl" dans H ) . S 1 o n P o s e \ = ( F ( k ) X ^ t ( l c ) ' P ° u r " t o u t k ' 

B, appartient à et (B ) , est une partition de 

K K l * K £ n 

A.6 - DECOMPOSITION D'UN ELEMENT DE (lemme) 3 U '0 C e ^ P r o u v e i ^ ] u ' 0 ' e t d o n c a u s s i l ° ' u ] ' 
appartient à ifr , c.q.f.d. 

Si A appartient à t/£» il existe une famille 
finie (A .) , m T d'éléments de în» qui constitue une 

% z € l A ' 8 " PROCESSUS ADAPTE 
partition de A. 

On dit qu'un processus X (resp. un processus X 
Preuve 

défini à une modification près) est adapté si, pour 

Considérons a priori la famille iÀT% des par- tout élément t de T, la variable aléatoire X t(.) est 

ties de satisfaisant à la condition du lemme, ^F^-mesurable. 

c'est-à-dire qui admettent une partition finie 

constituée d'éléments de <ft . Pour prouver que S o i t u u n e variable aléatoire définie sur 

U"=<*\ il suffit de prouver que ^'constitue une <" ' & e t a v a l e u r s d a n s T ( m u n i d e s a t r l b u d e s b o ~ 

algèbre. Pour cela, il suffit de vérifier que, si réliens) -, on vérifie immédiatement, à partir des dé-

A et B appartiennent à J? , il en est de même de finitions, que u est un temps d'arrêt si et seulement 

A \ B. Supposons donc que B = S B ± où (B.)
 s i U V^oessus X = 1 ^ est adopté. 

i=l 
est une famille finie d'éléments de Définissons 

C t par récurrence en posant c, - * rt C 1 + 1 - C.N B ± .
 A " 9 ' EXEMPLE DE TEMPS D'ARRET (proposition) 

On a C ̂ . — A N B. Pour prouver que C ̂ . appartient a ., v K - , - . , 
n+1 n+ 1 F x r Soit X un processus, a valeurs dans l'espace de 

à dh on raisonne alors par récurrence sur i ; il _ 7 „ , , . v -, ^ 
Banach H, adapté continu a droite ou continu 

suffit donc de démontrer que, si D est un élément „ 7 . > ^ > „ • ^ 

( , a gauche par trajectoires . Soient u un temps d'arrêt 

de &t , alors D \ B. est aussi un élément de ; . - -n ^ ^ * ^ j 

1 et a une constante . Pour tout élément u) de on 
or, il suffit de vérifier ceci si D est un élément 

' pose : 

de *v ce qui est immédiat en considérant les diffé- / \ 

rents cas de figures. vM=inf. j t : t € T, t | AT, (*)-Xu(a>(*) \ \ > a j 

Alors v est un temps d'arrêt relativement à la fa-
A.7 - LEMME .-7 , A férj , 

mtZZe ae tribus f * ^ ' ^ ^ ' 

L'algèbre dt*est identique à l'algèbre (M? en

gendrée par les intervalles stochastiques jo^w] Preuve 

quand u parcourt l'ensemble des temps d'arrêt éta

ges (c'est-à-dire ne prenant qu'un nombre fini de 1 1 s u f f i t d'étudier le cas T - [o,l]. Dans ce 

valeurs) cas, soient Q' l'ensemble des rationnels contenus dans 

T et ( S ( n ) ) n > Q une suite de parties finies de Q' 
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croissant vers Q' . On pose : Preuve 

v' (ü))*inf.{ t C Q \ t * u ( œ ) , | | x t ( w ) - X u ( u ) (u>) I I > a } On a évidemment 9 c @ +
 ; réciproquement, si 

H € < ^ s + / H x ] s , t ] = U H x]s + ~ , t] avec 

v (ü))-inf.{ttS(n),t > u(ü ) ) , | | x . (ü))-X. ((d) I I >a} - i , _ * > 0 „ „ (O 
n t u(U)) (H xjs + ~ , tj ) élément de C S J donc 1>J c/>. 

(avec, évidemment, la convention v' (ü))« 1 ou 

vn(u)) * 1 si les ensembles ci-dessus sont vides). A . 1 2 - CONTINUITE A GAUCHE ET PREVISIBILITE (Théorème) 

On vérifie immédiatement que, pour tout élé- S o i t H u n e s P a o e d e B a n a o h i 8 0 Í t X u n Processus 

ment ü) de fi, v' (a» = v(w) et v' (a» = inf. v (a» à fleurs dans H adapté et caglad ; X est alors pré-

visible. Notamment, si u est un temps d'arrêt, le 

Or, on vérifie immédiatement que v n est un processus réel 7r^Q Mj est prévisible. 

temps d'arrêt. Il reste donc à prouver que la li

mite v d'une suite décroissante i v ^ n ^ n > 0

 d e temps Preuve 

d'arrêt est un temps d'arrêt pour la famille de 

tribus 1 0 / Compte-tenu de A.11, on peut remplacer la famille 

( í t ) f c par la famille l^t+)t€T' c'est-à-dire 

Soit t un élément de T ; on pose supposer la famille ( < S \ _ ) ^ m continue à droite, 

\ t t & T 
A • {o): v(ü)) > t } et A(n,k) = { < * ) : V R ((A)) > t + }. c e q u e nous ferons désormais. De plus, on va sup-

D'une part, A = Ü [0 A(n,k)] . D'autre part,
 p o s e r T = C0'1]-

k>o n>o 

A(n,k) appartient à y.. t „ donc A appartient 
n > Q t+l/k 2°/ Considérons d'abord le cas où X est de la forme 

à < ^ t + 1 / k < ï u e l <I u e s o i t k ' d o n c A appartient à X = Y . l j u ^ où u et v sont deux temps d'arrêt 

ce qui prouve que v est un temps d'arrêt relative- et où Y est <$> -mesurable. Pour tout n > o , on 
. u+ 

ment à la famille de tribus pose : 

t+ t c»T " 

u(n) - l ( k + 2 U " n . 1 

k>o [k.2 *u<(k+l).2 n 
A.10 - PROCESSUS ARRETE ET LOCALISATION (définition) 

Soit u une variable aléatoire définie sur e t v ( n ) = ^ (k+2).2 n . 1 [ k > 2 ~
n * v < ( k + 1 ) . 2 ~ n ] 

) et à valeurs dans T. Si X est un processus, 

soit Z le processus défini par : Puisque u(n) + u et v(n) I v, on a : 

n-H» n-x» 
Z ((D) « X (0)) si u(ü)) i t x • lim Y . I V . x . x-i mais, pour tout n, 

* t

 n-*x> ju(n),v(n)J 

Zv(ü)) * X . N (0)) si u(0)) < t 
t u(ü)) 

Y. IT , , . .-i est prévisible (ceci se vérifie Ju(n),v(n)J * 
On dit que le processus Z est le processus X comme en A . 7 ) donc X est prévisible. 

arrêté à la variable aléatoire u. 

3 ° / Considérons le cas général. Pour tout n > o. 

Si u est un temps d'arrêt et si X est adapté, s o i t ( u ( n , k ) ) k > Q la suite croissante de temps 

on vérifie facilement que Z est aussi adapté. Etant d'arrêt définie par récurrence par : u(n,o) « O . 

donné un processus X, on introduit souvent une suite i , , . . t # 
u(n,k+l) = inf. t:t*u(n,k ) , | | x -X V , J | > -

croissante (u(n)) de temps d'arrêt telle que ( z u<n,k/+ n j 
n > ° et on pose 

lim, p[u(n) < il = 0 et on considère la suite des x n = E x l-i i 
n-*» k > Q u(n,k)+ Ju(n,k) ,u(n,k+l)J 

processus x arrêtés à u(n) . Cette technique est ap

pelée localisation. Dans ce cas, si, pour tout n, D ' u n e V***' e s t u n Processus bien défini 

le processus X arrêté à u(n) satisfait à une pro- puisque lim . u(n,k)(u) = 1 (puisque X est cag-

k-*» n 

priété (de continuité, de bornitude, e t c . . ) on dit l a d > • D'autre part X est prévisible d'après le 

que X satisfait localement à cette propriété. 2 ° ) • 
. Enfin, la suite (X11) converge uniformément 

A . U - TRIBU DES PREVISIBLES ASSOCIEE A (<*,.,) n > ° 
" — — — — — — - — — — — t+ vers X donc X est prévisible. 

(proposition) 

La tribu *P des prévisibles associée à la fa

mille (^t)j-érp
 e s t la même que la tribu des prévi

sibles tp* associée à la famille t S.T ' 
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B - INTEGRALE STOCHASTIQUE Dans ce cas, l'intégrale stochastique peut être 

D'UN PROCESSUS REGIONAL définie "par trajectoires" , le processus (Z ) 

ft t t C T 

défini par Z t = Y.dX étant défini à une modifi

cation près, s'il en est de même de X. 
B.1 ~ LE PROBLEME DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 

L'intégrale stochastique / Y.dX.est alors 

Dans tout ce paragraphe B, on se donne une n , - . . . . .• ± . ° »*> 
l'application linéaire définie sur ^ (H), à valeurs 

base probabilisée de processus (fi,̂ * ,p, ) ) K n ^ 

^ ^ t t e T dans L (S2,<y,P), telle que, pour tout élément 

et trois espaces de Banach H, J et K et une appli- . _ -i -i _ /Q . . . „. , . . _ T T . „ . 

* A = F xjs,tj de IJ<Ï et tout élément a de H, si Y = A ' * A 

cation bilinéaire de H x J dans K qui, à (y,x) élé- o n a 

ment de H x J, associe y.x élément de K. Les normes 

dans H, J et K seront notées ' | | . | | f l , | | . | | j et ' Y * d X = / a - V d X = V a * ( V V 

||.|| respectivement. 

Le problème est d'étendre cette intégrale à 

Etant donné un processus Y (en général prévi- une classe plus vaste que la classe des processus 

sible), à valeurs dans H et un processus X défini à ^t-étagés. 

une modification près et à valeurs dans J, le pro-
, _ ^ Pour alléger les notations, on posera 
blême est : 

Y dX = Y.dX . 

1°/ de définir3 pour tout élément t de T3 la varia- ' 

ble aléatoire De même, si Y est un processus prévisible et si a 
n v JV f -7 / \ v JV e s t u n e mesure définie sur la tribu des prévisibles 
Z - Y .dX = i«i -\ (s).Y .dX 

t >o 8 S J J 0 J T J S 3 on notera / Y.da au lieu de / Y.da. 

2°/ d'étudier le processus (z^tqtT ainsi défini à 

une modification près. B.3 - UNE P R E M I E R E E X T E N S I O N 

. , Considérons un processus X à valeurs dans J, 
En fait, on considère essentiellement des pro-

. n„ défini à une modification près satisfaisant à la con-
cessus qui admettent une modification cadlag (défi-

^ , , . . . x , , dition suivante : 

nie a 1 ' mdistinguabilite près) que l'on va encore 

noter X. One idée naturelle est, alors, de définir ( i ) u g x i g t g m g m g s u r g p o s U i v g a t e l u q u g } p o u r 

l'intégrale stochastique "par trajectoires", t № t processus Y <St-étage à Valeurs dans E, on 

c'est-à-dire de poser, pour tout élément w de fi , . 

Z tto) = f o Y t t o ) . d X t ( U ) E ( | | J y . # | | * , ;< j || y||* & 

Malheureusement, pour une classe indispensable de 

processus, dont le mouvement brownien réel, dX t(w) Dans ce cas, l'application Y<**JY dX définie 

ne définit pas une mesure (la fonction t ^ X t ( w ) sur S (H) et à valeurs dans L^ (fi, P ) est continue 

n'est pas à variation bornée). On est donc obligé si on considère *£ (H) comme un sous-espace de 

de construire l'intégrale stochastique d'une façon L^ffi'v^a) ; cette application se prolonge donc, de 

plus globale. façon unique, en une application linéaire continue 

définie sur L^ (fi* , ̂ , a ) et à valeurs dans L*(fi,^,P) • 
i. . . L'image, par cette application, de Y sera notée / Y dX 

B.2 - CAS DES PROCESSUS OC-ETAGES ; NOTATION G (H) y ' *~ J 

et sera appelée l'intégrale stochastique de Y par 

On notera ?(H) l'ensemble des processus - rapport à x. 

^-étages à valeurs dans H, c'est-à-dire l'ensemble 

des processus Y tels que Y - Z ai'^A(i) °^ B * 4 ~ P R Q C E S S U S REGIONAL 

i€l Z t 

(a.) . ^ est une famille finie d'éléments de H et ~ 7 . , T, * J T 1 i ici jumuuuv j unuv u vu nKLuo u « Q n fora q u t u n processus x à valeurs dans J, 
où (A(i)) . r est une famille finie associée d'élé- J*,*- • * J-J*- > _L n T V 

m i ^ ' m e o J J déftm à une modvf%catvon près, est un processus H-J-K-

ments de <str. régional si, pour tout e> 0 3 ^l existe un élément F 

de <(• tel que P(F) >, 1-e et il existe une mesure 
Compte-tenu de A.6, on peut supposer, dans 

, , ,, positive a définie et finie sur la tribu des prêvisi-
1'écriture précédente, que les ensembles (A(i)). 

; & bles tels que, pour tout processus Y &t-étage à va-
sont deux à deux disjoints et appartiennent a . 

leurs dans H, on ait : 
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Notons que, pour la construction de l'inté- B.7 - CONSTRUCTION DE LA VARIABLE ALEATOIRE JY.dX 

grale stochastique donnée ci-après, il suffit de 

. . . _ c . . Soit X un processus satisfaisant aux condi-
supposer que les mesures positives a sont Q-finies. r 

_ j. . , „ . tions B.5 (i) et (ii) (c'est-à-dire un processus 
Dans ce cas» on dira que X est 0-régional. Notons ^ 

. „ . , . _ . . . a. * i * H-J-K-régional) . Soit Y un processus qui appartient 
aussi que, si X est régional relativement à la fa-

J n , ^ _ t / £ . x • i à L-(ft ' , *Ç,a). Pour tout n, on définit la variable 
mille de tribus ( ^ t ) t t T '

 1 1 e s t régional relative- 2 
_ a , c ... _ ^ . . - . ... aléatoire Z = 1 . . . f Y.dX comme au paragraphe B.3 ; 

ment à la famille de tribus ( ^ t + > t € T < c f * A. 11) n F(n) ; * y * 
Pour m à n, on a 1 . ..Z = 1„, x «Z = Z 

F(n) m _ F(n) n _ n 
P-p.s. P-p.s. 

B . 5 - PROPOSITION , , . . ^ . . „ „ 
1 (ceci est vrai pour Y = h . l A avec A€f5V» et h ç. H, 

„ „ . . j • * j-«. . » donc ceci est vrai pour tout élément Y de Ln (ft',tf>,a) 

Un processus X a valeurs dans J et défini a 2 

. . > . „ n r v „A„> ? par linéarité et densité). La variable aléatoire 

•me modification près est un processus R-J-K-rêgional * 
, - j. ' 'i • j. „ Z » /Y.dX est alors définie comme la variable aléa-

si et seulement sг il existe une mesure positive a, J 

« J. J + + /r> ) J. toire, unique P-p.s., telle que, pour tout n, une 8utte croissante de constantes (C J . et une ^ * ^ * n n>o à 
. , /T,F J I A I ' x J (M J. 7 Z = Z.l . . . Cette variable aléatoire Z ne dé-

suite croissante (F(n)) . d'éléments de Kr tels n „ F(n) 
n>o p-p.s. 

que : pend pas du triplet ( a , ( F ( n ) ) n > Q , ( K

n ) n > Q ) 

(ceci est vrai Dour x - h.l. avec A Cjk et h £ H et 

(i) pour tout ns P\F(n)\ > 1-2 * A 
donc dans le cas général par linéarité et densité). 

(ii) pour tout n et pour tout processus Y X-étage _ „ ̂  
r Cette variable aléatoire, qui ne dépend donc que de 

à valeurs dans H, 
X et de Y est appelée l'intégrale stochastique de Y 

2 ( 2 

E(lF(nj. \ \JY.dX\\^ ) * Cn j l l y l l ^ P a r rapport à X et sera notée / Y.dX. 
B.8 - PROCESSUS INTEGRALE STOCHASTIQUE 

Preuve 6 — 

Les conditions ci-dessus impliquent évidemment Soit X un processus qui satisfait aux conditions 

les conditions données en B.4. Réciproquement, soit B.5 (i) et (ii). Soit Y un processus qui appartient à 

X un processus régional au sens indiqué en B.4. Pour L^(Œ*,^?,a). Pour tout élément t de T, on peut poser 

tout n, soient a n une mesure positive et G(n) un 

élément de <f tels que P [G(n)] * l - 2 ~ ( n + 1 ) et, pour Z t = ^ Y * 1 (flx]o,t]) > d X 

tout élément Y de f (H), on ait : 

Le processus Z = (Z,),_ w est un processus dé-
2 2 

E ^ G ( n ) " ^ /
 Y * d x l I ) * / I M I • <*a

n fint ^ u n e modification près qui est le processus 
intégrale stochastique de Y par rapport à X. 

Soient F(n) » H G(k), C n = 2 n . a n(Œ') et a la me-

k*n Notons que Z est (R-K-K régional, 

sure positive définie par 

a ( ) * Xi 2 _ ^ 1 é » 
* * a (ft') * d n U } B.9 - THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE 

n>0 n 

On vérifie immédiatement que a, (F(n)) et (C ) Plaçons-nous dans le cadre des hypothèses et 

n>o n n>Q T J t r 

satisfont aux conditions B.5 (i) et (ii). des notations indiquées en B.7 ci-dessus. Supposons, 

de plus, que la base (Q,<?,P, ( ^ t ) f c t T )
 e s t complète, 

B.6 - REMARQUE (régionalisation) que X possède une modification cadlag adaptée que l'on 

notera encore X ; soit (Y ) une suite de processus 

La proposition B.5 revient à dire que le pro- & t • n n > ° 
c?i,-étagés telle que, pour tout n, 

cessus X est régional si, pour tout n, le processus 

X "arrêté" à la variable aléatoire u(n) « 1 ^ . I l l Y-Y I 1 2 . cla ^ 8 ~ n . (C ) _ 1 

r (n) J 1
 n H n 

(qui, en général, n'est pas un temps d'arrêt) satis-
fait à U condition B . 3 (i) (pour la mesure C .a(.)). P o u r t o u t s o i t Z " l e Processus cadlag défini par 

zn<t) = / vV]°.t]r d x (z"peut être ohoisi 

On introduit ainsi une technique consistant à cadlag puisque Y^ est jfc-étaqé). Pour tout entier n 

"arrêter" par une variable aléatoire 1_ (avec P(F) soit u(n) le temps d'arrêt défini par : 

aussi voisin de 1 que l'on veut) que l'on appellera i n + 1 _ n \ 

"régionalisation" ; cette technique est évidemment u ( n ) = i n f * |
 t 1 ' I Z ( t ) ' Z ( t ) l l K > 2 j 

plus générale que celle de localisation (cf. A . 1 0 ) . , , 
(avec la convention, u(n) ( 0 ) ) = 1 si l'ensemble 

ci-dessus est vide, et si T = L 0 , 1 l 
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Soit G(n) * {a) : [u(n)] (u)) < 1 } Ceci montre, par exemple, que si X admet une 

modification continue (resp. prévisible), il en est 

Pour tout temps d'arrêt étage v, on a : . . . ^ . . . . . ̂  . 
de même de Z. De même,si u est une variable aléatoire, 

e T i I | Z n ^ Z n + 1 1 I 2 1 « E \ 1 | | f l ( Y n - Y n + 1 ) dx|| 21 ° e C i m o n t r e < ï u e
 l e Processus intégrale stochastique 

L F(n) v v [ F(n) J |o,v| J de Y par rapport au processus X arrêté à u est le 

R N I . Ii__n v n + l Ii2 processus Z arrêté à u où Z est le processus inté-

n" 1o vl " ' ' ' ' H A 

* J ' J grale stochastique de Y par rapport à X. Toutes ces 

^ g-n propriétés sont évidentes si Y est tffT-étagé ,• elles 

sont encore vraies dans le cas général compte-tenu 

On vérifie que la même propriété subsiste si du théorème de convergence dominée indiqué précédem-

v est un temps d'arrêt quelconque (puisqu'un tel ment. 

temps d'arrêt est limite d'une suite décroissante 

de temps d'arrêt étaqés) et donc, notamment, si 

F a 9 ' ' " w t a n u n c " 1 - ' * A

 B . 1 0 - CAS D'UN PROCESSUS A VARIATION BORNEE 
v = u(n) ; dans ce cas, on a : 

Soient H,J,K trois espaces de Banach. Soit une 

p[G(n)] * P [ft n F(n)] + p[F(n) A G(n)] application bilinéaire continue de (H x J) dans K 

[ ^., -t qui, à (y>x) élément de (H xJ) associe y.x élément 

llz" - Z n + 1 | | > 2-"] H F(n) ) j v c - . , * 1 a \ 
' ' v v M J ' de So%t X un processus à valeurs dans H» contvnu 

ç 2 " n + 4 n e [" | | z n z n + 1 | | 2 i l ^ droite , à variation forte bornée par trajectoires, 
L v v F ( n ) J Alors X est H-J-K-régional. 

t 2 . 2 " n 

Preuve 
Si on pose G « H { \J G(j)},ona donc P(G) « 0 

e t , si of G, l a d i t e j d e fonctions réelles t * z £ < w )
 S o i t ( A ) l e P ^ ^ s b u b réel croissant continu 

est uniformément de Cauchy, donc elle converge vers à d r o i t e v a r i a t i o n t o t a l * ** * » c'est-à-dire que, 

une fonction Z (a)). P ° u r t O U t é l é m e n t ( t ' w ) de (T x ft), on a : 
t n-1 

A (U)) - Sup Z ||X - X H 
Le processus Z ainsi défini à 1'indistingua- k=l M A' 

bilité près est une modification cadlag du proces-

„ „ „ _ „ , „ „4.^x cette borne supérieure étant prise pour toutes les 

sus Z. On a donc montré que : R *• R 
familles finies croissantes (t(k))« „ . d'éléments 

l(K£n 

Si X possède une modification cadlag,adaptée, de T telles que t(l) = 0 et t(n) • t. 

il en est de même de 

Soit e > 0. Soit n > o tel que, si F - [â  C n] , 

En fait, on a beaucoup plus que cela ; soit P(F) * 1-e . 

X un processus cadlag qui satisfait aux conditions 
B c / n . .. ,„ . . ^ .. , Pour tout élément B de tft?, on pose : 
B . 5 (i) et (ii) ; soit (Y ) est une suite de *^ 

n n>o f f 
processus prévisibles réels qui converge vers Y au a(B) = 1_{ 1 . dA (u>)} P (du)) 

Jft F
 J T 

sens de la convergence dominée ; quitte à considé-
.. . , , Cette fonction a est finie (puisque A est bornée 

rer une sous-suite, on peut supposer que l'on a, v* ^ 
. . par n si 0) appartient à F) et a-additive (Fubini) . 

pour tout n, 

Î I !» v I |2 j . 1 0 - n . .-1 Soit Y un processus t^-étagé à valeurs dans J. S I u 

||Y-Y n|| . da * j 8 .(C n) . 
a appartient à F, on a : 

Pour tout n, soit Z n une modification cadlag | j ^ j | 2 ( ^ , ] j j | 2 > 

du processus intégrale stochastique / Y n -dx ; le * 

même raisonnement que ci-dessus montre que : (inégalité de Schwarz) 

la suite de processus (Z) ^ converge P - p . s . uni- J j C J _ 

r n n>0 o r on en déduit : 

formément par trajectoires vers une modification t o 

cadlag du processus Z = J Y.dX. E < I I V ( { Y ' d X ) I I > « n ' JI M I , • * 

On voit donc que l'intégrale stochastique d o n c X e s t H-J-K-régional. 

Y^fï.dX satisfait à "un théorème de convergence 

dominée" et que, quitte à considérer une sous-suite 

on a alors une convergence uniforme par trajectoi

res P-p.s, 




















