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* NOTIONS DE BASE
SUR L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

par
M. METIVIER et J. PELLAUMAIL

Sommaire

Ce rapport constitue un cours de base approfondi sur 1l'intégrale
stochastique. Il peut étre lu sans aucune connaissance préalable en théorie
des processus. On y prouve la plupart des théorémes fondamentaux "difficiles"
dans ce domaine : construction de l'intégrale stochastique, formule de Ito
pour un processus non continu a valeurs hilbertiennes, existence de modifi-
cation "cadlag", conditions pour avoir une mesure de Doléans, existence de
solutions fortes &'équations différentielles stochastiques (cas continu
"avec mémoire"), décomposition de Doob-Meyer, inégalités de Burkholder,
construction vectorielle de 1l'intégrale stochastique. Les divers paragraphes
peuvent souvent étre lus indépendamment les uns des autres. Ils sont tous,
dans des mesures diverses, originaux, soit par les méthodes de démonstrations
proposées, soit par la généralité du cadre considéré. En particulier, la
méthode de construction de l'intégrale stochastique, et les démonstrations
des propriétés (y compris celles des inégalités pour les martingales) sont
trés différentes de celles de Meyer-Probabilité X.
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INTRODUCTION

Ce cours sur l'intégrale stochastique peut
étre lu sans aucune connaissance préalable dans ce
domaine et, sauf au paragraphe H, n'utilise aucun
résultat non prouvé auparavant : le lecteur a seu-
lement besoin de connaitre les résultats classiques
de la théorie de la mesure et de l'intégration,

notamment les propriétés des espaces L des es-

'
pérances conditionrnelles E(XIQF) (cf. ;ar exemple le
chapitre IV de [Met~1]), et divers résultats liés
aux familles équi-intégrables de variables aléa-
toires (cf. le chapitre VI de [Met—l]). Toutefois,
la compréhension du lecteur sera facilitée si

celui-ci est déja un peu familiarisé avec la notion

de processus (cf. le chapitre VII de [Met—l]).

Nous avons choisi une présentation qui permet,
dans une large mesure, de lire les divers paragra-
phes de ce cours indépendamment les uns des autres.

Ceci c¢onduit a quelques répétitions de détails.

Plus précisément l'organigramme est le suivant :

A / » D > F
\H \G

c'est-a-dire que, par exemple, pour lire le para-

B — C ——7E

graphe F, il suffit d'avoir lu le paragraphe A et

une partie du paragraphe D auparavant.

Une table des matiéres détaillée est donnée

a la fin du cours (avant la bibliographie).

Ce cours, assez dense, ne traite que certains
théorémes fondamentaux et "difficiles" de nom-
breux résultats classiques devraient donc étre
traités en exercice : propriétés du mouvement
brownien, formule d'intégration par parties, théo-
réme de Girsanov, etc... Bien entendu, les résul-
tats associés ne sont pas utilisés dans le présent

cours.

Le paragraphe A donne quelques notions élé-
mentaires de théorie générale des processus (base
de processus, temps d'arrét, tribu des prévisibles

etc...).

L'intégrale stochastique est construite, dans

un cadre trés général, au paragraphe B.

La formule de Ito est prouvée au paragraphe
C dans le cas hilbertien non continu et est expli-
citée sous la forme usuelle pour un processus &

valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.

Les notions de martingales et de mesures de

Doléans sont définies et &tudiées au paragraphe D.

Au paragraphe E, on montre l'existence de so-
lutions fortes d'équations différentielles stochas-
tiques, dans le cas lipschitzien, par la méthode
des approximations successives, les coefficients
dépendant de tout le passé du processus.

Au paragraphe F, on montre l'existence d'un
processus prévisible ("naturel" au sens de Meyer)
associé & une mesure de Doléans. On en déduit que
toute martingale est la somme d'un processus 3 va-
riation bornée et d'une martingale de carré inté-
grable. On étudie aussi l'intégrale stochastique d'un

processus optionnel par rapport & un processus continu.

Au paragraphe G, on prouve trois inégalités
pour une martingale réelle ; deux de ces inégalités

sont dues & Burkholder ; la troisiéme semble origi-

nale.

Enfin, la "construction vectorielle" de l1l'inté-

grale stochastique est expliquée au paragraphe H.

- Intégrale stochastique 1 -



A - NOTIONS ELEMENTAIRES
DE THEORIE GENERALE DES PROCESSUS

A.1 - BASE DE PROCESSUS

Etant donné une partie T de /R(1'axe des

réels) on dira que (Q,‘g,“f/t) ) (resp.

Q.%,P, Mt)t”,

une base probabilisée de processus) st :

teT
)) est une base de processus (resp.

(QF) est un espace probabilisable (resp. (2,%,P)

est un espace probabillisé) et

(qt)teT

sous—tribus de¥.

est une famille croissante de

Dans la suite, T sera toujours soit l'inter-
valle fermé [0,1] , soit l'ensemble N des entiers
naturels auquel onarajouté le point & l'infini,

soit l'intervalle fermé [O,m] .
On posera T' = TMO} et Q' = @ x T'.

Dans la pratique, § est l'espace de toutes
les réalisations possibles du hasard (avec évolu-
tion au cours du temps T), et‘{t représente la

tribu des événements antérieurs a l'instant t.

Dans toute la suite de ce paragraphe A, on
suppose qu'on s'est donné une telle base probabili-

& .
sée de processus ({2, 'P'((gt)teT)

On dira que la base (Q,(?,P,(tft)tET) est
compléte si 1'espace probabilisé (Q,%,P) est com-
plet et si chaque tribu ‘Ft contient tous les en-

sembles de mesure nulle de {f

Pour tout élément t de T, on pose

%, = e()\o %, et on dit que la famille de tribus

61)te'r
tout élément t de T.

est continue 4 droite si {Ft =t€t+ pour

Si H est un espace de Banach (muni de sa
tribu des boréliens 9¢), on notera Lg (Q,‘Ft +P)
1'adhérence de l'ensemble des variables aléatoires
<ﬁz-étagées a valeurs dans H pour la distance de la

convergence en probabilité.

A.2 ~ TEMPS D'ARRET ET NOTATION ¢Fu

Soit u une variable aléatoire définte sur
(Q,%), d valeurs dans T (mwni de la tribu des bo-
réliens). On dit que u est un temps d'arrét (ou
temps optionnel) st on a : pour tout élément t de
T, l'ensemble {w :
tribu fft.

ulw) < t} appartient & la

On vérifie facilement que la borne supérieure
et la borne inférieure de deux temps d'arrét est

encore un temps d'arrét.

S57 u est un temps d'arrdt, on notera <F; la

tribu définie par :
F =} 4AeF et, ¥reT, (Anfugt] )& |
Si s appartient a T et si u = s (pour tout )

on note que fru = ‘gs (il n'y a donc pas d'ambiguité

dans les nctations).

A.3 - INTERVALLE STOCHASTIQUE

Etant dovné deux temps d'arrét u et v, on no-
tera Ju,v] l'ensemble des éléments (w,t) de Q x T
tels que u(w) < t< viw) ; on définit de méme
w,v[, ete... ; de tels ensembles sont appelés

intervalles stochastiques.

Nous effectuons ainsi un abus de notation qui
ne nous semble pas présenter d'inconvénients pour le
lecteur averti ; il faut donc bien noter que} si
u =s et v=t sont deux temps 4'arrét constants,
1l'ensemble ]u,v] = ]s,t] peut, suivant les cas,
indiquer une partie de { x T (intervalle stochastique)

ou une partie de T.

A.4 - PROCESSUS

L'usage a attribué au mot processus plusieurs

sens mathématiques différents.

S5t (H, ) est un espace mesurable, nous dirons
que X est un processus d valeurs dans H et X eet une
application définie sur Q x T, & valeurs dans H.
Par contre, on dira que X est un processus défini 4
une modification prés 4 valeurs dans H 8i
X = (Xt)teT est une application de T dans LZ(Q,?‘,P)

Si X et X' sont deux processus, on dit que X'
est une modification de X si, pour tout élément t de
T, Xt = xé P-p.s.

Si H est un espace topologique, on dira qu'un
processus réel X a valeurs dans H est cadlag
(resp. caglad) si, pour tout élément w de Q, 1l'ap-
plication t ~aX, (w) est une fonction continue &
droite (resp. continue & gauche) (en tant que fonc-
tion définie sur T et & valeurs dans H) qui admet en
tout point une limite & gauche (resp. & droite). Si
X est cadlag, on note (Xt—)teT = (Yt)teT le pro-
cessus caglad tel gue, pour tout rationnel s,

xs = Ys P-p.s.

- Intégrale stochastique 2 -



On dira aussi. que X est continu (resp. cad-
lag, etc...) par trajectoires si, pour tout élé-
ment & de , l'application t -~ X, (w) est continue

(resp. cadlag, etc...)

On dit que deux processus X et X' sont tndis-
tinguables si P w : Ht,xt(w)# X! (@) 1) = 0. En fait,
pour l'essentiel, les processus considérés dans la

suite le seront & une indistinguabilité prés.

A.5 - TRIBU DES PREVISIBLES ; NOTATIONS &, ofet $®

On notera (R. la famille des parties A de
Q' =Q x T de la forme A = F X ]s,t] ol F appar-
tient é‘?s. On notera € l'algébre engendrée par .
On notera ] la tribu engendrée par Q. {ou d’) i
cette tribu est appelée la tribu des prévisibles.
On dira qu'un processus 4 valeurs dans l'espace
mesurable (H,#) est prévisible si ce processus est
mesurable par rapport & la tribu des prévisibles

(en tant qu'application de Q' dans H).

A.6 - DECOMPOSITION D'UN ELEMENT DE & (lemme)

57 A appartient g oF, il existe une famille
finie (Ai)i el d'é1éments de R qui congtitue une
partition de A.

Preuve

Considérons a priori la famille F' des par-
ties de (' satisfaisant & la condition du lemme,
c'est-d-dire qui admettent une partition finie
constituée d'éléments de CQ. . Pour prouver que
d’=d", il suffit de prouver que d‘.constitue une
algébre. Pour celd, il suffit de vérifier que, si
A et B appartiennent & ot , il en est de méme de

n

A \B. Supposons donc que B= U B
i=1

est une famille finie d'éléments de .. Définissons

190 Byigicn

Ci par récurrence en posant c1 = A et Ci+ = Ci\ Bi'

1

On a Cn.._1 = AN B. Pour prouver que Cn appartient

a o' on raisonne alors par récurrence+;ur i il
suffit donc de démontrer que, si D est un €lément
de ot' , alors D \Bi est aussi un élément de d" ;
or, il suffit de vérifier ceci si D est un élément
de @- ce qui est immédiat en considérant les diffé-

rents cas de figures.

A.7 - LEMME

L'algebre Aest identique & 1'algébre A en-
gendrée par les intervalles stochastiques o,u)
quand u parcourt l'engemble des temps d'arrét éta-
gés (c'est-d-dire ne prenant qu'un nombre fini de

valeurs).

Preuve

1°/ Prouvons d'abord que ¥est contenue dans d’l .
Pour cela, il suffit de prouver que, si
B = (F x ]s,t]) appartient 4 &, alors B appar-
tient aussi a df’. ; mais ceci se déduit de ce
que B = (]o,v])\(]o,u]) si viw)
u{w) =t pour we (Q\F‘) et u(w) = s pour w € F.

t (Vw) et

\J
2°/ Réciproquement, prouvons que ocontient £ .
Soit u un temps d'arr&t étagé. On a alors une
d'éléments de T et

1
1€k&n d'éléments deg

suite croissante (tk)1SkSn

une suite associée (F(k))

telles que :

a} pour tout k, F(k) appartient é‘y‘:
k

b) (F )

B i ¢ken est une partition de

n
c)u= y§ -t .1_ .

ket k'R (k)

Si on pose Bk = (F(k)x] t (k) ,1]) . pour -tout k,
B appartient a Ret (B, )

k k_ 1£k&n
]u,l] ce qui prouve que ]u,i] , et donc aussi ]o,u] '

est une partition de

appartient & (}t‘, c.q.f.4d.

A.8 - PROCESSUS ADAPTE

On dit qu'hn processus X {(resp. un processus X
défini & une modification prés) est adapté si, pour
tout €lément t de T, la variable aléatoire xt(.) est

Glt—mesurable .

Soit u une variable aléatoire définie sur
(Q,@') et 4 valeurs dans T (muni de sa tribu des bo-
réliens) ; on vérifie immédiatement, & partir des dé-
finitions, que u est un temps d'arrét si et seulement

3t le processus X = 1[0 u[ est adapté.
3

A.9 - EXEMPLE DE TEMPS D'ARRET (proposition)

Soit X un processus, d valeurs dans l'espace de
Banach H, adapté continu & droite ou continu )
d gauche par trajectoires . Solent u un temps d'arrét
et a une constante . Pour tout élément w de Q, on

pose :

v(w)=inflt : tE€T,¢t au(w),HXt(w)-Xu(m)(w)H>a

Alors v est un tempe d'arrét relativement 4 la fa—

mille de tribue (9‘t+)teT.

Preuve

Il suffit d'étudier le cas T = [0,1]. Dans ce
cas, soient Q' l'ensemble des rationnels contenus dans

T et (S(n))n une suite de parties finies de Q'

>0

- Intégrale stochastique 3 -



croissant vers Q'. On pose :

v W =inf{t¢Q',t 3 u(u)),”xt(u))-x wl]]>al

u (W)
vy(@=inf{tes(n,t 3 u(w),th(m)-xu(w) W |] >a}

(avec, évidemment, la convention v'(w)= 1 ou

vn(w) = 1 si les ensembles ci-dessus sont vides).

On vérifie immédiatement que, pour tout €lé-

ment w de €, v'(w) = v(w) et v'(w) = inf. vn(w)

Or, on vérifie immédiatement que v est un

temps d'arrét. Il reste donc & prouver que la li-

mite v d'une suite décroissante (v(n))n>o de temps
d’arrét est un temps d'arrét pour la famille de
tribus & e+

Soit t un élément de T ; on pose
A={w: viw) >t} et A(n,k) ={w: vn(w) >t + % }.

D'une part, A = U [0 A(n,k)] . D'autre part,

k>0 n>o
N A(n,k) appartient a 4 donc A appartient
n>o t+1/k
&
a ‘Vtﬂ/k quel que soit k, donc A appartient a e+

ce qui prouve que v est un temps d'arrét relative-~

ment 4 la famille de tribus (‘(t+)t6T'

A.10 - PROCESSUS ARRETE ET LOCALISATION (définition)

Soit u une variable aléatoire définie sur
(9,4“) et &4 valeurs dans T. Si X est un processus,

soit Z le processus défini par :

zt(w) = xt(m) si u(w) 3 t

Zt(w) = X (w) si u(w) €t
u

(w)
On dit que le processus 7 est le processus X
arrété a la variable aléatoire u.

Si u est un temps d'arrét et si X est adapté,
on vérifie facilement que 2 est aussi adapté. Etant
donné un processus X, on introduit souvent une suite

croissante (u(n))n>o de temps d'arrét telle que

lim, P[u(n) < 1] = 0 et on considére la suite des
n-eo

processus X arrétés a u(n). Cette technique est ap-
pelée loecalisation. Dans ce cas, si, pour tout n,
le processus X arré&té & u(n) satisfait & une pro-
priété (de continuité, de bornitude, etc...) on dit
que X satisfait localement & cette propriété.

A.11 - TRIBU DES PREVISIBLES ASSOCIFER (@'H)

(proposition)
La tribu P des prévisibles associée 4 la fa-
mille ‘(trt)tsT est la méme que la tribu des prévi-

sibles ®* associée @ la famille (<§-'t+)t er *

- Intégrale

Preuve

On a évidemment @C@+ ; réciprogquement, si
1
H € CS"S+, Hx]s,t] = &>} Hx]s +]—(- f t] avec

k>0
(H x]s + -]12- ’ t] ) élément de ® donc @E@

A.12 - CONTINUITE A GAUCHE ET PREVISIBILITE (Théor&me)

Soit H un espace de Banach ; soit X un processus
@ valeurs dans H adapté et caglad ; X est alors pré-
visible. Notamment, si u est un temps d'arrét, le

processus réel 1]0 u] est prévisible.
Ll

Preuve

1°/ Compte-tenu de A.11, on peut remplacer la famille

(q't)t:'r par la famille (tgt+)t¢T

supposer la famille (@t) continue & droite,

, c'est-a-dire
. tET
ce que nous ferons désormais. De plus, on va sup-

poser T = [0,1] .

2°/ Considérons d'abord le cas oi X est de la forme
X = Y.i] ] ol u et v sont deux temps d'arrét
u,v

et oa Y est (Fu+-mesurab1e. Pour tout n>o, on

pose :
un) = I (#2271 R
x>0 (k.2 uc (k+1) .271]
et vin) = I (k+2).27".

1 -n -n
o [x.2gv< (k+1).277]

Puisque u(n) ¥+ uet v(in) ¥ v, on a :
n>o n*e

X = lim Y.1

no

]u(n) ,v(n)] mais, pour tout n,

. i éxrif
Y l]u(n) ,v(n)] est prévisible (ceci se vérifie

coumme en A.7) donc X est prévisible.

3°/ Considérons le cas général. Pour tout n > o,
soit (u(n,k))k>o la suite croissante de temps
d'arrét définie par récurrence par : u(n,0) = O.

1

uln,k+1) = inf. t:t)u(n,k),||xt—xu(n'k)+||> =

et on pose
n

k>0 xu(n,k)+ 1]u(n,k) ,u(n,k+1)]

D'une part, X" est un processus bien défini

puisque lim . u(n,k) (W) = 1 (puisque X est cag-
ko0

lad) . D'autre part X" est prévisible d'aprés le

2°}.

Enfin, la suite (xn)n>o converge uniformément

vers X donc X est prévisible.

stochastique 4 -



B - INTEGRALE STOCHASTIQUE
D'UN PROCESSUS REGIONAL

B.1 - LE PROBLEME DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

Dans tout ce paragraphe B, on se donne une
base probabilisée de processus (Q,“ /Py (ét)t e T )
et trois espaces de Banach H, J et K et une appli-
cation bilinéaire de H X J dans K qui, & (y,x) élé-

ment de H X J, associe y.x élément de K. Les normes

dans H, J et K seront notées ] et

g 111,

| | . I |K respectivement.

Etant donné un processus Y (en général prévi-
sible), & valeurs dans H et un processus X défini &
une modification prés et a valeurs dans J, le pro-

bléme est :

1°/ de définir, pour tout élément t de T, la varia-
ble aléatoire

T
Zt = JO .Ys.dXS = I llo,t] (s).YS.dXS

2°/ d'étudier le processus (Zt)tcT atngil défini @

une modification prés.

En fait, on considére essentiellement des pro-
cessus qui admettent une modification cadlag (défi-
nie & 1'indistinguabilité prés) que l'on va encore
noter X. Une idée naturelle est, alors, de définir
l'intégrale stochastique "par trajectoires"”,

c'est-a-dire de poser, pour tout élément w de § ,

t
Zt (w) = Jo Yt(w) 'dxt (w)

Malheureusement, pour une classe indispensable de
processus, dont le mouvement brownien réel, dxt(m)
ne définit pas une mesure (la fonction tA)\Xt (w)

n'est pas a variation bornée). On est donc obligé
de construire l'intégrale stochastique d'une fagon

plus globale.

B.2 - CAS DES PROCESSUS b -ETAGES ; NOTATION f (H)

On notera & (H) l'ensemble des processus

“f—étages 4 valeurs dans H, c'est-d-dire l'ensemble

des processus Y tels que Y = ieZI ai‘lA (z) 4
(ai)i‘.I est une famille finie d'éléments de H et

ol (A(i))iiI est une famille finie associée d'élé-
ments de o€ .

Compte~tenu de A.6, on peut supposer, dans

1'écriture précédente, que les ensembles (1\(1))i .

sont deux & deux disjoints et appartiennent a R..

Dans ce cas, l'intégrale stochastique peut &tre
définie " trajectoi " 1
inie "par trajectoires , le processus (zt)tCT

t
défini par Zt = f Y.dXx étant défini & une modifi-~

o
cation prés, s'il en est de méme de X.

L'intégrale stochastique fl Y.dX est alors
1'application linéaire @éfinie sur € (), a valeurs
dans L§ ,%,p), telle que, pour tout élément
A=F x]s,t] de@: et tout élément a de H, si Y=a.1A

on a :

[ v.ax = fa.lA.dx = 1p.a. (X~ X)
Le probléme est d'étendre cette intégrale &
une classe plus vaste que la classe des processus

d:—étagés.

Pour alléger les notations, on posera

[voe] .
Ql

De méme, si Y est un processus prévisible et si a
est une mesure définie sur la tribu des prévisibles

on notera j' Y.da au lieu de IQ' Y.da.

B.3 - UNE PREMIERE EXTENSION

Considérons un processus X 4 valeurs dans J,
défini & une modification prés satisfaisant d la con-

dition suivante :

(7) 1l existe une mesure positive a telle que, pour
tout processus Y d"—étagé 4 valeurs dans H, on

att :

2 2
E(HJY.dXH ) < [|1y|| da
X H

Dans ce cas, l'application YMfY dx définie

sur % (H) et & valeurs dans LK (Q,‘?,P) est continue

si on considére € (H) comme 121n sous~espace Qe

Lg Q' ,@,a) ; cette application se prolonge donc, de
fagon unique, en une application linéaire continue
définie sur Lg Q' ,@,a) et & valeurs dans Ll;(ﬂ,@',l’) -
L'image; par cette application, de Y sera notée IY ax
et sera appelée l'intégrale stochastique de Y par

rapport a X.

B.4 - PROCESSUS REGIONAL

Y

On dira qu'un processus X & valeurs dans J,
défin?' & une modification prés, est un processus H-J-K-
régional si, pour tout €>0, il existe un élément F
de % tel que P(F) 3 1-e et 1l existe une mesure
positive a définie et finie sur la tribu des prévisi-
bles tels que, pour tout processus Y d’—étagé a va-
leurs dans H, on ait :

, YN 2
E(1p [|]1.dx]])=(]] 25 ¥.dx|| || da

2
£
Ly, 2 o]
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Notons que, pour la construction de 1l'inté-
grale stochastique donnée ci-aprés, il suffit de
supposer que les mesures positives a sont O-finies.
pans ce cas, on dira que X est O-~régional. Notons
aussi que, si X est régional relativement & la fa-
mille de tribus (& )

t'teT

ment & la famille de tribus (";t:-r)te'l‘

; 11 est régional relative-

(cf. A.11)

B.5 - PROPOSITION

Un processus X & valeurs dans J et défini &
wne modification prés est un processus H-J-K-régional
st et seulement 8l 1l existe une mesure positive a,

une suite croigsante de constantes (C ) et une

n' n>o
suite croisgante (F("))n>o d'éléments de @J tels

que :

(i} pour tout n, P[F(n)] » 1-27"

({1) pour tout n et pour tout processus Y Jf-étagé
4 valeure dans H,

2 2
Bl1pg,- I fraxll ) < ¢, IQ.||YI|H .da

Preuve

Les conditions ci-dessus impliquent évidemment
les conditions données en B.4. Réciproquement, soit
X un processus régional au sens indiqué en B.4. Pour
tout n, soient a_ une mesure positive et G(n) un
slément de ¥ tels que P [G(m] »1-2~ (0D
tout élément Y de f (H), on ait :

et, pour

2 2
B [ xaxll ) < [lI¥[1%. aa,

Soient F(n) = N G(k), ¢, = 2", an(ﬂ') et a la me-
kan
sure positive définie par

-n 1
a(.)= I 270, < @ ¢ 2l
n>o n
On vérifie immédiatement que a, (F(n)) et (C )
n>o n’ n>a

satisfont aux conditions B,5 (i) et (ii).

B.6 - REMARQUE (régionalisation)

La proposition B.5 revient & dire que le pro-
cessus X est régional si, pour tout n, le processus
X "arrété" a la variable aléatoire u(n) = lF(n)
(qui, en général, n'est pas un temps d'arrét) satis~

fait a4 la condition B.3 (i) (pour la mesure Cn.a(.)).

On introduit ainsi une technique consistant a
"arréter" par une variable aléatoire 1F (avec P(F)
aussi voisin de 1| que l'on veut) que l'on appellera
"régionalisation" ; cette technique est évidemment

plus générale que celle de localisation {cf. A.10).

B.7 - CONSTRUCTION DE LA VARIABLE ALEATOIRE IY.dX

Soit X un processus satisfaisant aux condi-
tions B.5 (i) et (ii) (c'est-a-dire un processus
H-J-K-régional). Soit Y un processus qui appartient
a Lg(ﬂ',a?,a). Pour tout n, on définit la variable

aléatoire zn = .f Y.dX comme au paragraphe B.3 ;

1F(n)

Pour m 3 n, on a 1 2z

F(n)'zm

1 .z
P-p.s. F(n) "n

P-p.s.

(ceci est vrai pour Y = h.1A avec A€®, et h ¢ H,
donc ceci est vrail pour tout élément Y de Lg(ﬂ',db,a)
par linéarité et densité). La variable aléatoire

Z= fY.dx est alors définie comme la variable aléa-
toire, unique P-p.s., telle que, pour tout n,

Z = z.1
D pop.s. F(n)

pend pas du triplet (a,(F(n))n>o f (Kn)n>o)

. Cette variable aléatoire Z ne dé-

(ceci est vrai pour X = h.IA avec A €sfet h € H et
donc dans le cas général par linéarité et densité).
Cette variable aléatoire, qui ne dépend donc que de
X et de Y est appelée l'intégrale stochastique de Y
par rapport & X et sera notée f Y.dx.

B.8 - PROCESSUS INTEGRALE STOCHASTIQUE

Soit X un processus qui satisfait aux conditions
B.5 (i) et (ii). Soit Y un processus qui appartient &
L2(Q',@?,a). Pour tout élément t de T, on peut poser

Zt = I y.l(QX]O,tl).dx

Le procegsus Z = (Zt) est un processus dé-

teT

fint & une modification prés qui est le processus

itntégrale stochastique de Y par rapport & X.

Notons que Z est R-K-K régional.

B.9 - TBEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

Plagons-nous dans le cadre des hypothéses et
des notations indiquées en B.7 ci-dessus. Supposons,
de plus, gque la base (Q,(F,P, (a;t)te.'r
que X posséde une modification cadlag adaptée que l'on

) est compladte,

notera encore X ; solt (Y )
n’nyo

5#étagés telle que, pour tout n,

une suite de processus

f[[y-y 2. aacs8™ !
n H n
Pour tout n, soit Zn le processus cadlag défini par
n n
Z(t) = f Yn'l(Qx]o,t])'dx (2 peut étre choisi
cadlag puisque Yn est dtﬁétagé). Pour tout entier n
soit u(n) le temps d'arrét défini par

u(n) = inf . %c s ]2y - Zn+1(t)||K >2™"

{avec la convention, u(n) (W) = 1 si l'ensemble

ci-dessus est vide, et si T = Eﬁ,l] ).
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soit G(n) = {w: [u(m] (w <1}

Pour tout temps d'arrét étage v, on a :

o001 12 n_ n+l 2
E[lr(n).l]zv—zv ”J'E[li‘(n)'lljllo,vl'(y Y ).dxll]

3 n_ n+l 2
‘c. [ gg- ¥ 112

¢8™"

. da

On vérifie que la méme propriété subsiste si
v est un temps d'arrét quelcongue (puisqu'un tel
temps d'arrét est limite §'une suite décroissante
de temps d'arrédt é&tagés) et donc, notamment, si

v = u(n) ; dans ce cas, on a :

Pleim] ¢ P [@ N F(m] + P[F(m) NGn)]

- +1 -
‘2“+p([||z":-z3 H>2"]nr(n))

-n n n n+1,,2
£ 2 +4.ra[||zv-zV I .1F(n)]

¢2.2°

Sionpose G= N { \J G(j)},on a donc P(G) = O
n>o j3n n
et, si wgG, la suite de fonctions réelles taz, ()

est uniformément de Cauchy, donc elle converge vers

une fonction ﬁt(w).

Le processus 2 ainsi défini & 1'indistingua-
bilité prés est une modification cadlag du proces-

sus 2. On a donc montré que :

51 X posséde une modification cadlag,adaptée,
il en est de méme de Z.

En fait, on a beaucoup plus que cela ; soit
X un processus cadlag qui satisfait aux conditions
B.5 (i) et (ii) ; soit (Y ) est une suite de
n n,o

processus prévisibles réels qui converge vers Y au
sens de la convergence dominée ; quitte & considé-
rer une sous-suite, on peut supposer que l'on a,
pour tout n,

-n -1

2 1
I[[v-ynllﬂ .dag 3z 8 .(C)
Pour tout n, soit Z, une modification cadlag

du processus intégrale stochastique f Yn.dx i le

méme raisonnement que ci-dessus montre que :

la suite de processus (2 ) converge P-p.8. uni-

n n>o
formément par trajectoires vers une modification

cadlag du processus 2 = [ Y.dX.

On voit done que l'intégrale stochastique
YanfY.dX satisfait ¢ "un théoréme de convergence
dominée” et que, quitte 4 considérer une sous-suite
on a alors une convergence uniforme par trajectoi-

res P-p.s.

Ceci montre, par exemple, que si X admet une
modification continue (resp. prévisible), il en est
de méme de Z. De méme,si u est une variable aléatoire,
ceci montre que le processus intégrale stochastique
de Y par rapport au processus X arrété 3 u est le
processus Z arrété 4 u ol Z est le processus inté-
grale stochastique de Y par rapport 4 X. Toutes ces
propriétés sont évidentes si Y est dtlétagé i elles
sont encore vraies dans le cas général compte-tenu
du théoréme de convergence dominée indiqué précédem-

ment.

B.10 - CAS D'UN PROCESSUS A VARIATION BORNEE

Sotent H,J,K trois espaces de Banach. Soit une
application bilinéaire continue de (H x J) dans K
qut, & (y,x) élément de (H x J) associe y.x élément
de K. Soit X un processus d valeurs dans H, continu
a droite, a4 variation forte bornée par trajectoires.
Alors X est H-J-K-régiomal.

Preuve

Soit (A) le processus réel croissant continu
a4 droite variation totale de X : c'est-a-dire que,

pour tout élément (t,w) de (T x ), on a :
n-1
At(w) = Sup I

- X ol
k=1 t (k)

||xt(k+1)

cette borne supérieure étant prise pour toutes les

familles finies croissantes (t(k)) d'éléments

1€k&n
de T telles que t(1) = O et t(n) = t,

Soit € > O. Soit n >0 tel que, si F = [A1 £ n],
P(F) 3 1-e .

Pour tout élément B de ;l?, on pose :

"““”*I 1{f 1..da (W} P(dw)
Q F T B

Cette fonction a est finie (puisque A est bornée

par n si w appartient a F) et g-additive (Fubini).

Soit Y un processus dtlétagé 4 valeurs dans J. Si ®
appartient 4 ¥, on a :

|| (fr.an w]]? < Al(w).JHYtIIZ. an, ()
(inégalité de Schwarz)

on en déduit :
( |]1. (I v.an]l?) ¢n . J||Y||2 . da
3

donc X est H-J-K-régional.
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