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L E S F A M I L L E S L I B R E S M A X I M A L E S D ' U N MODULE O N T - E L L E S MEME C A R D I N A L ? 

p a r 

M i c h e l L A Z A R U S 

1 . G é n é r a l i t é s 

L e t h é o r è m e d e l a d i m e n s i o n p o u r l e s e s p a c e s v e c t o r i e l s j j ] p e u t 

s ' e x p r i m e r a i n s i : t o u t e s l e s f a m i l l e s l i b r e s m a x i m a l e s d ' u n e s p a c e v e c 

t o r i e l on t toême c a r d i n a l . S o i t m a i n t e n a n t A un a n n e a u e t M u n A - m o d u l e . 

R a p p e l o n s q u ' u n e p a r t i e S de M e s t d i t e l i b r e s i t o u t e é g a l i t é d e l a f o r m e 

][ X . s = 0, o ù S ' e s t u n e p a r t i e f i n i e d e S , e n t r a î n e l e s é g a l i t é s 
s e s ' s 

À g = 0, V s e S ' . <j> e s t u n e p a r t i e l i b r e d e M. Ce p e u t ê t r e l a s e u l e ( d a n s 

l e Z - m o d u l e 2/(2) p . e . ) . 

1 . 1 . L e s p a r t i e s l i b r e s de M f o r m e n t un s o u s - e n s e m b l e i n d u c t i f , p o u r l ' i n 

c l u s i o n , d e ^ ( M ) . S o i t $ u n e f a m i l l e t o t a l e m e n t a d o n n é de p a r t i e s l i b r e s 

do M e t T s U . S . T e s t u n e p a r t i e l i b r e c a r s i \ X . t =.0, o ù 

S € i ^ t € T ' z 

T ' c T e s t f i n i e , o n a T ' C S p o u r S € 9* ; e t , S é t a n t l i b r e , = 0 

V t € T ' . 

L e t h é o r è m e d e . Z o r n e t (1.1) j u s t i f i e n t l e t i t r e . 

N o u s d i s o n s q u ' u n A - m o d u l e M v é r i f i e l a p r o p r i é t é ( P ) s i t o u t e s l e s f a 

m i l l e s l i b r e s m a x i m a l e s de M o n t mefoe c a r d i n a l . D a n s l a s u i t e , A s e r a t o u 

j o u r s s u p p o s é c o m m u t a t i f e t u n i t a i r e . R a p p e l o n s q u e t o u t e s l e s b a s e s d ' u n 

m o d u l e l i b r e M o n t même c a r d i n a l [ f j q u e n o u s n o t e r o n s d i m M. 
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S i S e s t u n e p a r t i e l i b r e d e f i , n o u s d é s i g n e r o n s p a r L ( S ) l e s o u s - m o d u l e 

l i b r e d e M e n g e n d r é p a r S ; o n a d i m L ( S ) * c a r d S . E n f i n r e m a r q u o n s q u e 

p o u r q u ' u n o p a r t i e l i b r e S de M s o i t m a x i m a l e , i l f a u t e t . i l n u f f i t q u e 

V x M, j JA / 0 : X x £ L I S ) . 

S o i e n t ( x ^ - . - x ) d e s é l é m e n t s de A n . N o u s a p p e l l e r o n s m i n e u r s d ' o r d r e p 

d u s y s t è m e ( x ^ , « . . x ) l e s m i n e u r s d ' o r d r e p de l a m a t r i c e n x p d o n t l e s 

c o l o n n e s s o n t l e s c o o r d o n n é e s , d a n s l a b a s e c a n o n i q u e d e A n , d e s x ^ 

S i 1 ^ i ^ < • . . < i ^ n , l e m i n e u r d ' o r d r e p c o r r e s p o n d a n t s e r a n o t é 

i . < . . . < i 
A 1 p . 

1.2. T o u t s y s t è m e l i b r e d e A n a a u p l u s n é l é m e n t s . 

S o i t S un s y s t è m e l i b r e d e p é l é m e n t s de A n . Qn a l ( S ) c — > A n , d ' o ù 

A P L ( S ) <--» A p A n . Comme A P L ( S ) a , A . o n a A p A n i 0, d o n c p « n ([2] }• 

1 . 3 . S o i t x « ( a ^ , . . . a^ ) € A . D i r e q u e { x } e s t u n e p a r t i e l i b r e , c ' e s t 

d i r e q u e A n n C Z t a ^ ) « 0. 

E n e f f e t , A n n C Z C a ^ ) ) 35 O A n n a.^ e t d i r a q u e { x } e s t l i b r e , c ' e s t d i r e q u ' i l 

n ' e x i s t e p a s de X n o n n u l t e l q u e X a ^ = 0 V i . 

i < . . . < i 

1 . 4 . S o i e n t x ^ . - . x e A n - ( x 1 , . . . x ) l i b r e < = = > A n n ( £ [A P ) ) - P 
P P !.,<... 

D i r e q u e ( x . f . « . x ) e s t l i b r e , c ' e s t d i r e q u e x . A . . . A x e A p A n e s t l i b r e 
1 p 1 p 

[2]. M a i s l e s c o o r d o n n é e s de x . A . . . A x . p a r r a p p o r t à l a b a s e c a n o n i q u e de 
i < . . . < i P 

A P A s o n t l a s A p . D ' o ù l e r é s u l t a t d ' a p r è s 1 . 3 . 

S o i t ^ : A n — > A n 1 a l o r s [2] i l e x i s t e Y : A n — > A n t e l La q u e 

v f Y s ï f s d e t ^ f . I % p a r s u i t e d e t ^ . A n c I m < f . 

1 . 5 . S o i t ( x 1 . . . . x n ) u n s y s t è m e l i b r e d e A n . A l o r s i l e x i s t e d <c A , n o n 

d i v i s e u r de 0, t e l q u e d A n C L ( x ^ , . . . x ^ ) . 
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S o i t * f : A n — > A n t e l l e q u e ^ ( e ^ ) s x i ( e ^ * b a s e c a n o n i q u e d e A n ) . 

d = d e t f e s t l e d é t e r m i n a n t d u s y s t è m e ( x ^ # . . . x n ) . Comme c e s y s t è m e e s t 

l i b r e , d e s t r é g u l i e r ( 1 . 4 ) , e t o n a d A n C I m Y B L ( x ^ , . . . x n ) . 

R a p p u l o n i i l u : 

Lemme d ' é v i t e m e n t ; S o i e n t p ^ , . . . . p n d e s i d é a u x p r e m i e r s de A e t L un A -

n 
m o d u l e l i b r e . A l o r s s i M e s t un s o u s - m o d u l e d e L , i n c l u s d a n s U p . L , 

i « 1 1 

i l e x i s t e i t e l q u e FI C p^l. 

On o b s e r v e d ' a b o r d q u e s i p c A , x e p L e s t é q u i v a l e n t à : 

t o u t e s l e s c o o r d o n n é e s de x ( p a r r a p p o r t à u n e b a s e d e L ) s o n t d a n s p i 

p u i s s i p e s t p r e m i e r q u e a x ê p L < = = ^ > x £ p L o u a £ p . 
n 

C e c i d i t s i M C ( J p . L , o n p e u t s u p p o s e r q u e i / j = - » p £ p . S i (1 £ p L 
i = 1 1 J 

p o u r t o u t i , s o i t x . € M \ p . L e t a £ 0 p,\p. ( q u i e x i s t e p u i s q u e p . e s t 
1 1 1 j ^ i J 1 1 

p r e m i e r e t j ^ i = > p^ cj: p j . A l o r s E o ^ x.^ € M, d o n c E a ^ x^^ e P^L p o u r un j ; 

m a i s i / j x i e p j L , e t o n e n d é d u i t q u e x ^ £ p ^ l , c e q u i e s t c o n 

t r a d i c t o i r e p u i s q u e
 x j ^ P j L e t a j j£ P j • ù o n c

 3 i : M e P ^ L -

R e m a r q u e . S i L = A , M e s t un i d é a l de A . 

1 . 6 . S o i t S l a p a r t i e m u l t i p l i c a t i v e f o r m é e d e s é l é m e n t s r é g u l i e r s de A . 

S i M e s t un A - m o d u l e , i l e s t i m m é d i a t d e d i r e q u e M v é r i f i e ( P ) , c ' e s t d i r e 

-1 -1 
q u e S M v é r i f i e , comme S A - m o d u l e , l a p r o p r i é t é ( P ) . 

1 . 7 . S o i e n t A „ , . . . A d e s a n n e a u x e t M un A , x . . . x A - m o d u l e . A l o r s 
1 n i n 

N = M A x . . . x M o ù M, e s t un A . - m o d u l e , l a m u l t i p l i c a t i o n e x t e r n e é t a n t 
1 n i i 

d o n n é e p a r 

( a 1 . . . . a n H r V . . . i y = ( a ^ . . . . ^ ) . 

On v o i t t o u t de s u i t e q u e "M v é r i f i e ( P ) " e s t é q u i v a l e n t à " I l e x i s t e i t e l 

q u e M i v é r i f i e ( P ) , e t s i C e s t l e c a r d i n a l d ' u n s y s t è m e l i b r e m a x i m a l de 
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F L , t o u s l e s s y s t è m e s l i b r e s m a x i m a u x d ' u n Fl^ o n t u n c a r d i n a l > C " . 

E n p a r t i c u l i e r , s i t o u s l e s M v é r i f i e n t ( P ) , i l e n e s t de même d e M. 

L n f i n , d i r e q u e t o u t A ^ x „ , . x A n - m o d u l e v é r i f i e ( P ) , c ' e s t d i r e q u e p o u r 

t u u L 1, t u u t , A j - U N »< lu l u v ù r i f i e ( P ) . 

2 . E x e m p l e s de m o d u l e s v é r i f i a n t [ P ) 

2 . 1 . S o i t M un A - m o d u l e l i b r e d e d i m e n s i o n i n f i n i e . A l o r s M v é r i f i e ( P ) . 

S o i e n t B une b a s e de M e t S un s y s t è m e l i b r e m a x i m a l de M. T o u t s € S p e u t 

s ' é c r i r e s * l A , b o ù B e s t u n e p a r t i e f i n i e d e B . On d é f i n i t a i n s i 
b € B s

 s 5 

u n e a p p l i c a t i o n ^ d e S d a n s l ' e n s e m b l e \ P p (B ) d e s p a r t i e s f i n i e s d e B 

t e l l e q u e fis) = B . 

- U * f ( s ) » B . S i n o n , s o i t b ' n ' a p p a r t e n a n t p a s à c e t t e r é u n i o n ; a l o r s 
s e s 

S u { b ' } e s t l i b r e : s i o tb ' + ]> a . s = 0 , o n e n d é d u i t 
S £ S ' s 

a b ' • 7 a À b . b - 0 , 
s çS' 

b 6 U B 

s e s ' s 

d ' o ù a = 0 p u i s q u e B e s t l i b r e , e t e n f i n a g = 0 V s e S ' p u i s q u e S e s t 

l i b r e . E t S n e s e r a i t p a s m a x i m a l e . 

B é t a n t i n f i n i e t l e s < f ( s ) f i n i s , un r a i s o n n e m e n t é l é m e n t a i r e de t h é o r i e 

d e s e n s e m b l e s m o n t r e a l o r s q u e c a r d B < c a r d V fS ) ^ c a r d S . 

- c a r d B >, c a r d S . S u p p o s o n s e n e f f e t c a r d B < c a r d S . Comme B e s t i n f i n i , 

o n a c a r d B * c a r d ( B ) , d ' o ù c a r d ^Pp(B) < c a r d S . I l e x i s t e r a i t d o n c 

B ' € ( P F ( B ) t e l q u e * f ~ 1 ( B ' ) s o i t i n f i n i . C e c i s i g n i f i e q u e t o u t s e * ^ ( B ' î 

r b 

s ' é c r i t 2, A , b e t s n p a r t i c u l i e r l e m o d u l e l i b r e de r a n g f i n i L ( B ' ) 
b e B ' s

 -

c o n t i e n d r a i t 1G s y s t è m e l i b r e i n f i n i V ( B r ) , c e q u i e s t i m p o s s i b l e ( 1 . 2 . 3 

E n c o n c l u s i o n , c a r d S = c a r d B n e d é p e n d p a s de S . 
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S i A t;st un c o r p s , t o u t A - m o d u l e v é r i f i e l a p r o p r i é t é ( P ) . 

V o i c i un a u t r e c a s : 

2 . 2 . S o i t A un a n n e a u r é d u i t t e l q u e M i n A s o i t f i n i . A l o r s t o u t A - m o d u l u 

v é r i f i a ( P ) . 

D ' a p r è s ( 1 . 6 ) , i l s u f f i t de l e m o n t r e r p o u r l ' a n n e a u t o t a l d e s f r a c -

-1 P 
t i o n s de A . S o i t A ' - S A c e t a n n e a u . Comme A e s t r é d u i t , S = U p e t 

M i n A 

comme M i n A e s t f i n i , l e lemme d ' é v i t e m e n t m o n t r e q u e 

M a x A * = M i n A ' * { p j j , . . . p ^ } e s t f i n i . 

n 

A ' > n A ' / p ' e s t d o n c un i s o m o r p h i s m e e n t r e A ' e t un p r o d u i t f i n i de 
c o r p s i e t l e r é s u l t a t d é c o u l e d e 1 . 7 . 

2 . 3 . S o i t A un a n n e a u i n t è g r e o u u n a n n e a u n o e t h é r i e n r é d u i t , a l o r s t o u t 

A - m o d u l e v é r i f i e ( P ) . 

C e c i r é s u l t e d i r e c t e m e n t de ( 2 . 2 ) . 

R e m a r q u e 2 . 4 . M i n A e s t un s o u s - e s p a c e t o p o l o g i q u e s é p a r é de S p e c A . 

Y . Q U E N T E L a c o n s t r u i t ( [s j . ) un a n n e a u r é d u i t , à s p e c t r e m i n i m a l c o m p a c t , 

d a n s l e q u e l i l e x i s t e un i d é a l de t y p e f i n i , f i d è l e , n e c o n t e n a n t a u c u n 

é l é m e n t r é g u l i e r . De p l u s (|jQ, p r o p . 8 ) , o n p e u t s u p p o s e r c e t a n n u a u l o c a l , 

-1 
c a r l e s p e c t r e m i n i m a l de S A e s t f e r m e d a n s l e s p e c t r e m i n i m a l de A . 

S o i e n t A c e t a n n e a u e t I = ( a ^ , . . . a ) un i d é a l de t y p e f i n i , f i 

d è l e , s a n s é l é m e n t s l i b r e s . S o i e n t ( e ^ . - . e ^ ) l a b a s e c a n o n i q u e d e A n e t 

x = I a . e . . x e s t un é l é m e n t l i b r e de A n ( 1 . 3 ) . S o i t ( x , x 0 , . . . x ) un s y s -
î i 2 p 

t è m e l i b r e m a x i m a l de A n . M o n t r o n s q u e p < n . S i n o n ( 1 . 4 a v e c p = n ) l e d é 

t e r m i n a n t d u s y s t è m e ( x , x 0 , . . . x ) s e r a i t n o n d i v i s e u r de 0 . O r c e d é t e r m i -

z n 

n a n t , d o n t l a p r e m i è r e c o l o n n e e s t (ày,-.-. . a )# e s t un é l é m e n t de I , c e q u i 

e s t p a r h y p o t h è s e c o n t r a d i c t o i r e . 

I l y a d o n c d a n s A n un s y s t è m e l i b r e m a x i m a l de c a r d i n a l p < n . 
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R e m a r q u e A 5 . V o i c i un e x e m p l e d ' a n n e a u d o n t l e s p e c t r e e s t r é d u i t à un 

p o i n t e t d ' u n m o d u l e p o s s é d a n t un s y s t è m e l i b r e m a x i m a l de un é l é m e n t e t 

un s y s t è m e l i b r e i n f i n i . 

: iu . i t A k l x I / 2 ( k » c o r p s ) . A e s t u n e k - j l v . u b r u l o c a l e du L m m l IN / (h(X ) ) * L 

n 

b a s e ( 1 , X , . . .X , . . . ) . Son r a d i c a l e s t m = (X , . . .X , . . . J e t m" - G . 
o n o n 

S o i t ^ : M — > A 0 N ) d é f i n i e p a r f il a . X . ) = ( a X , . . . , a X , . . . ) . 
1 1 o o n o 

Y e s t A - l i n é a i r e e t i n j e c t i v e . C o n s i d é r o n s l a s u i t e e x a c t e 

• > m — > A x A 0 N ) — > Il > 0 

o ù Y ( x ) = ( x , ytx)). 

I l e s t c l a i r q u e n | G x A ( | N ) e t n | A x Q

 s o i r t i n j e c t i v e s . D o n c M p o s s è d e un s y s 

t è m e l i b r e i n f i n i , i m a g e p a r II d ' u n e b a s e d e A ^ . M o n t r o n s q u e { 1 1 ( 1 , 0 ) } , 

q u i e s t l i b r e , e s t m a x i m a l . S o i t I ï ( x , y ) £ M ; o n a X Q - y e Im^p . 

S o i t X . y = ^iz), z € m. D ' o ù X . ( x , y ) = ( z , M > ( z ) ) + (X . x - z ) ( 1 , û ) e t 

o o 1 o 

X . ï ï ( x , y ) = (X . x - z ) n ( 1 , 0 ) a v e c X ¥ 0 ; { 1 1 ( 1 , 0 ) } e s t d o n c b i e n m a x i m a l . 
0 0 o 

3 . C a s d e s a n n e a u x n o e t h é r i e n s 

D a n s t o u t c e n u m é r o , A s e r a un a n n e a u n o e t h é r i e n . 

R a p p e l o n s d ' a b o r d [ 3 ] q u ' o n d é s i g n e p a r A s s A l ' e n s e m b l e d e s i d é a u x 

p r e m i e r s de A q u i s o n t a u s s i l ' a n n u l a t e u r d ' u n é l é m e n t de A . A s s A e s t f i n i 

e t c o n t i e n t l e s i d é a u x p r e m i e r s m i n i m a u x ae A . L ' e n s e m b l e d e s d i v i s e u r s de 

0 de A e s t l a r é u n i o n d e s i d é n u x de A s s A . 

3 . 1 . S o i t I un i d é a l de A . A n n I ¥ 0 < ^ > 3 p é A s s A ; I c p . 

S i A n n I ¥ 0 , t o u t é l é m e n t de I e s t d i v i s e u r de 0 ; d o n c l e L J p 
p € A s s A 

e t , d ' a p r è s l e lemme d ' é v i t e m e n t , I c p p o u r un p . R é c i p r o q u e m e n t , s i 

1 c p* O Ù p 6 A S S A , o n a p = A n n x p o u r un x n é c e s s a i r e m e n t n o n n u l ; o n a 

x i = 0 , d ' o ù A n n I ¥ 0 . 
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3 . 2 . S o i t M C A n . On s u p p o s e q u e V x € M, A n n x ¥ 0 . A l o r s AnnM ¥ 0 . 

S i x * ( a ^ , . . . a n ) € M i l e x i s t e d o n c un W 0 t e l q u e X a i = 0 V i . 

D o n c A n n (E ( a ^ ) ) ¥ 0 e t , d ' a p r è s ( 3 . 1 ) , i l e x i s t e p € A s s A t e l q u e Ho±) 

llà±) c p , d ' o ù x € p A n . A i n s i i l c U p A n e t , d ' a p r è s l e lemme d ' é v i t e m o n t , 

M C p A n p o u r un p . p s A n n x p o u r un x n o n n u l q u i a p p a r t i e n t à A n n M . 

3 . 3 . S o i t ( x ^ , . . . X p ) u n s y s t è m e l i b r e de A n . S i p < n , 3 * ï ( x ^ # . . . x , x ) 

s o i t l i b r e . 

i < . . . < i 
S o i t A p l e s m i n e u r s d ' o r d r e p d u s y s t è m e ( x „ , . . . x ) . 

1 P 

S i x » C a ^ , . . . a n ) , l e s m i n e u r s d ' o r d r e p+1 ^ n d u s y s t è m e ( x ^ , . . . x , x ) 

s o n t , a u s i g n e p r è s , 

x • " • / ; M Ï a i k 
k=1 

( i . s i g n i f i a n t q u ' o n ô t e l ' i n d i c e i . ) s i l s s o n t a u n o m b r e d e C K « N . 
K K n 

S o i t y : A n — > A ^ I n a p p l i c a t i o n A - l i n é a i r e t e l l e q u e 

i < . . . < i A 

H>(x) • ( A J P * 1 ) . ^ . e t H - I m H > . 
1 P+1 

- AnnM * 0 . S i n o n , s o i t X € AnnM e t À / 0 . P o u r t o u t e s u i t e * . . < ! ' , 

s o i t i t e l q u e i i i . V k . A l o r s 
K / V 

i < . . . < i < . . . < i i < . . < i < . . < i i < . . < i 
X f ( e j = 0 ~ > X A 1 P = ± X A J p « ± X A 1 p = C 

1 B i 
M a i s a l o r s ( x ^ , . . . X p ) n e s e r a i t p a s l i b r e ( 1 . 4 J . 

- D ' a p r è s ( 3 . 2 ) , i l e x i s t e d o n c x € A n t e l q u e A n n flx) « 0 , c e q u i e x p r i m e 

q u e ( x „ , . . . x , x ) e s t l i b r e . 
1 p 

3 . 4 . S c i t A un a n n e a u n o e t h é r i u n e t L un A - m o d u l e l i b r e . A l o r s t o u t e s l e s 

f a m i l l e s l i b r e s m a x i m a l e s d e L o n t p o u r c a r d i n a l d i m L . 

L e r é s u l t a t e s t c o n n u s i d i m L e s t i n f i n i e ( 2 . 1 ) . S i L * A n , o n a 

d i m L 3 n ; s o i t ( x „ , . . . x ) un s y s t è m e l i b r e m a x i m a l d e L . p 4 n ( 1 . 2 ) e t 
1 p 

p < n e s t i m p o s s i b l e ( 3 . 3 ) , d ' o ù p s ri. 
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R e m a r q u e 3 , 5 . S o i t A un a n n e a u n o o t h é r i e n d a n s l e q u e l t o u t é l é m e n t r é g u l i e r 

e s t i n v e r s i b l e ( p a r e x e m p l e un a n n e a u a r t i n i e n , o u l ' a n n e a u t o t a l d e s f r a c 

t i o n s d ' u n a n n e a u n o o t h é r i e n ) . A l o r s l e s b a s e s de A n s o n t l e s s y s t è m e s 

l i b r e s m a x i m a u x \\r. /\u. i n e f f e t s i ( x ^ . . . x ^ ) e s t un s y s t u m u l i b r u \m\xiim\ 

de A n , o n a p « n ( 3 , 4 J u t i l e x i s t e d n o n d i v i s e u r de • t e l q u e 

d A n C L ( x ^ # . . . x ) ( 1 . 5 ) . M a i s p a r h y p o t h è s e , d e s t i n v e r s i b l e , d o n c 

A = L . ( x ^ , . . . x ) • 

1 n 

3 . 6 . S o i t M C A n . A l o r s M p o s s è d e l a p r o p r i é t é ( P ) . 

Q u i t t e à s e p l a c e r s u r l ' a n n e a u t o t a l d e s f r a c t i o n s de A ( 1 . 6 ) , o n 

p e u t s u p p o s e r q u e t o u t é l é m e n t r é g u l i e r de A e s t i n v e r s i b l e . 

S o i e n t ( x , , , . . . X p ) e t ( y ^ * - « » y ) d e u x s y s t è m e s l i b r e s m a x i m a u x d e M. 

I l e x i s t e x . . . . . x e t y „ , . . . y t e l s q u e ( x „ , . . . x ) e t ( y „ , . . . y ) s o i e n t 
p+1 n -*q+1 J n ^ 1 n . 1 J n 

d e s b a s e s de A n ( 3 . 5 ) . S u p p o s o n s e n f i n p < q . On a y ^ = E a _ Xy 

P o s o n s 

« 4 = 1 Qi4 *a S = I a . 4 x , , N = ( 6 , . . . 3 ) e t x = E A . $ . £ N ; 
1 J * P J > P ^ 1 q 

q q 
l ' é l é m e n t x ' = Y X . a . + x - Y A. y . e s t d a n s M. 

1=1 1=1 

D o n c i l e x i s t e A 0 : A x ' <c L ( x „ , . . . x ) . 
1 P 

D ' o ù A x € L ( x , , , . . x ) O N C L ( X „ , . . - X ) O L ( x A . , . . . x ) = • . D o n c Ax = 0 . 
1 p 1 p p+1 n 

D ' a p r è s ( 3 . 2 ) . i l e x i s t e A / 0 : AN = G . 

C o n s i d é r o n s l a m a t r i c e ( y 1 # . - . y n ) p a r r a p p o r t à l a b a s e ( x ^ . - . x ^ . 

C ' e s t un t a b l e a u : 

P n - p 

B q 

n - q 

o ù B e s t l a m a t r i c e d e ( f t j * - « - B q ) e "k t o u s l e s t e r m e s de B s o n t a n n u l é s p a r 

A . Comme n - q < n - p , i l e s t c l c i r q u e A d e t ( X ) = 0 . 

file:///m/xiim/
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H a i s ( y ^ , - . . y ) é t a n t un s y s t è m e l i b r e , d e t X e s t i n v e r s i b l e , d ' o ù X = 0 . 

Ce q u i e s t c o n t r a d i c t o i r e . D o n c q < p . De même q e t p = q . c . q . f . d . 

3j_7. S o i t M un A - m o d u l e p o s s é d a n t un s y s t è m e l i b r e i n f i n i . A l o r s M v é r i f i e 

( P ) . 

S o i t T un s y s t è m e l i b r e i n f i n i d e M e t S un s y s t è m e l i b r e m a x i m a l . 

P o u r t o u t t e l , 3 x , / 0 : X ^ . t = 7 a S . s o ù S ^ € î T - ( S ) . C e c i d é f i n i t 
t t ^ p t F 

u n e a p p l i c a t i o n ? : T —> l P p ( S ) t e l l e q u e ^ ( t ) = S t . S u p p o s o n s 

c a r d T > c a r d S . A l o r s , T é t a n t i n f i n i , s i S e s t f i n i o u s i S e s t i n f i n i 

( e t a l o r s c a r d ÇPp(S) s c a r d S ) , o n a c a r d T > c a r d £ ï p (S ) . D o n c i l e x i s t e 

S ' € ^ F ( S ) : f " 1 ( S ' ) s o i t i n f i n i . 

Comme A e s t n o e t h é r i e n e t L ( S ' ) de t y p e f i n i , N = L ( S ' ) H K ^ " 1 ( S ' ) ) 

e s t de t y p e f i n i . S o i e n t x ^ . - . x ^ d e s g é n é r a t e u r s d e IM. Ce s o n t d e s é l é m e n t s , 

e n n o m b r e f i n i , d e L ( f ~ 1 ( S ' ) ) d o n c 3 T ' C f ^ t S ' ) , f i n i e , t e l l e q u e 

x i € l ( T ' ) V i , o u N c L ( T ' ) . S o i t a l o r s t 6 "*f""1 CS B ) \ T f , i l e x i s t e X / 0 

t e l q u e X t € L ( S ' ) , d o n c X t e (M. D ' o ù X t e L ( T ' ) . Ce q u i e s t c o n t r a d i c t o i r e 

c a r l e s y s t è m e T ' u { t } e s t l i b r e . 

E n r é s u m é , s i T e s t un s y s t è m e l i b r e i n f i n i de M e t S un s y s t è m e l i b r e 

m a x i m a l , o n a c a r d T i c a r d S . E n p a r t i c u l i e r , t o u s l e s s y s t è m e s m a x i m a u x 

s o n t i n f i n i s e t o h v o i t q u ' i l s o n t mémo c a r d i n a l . 

j . 8 . S o i t M un s o u s - m o d u l c d ' u n m o d u l e p l a t . A l o r s M v é r i f i e ( P ) . 

L e r é s u l t a t e s t c o n n u ( 3 . 7 ) s i M p o s s è d e un s y s t è m e l i b r e i n f i n i . 

S i n o n , s o i e n t ( x . , . . . x ) e t ( y , . . . y ) d e u x s y s t è m e s l i b r e s m a x i m a u x de M, 
T p i q 

N = ( x „ , . . . x , y ^ i - ' - y ) • ( x . , . . . x ) e t ( y „ , - . . y ) s o n t e n c o r e d e s s y s t è m e s 
1 p J 1 * q 1 p J 1 * q 

l i b r e s m a x i m a u x de N - N , de t y p e f i n i s u r A n o e t h é r i e n , e s t de p r é s e n t a t i o n 

f i n i e ; e t comme N C M, N e s t s o u s - m o d u l e d ' u n m o d u l e p l a t E . 

D o n c [ 4 ] l ' i n j e c t i o n N — — > E s e f a c t o r i s e e n N —^—> L ——i> E o ù L e s t 

l i b r e d e t y p e f i n i , e t j i n j e c t i v e . D ' a p r è s ( 3 . 6 ) , o n a d o n c p = q . 
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^ • do s a n n e a u x a r t i n i e n s 

Comme un a n n e a u a r t i n i u n e s t p r o d u i t d ' a n n e a u x l o c a u x a r t i n i e n s , n o u s s u p 

p u t e r o n s ( 1 - / ) r j in; A orJ: un a n n e a u l o c a l a r t i n i u n . 

4 ^ 1 . M o n t r o n s d ' . i b o r d commun t on p o u r r a i t c o n s t r u i r e f a c i l e m e n t un A - m o d u J . . . 

n e v é r i f i a n t p a s l a p r o p r i é t é ( P ) . S o i e n t a , b £ A , n o n n u l s , t e l s q u e 

A n n a = A n n b e t ( a ) A ( b ) = 0 • 

2 

S o i t K l e s o u s m o d u l e de A x A e n g e n d r é p a r ( a , o , a ) e t ( b , a , o ) e t c o n s i 

d é r o n s l a s u i t e ù x a c t e 

G > K > A x A 2 — > M > 0 . 

- K n ( A x O ) = 0 c a r s i X ( a , o , a ) + y ( b , a , o ) = ( a , o , o ) , o n a y a = X a - 0 . 

Comme A n n ( a ) = A n n ( b ) , o n e n d é d u i t y b = 0 , d ' o ù a = 0 . 

2 

- K O ( O x A ) = • c a r s i X ( a , o , a ) + y ( b , a , o ) = ( o , B , y ) * o n a X a + y b = G . 

D o n c X a , y b c ( a ) O ( b ) = 0 , d o n c X a = y b = 0 e t , comme p l u s h a u t y a = 0 

d ' o ù g = y -

D o n c n| e t n| 9 s o n t i n j e c t i v e s . E n p a r t i c u l i e r , M p o s s è d e un s y s t è m e 
A x O OxA'"* 

l i b r e d e d e u x é l é m e n t s . M o n t r o n s q u e { 1 1 ( 1 , 0 ] } , q u i e s t l i b r e , e s t m a x i m a l . 

S i I I ( x , y , z ) e M, o n a a ( x , y , z ) = z ( a , o , a ) + y ( b , a , o ) + ( a x - z a - y b ) ( 1 , U , 0 ) . 

D ' o ù a . I I ( x , y , z ) - ( o x - z a - y b ) 11 (1 ,0 ) e t a / 0 p a r h y p o t h è s e . 

D o n c M p o s s è d e a u s s i un s y s t è m e m a x i m a l de un é l é m e n t e t n e v é r i f i e d o n c 

p a s ( P ) . 

4 . 2 . S o i t A un a n n e a u l o c a l a r t i n i e n . A l o r s l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s s o n t 

é q u i v a l e n t e s : 

( i ) T o u t A - m o d u l e v é r i f i e ( P ) 

( i i ) (01 e s t 0 - i r r é d u c t i b l e d a n s A -
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( i ) ( i i ) S i n o n s o i e n t I , J c A , n o n n u i s , t e l s q u e I f ) J = 0 . I e t J s o n t 

de l o n g u e u r s f i n i e s e t s o i e n t ^ Q » ^ u l e s p r e m i e r s t e r m e s n o n n u l s d ' u n e s u i t e 

d e J o r d a n - M o l d e r de I u t J . I e t J s o n t n é c e s s a i r e m e n t p r i n c i p a u x ; 

o o 
I - l a ) J = ( b ) e t ( a ) Pi ( b ) » 0 , a , b / 0 . 

o u 
S o i t m = R a d A . I e t J , d u l o n g u e u r 1, s o n t i s o m o r p h e s à A / m . 

o o 

O o n c ma = mb = 0 e t comme a , b s o n t n o n n u l s , A n n ( a ) = A n n ( b ) = m. M a i s a l o r s 

( i ) s e r a i t f a u x d ' a p r è s ( 4 . 1 ) . 

( i i ) = s s = > ( i ) S o i t I un i d é a l de A m i n i m a l p a r m i l e s i d é a u x n o n n u l s . 

S i J C A e t J / 0 , o n a I H J / 0 d ' a p r è s ( i i ) e t comme If) J C I , i l y a 

é g a l i t é , c e q u i m o n t r e q u e I e s t m i n i m u m . I l e s t p r i n c i p a l , s o i t I = ( a ) . 

S o i t M un A - m o d u l e . S i M p o s s è d e un s y s t è m e l i b r e i n f i n i , i l v é r i f i e ( P ) 

( 3 . 7 ) , s i n o n o n se r a m è n e , comme d a n s l a d é m o n s t r a t i o n d e ( 3 . 8 ) a u c a s o ù M 

e s t de t y p e f i n i . S o i t S u n . s y s t è m e l i b r e m a x i m a l d e M, L = L ( S ) . 

P a r h y p o t h è s e , p o u r t o u t x e M, i l e x i s t e X / 0 t e l q u e X x e L . M a i s 

( X ) z> ( a ) , d ' o ù a x e L , a i n s i a M c L . On o b s e r v e a l o r s q u e d a n s A , A n n m = ( a ) 

( c a r ( a ) « A / m e t s i mx = 0 , x / 0 , o n a ( x ) * A / m e t ( x ) D ( a ) ) . 

On a d o n c m - ( a M ) = 0 ; m a i s , e n r e g a r d a n t l e s c o o r d o n n é e s , d o n s L , d e s é l é 

m e n t s de aM, o n v o i t q u e c e c i i m p l i q u e a M c a L , d o n c e n f a i t aM = a L q u i est 

un A / m - m o d u l e . Comme L e s t l i b r e s u r A , o n a : 

d i m „ L = d i m A . aL = d i m A . aM q u i n e d é p e n d p a s de S . 
A A / m A / m 

E x e m p l e 4 . 3 . S o i t A = K [ X , Y J / ^ X Y ^ 2 , a = X , b = Y a l o r s o n c o n s t r u i t comme 

e n ( 4 . 1 ) un A - m o d u l e ne v é r i f i a n t p a s ( P ) . 



- 12 -

B I B L I O G R A P H I E 

[ l ] B O U R B A K I A l g è b r e , c h a p i t r e I I , § 7 n ° 2 . 

[ 2 ] B O U R B A K I A l g è b r e , c h a p i t r e I I I , § 7 et 8 . 

[3] B O U R B A K I A l g è b r e c o m m u t a t i v e , c h a p i t r a I V , § 1. 

[4] L A Z A R D D . A u t o u r do l a p l a t i t u d e . T h è s e B u l l . S c . M a t h t . 9 7 , 1 9 6 9 , 

p . 81 à 128 . 

[ 5 ] Q U E N T E L Y . S u r l a c o m p a c i t é d u s p e c t r e m i n i m a l . P u b . F a c S c . B r e s t . 

S u r l e s p e c t r e d ' u n a n n e a u e t l a l o c a l i s a t i o n : B o u r b a k i 

A l g . C o m m . , c h a p i t r e I I . 


