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PROBLEME DE CAUCHY MULTIPLEMENT CARACTERISTIQUE

DANS DES ESPACES DE DISTRIBUTIONS REGULIERES (7).

par

M.S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC ()

INTRODUCTION.

L'unicité dans le probleme de Cauchy a lieu dans 1’espace des
distributions dans le cas non caractéristique ([2]}. Pour les problames
de Cauchy du type de Fuchs par rapport a 1’'hypersurface initiale, étudiés
dans [1], il n'y a pas unicité en général dans 1'espace des distributions ;
on montre ici qu'il y a cependant unicité dans des espaces de distributions
"réguliéres” sur l'hypersurface initiale.

Dans la section I, on introduit ces espaces avec leur propriétés
essentielles, dans la section II, on démontre un résultat de régularité
dans la direction normale pour des opérateurs de type de Fuchs, puis dans

la section III, en utilisent les résultats de [{],‘on montre 1'unicité du

probleme de Cauchy.

~

{3¢) Une rédaction plus détaillée des résultats présentés icl est & paraitre
dans Uspechi Mathem. Nauk (1374).

(9e¢} M.S. Baouendl : Purdue University,

C. Goulaouic : Université de Paris XI.
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I. DISTRIBUTIONS REGULIERES SUR UNE HYPERSURFACE.

Soit T un réel strictement positif ; on note I 1'intervalle [@{T[
ou J-T,7[.

Si E désigne un espace localement convexe séparé et complet, ke,
on note CK(I,E] 1'espace des fonctions de classe CK de I dans E ; pour ké&iN
et m € N, on note :

K

(1) Cm

(1,E) = {uecmer s v o) uech e pour 1 <5 <m}.

o m . .
(2) X (LE) = e (LE), u= 1 t) D) T cLey .

J=0

Evidemment, dans (1) (2), on peut utiliser (t Dt)J ou [Dtt)j au
lieu de tJ D% sans changer les espaces.-

Pour m& Z et k €{N, on note :

| 0 koo |
CMLE) = (0 e (TE) s u=3 DI u, L, u, e (1B} .
m BPR t B

J=0
Pour k,k, , m.,m, dans Z vérifiant k < k, et m<m, , on a:
3

c '(1,6) ¢ cft1,E).
m1 m

D’autre part, pour k ¢ Zet m €N, on a les inclusions :

M 1,E) < c®(1,E) et cf (1,B) ¢ ™M(1,E).
8] m -m [a}

0On note :

¢ (T,E) = U CE[I,E],

ke Z
et pour 2 € Z,

¢t r,ey= u ctere.
-0 m
me Z
On dira qu’'un élément de C "(I,E) est régulier d'ordre ¢ & 1l'ori-

gine si et seulement si il appartient & C%m[I,E].

Pour kK ¢ Z, me Zet pe, on a :
1°) La multiplication par tP est un opérateur linéaire de Cﬁ[I.E] dans

cPerLE).
m-p
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p

2°) L'opérateur différentiel Dt

est un opérateur linéaire de Ci(I.E] dans

c*PerLEY.
m

3°) L’opérateur différentiel (D t)p est un opérateur linéaire de CQ[I,E)

t

dans C;'D[I'E) 3 c'est un isomorphisme pour k > 0.
La vérification de ces propriétés est laissée au lecteur ; il en

résulte en particulier un développement de Taylor de tout élément de C~m(I,E]

régulier & 1l'ordre £ & 1l'origine avec % >0, prolongeant celui pour CQ(I,E).

IT. PROBLEME DE CAUCHY POUR DES OPERATEURS DIFFERENTIELS DU TYPE DE FUCHS.

1. Régularité a priori.

Considérons 1'opérateur différentiel :

0= 0" v a ) (D)™ 4 L+ a (x)

N . . 0 . n
ot les coefficients a, sont des fonctions C définies sur un ouvert  defR ;

J
on note Aj(x]. 1 < j <m, les racines de 1'éguation caractéristique :

AT+ g (x) Amnq + .., +a [{x) = o.
m-"1 o

Nous avons le résultat :

Proposition 1. Soit & € Z tel que :

Re Aj(x] < £ pour tout xeQ et tout j&€{1,...,m}.
Soit u e C%m(I, D (Q)) tel que :
Qu € cg+1(1,51>'(91) avec p € Z.
2+ N
Alors, u € Cp+m(I’ o).
La démonstration consiste d'abord & se ramener au cas %= o ,
u€CoI, L' (Q)) et Qu € Cl(I,éD '(Q)) avec k > o, cas que 1'on traite

en utilisant l'inverse de @ sous la forme d'intégrale de Hardy.
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On note bt D 1'espace des opérateurs linéaires continus
dans £ ' (Q) ; pour j € {1,...,m} soit Bj e c (I, &%(‘ﬁ)’(ﬁ)] ; soient m

et k des entiers tels que o < k <m et a, e c7(Q) pour o <<k - 1.

On considére 1'opérateur :

k k=1 m-k
(3) P= [t 0" +a ) (80 +.i + 8 (x)] O]
m-1 . ' .
v 3 tmax[o,J-m+k+1) b B
. t m-j
J=0

Dn note :

0= 0 ¢ il v 8 tx),
et Aj , J e{1,...,k} les racines caractéristiques de Q. Cn a le résultat

suivant

Proposition 2. Soit £ € Z tel gue :

Re Aj(x] < 2 -m+k pour tout xe&Q et tout je{1,...,k}. Soit p € Zet

g-mik+

ue Cg(I. D (@) tel que Pu e 1T, Drean,

Alors, u € C§+1(Il€i)'[9]).
On en déduit immédiatement

Corollaire 1. Scient 1'opérateur P défini par (3) 2t £ € Z tel que :

Re Aj(x] < 2-m+k pour tout x €Q et tout je{1,...,k}. Soit u € C%
)

tel que Pu & Cm(I, S (Q)). Alors, u € Cm(I, D)),

LI @)

IITI. UNICITE DANS LE PROSLEME DE CAUCHY POUR LES OPERATEURS DE FUCHS.

L'intervalle I est ]-T,T[ désormais ; on considare des opérateurs

P de la forme {3) avec :

a, . (t,x) D°

4
(4 B J.B8

37 (sl
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et on suppose que les coefficlents ap , 0 < p < k-1, sont analytiques dans

Q et gque les coefficients aj 1<J<m, [BI < J, sont c” {par rapport

2
. B
PN

a t) a valeurs dans 1'espace des fonctions analytiques dans Q.

On a alors le résultat :

Théorgdme 1. Soit P donné par (3) (4) et

soit & € Z tel que Re A,{x) < 2-m+k pour tout x ¢ Q et tout § € {1,...,k} ;

J
. L ~
soit u € C__(I, D)) tel que Pu = o dans I x Q.
Supposons de plus que 1'on a : u = o pour t < o ou bien :

m= ket £ < o.

Alors, u = o dans un voisinage de {t=0} dans I x Q .

Ce théoréme résulte du corollaire 1 cl-dessus et du résultat

d'unicité analogue obtenu dans [ﬂ] en supposant u ¢ Cm(I,EEF'(Q)].

On peut appliquer ces résultats, par exemple pour montrer de la

régularité analytique :

2
Exemple : Soit P =(Dtt) + [tDX)Z ; cet opérateur n'est pas hypoelliptique
dans[R2 ; cependant, si on a u € C?&[I?, gD'I?QJJ et Pu enalytigue dansrRz.

alors u est analytique danszz.
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