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ESPACES PRINCIPAUX HOMOGENES LOCALEMENT TRIVIAUX
par Jean-Lours COLLIOT-THELENE et Manue. OJANGUREN

Dans le séminaire Chevalley de 1958, Serre ([Se], Remarque, p. 31) et Grothen-
dieck ([Gr,], Remarque 3, p. 26-27) émettent, pour un corps % algébriquement clos, la

Conjecture 1. — Si X est une variété algébrique intégre et lisse sur un corps k, et si G est
un groupe algébrique réductif et connexe, défini sur k, tout espace principal homogéne sur X sous
le groupe G qui admet une section rationnelle (¢’est-d-dire définie sur un ouvert) est partout loca-
lement trivial pour la topologie de Zariski.

Grothendieck ([Gr,], ibid. ; [Gry], Remarque 1.11 a)) suggére plus généralement la

Conjecture 2. — Si A est un anneau local régulier, et G un A-schéma en groupes réductif,
tout espace principal homogéne sur Spec(A) sous le groupe G qui est trivial au point générique
de Spec(A) est trivial, i.e. isomorphe & G. En d’autres termes, I’application d’ensembles de coho-
mologie étale

H1(A, G) - HY(K, Gg)

(ot K est le corps des fractions de A) a un noyau trivial.

Ctte conjecture a recu une réponse affirmative dans des cas particuliers : [C-T]
et [C-T/S,] (G est un A-tore), [Nis;] (A est de valuation discréte), [Nis,] (A est de
dimension deux et G est un A-groupe réductif quasi-déployé), [Nisg] (Nisnevich note
P’analogie de la conjecture ci-dessus avec la conjecture de Gersten en K-théorie), [Oj,]
(A de type géométrique, t.e. anneau local d’une variété lisse sur un corps %, et G le
groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée sur A), [Oj;] (A est de
dimension deux, et G est soit le groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégé-
nérée sur A, soit le groupe spécial linéaire d’une algebre d’Azumaya sur A).

Dans cet article, nous établissons la conjecture initiale de Serre et Grothendieck sur un corps
de base algébriquement clos.

Lorsque le corps de base est arbitraire, nous établissons la conjecture 1 sous quel-
ques hypothéses supplémentaires :

1) Sur un corps parfait infini, la conjecture 1 vaut pour tout groupe linéaire lisse G;
2) Sur un corps infini, la conjecture 1 vaut pour tout groupe réductif lisse G tel que chacune des
omposantes k-simples de son groupe dérivé est isotrope sur k.
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Cette hypothése est satisfaite si le groupe G est déployé, par exemple si & est sépa-
rablement clos : la conjecture initiale de Serre et Grothendieck vaut donc aussi sur un
tel corps.

Comme mentionné plus haut, les conjectures 1 et 2 ont des aspects communs
avec la conjecture de Gersten en K-théorie (Quillen [Qu]) et son analogue en coho-
mologie étale [Bl/O], dont on sait qu’elles ont été prouvées dans le cas des anneaux
locaux de variétés lisses sur un corps grice a la préseatation de Quillen de tels anneaux.
Mais le mécanisme des démonstrations fait intervenir des foncteurs a valeurs dans la
catégorie des groupes abéliens et des propriétés d’additivité, et il semble impossible
d’utiliser ceci pour le foncteur A — H1(A, G), & valeurs dans la catégorie des ensembles
pointés.

Or, en 1980, Ojanguren [Oj,] établit la conjecture 1 lorsque le groupe G est le
groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée. La démonstration de [Oj,]
repose sur une présentation des anneaux locaux de variétés lisses différente de celle de
Quillen, présentation qui permet une réduction du probléme au cas des anneaux locaux
d’un espace affine, puis 2 un théoréme de Karoubi, qui assure I’invariance homotopique
du groupe de Witt W(A) 5> W(A[¢]) pour un anneau A (avec 2 inversible).

L’idée principale du présent article est que, sur un corps de base infini %, cette
démonstration s’étend aux foncteurs contravariants sur les 2-schémas a valeurs dans la
catégorie des ensembles pointés satisfaisant trois propriétés « formelles » : commutation
aux limites inductives (propriété satisfaite par tout foncteur raisonnable), une forme
faible de I’invariance homotopique et une propriété de recollement dans des situations
du type excision (voir § 1 pour les énoncés précis).

Pour le foncteur X — HY(X, G) qui classifie les espaces principaux homogénes
sur un k-schéma X sous un k-groupe algébrique linéaire G, on a la propriété de recol-
lement (proposition 2.6).

Mais, sans hypothése supplémentaire, la propriété d’homotopie faible n’est pas
toujours satisfaite. D’aprés un résultat récent de Raghunathan [Ra,], elle Iest
lorsque le groupe G, réductif, connexe et lisse, satisfait la propriété mentionnée en 2)
ci-dessus. C’est ce qui nous permet d’obtenir 2).

Sur un corps infini quelconque, on peut en déduire la validité de la conjecture 1
lorsque le groupe G est le groupe spécial linéaire (anisotrope) SL(1, D) d’une algébre
a division D sur le corps £ (corollaire 2.3), ceci grace a un plongement convenable
de SL(1, D) dans le groupe isotrope SL(2, D). Lorsque A est de type géométrique, la
méme idée de plongement dans un groupe isotrope permet d’établir la conjecture 2
pour le groupe orthogonal d’une forme quadratique non dégénérée sur A (corollaire 2.4),
résultat déja essentiellement contenu dans [Oj,].

Dans une premiére version de cet article, sur un corps £ parfait infini, nous avons
réussi a établir la conjecture 1 pour une variété de base X de dimension au plus 2, sans
hypothése d’isotropie sur G. Trois ingrédients de cette démonstration sont les suivants :
d’une part la propriété de recollement, qui permet de ramener le probléme au cas
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d’anneaux locaux de ’espace affine (cette réduction vaut en toute dimension), d’autre
part le théoréme de rigidité de Raghunathan [Ra,], enfin le théoréme de Raghunathan
et Ramanathan [Ra/Ra] sur les espaces principaux homogénes sur la droite affine.
Pour établir la conjecture 1 pour une surface lisse, nous avions aussi recours a des pro-
priétés d’extension des espaces principaux homogeénes sous un groupe réductif au-dessus
d’un schéma régulier de dimension deux ([Gr,]; [C-T/S,], théoréme 6.13), qui nous
permettaient de nous ramener a des espaces principaux homogénes au-dessus du plan
affine tout entier. M. S. Raghunathan nous a fait remarquer que nous n’avions nul
besoin d’une telle extension globale & tout I’espace affine pour appliquer son théoréme
de rigidité, et que 1’approche proposée s’étend aux anneaux locaux de variétés lisses
de dimension quelconque (résultat 1) énoncé ci-dessus). Nous lui sommes trés reconnais-
sants de cette remarque, et de sa proposition généreuse d’intégrer sa démonstration dans
le présent article, en lieu et place de notre résultat particulier. Ceci fait ’objet du § 3.

A titre d’illustration de notre méthode générale, nous décrivons au § 4 comment
retrouver P'injectivité de P’application F(A) — F(K) dans le cas géométrique, lorsque F
est un foncteur K, de la K-théorie de Quillen (ou le résultat est dd a Quillen [Qu]),
ou un foncteur H*(—, S) de cohomologie étale a coefficients dans un k-groupe S de
type multiplicatif. Lorsque S est fini, ce résultat est dit 2 Bloch et Ogus [B1/O]; le cas
général, qui comprend celui out S est le groupe multiplicatif G, n’est pas, & notre connais-
sance, dans la littérature.

Au dernier paragraphe (§ 5), par une technique trés différente de celle employée
aux paragraphes précédents, nous étudions la conjecture 2 pour le groupe spécial linéaire
SL(1, D) d’une algébre d’Azumaya D sur ’anneau local régulier A. Nous reformulons
la conjecture comme un cas spécial d’une conjecture de Gersten pour la K-théorie
des A-modules cohérents équipés d’une action de D (conjecture 5.1). Ceci nous permet
d’établir :

La conjecture 2 vaut pour G = SL(1, D) pour tout anneau local régulier A de dimension 2,
et pour tout anneau local A de dimension 3 essentiellement lisse sur un corps.

Le résultat en dimension 2 avait été déja établi dans [Ojs], dont provient I’idée
ici développée. C’est le seul cas ot nous obtenons des résultats sur la conjecture 2 pour
un A-schéma en groupes « variable » sans réduction au cas d’un schéma en groupes
plus simple (par exemple déployé).

Dans le cas géométrique, i.e. lorsque A est de type géométrique et que D provient
du corps de base %, on peut établir la conjecture 5.1 en suivant la démonstration de
Quillen, et donc obtenir dans ce cas une nouvelle démonstration de la conjecture 1
pour G = SL(1, D) (déja obtenue au § 2).

Rappelons que, pour toute k-algébre centrale simple A et tout entier naturel =,
GL(n, A) est le schéma en groupes qui 2 toute k-algébre commutative A associe le groupe
des éléments inversibles de M, (A ®, A); et SL(n, A) celui qui associe & A le groupe
des éléments de M, (A ®, A) dont la norme réduite vaut 1. De plus, comme de coutume,
GL(1, %) est noté G, le quotient de GL(n, A) par le sous-groupe G, des matrices scalaires
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est noté PGL(n, A) et le groupe additif est noté G,. Le groupe des éléments inversibles
d’un anneau R sera noté R*. On note A} P’espace affine de dimension d sur I’anneau
commutatif R et P} Pespace projectif de dimension d sur R. Enfin on emploiera le mot
« torseur » pour désigner un espace principal homogéne.

Le premier auteur remercie I'Université de Lausanne et Katia pour leur hospitalité.

1. Un formalisme général

Dans ce paragraphe, nous étudions des foncteurs a valeurs dans la catégorie des
ensembles pointés. Rappelons que cette catégorie consiste en celle des ensembles équipés
d’un point, qu’il sera commode de désigner par 0, les morphismes n’étant autres que les
applications d’ensembles envoyant 0 sur 0. Une application a un noyau trivial si 'image
réciproque de 0 est réduite a 0.

Théoréme 1.1. — Soit k un corps infini et soit F un foncteur covariant de la catégorie des
k-algébres commutatives dans la catégorie des ensembles pointés. Supposons que ¥ satisfasse les
propriétés suivantes :

P1. Le foncteur ¥ commute aux limites inductives filtrantes d’anneaux & morphismes de transition
plats.
P2. Pour tout corps L contenant k et tout n > 0, la fléche

F(L[tl) SRS tn]) g F(L(th R tn))

induite par Pinclusion a un noyau trivial.
P3. Pour tout diagramme de k-algébres

A — B

Lo

A, — B,

avec A — B une inclusion plate et de type fini d’anneaux nethériens intégres et f non nul
dans A, tel que la fleche induite A|[Af — B[Bf soit un isomorphisme (un tel diagramme sera
appelé diagramme de recollement), la fliche induite

Ker[F(A) - F(A,)] - Ker[F(B) - F(B,)]
est une surjection.

Alors, pour tout corps L. contenant k et toute L-algébre locale A essentiellement lisse (i.e. qui est
Panneau local d’une variété algébrique lisse sur L), Uapplication F(A) — F(K,) induite par
Pinclusion de A dans son corps des fractions K, a un noyau trivial.

Pour établir ce résultat, nous aurons besoin d’un certain nombre de lemmes.

Lemme 1.2 (Ojanguren). — Soit & un corps infini, S une k-algébre affine lisse intégre de
dimension d et m un idéal maximal de S. Soit B le localisé de S en m, et soit g non nul dans 'idéal
maximal de B. Alors il existe un idéal maximal n de Panncau de polynémes R = k[t, ..., 1],
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un k-homomorphisme local essentiellement étale ¢ du localisé A = R, dans B et un élément f de
Pidéal maximal de A tel que o(f) soit associé a g, et que ¢ induise un isomorphisme de A[Af
dans B/Bg.

Références : [Oj,)], p. 114, [Knus], chap. 8, § 3, cor. 3.2.5.

Remarque 1.3. — H. Lindel [Li] a utilisé un lemme analogue pour étudier la
conjecture de Bass-Quillen sur les anneaux réguliers de type géométrique. Mais chez lui
Pélément g € B n’est pas fixé a I’avance.

Lemme 1.4. — Soit k un corps infini, A une k-algébre de polynémes de dimension d et m
un idéal maximal de A. Soit f un polyndéme de A qui n’est pas dans m et g un polynéme non nul
de m. Supposons que f et g n’ont pas de facteurs communs. On peut alors choisir les d variables de
A =Ek[ty, ..., t,;] de telle fagon que
a) f et g sont unitaires en i;;

b) Sin=mnEk[t, ..., t,_,], les images de f et g dans Ajn sont des polyndmes en t; pre-
miers entre eux.

St, de plus, k est parfait, on peut faire en sorte que
¢) m=(t, ..., t;_1,9(t)), o ¢ est un polynéme irréductible de k[t,].

Démonstration. — Les points a) et b) sont immédiats par projection générique
de Af sur A~ Le point ¢) est démontré dans [Oj,] et dans [Knus], chap. 8, § 3.

Démonstration du théoréme 1.1 :

Premiére réduction. — Soit B une k-algebre affine et lisse, p un idéal premier de B
et A = B,. Soit £ un élément de F(A) qui devient nul dans F(K,). D’aprés P1, & est
I'image d’un ¢ € F(B,) pour un f e B\p. Soit m un idéal maximal de B qui contient p
et évite f. Pour démontrer que £ est nul il suffit de démontrer la trivialité¢ de
ker(F(B,,) — F(Kg)). Nous pouvons donc supposer que A est ’anneau local d’un point
fermé d’une variété lisse.

Deuxiéme réduction. — On peut supposer que A est ’anneau local d’une k-algébre
de polynémes L[¢,, ..., ¢;] en un idéal maximal m. Soit en effet & démontrer le théoréme
pour le localis¢é B d’une L-algebre affine lisse intégre de dimension d en un idéal
maximal m, de corps des fractions K. Soit £ € Ker[F(B) — F(Ky)]. D’aprés P1, il
existe ¢ non nul dans I'idéal maximal de B tel que & € Ker[F(B) — F(B,)]. D’aprées
le lemme 1.2, on peut trouver un diagramme de L-algébres

A 2. B
Lo
A, — B,

ol A est I’anneau local d’un anneau de polynémes R = L[¢, ..., ¢] en un idéal
maximal n. L’homomorphisme ¢ : A — B est local, f est dans I’idéal maximal de A,
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@(f) est associé a g, et ¢ induit un isomorphisme de A/Af dans B/Bg. D’aprés P3, il
existe n € Ker[F(A) — F(A,)] tel que F(¢) envoie n sur & L’élément » appartient au
noyau de I’application F(A) — F(K,). Si ’on connait le théoréme pour ’anneau A,
on voit que 1 = 0. Alors £ = 0.

Fin de la démonstration. — 11 suffit d’utiliser le cas » = 0 de ’énoncé suivant, que
nous établirons par récurrence sur d.

Proposition 1.5. — Soit L un corps infini, ¥ un foncteur satisfaisant les propriétés P1, P2
et P3 du théoréme 1.1. Soit d > O un entier, et soit A un anneau local d’un anneau de polynémes
Lixy, ..., x;] en un idéal maximal. Alors pour tout entier n> 0, et t,, ..., ¢, des variables
indépendantes, Uapplication F(Alty, ..., t,)] > F(K, (4, ..., ,)) a un noyau trivial.

Démonstration. — Le cas d =0, i.e. A =L, n’est autre que P2. Supposons le
théoréme démontré a I’ordre d — 1, et soit A un anneau local de L[x,, ..., x;] en un
idéal maximal m. Soit &, € Ker[F(A[¢, ..., t,]) - F(K, (4, ..., ¢,))]. D’aprés P1, on
peut trouver f dans L[x,, ..., %], f¢m, tel que & provienne d’un élément & de
F(L[xy, ..., %], [t:, ..., 2,]). Par ailleurs, 'image de & dans F(K,[t,,...,¢]) est
un élément d’image nulle dans F(K, (¢, ..., t,)). Appliquant la proposition pour d = 0,
avec K, au lieu de L, on voit que I'image de & dans F(K,[#,, ..., ¢,]) est nulle. Utilisant
encore une fois P1, on voit qu’il existe g dans L[x;, ..., x,] tel que I’élément & de
F(L[%y, ..., %], [ts5 - - -, t,]) ait une image nulle dans F(L[x,, ..., %], [, ---, t,])-
Quitte a4 remplacer g par un facteur de g, on peut supposer que f et g n’ont pas de facteur
commun. Les hypothéses du lemme 1.4 étant satisfaites, nous pouvons supposer que f
et g satisfont les conditions a) et ).

Soitk € L[x,, ..., %;_,] lerésultant de fet g par rapport a la variable x;. D’aprés 4),
k n’appartient pas a I'idéal maximal n = m N&[x,, ..., x;_,]. Ainsi, c’est une unité dans
Panneau local C = L[x,, ..., x;_,],. Dans ’anneau L[x,, ..., x;], on peut trouver une
égalité k = f, f + g, g, donc f est une unité de C[x;]/C[x,] g; ceci assure que la fléche

Clx:]/Clxs] & ~ Clxa],/(Clxal,) &
est un isomorphisme. Le diagramme
Clx] — Clxl,

! !

Clx], — Clx,] 10

est donc un diagramme de recollement, et il’en est de méme du diagramme obtenu en
ajoutant les variables (¢, ..., ¢,) :

Clxg] [t1s -+ 58] —> Clxg], [ty -5 8]

! !

C[xd]a [, - s t)] — C'[xd]fa [t - .5 8]
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Comme & a une image nulle dans F(L[x,, ..., %], [t, ..., ¢,]), il donne, par loca-
lisation, un élément &, de F(Clx,], [¢,, . . ., ¢,]) d’image nulle dans F(C[x,],, [t, ..., ,]).
La propriété P3 assure alors I’existence d’un élément v dans F(C[x,] [¢,, ..., ¢,]), dont
P'image est nulle dans F(C[x,], [#, - .., ¢,]) et égale a & dans F(C[x], [, ..., ,]).
Cet €élément v de F(C[x,] [, ..., 2,]) = F(C[xy, ¢, ..., ¢,]) a donc une image nulle
dans F(Kq(#;, #;, ..., t,)). Comme C est un anneau local d’un espace affine de dimen-
sion d — 1, on peut appliquer Phypothése de récurrence, et 'on conclut que v est nul.
I en est donc de méme de §,. Via ’homomorphisme C[x,], - A, qui induit
Clxgl, [ts - - -5 2] = Ay, ..., t,], on voit alors que &, lui-méme est nul.

2. Application a la trivialité locale de torseurs

Pour les propriétés élémentaires des torseurs et les outils cohomologiques employés
nous renvoyons a [Mi], chap. III, § 4, et a [D/G], chap. III, § 4.

Nous introduisons d’abord une « condition d’isotropie » pour tout k-groupe G
lindaire lisse.

(X) Chacune des composantes k-simples du groupe dérivé du groupe réductif G, associé
a G est isotrope sur k. St k nest pas parfait G est, de plus, réductif.

L’hypothése (I) signifie, plus précisément, ceci : on considére le quotient G4
de G par son radical unipotent, puis sa composante neutre G%,, ensuite le groupe
dérivé Gy, = [Ghy, G%;] de celle-ci, et enfin le revétement simplement connexe G,
de G,,; ce groupe G, s’écrit comme un produit, sur %, de k-groupes presque-k-simples,
auxquels on demande d’étre isotropes.

Lorsque le corps de base  est algébriquement clos, le théoréme suivant s’applique
A tout k-groupe linéaire lisse, et répond ainsi affirmativement & la question initiale de
Serre et Grothendieck.

Théoréme 2.1. — Soit k un corps infini, et soit G un k-groupe algébrique linéaire lisse satis-
Jaisant Phypothése (I). Supposons, de plus, que si k n’est pas parfait G est réductif. Alors, sur toute
k-variété algébrique lisse intégre X, tout torseur sur X sous G qui est rationnellement trivial, i.e. qui
admet une section sur un ouvert, est partout localement trivial pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — On utilise ici le foncteur F de la catégorie des k-algébres dans
celle des ensembles pointés qui & une k-algébre A associe I’ensemble de cohomologie étale
H*(A, G) qui classifie les torseurs sur Spec(A) sous G (en fait, sous G,), le point 0 cor-
respondant a la classe des torseurs qui admettent une section. D’aprés le théoréme 1.1,
il suffit d’établir les propriétés P1, P2 et P3 pour F. Pour la propriété P1, on se repor-
tera a [SGA,], exposé VII (Grothendieck), cor. 5.9 et remarque 5.14. Plus simplement,
on observera que tout torseur sur un anneau A sous un A-schéma en groupes G affine,

plat et de présentation finie, est lui-méme affine et de présentation finie sur A ([D/G],
III1, § 4, proposition 1.9)).
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Passons a la propriété P2. C’est ici que I’hypothése d’isotropie pour les compo-
santes simples est utilisée : sur le plan affine, des contre-exemples ont été donnés, en
I’absence d’isotropie, par Kopeiko [Ko], Ojanguren, Sridharan, Parimala, et Raghu-
nathan [Ra,]. Démontrons d’abord que le cas général se déduit du cas connexe.

Soit G° la composante de I’élément neutre. On a une suite exacte de k-groupes

1 >G*>G—>p—1

ol w est un k-schéma en groupes fini étale ([D/G], II, § 5). On en déduit un diagramme
commutatif de suites exactes d’ensembles pointés

w(Ap) —— HY(A?,G°) —>—> H'(A?,G) — > HY(A?, w)

m | Y | !

w(k(AD) —> HI(k(AD),G") —> HI(k(A}),G) —> HI(k(A}), w),
dans lequel les fleches verticales sont induites par I’évaluation au point générique. Le
groupe w(A}) agit a droite sur H'(A}, G% et les fibres de « coincident avec les orbites
de cette action ([D/G], p. 375). La premiére fleche verticale a gauche est un isomorphisme,
car p est fini étale et tout ouvert de A} est géométriquement intégre. La derniére fleche
a droite est injective : en effet, H(—, @) classifie les revétements galoisiens finis de groupe
structural p. Si B est une extension galoisienne finie de L[¢, ..., ?,] génériquement
triviale, I’anneau total des fractions de B est un produit de copies de L(t,, ..., t,) et B,
étant normal, est un produit de copies de L[, ..., ¢,]. Une chasse au diagramme évi-
dente montre alors que ker 6, = {0} implique ker 6 = {0 }.

Vérifions maintenant que, si 2 est parfait, le cas d’un groupe linéaire connexe
lisse G se déduit du cas connexe réductif lisse. Soit U le radical unipotent de G, défini
comme k-groupe connexe géométriquement réduit puisque % est parfait, et G, le quo-
tient de G par U. On a, comme précédemment, un diagramme commutatif de suites
exactes d’ensembles pointés

H'(A7, U) —*— H'(A7, G) —*— H'(A?, G,

@ L |

H'(k(A}), U) —> H'(k(AD), G) —> H'(k(A}), G-

Puisque % est parfait, le k-groupe unipotent connexe réduit U admet ([Bo], § 15.5)
une suite de composition centrale dont les quotients sont isomorpbes a G,. Puisque, pour
tout k-schéma affine X, l'ensemble HY(X, G,) est trivial, on a H'(A},U) ={0} et
H'(k(Al), U) = {0 }. Les applications B et 8 sont donc injectives et ker 6 == { 0 } entraine
ker6, ={0}.

Il suffit donc d’établir P2 dans le cas d’un groupe G lisse, réductif et connexe
satisfaisant (I). Démontrons d’abord le cas de dimension égale a 1.






