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BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

III. — ORBITES PERIODIQUES DE « PETITES » PERIODES
ET ELIMINATION RESONNANTE
DES COUPLES DE COURBES INVARIANTES

par ALain CHENCINER
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A la mémoire de Jose Argemi

0. INTRODUCTION

Faisant pendant, dans notre étude des familles de difféomorphismes locaux du
plan, au premier article de la série ([5]) consacré aux ensembles invariants dont le nombre
de rotation est un « bon » irrationnel, celui-ci étudie les ensembles invariants dont le
nombre de rotation est un « bon » rationnel. Les premiers se sont avérés étre nécessai-
rement des courbes fermées sur lesquelles le difféomorphisme est différentiablement
conjugué a une rotation ergodique; nous trouverons ici des orbites périodiques bien
ordonnées (voir [6]) et des orbites homoclines a celles-ci.

De plus, la robustesse des courbes fermées invariantes, qui se manifestait dans
[5], § 2.3, par P’existence de « bons » chemins d’élimination d’un couple de telles courbes,
se retrouve ici de fagon surprenante : on prouve en effet ’existence « générique » de
« bons chemins d’élimination résonnante » d’un couple de courbes invariantes dans
lesquels les courbes persistent jusqu’a (et au-dela de) I’apparition dans ’anneau qu’elles
déterminent d’une orbite périodique de « bon » nombre de rotation dont les variétés
invariantes vont servir de guide au processus d’élimination (fig. 19, 20).

Les « bons » rationnels p/g sont définis dans le premier paragraphe, ol aucune
hypothése de généricité n’apparait. Ce sont essentiellement ceux dans lesquels ¢ est
assez « petit » pour que litéré g-itme du difféomorphisme soit encore proche dans la
topologie C! de l’itéré ¢g-ieme d’une forme normale dans la région du plan ou I’on s’attend
a trouver des orbites périodiques du nombre de rotation considéré (comparer a [13]);
ce sont également ceux pour lesquels les applications A, , introduites dans [6] s’étudient
a I’aide du seul théoréme des fonctions implicites.

Toute orbite périodique ayant un bon nombre de rotation p/q est nécessairement bien
ordonnée (*); plus précisément, par I’ensemble des orbites ayant ce nombre de rotation, on
peut faire passer une courbe fermée lisse coupant chaque rayon transversalement, sur
laquelle, dans des coordonnées bien choisies, le difféomorphisme agit au niveau angulaire
comme la rotation R ,,. Une telle courbe est obtenue en considérant I’ensemble des points
transformés radialement par I’itéré g-iéme du difféomorphisme (comparer & [12], [15],
[3], [4]). Par un changement de coordonnées suffisamment proche de I’identité pour
ne pas perturber la forme normale associée au difféomorphisme, on peut transformer
cette courbe en un cercle (qui contient donc les éventuelles orbites périodiques de nombre

(*) 11 est sous-entendu dans la suite qu’il s’agit d’orbites de période ¢.
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de rotation p/q) de facon que, dans les nouvelles coordonnées, chaque orbite périodique
de nombre de rotation p/q soit également une orbite de la rotation R, (comparer & [9]
chapitre IV).

Dans la situation générique du deuxieéme paragraphe ces orbites périodiques
s’interprétent comme le souvenir laissé par une résonance pfq trés proche (comparer
a [1], [15]); la restriction du difféomorphisme a un anneau contenant toute sa récur-
rence non triviale apparait alors, dans les coordonnées ci-dessus, comme la perturbation
d’une « forme normale résonnante » invariante par R . De précieux renseignements
sur la dynamique du difféomorphisme sont obtenus en remarquant que cette forme
normale est naturellement approchée par le composé avec R, de la solution au temps 1
d’une équation différentielle (en fait une équation du second ordre) invariante par R,
et ayant exactement pour ensemble singulier la réunion des orbites périodiques de nombre
de rotation p/q (comparer a [15], [3], [4], ou cependant I’équation différentielle consi-
dérée dépend — trés peu — du choix d’un point périodique particulier, ce qui rend
malaisée I’étude des bifurcations faisant disparaitre ce dernier).

La famille & deux parametres d’équations différentielles ainsi obtenue est étudiée
dans ’appendice; ses propriétés jouent un rdle fondamental dans les derniers paragraphes,
consacrés a I’analyse détaillée de la situation générique :

Dans les §§ 3 et 4 on montre que les « bulles » (dont le complémentaire correspond
aux valeurs des parameétres pour lesquelles le difféomorphisme « ressemble » & une
forme normale, voir [5] § 2.3) ont une taille de guépe au voisinage des points vy,
correspondant a de bons rationnels p/g (fig. 19) : une petite portion de leur bord coincide
avec le bord de la langue de résonance C,,, (ensemble des valeurs des paramétres pour
lesquelles le difféomorphisme posséde au moins une orbite périodique bien ordonnée
de nombre de rotation p[g, voir [6] § 1.2). Le long d’un chemin transverse 3 G, et
passant dans cette région, la dynamique du difféomorphisme est trés bien contrdlée :
on montre en particulier qu’a la premiére et a la derniére bifurcation elle ne differe
d’une dynamique de forme normale que par la présence d’une unique orbite périodique
de nombre de rotation p/q.

Les phénomeénes complexes qui se passent pour les valeurs des paramétres a I’inté-
rieur de la langue C,,, sont Pobjet du paragraphe 5, inspiré de [15], et du paragraphe 6
ou il semble que toute I’histoire puisse recommencer; une partie des résultats du para-
graphe 5 a été annoncée dans [3] et [4] : rappelons que, comme dans les autres articles
de cette série, c’est la présence d’un paramétre (ici un frottement dans une équation
voisine de celle du pendule) qui remplace ’hypothése de conservation des aires.

Je tiens tout particulierement a remercier Dick Mac Gehee, Michel Herman,
Phil Holmes, Jacob Palis, Eddy Zehnder, Jean-Christophe Yoccoz : I'intérét qu’ils ont
manifesté pour ce travail m’a donné I’énergie nécessaire & sa complétion & un moment
ou peu de choses allaient de soi. Merci également au referee d’avoir suggéré les nota-
tions &, B qui ont rendu moins illisible le § 4. Merci enfin & J. Tits pour son titanesque
travail d’éditeur. Les grandes lignes de ce travail ont été annoncées dans [7].

/e



1. « BONS » RATIONNELS

1.0. Dans les deux premiéres parties de ce travail nous avons commencé ’étude des
familles 2 deux parametres de difféomorphismes locaux C® (analytiques) de (RZ, 0)
de la forme suivante ([5] formules (11) et (20)) :

P, o(2) = N, o(2) + O(] z [***9),
N, o(2) = 2[1 + f(g, a, | 2 [7)] Emowesled,
S, 8, X) = p + aX + ap(p, a) X2+ ... + a,(p, a) X",
M a5(0,0) = —
&(w, a, X) = bo(u, a) + bl(u, a) X + ... + b,(p, a) X",

b:(0,0)+ 0, 7= 2 (0 0) + 4,(0,0) + O.
Rappelons que 'on peut mettre sous cette forme les familles « génériques » a
2 parametres, qui déploient un difféomorphisme local de (R? 0) ayant les propriétés
suivantes :

1) La dérivée en O est conjuguée a une rotation R, d’angle 2nw, = 27b,(0, 0),
qui vérifie RY =+ Identité pour 1< ¢< 2n + 3.

2) L’origine est un attracteur « trés faible », de codimension formelle 2 au sens
de ([5] §1-1 et 1-2).

Soit ® un réel assez proche de w, = by(0, 0) et vérifiant (1/ny) (0 — wy) > 0;
dans les coordonnées (0, p) (qui dépendent de o, p, a) définies dans T* x [— 1/2, 1/2]
par les formules (30) et (43) de [5], l’application P,, ou plutét un relévement a
R x [— 1/2, 1/2] est décrite, lorsque (u, a) appartient au « carré » 2, défini dans le
lemme 1 de [5], par les formules (*) (voir [5] formules (44), (45) = (119) ou [6] for-
mule (7)) :

P, a0, p) = Ny (0, 0) + (0,75 &, 4,409, 0)),
(2) ua(ﬂp)—(9+ o+ T, p,v+(1+8)p+s9+2a9)
=0+ o0 +7,0 0+ 7 I, ,40),

ol 1, est de 'ordre de | @ — @, [, &, , 4 st une fonction C* (analytique) si P, , est G
(analytique) et est bornée en norme C* (pour tout &) sur T! X [— 1/2, 1/2] uniformé-

(*) Rappelons que, dans ces formules, v, €/, s’ et les a; sont des fonctions de (i, a). Voir en particulier les
formules (31), (34), (45) de [5].
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ment par rapport & o voisin de g, (1, 4) € Z,. On sait également que v', ¢’ forment
un systéme de coordonnées dans &, qui est approximativement défini par

(3) [v'|< e, | |<er, ol ¢ est une constante,

et qu’on remplacera souvent par (confondra souvent avec) le « carré » 9, exactement
défini par ces inégalités.

Enfin, 5" est négatif et de ’ordre de 72, et les a; sont respectivement de I’ordre
de 4.

On a rappelé a la suite du corollaire du lemme 3 de [6] que toute orbite récurrente
de P, , est, lorsque (., a) € 9,, (ou 9,,), contenue dans un anneau de la forme | p | < A7}?
ol A est une constante (essentiellement ’anneau A} (u, a) de la formule (117) de [5]);
le corollaire cité affirmait quant & lui que tout ensemble invariant d’Aubry-Mather
de P, , de nombre de rotation « vérifie, toujours lorsque (p, a) appartient 3 9, (ou
2.,), Pestimation beaucoup plus fine | p | < A73.

Il découle enfin du lemme 2 de [6] (ou I’hypothése de préservation de I’ordre
n’intervient pas) que si P, , poss¢éde une orbite récurrente dont le nombre de rotation
existe et vaut o, (u, ) appartient nécessairement a I'union de &, et de 5; en particu-
lier, si (w, @) n’appartient pas & 9, toutes les orbites récurrentes de P, , de nombre
de rotation  appartiennent 2 une méme courbe fermée invariante.

Dans la suite nous supposerons que o = p[q est rationnel (la fraction p|q étant écrite sous

orme irréductible) et nous omettrons souvent Pindice o (par exemple v = ~,, D = D,
vle vle

Cu,a = c(pla),u,a’ )

1.1. Nous commengons par comparer P§ , & NZ , dans P’esprit du lemme 1 de [13].

Dans le lemme qui suit il est bon de garder a Pesprit que v = t,, est de ordre de

| (plg) — |-

Lemme 1. — Si qv® est assez petit, P} . (et N3 ) sont définis, pour tout (u, a) dans D
20¢—1)—(j— 1))
He—1) )

et tout entier § compris enire 1 et q, sur Panneau T* X I, = {(0, p), | p | <
et y vérifient les estimations

Pi,a(ey P) - Ni,a(ea P) = (80(”’ 89(3’))’ avec
(4) | 86 | < 2Ly 5% v *1, | 8 | < 2Ly j7,

| D" P 16, ) — D*N} (6, p) || < jO(<") €%,
ot Ly est le sup de | T, , .(0, p)| pour o proche de w5, (1, a) € D, et (0, p) € T* x [— 1/2,1/2].
Les O dépendent de k mais non de j entre 1 et g, ni de (p, a) dans D, ni de (0,p) €Tt X I, ni

de o = pq.

En particulier, pour 1< j< ¢, P},

et N?

®,a

sont définis sur T* x [— 1/4, 1/4].

Corollatre. — Sotent C un nombre réel positif et k un entier positif. Il existe un nombre réel
postif €, (C, k) tel que, si q|(plg) — wo| < G et |(plg) — wp| < e(C,k), Pi, et N,
2
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sotent définis sur T! X [— 1/4, 1/4] DT X [— Ac'2 A<'®] et vérifient pour 1< j< g
Uestimation
n-—l)

®) 1B =Nl O = 0|2 — o,
dans laquelle || ||, désigne la norme C¥ sur les applications de R X [— 1/4, 1/4] dans R X R,
et le O dépend seulement de C et k.

Remarque. — Si w, est irrationnel, les réduites p,/q, du développement de w, en
fraction continue vérifient g, | (p,/¢,) — 0o | < 1/¢g,. Quels que soient C et &, il existe
donc une infinité de rationnels p/q vérifiant les hypothéses du Corollaire. Si w, = p’/q’
est rationnel, la méme conclusion vaut & condition que C soit supérieur 2 1/g'.

Démonstration du lemme 1. — On déduit de (2) que, si (g, a) € 2, P; , s'écrit (tant
qu’il est défini) :
Pg.,a(e, p) = (e(i)’ Pu)),
o = + P, 4(p) + .- - [, a(e¥~")] ‘
©) + 7 [Ca(® 0) + -+ G o097 0],
0 — gu-1 | ? 4 gpli=D,
q
Si Ko =sup| I, , .(p)|, Lo =sup|¥%,, .0 p)|, ot les sup sont pris sur ’ensemble
des o proches de w,, (u,q) €9,, (0,p) €Tt x [— 1/2,1/2], on a donc
(7) |6 — o | <JIF* Ko + 7" Lyl
Supposons ¢t assez petit pour que (¢ — 1) [** K, + t" Lo] < 1/4 : P applique
alors T" x I, dans T' X I,_;, ce qui implique
P T X I)CT' x I, =T x [—1/2,1/2]
et montre que P’ est défini sur T* X I,.

La démonstration pour N est bien entendu identique & ceci prés que § = 0.
Maintenant, on déduit également de (2) que

309 = 30U -1 4 £3pU— ),
(8) 89"" — sp(.‘l—l) 4 12 Hu,a(‘; + 39(:‘-—1)) — 2 Hu,.,(E)
+ =" {6 4 309", 5 + 8 7Y),
o on a noté N8, p) = (6, p).
En particulier, si K; = sup || DI, , ,(p)||, oi le sup est pris sur les o proches
de ©o, (("', a) E@w, | P | < 1/2s on a

9) 1369 | < (1 + K, | 3972 | + =" L,

d’out on déduit facilement les estimations sur | 8¢ | et | 86'? | par récurrence.



BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES 11

Pour évaluer les dérivées des itérés de N et P on calcule

1 T
DN, ,(6,p) = (0 1+ H.’,,.,(P))’

(10) DP, (6, p) = 1 '
A6, .. , X, .
wet € T"—%'g— (6,0) 1+ L, (p) + T”—g‘;* (9, o)

D*N, .0, ¢) (a, b, a’, ") = (0, 7" I, ,(p) bb'), etc.

On constate que (on a omis les indices y, a et noté || DN || = sup || DN(6, p) ||
oun (6,p) eT x [—1/2,1/2]) :
IDN|| =1+ O(r) <&,
(11) || DN || = O(+*) pour &> 2,

|| D*P — D*N || = O(z"*) pour k> 1.

Lorsque j > 1, on raisonne par récurrence sur & a partir de la formule (de Faa-di-
Bruno) :

(12) DXfog) = X Ta[(D"f)og] (Dg, ..., Ding)

dans laquelle la deuxi¢éme somme est prise sur les m-uplets i = (i, .
> 1 de somme %, et les coefficients ¢; sont universels.
Plus précisément, montrons que
” DNJ ” < eiO(‘t)’
(13) || D* N7 || < jJO(7?) ¢ pour k> 2,
|| D¥ P! — D¥ N’ || < jO(7") ¢ pour k> 1,

.., 1,) d’entiers

ou, pour un itéré d’ordre j, || || désigne le sup sur T* X I..
La premiére inégalité est évidente a partir de (11).

En se rappelant que N applique T* X I, dans T* X I,_, on déduit de (12) appliqué
a f=N'"1 g=N, que pour k> 2

(14) || DEN? || < ° || DENI=1|| 4 O(x?) ¢t —10®
k—1
+ > 3 | ¢ | O('rz) k=201 ” D™ N/ -1 ”
mm=2 i

Dans la derniére somme, ¢ est un m-uplet d’entiers > 1 de somme %; dans chacun des
termes I’'un au moins des indices est donc strictement supérieur a 1. En particulier,

(15) ” D2 Ni “ < eO(-r) ” D2 N!—l “ + 0(12) 810(1'),

et donc

| D*N' | < jO() 2.
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L’estimation de || D* N’ || indiquée dans (13) s’obtient de méme par récurrence sur k
(se rappeler que ¢r? est borné pour obtenir pour tout # une estimation analogue a (15)).

Enfin, en appliquant (12) successivement & f =P/~ g =Pet f =N’ g =N,
on écrit

k
(16) D'P/ — DN’ = 3 T4(A, + B, + C),

ou
A, =[D"P")oP — (D"N‘ =) o P] (D" P, ..., D'» P),
B, =[(D"N ") o P — (D"N‘~!) o N] (D" P, ..., D' P),
C,=[(D™"N ) o N] (D P, ..., D= P)
— [(D®N?~1) o N] (DN, ..., D= N).

(17)

On déduit alors de (11) et (13) que
(18) || D P/ — DENY || < &0 || DF Pi=t — DEN/-1 ||

k—1

+ O(Tz) g(k—2)0(‘r) Z ” Dm P:'——l _— Dm NJ'—-I “ _|_j0(1.n+2) eiO(‘r.‘)’
m=1

et enfin la derniére estimation de (13) par récurrence sur %, ce qui termine la démons-
tration du lemme 1 (on remarquera qu’on peut initier la récurrence en estimant
|| DP? — DN/ || a partir de (18), ou directement par la méthode de [13] qui donne d’ail-
leurs le méme résultat).

Le corollaire est immédiat.

1.2. Nous introduisons maintenant un changement de variables du type « moyennes »
qui remonte, semble-t-il, & Bochner; des formules analogues ont par exemple été utilisées
par Herman dans le probléme de la conjugaison d’un difféomorphisme du cercle a une
rotation, et par Iooss dans ’étude des orbites périodiques qui apparaissent par bifur-
cation de Hopf d’un difféomorphisme.

Dés que gz? est assez petit, ’application

193 e
(19) H,, = p j§0 R, ZoNj 4 (w,0) €9,
est bien définie de T* X [— 1/4,1/4] dans T* X R (resp. de R X [— 1/4, 1/4] dans
R x (R) [R,(0, p) = (6 4 «, p), et la somme dans (19) est au sens de la loi de groupe
additive sur T X R (resp. R X R)].

C’est de plus un difféomorphisme sur son image : pour le démontrer on remarque
que, comme R et N, ,, H, , commute avec les rotations, ce qui réduit d’une dimension
le probléme; la conclusion vient de ce que le passage au barycentre conserve la pro-
priété d’étre strictement croissantes pour les applications de R dans R.
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Enfin, R, commutant aux barycentres, on a
1 a—1

Hy.,a o Nu.,a = gjgoR;I:o N&;I

K
— —(i+1) i+1
= Rp/a ° 3 :_‘1‘0 Rp/a ° Nu,a ]

) 1
= Rplq ° Hu.a + E(Rplaq ° N;qt,a - Id)]

[ 1
»la © LHu,u + E(Nq,a - Rp)]’

autrement dit

(20) H,,oN,,oH:l=R,,o0 [Id + %(Ng,a —R,)o H;},].
En notant
Ni,a(eo’ Po) = (085), P(()j))s
(21) 1 -1 2\ 1 a—1
= == @ _ L) - (7
0.0) = Hyultor o) = (5 (90 —72), 2 2 o),
on obtient
Hu.,a ° Nu.a ° er,qlz(es P)
= (0 + (p/9) + (1/g) (6 — 6, — p), 0 + (1/q) (o — Po))s
mais
a—1
(22) {68" =07""+ (plg) + e V= ... =0, +p + ""gopg
= 60 + p + grp,

ce qui fournit finalement ’expression
(23) H,, .0 Ny a0 H5(0,0) = (0 + (£/9) + 7 0 + (1/g) (o5" — o))

H, , applique donc le cercle (d’équation 6{” = 6, 4 p) des points transformés radiale-
ment par N? , (plus exactement par R *o N? ; si on se place dans le revétement) sur
le cercle (d’équation p = 0) des points transformés angulairement par H, ,o N, ,0 H_}
d’un angle p/q (cercle translaté de nombre de rotation p/q dans la terminologie de [5]).
Lorsque N, , poss¢de des orbites périodiques de nombre de rotation pfg, ces deux
cercles se confondent avec l’ensemble de ces orbites, en restriction auquel N, , et
H, ,oN,,oH;? coincident avec la rotation R_,.

Le lemme suivant dit simplement que, sous des conditions analogues & celles du
lemme 1, on peut associer 2 P, , un changement de variables K, , ayant des propriétés
semblables.
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Lemme 2. — Soit G un nombre réel positif et k un entier positif. Il existe un nombre réel
positif €5(C, k) tel que, si

q'%——wo <G et l%—mo < &(C, &),
la formule
Ry .
(24) K,.= 7 j?o R,ioP:,

définisse, pour (u,a) € D, un diffcomorphisme de classe C*° de T* X [— 1[4, 1/4] sur son
image dans T* X R ayant les propriétés suivantes :

1) L’image réciproque par K, , du cercle d’équation (p = O) coupe transversalement chaque
rayon (8 = constante) et coincide avec Uensemble des points transformés radialement par P? ,
(R, Yo P2, dans le revétement universel) (comparer a [3], [4]);

2) Au mniveau angulaire, K, ,oP, oK o agit sur le cercle (p =0) comme la
rotation R .. En particulier, chaque orbite périodique de XK, ,0P, ;0 K L de nombre de

", e
rotation p|q est également une orbite de la rotation R ;

(3) Sur Tt X [— 1/4,1/4], on a || K, , — H, .| < O(=""1).

Corollaire. — Sous les hypothéses du lemme 2, Pensemble des points périodiques de nombre
de rotation p|q de P, , est bien ordonné (au sens de [6]).

Démonstration. — Que K, , soit un difféomorphisme sur son image découle immé-
diatement de I’assertion analogue concernant H, , et des estimations
1 Kye — Hyollo< ¢ O(x"*7) + ¢O(=") < O(=" 7Y,

25
) | D*K,,o — D*H, 4 [lo< gO(=") €27 < O(" 7Y,

qu’on déduit du lemme 1 dés qu’on a remarqué que

1 q—1

Kll-,a - Hu,a = E 5?() (Pi,a - Ni,a)'

La partie de I’assertion (1) concernant la transversalité découle de ce que la courbe
considérée est Cl-proche du cercle image réciproque par H, , du cercle d’équation
(p = 0). L’assertion (2) est contenue dans les formules

]

(26) K,,oP ,oK;l =R, o [Id + %(Pg,a R, K“‘],

1
K aoPuaoK (0, 0) = (0 +§ + 0,0 + 3(98” — po)),
ou K, (89, po) = (8, 0), P .(8y, po) = (65, o),

qui s’obtiennent exactement comme (20) et (23).

(27)
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Quant au corollaire, il découle de (1) qui rend équivalentes les assertions sur
Pordre angulaire des orbites périodiques de nombre de rotation pfg pour P, , et
Kp.,a o Pu.,a o Kl_:cll.

Le changement de coordonnées défini par K, , met donc P, , sous une forme

particuli¢rement propice a I’étude des orbites périodiques de nombre de rotation p/q :

(1) celles-ci appartiennent toutes au cercle d’équation (p = 0);
(ii) elles sont également des orbites de la rotation R .

Malheureusement, ce changement de coordonnées n’est pas C*-proche de I’Iden-
tité (*) et perturbe donc les formes normales. Ceci est particulierement flagrant dans
le cas ou P, , est remplacé par N, , et K, , par H, , : des orbites périodiques de N, ,
de nombre de rotation p/q n’existent que si v’ = 0, et elles possédent alors les propriétés (i)
et (ii); la restriction de H, , au cercle d’équation (p = 0) est l’identité mais H, , n’est
pas CE-proche de l’identité et son utilisation n’apporte que des désagréments.

Il semble alors naturel de remplacer K, , par le difféomorphisme

(28) A,.=HiK,,

©,e

dont les propriétés sont énoncées dans le lemme suivant :

Lemme 3. — Sous les hypothéses du lemme 2, avec éventuellement un e, plus petit, A", ,
est un difféomorphisme de T! X [— 1/5,1/5] DTt X [— Ax"? At"?] sur son image dans
T X [— 1/4, 1/4] et vérifie
(29) ” %u,a —1Id ”kS O(T”-‘l)'

Il transporte la courbe des points transformés radialement par R, o P2  sur le cercle des points
transformés radialement par R, o N2 .. Enfin, en restriction @ ses points périodiques de nombre

de rotation plg, A, 0P, ,0 A, coincide avec la rotation R .

Démonstration. — Si ¢, est assez petit, on déduit de (25) que
K,o(T* X [—1/5,1/5]) CH, ,(T* X [— 1/4, 1/4]),

qui implique la premiére affirmation du lemme.
Pour obtenir Pestimation (29) on calcule
1+40()  ¢O(v)
' 0 1 + ¢O(7?)
donc || DH.; || < €.
On déduit alors (29) de (25) en utilisant les propriétés standard de la composition.
Le reste du lemme est évident a partir du lemme 2 si on se rappelle que H, ,
commute aux rotations.

(*) Tous les CF signifient « topologie C¥» et n’ont, contrairement aux apparences, rien a voir avec« C 2 la
puissance 2 ».
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On déduit du lemme 3 et des formules (2) que
(30) 'X‘u.,a o Pu.,a ° x;i(e’ P)
=0+ (2lg) + v + "1 0y,0(8, 0), 0 + 7 Iy o(p) + 777 Ba(6; 0))s

ou «, , et B, , sont uniformément bornées dans la topologie C* (la borne dépend seule-
ment des constantes G et £ du lemme 2) et les points périodiques de ", ;0 P, ,0 7, }
de nombre de rotation p/g vérifient

(31) o+ 1", (0, 0) = O.
Un dernier changement de variables
(32) x=p+ 2 “u,a(e, 9)

nous ameéne a la

Proposition 1. — Soit G un nombre réel positif, k un entier positif. Il existe un nombre réel
positif €(C, k) tel que, s

(33) q <C et

< &(C, k),

il existe des coordonnées (&, x), C¥-proches des coordonnées (0, o), dans

Tt x [—1/5,1/5] DTt x [— A2 Ar'2],
dans lesquelles P, , s’écrive (*)
(34) P, (5 %) = (z 2 by (U)o B+ P lE9) )
o vy, , est C*-bornée par une quantité ne dépendant que de C et k, et o les points périodiques de
nombre de rotation p|q sont donnés par les équations

x =0,

(35) v 4 g2 Y, q(8 0) = 0.

Nous appellerons bon rationnel un nombre rationnel p/q satisfaisant (33) pour un
certain couple (G, &) (voir cependant le remarque qui suit).

Pour un tel rationnel, Pintersection C,, N 9,,, du « carré » 2, = P avec la
langue de résonance ('jm (ensemble des valeurs de (w, a) telles que P, , posséde au
moins une orbite périodique bien ordonnée de nombre de rotation p/q, voir [6]) est la
projection sur 2 de la surface réguliére définie dans & X T* (coordonnées v', €', &)
par I’équation

v 4172y, (8, 0) = 0.
(*) Nous faisons dorénavant comme dans les articles précédents ’abus de notation qui consiste A ne pas noter

les difféomorphismes de changement de variables : Py, 4 désigne en fait le conjugué de Py 4 par le composé de X', 4
et du changement de variables (32).
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Cette surface est invariante sous I’action de R, sur T?; la figure 1 la représente

(i) dans le cas d’une forme normale N, , (il y a invariance sous tout le groupe des
rotations et ém = G,,, est alors une courbe lisse),

(ii) dans la situation générique étudiée dans la suite de I’article, ot son ondulation
(réduction du groupe d’invariance au sous-groupe engendré par R ) produit 1’épais-
sissement en « langue d’Arnold » de C,,.

Le lecteur de [6] fera aisément le lien entre cette surface et ’application 3§, ,
décrite dans ce dernier article.

Ty

famille N, , vl famille P, ,

Fic. 1

En conclusion de ce paragraphe, remarquons que notre démarche est conforme
a Pesprit de la théorie des formes normales : nous avons cherché des coordonnées qui
exhibent le plus possible les symétries de la famille P, ,; dans le cas d’'un « bon
rationnel » p/q c’est la restriction de P, , 2 ’ensemble de ses orbites périodiques de nombre
de rotation p/g qu’on a pu rendre symétrique.

Remarque. — La mise sous forme normale peut également étre effectuée pour la
restriction de P, , 2 ’ensemble des orbites périodiques dont le nombre de rotation p/q
vérifie des hypothéses analogues a (33) dans lesquelles , est remplacé par un « bon
irrationnel » ; il est donc légitime d’appeler également « bons rationnels » de tels nombres plq,
par exemple les réduites assez proches de « du développement en fraction continue d’un « bon
irrationnel » o.

Dans le cas d’un difféomorphisme préservant les aires, cette assertion découle
essentiellement de la possibilité de contracter sur un point une courbe fermée invariante
de « bon » nombre de rotation irrationnel @ aprés avoir mis le difféomorphisme sous
forme normale & un certain ordre au voisinage de cette courbe; on peut invoquer éga-
lement le théoréme purement topologique de Boyland et Hall ([2 #r]) qui suppose
simplement Pexistence d’une courbe invariante de nombre de rotation « mais ne fait
aucune hypothése de nature arithmétique sur .
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Dans notre cas, il faut partir des coordonnées introduites dans la formule (131)
du paragraphe 2.3 de [5] : tenant compte de la remarque qui suit la formule (130)
de [3] on peut écrire, si (y, a) € 9, ~ D, la restriction de P, , & un anneau |z |< 1/2
en dehors duquel cette application « ressemble » 4 une forme normale, sous la forme

(35 bis) Poamu) ={n+o+mX+(l+y)us+I5s
| + O Re"=% | + | k1)),

ol t = 1, est de 'ordre de w — wy, &, de Pordre de | 7|2 et & de 'ordre de | 7 |['!
pour z > 3. Définissons u,, par ’équation w + tu,, = p/g et notons (comme dans [5])
m(u) = X 4+ xu + ZE @ ¢ si | w(uy,)| > O( X5 | + | P uktl]), le cercle d’équation

vle
u = u,, est disjoint de son image, d’oli 'on déduit facilement qu’il ne peut exister
d’orbite périodique de nombre de rotation p/gq. On se place donc dans Pintersection de
la région ou cette inégalité n’est pas vérifiée avec la région ¥ N [2, — (&, YV Z,)]

ol peuvent se passer des choses non triviales (voir [5] fig. 12) : on constate alors que?(

est de Pordre de ((p/g) — w)2 et x de Lordre de r,/ﬁl

Posons ¢ = m ; Pinspection des ordres de grandeur rend naturel le changement
de variables u = u,, + (t/vr) p, |p|< 1 : les orbites périodiques de P,, de nombre
de rotation p/q appartiennent sirement & I’anneau ainsi défini et la restriction de la
famille prend, dés que ¢ est assez petit, la forme

(2 bis) P, ., 0) ={n+ (plg) + ap, p + BIL(p) + v(5, p)},

qui ne différe de (2) que par les valeurs de «, B, vy (¢, t® ¢, "~ * ¢ ici alors que dans (2)
elles sont =, 7%, 1").

Les lemmes 1 et 2 du premier paragraphe sont valables dés que qa < C et
a <%(C, k), c’est-a-dire ¢|(p/q) — o | < C et |(p/g) — o | <e(C, k); la seule différence
est que maintenant ||, , — Id ||, < O(y/x) = O(]=|*~*) qui est certes petit si | 7|,
c’est-a-dire |(p/g) — @, |, est petit, mais ne tend pas vers 0 avec ¢ = O(|(p/q) — »]).
On remplace ainsi (30) par la formule
(30 &is) Hyao Py g0 0(n,0)

={n+ (p/g) + to + """ A(n, p), p + BII(p) + ="~ *B(n, )},

dans laquelle la distortion ¢ devient négligeable devant le reste incontrélé O(|=|"~*),
ce qui empéche en particulier d’effectuer le dernier changement de variables (32) mais
n’infirme en rien la conclusion du lemme 2 quant au bon ordre de I’ensemble des orbites
périodiques de nombre de rotation p/q.



2. FAMILLES ANALYTIQUES GENERIQUES
ET SOUVENIR DES RESONANCES PROCHES

2.1. Formes normales résonnantes

Nous supposons maintenant les difféomorphismes P, , analytiques ainsi que leur
dépendance des paramétres y, a, et exhibons un « gros » sous-ensemble de telles familles
dont chaque membre posséde une suite de « bonnes langues de résonance » ém/«n'

Chacune de ces derniéres est indicée par un « bon » rationnel p, /g, (qui tend vers o,
lorsque n — 4 ) et correspond a des difféomorphismes P, , dont la partic de la
dynamique associée au nombre de rotation p,[q, peut étre décrite assez précisément 2
I’aide d’approximations par des solutions d’équations différentielles autonomes.

Les familles d’équations différentielles obtenues sont des « modéles d’élimination
résonnante de couples de courbes invariantes » et ont leur intérét propre.

Comme dans [15], les familles génériques sont le résultat d’une infinité de modifi-
cations éventuelles au niveau du développement de Taylor, correspondant chacune &
un élément p, /g, de la suite de nombres de rotation considérée.

L’organisation globale de ces modifications et la définition de la topologie analy-
tique utilisée sont adaptées directement de [15]. Nous en dirons un mot a la fin du
paragraphe 5 mais insistons surtout (comme dans [3]) sur I’étude de la modification él¢-
mentaire associée a un rationnel p/g¢ donné.

Alors que dans le paragraphe précédent on fixait la famille P, , et on considérait
7 et ¢ comme des parameétres, on commencera donc par fixer ¢ et étudier les pertur-
bations de la situation résonnante correspondant & w, = p/q. Le role de = sera tenu
par un troisiéme paramétre ¢ fixant la distance a la résonance, la petitesse de | ¢ | assurant
le caractére de « bon rationnel » de p/q pour la famille (u, a) —» P

w,a,t*
Notre objet est ainsi, comme dans [3], une famille & trois paramétres (comparer

a (1) :

Pai(2) =N, .(2) + O(2[*77),

Nu.,a,t(z) = z[1 "l‘f(P': a, t, I 2 |2)] 321“”(“’“""2‘,):

Sfly, a,t, X) = p + aX + ay(y, a,t) X2 + ... polynéme en X,

g(w, a,t, X) = bo(w, 4, 8) + b1(, a,8) X 4+ ... polynéme en X,
a,(0,0,0) = — 1,  5,(0,0,0) = p/g, 5,(0,0,0) # O,

b,
2 oa
7;0(0’ 0,0) # 0.

(36)

10 = 2220, 0, 0) + b,(0, 0, 0) # 0,
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Définissons comme dans [5]
r((pIQ)’ P-: a’ t)’ Pp/q = Pp/q(t):
Yole = Yp/q(t) = (P‘p/a(t)a av/a(t)) € Co/q(t),
proches respectivement de 0, 0, (0, 0), par

&(s a, 8, 7((619), 1, 8, 1)%) = plg,

Pvlq(t) = r((ﬁ/?): l"'p/q(t), ap/a(t)> t),
(37) f(P‘D/G(t)’ av/q(t)’ t: pvlq(t)z) = 0,

% (p'?/a(t)’ apla(t)’ t: pp/a(t)z) =0

(notons que 73((p/q), w, a, t) et p2,(f) sont analytiques en (u, a, £)).

. . . .
Ppa(t) est le rayon de I'unique cercle invariant de Nu,,,qm, WCRE

apyglh) induit dessus la rotation R,,.

ce cercle est

non normalement hyperbolique, et N,

G,/ () est I’ensemble des (w, a) pour lesquels N, , ; possede un cercle invariant
sur lequel elle induit la rotation R .

Remarquons que 7((p/g), 0, 0,0) = p,,(0) =0, u,,(0) = a,,(0) =0.

Les hypothéses impliquent que la fonction X définie par X(f) = p,,(¢)% est
un difféomorphisme local au voisinage de 0 : en dérivant (37) par rapport & ¢ en
p=a=1t=X =0, on obtient en effet

oX b, ‘
(38) Mo (0) = —-,(0,0,0).
On pourra donc supposer que p,, ()2 = &.

Le choix du reste O(| z [¢~?) dans (36) vient de ce qu’a cause de la résonance
(f® %92 = 1, une forme normale tronquée de P, , , (et donc de la famille P, ,,)
invariante par tout le groupe SO(2) des rotations n’existe que jusqu’a l’ordre ¢ — 2;
en degré ¢ — 1 apparait en effet un terme (z)? ! et, & partir de 13, le groupe d’invariance
de la forme normale tronquée se réduit au sous-groupe fini de SO(2) engendré par
la rotation R . Ayant besoin de formes normales sensiblement plus longues que celles
de [15] et [3], nous partirons de I’expression générale (voir [1], chap. 6, § 34, ou [4]) :
(39) Pyai(2) = 20(p, 0,8, | 2%, 2) + 27 W(w, 0,4, | 2% 2%) + O( 2|**Y),

dans laquelle @ (y, a, ¢, X, Y) et ¥(g, 4, £, X, Y) sont des polynémes en X, Y, Y dont les
coeflicients sont des fonctions analytiques a valeurs complexes des paramétres p, a, ¢, et
Q est un entier arbitraire.

Remarquons que (39) s’écrit encore

P, (2) = 2@ (p,a,8,| 2|% 29 + §>3 Yl @, 8) 2™ 4+ O(] 2|2 +)
m=>1
(40) = 2[l + A(w, a, 4, | z [}, 29)] @B et lslheh
+ 2 yu(p,0,8) ™77 + O(| 294,
m=1
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A(p, 8,1, X,Y) et B(y, a, ¢, X, Y) étant maintenant des polyndmes en X, Y, Y, dont les
coefficients sont des fonctions analytiques de (u, a, t) & valeurs réelles.
En coordonnées polaires z = r¢*™, A et B deviennent des polynémes

f(p, a, t, 1%, r? cos(2mg0), r* sin(2mg0h))
et &(u, a, t, r*, r* cos(2ngh), r*(sin 2mgh))

en leurs trois derniéres variables, dont les coefficients sont des fonctions analytiques a
valeurs réelles de (u, a,t), et

Byo,i(s) = 231 + 4 Ty, 2 emmionr+ D 1 O(| 2|9)),
m=1

On supposera dans la suite que v,(0, 0, 0) # 0.

Ceci permet d’écrire y,(u, a,t) = ¢,(u, a, £) ™™= oy ¢ et d, sont des fonc-
tions analytiques a valeurs réelles de (u, 4, ¢); on pose
(41) Uy(, a,1,8,7) = ¢8 + Z(u, a, 1,7 r* cos(2ngd), r* sin(2ngd)) — d,(p, a, ¢).

On pourra choisir dans la suite Q = 2¢ — 4, mais le choix de Q = ¢ comme
dans [15] et [3] se révélera insuffisant. En particulier, seul le premier terme interviendra
explicitement dans la somme du deuxiéme membre de (40) (celui qui correspond a
m = 1), et ’expression de P, ,, en coordonnées polaires devient :

Pu’a"(nzme) — Re2n:i@,
a—2
42) @=04+7— 2" sin@rU,) + O(| z =9,
on(l 4+ f

R =11 +f+ 6% 2 cos(2nU,) + O(] z |2 ~4];

nous noterons

13
(43) GRS P S CLUL E—
21:(1 +f(‘1" a’ t, 0, O, O))

Aprés une rotation des coordonnées de (1/¢)(g(w,a,¢,0,0,0) — dy(u, a,t)) qui
remplace 27U,(u, 4, £, 0, 0) par 2rgd, on obtient
Pu’a"(mzm'e) — Rezm‘e’
0 =0 + g(u, a, ¢, ") — 7, 7*7* sin(2ngb)
(44) + 79 §o(p, 4, 8, 0, 7%) + 1074 (g, a, 1, 0, 1),
R =71 4+ f(u, a, ¢, r*) + ¢, r* 2 cos(2mqh)
+ " 9o(is a, £, 0, 1) + 174 @y(u, a, £, 6, 1)],

ol

flws a8, 7%) = flu, a, 8,12, 0,0),
g(p., a, t, 72) = ?(H, a,t 0, 0):
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et @, et ¢, sont des polyndmes en leur derniére variable, dont les coefficients sont des
fonctions analytiques a valeurs réelles de p, 4, £, 6, (1/g)-périodiques en 6, et ®,, ¥, sont
des fonctions analytiques de leurs variables.

Bien entendu, en remplacant O(|z[*~*) par O(|z[*"?), on retrouve la
formule (36).

Nous faisons maintenant, pour tout £> 0 (i.e. p,,# 0), les changements de
variables

8,7) - (6, 0) > (6, o)

définis par
(45) r=r((plg), w4, t) V1 + 0, |c|< 1/2 (comparer a [5] formule (30)),

et par la condition que © soit égal a 6 + (p/g) + =,, ¢ (comparer & [5] formule (43)).

Rappelons que dans le carré 9, = 9,,(t) associé a la famille (u,a)» N, ,,

comme dans le lemme 1 de [5] (voir aussi le paragraphe 1 ci-dessus) nous avons (voir
les formules (39), (40), (41) de [5]) :

l r((jb/q)a ., a, t)2 - Pi/a | < Cp;/a’
(46) l T((ﬁ/?)’ y" a’ t) - Tp/q l < FP;/«’
I Tpla — bl("‘p/a(t)’ ap/a(t)’ t) pi/a l < FP;/Q’

ou les distorsions sont définies par des formules analogues a celles de ([5], formule (31)
et lemme 1), z.e.

(B10), s 0,1) = 5 (s, 1, 7((B10), 0 0 )% 7((0a)s 1 0, 1,

Tprg = Tp/q(t) = 7((2/9), (J.,,/,,(t), (), £)-

Rappelons également qu’en termes des coordonnées v/, &' définies en ([5],
formules (31), (34), (45) = (119)), 2,,,(¢) est approximativement défini par les formules
|V ] S6%e 1€ 0% ([5], lemme 1). Aprés P’éclatement

(48) Vo= P?:/q 7’ ¢ = lec?’ l\" l s I ¢ l s

(47)

w et a deviennent des fonctions analytiques de V,%, ¢ dont le développement de Taylor
en ¢ est de la forme

(49-1) e(V,5,8) = — 2+ O(%), a(V,%,t) =2t + O(?);
de méme, on déduit de (46) que (comme fonctions de 7, %, ¢),
((p/9); v, a, 1) =t + O(#*),
(49-2) Ty = 01(0,0,0) # 4 O(#%) (fonction de ¢ seulement), et
T((0/9)s 15 8, 1) = Ty + O() = 5,(0, 0, 0) 2 4+ O(#2).
Enfin, les expressions obtenues pour les coordonnées de P, ,, étant analytiques en
r((p/9), 1, a, t) = V(1 + O(t)), il est naturel de remplacer ¢ par #, c’est-a-dire de poser
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Ppie = t. Nous considérerons donc dorénavant la famille P, ., (1, 0) € D,,(, qui a 'avan-
tage d’étre analytique en les variables (V,%, ¢, 6, p) (bien entendu, & ¢ fixé non nul, on
retrouve I’analyticité en (u, a) € 2,,(t%)).

On obtient un plongement de T* x [— 1/2, 1/2] dans T* X R de la forme

Pu.,a,t'(e’ P) = (9’ R)’ ® = 5"(7, 2" ta), a = a(?/, Ela tz),
0 =06+ (p/Q) + Ty 05
(50) R=v+(1 +e’)p+s’pz+‘§8a{ e

+ (1 + )P~ 1[2(1 + w) (1 + p) — gp] £~ * cos(2mgbd)
+ 2 o(w, a,8,0,p) + 27 D(p, a,1,0, p),

analytique en V,%, £, 0, p, o0 ¢ est (p/q)-périodique en 6, et qui précise la formule (2)
du paragraphe 1.

On a repris ici les notations de la formule (119) de [5] (voir aussi le début du § 1);
en particulier,

s'~—2t |a |<Cit*® pouri>3;

Do = D,,(17) est essentiellement défini par |v' | S5 | &' | $° et on retiendra que
Tpra = Tpa(t?) ~ b,(0, 0, 0) #3, et que nous avons supposé ¢,(0, 0, 0) # 0 (par exemple > 0).

Nous reprenons maintenant la démarche du paragraphe 1 en considérant P, , .
non plus comme perturbation d’ordre #~> d’une forme normale N, ,, invariante
par SO(2), mais comme perturbation d’ordre #**~° d’une « forme normale résonnante »
Nu’ o ¢ invariante seulement par le sous-groupe fini de SO(2) engendré par la rota-
tion R,

u o085 0) = (0, R) =N, . u(0,0) + (0, #7*5(n, 3,4, 6, ),
=0+ (9/9) + Tpeps
(51) R —V (L + e+ e+ Dl e+ 0,0),
P> 8,40, 0) = (1 + p)** 7[2(1 + p) (1 4 p) — gp] cos(2mgb)
+ 2 9w, 6,1, 6, p).
Les estimations du paragraphe 1 peuvent étre menées de la méme fagon : les difféo-

morphismes définis par les formules (19), (24), (28) sont remplacés par

1 q—1

I:Iu,a.t‘ == 2 RPIG ° Nu. a, >

(52) K =1q§R"oP

W, G, §* vl w,a, %>

xua‘l—H a‘iOK

W, @, 439

dont les propriétés sont analogues a celles décrites par les lemmes 2 et 3 : en effet, le
lemme 2 découle formellement du lemme 1, qui est encore vrai lorsqu’on remplace t"
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par t*~° P, par P, .., N, , par Nu,a, s, €t il n’y a rien a changer &4 la démonstra-
tion du lemme 3 si on remarque que seule intervenait la commutation de H,, 4 la
rotation R, .

Sous les hypothéses du lemme 2, le difféomorphisme wa ¢ €St donc
O(#**~®)-proche de I'Identité dans la topologie C, il transporte la courbe des points
transformés radialement par R;'o P2 . sur la courbe (ce n’est pas un cercle!) des
points transformés radialement par R;'o 1’\\1“1’“,,., et transforme P, , . en un difféo-
morphisme (‘que, conformément & la note au bas de la page 15, on notera encore abusivement P,
par la suite)

w,a, ¢

ju, a,t% © Pu.,a, 0 '}{Ax.l.—,tlz,t’(e’ P) = (®15 Rl)’
0, =0+ (plg) + tppp + 1 2 a(p, a,,0,p),
Ri=v+(@+e)e+se"+ Zae+75pa100)

i + 978 8(y, 4, 1,9, p),

(33)

dont les points périodiques (0, p) de nombre de rotation p/q vérifient
(54) Ty P+ A “((“L: a,t,0,0) =0
(autrement dit, o wa 0 Py g o b2 e, induit sur ces points la rotation R ).
Le changement de variables défini par
(55) Toia ¥ = Ty @ + 87 a(p, 4,4, 8, )
conduit enfin & un difféomorphisme, lui aussi noté P, , ,., de la forme
Pu.,a, l‘(e, x) = (®3 X),
0 =0+ (4/9) + Tpo %
(56)
X=vV+(l+e)zs+s2+ Zagx+125a10x)
=0 + t2q_10?(p" a’ t’ 6, x)’
dont les points périodiques de nombre de rotation p/g sont donnés par les équations
x=0,

(57) v + 172 5(w, a, 8,0, 0) + 227°F(u, a, ¢, 6,0) = 0.

Remarquons enfin que, § étant invariante par R, et la restriction du difféo-
morphisme a ses points périodiques de nombre de rotation p/g étant la rotation R,
la nullité de

vV 4 1772 3(w, 6,1, 0,0) 4 2270 (p, 6, £, 6, 0)
implique celle de
V, + tq_z EF;((J', a’ t’ e’ 0) + t2q_10 ?(p’, a, t’ e + (p/q)’ 0)'

En particulier, les points périodiques de nombre de rotation p/g de P, , ;. sont encore
définis par les équations
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x=0,
q—1
Vo 7 8(w, 4,4,6,0) + (1/g) 7% X T 4,4 0 4 i(4]g), 0) = 0,
et il est plus agréable d’écrire P, , . sous la forme
Pu,a, ‘.(0, x) = (®’ X)’ B = y.(?;, ?3 tz)’ a = a(?/, ’E; tz):
(59) © =0+ (plg) + Tora %>
X=v+( —|—s')x+s’x2+‘§. a & + 17 %(u, a, ¢, 6, x)
= + 70 y(w, 6,4, 6, 2),
ol n ((p/q)-périodique en 0) et vy, analytiques en 3, %, ¢, 0, x, sont définies par
27 n(p, 0,1, 6,%) = 27" §(u, 4, £, 6, %)
a—1
+ (1g) #47° S ¥, 4,6, + i(pla), 2,

(38)

(60)
) Y 0,4,0,9) =F(w,4,6,0,%) — (1g) T 7, 0,40 +i(plg), »).

Les points périodiques de P, , ,, sont alors donnés par les équations
x =0,

1
(61) v + % y(p, a,£6,0) =0

qui précisent (35).

Enfin, on remplacera v’ par v + t"_2ﬂlan(p., a,t,0,0)d0, ce qui permettra
dans la suite de supposer que

(62) f;lqn(p., a,t,0,0) dd = 0.

Remarques. — (i) On aurait pu, a partir de (50), remplacer t,, par # dans
Pexpression de ® en choisissant autrement le changement de variables (0, 6) — (6, p),
mais nous avons voulu conserver la symétrie avec les formules de [5] et [6].

(ii) Dans la formule (59), le 29 — 10 n’est bien entendu pas significatif; on peut le
remplacer par QQ « assez grand ».

(iii) On déduit de (61) que Lensemble G, (2) N D, (2) des valeurs de
(u, @) € 2,,, pour lesquelles P, .. posséde une orbite périodique (forcément bien
ordonnée) de nombre de rotation p/q est défini par

— 272 inf (., 4, 4,0, 0) < v/ < 7% sup n(p, g, £, 6, 0),
bem e
c’est-a-dire (& O(t%) pres, voir (51)) :
— 26,8072 SV S 2, 1072
Son bord, image d’un pli quadratique (lieu singulier de la restriction de la projection sur 9,,,)

de la surface v = — *7%y(p, a, ¢, 0, 0) définie dans D, X 1— 1/2q, 1/2q[ (figure 1),
est analytique.



- 26 ALAIN CHENCINER

2.2. Réduction des formes normales a leur partie signifiante
et interpolation par une famille d’équations différentielles

Si nous considérons a nouveau la famille P, , .. (¢ = ¢, fixé) comme une pertur-
bation d’ordre | z |?~* d’une forme normale N, , ,» invariante par SO(2), nous pouvons
lui appliquer directement les résultats de [5] et [6] avec 2n + 3 =¢ — 1 (que
n = (¢/2) — 2 ne soit pas forcément entier n’a aucune importance). En particulier,
P, . « ressemble » & N, ;. (au sens de [5] § 2-3) dans le complémentaire 5 (i%)
du domaine #7(#2) bordé par les courbes I',_,(#?) et I'f (#?) définies comme dans le § 1-2
de [5].

Soit 3, =38,k K,8)C D, = D,,(#) le « rectangle » défini (pour &> 0,
K> 0) par

Sy = {1 @) €Dy, | & |<KEWHITE || < (KYB) 122},

Ce « rectangle » est beaucoup plus petit que 2, (défini approximativement par
|| < 8, | v'| < #8); le premier des lemmes ci-dessous indique cependant qu’on pourra
ne considérer dans la suite que les valeurs de (u, a, t) telles que (u, @) appartienne a
3,44, K, #2), ot K est une constante bien choisie (*). Les lemmes suivants montrent
que, pour ces valeurs, la restriction de P, , ;» & un anneau contenant toute sa récurrence
non triviale admet, dans des coordonnées bien choisies, une expression débarrassée de
tout ornement superflu (**) et donc accessible a I’analyse (je veux dire & la géométrie).

Dans tout ce qui suit, t = p,,, est supposé assez petit (et ¢ > 18).

Lemme 4. — Si K est assez grand, 3,,,(4, K, 12) contient toutes les valeurs de (w, a) pour
lesquelles P, , ,+ posséde une orbite périodique (forcément bien ordonnée) de nombre de rotation plq
n’appartenant pas & une courbe fermée invariante entourant Uorigine. Plus précisément, 3,,,(4, K, #?)
contient C,,,(#2) N ¥ (£2) (les notations sont celles de [6] § 1.2, déja rappelées ici, voir fig. 2).

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme 1 de ([6] § 2) et des
estimations du § 1.4 de [5] :

I'£(#%) a une équation approchée de la forme
8tV + 2+ ... + O(@?**) =0,

et la largeur horizontale du trou séparant les composantes connexes de C,,(12) N #(#2)
est d’ordre O(#*~3%) = O(t'“? %) dans la coordonnée a, donc d’ordre O(#%“?~3%) dans
la coordonnée €'. Tout ceci est résumé sur la figure 2 ci-dessous qu’on comparera a la
figure 3 de [6] en se rappelant que v/ ~ vete ~e.

(*) « Moralement», on devrait pouvoir prendre 2 = 0 et K assez grand; Ientier k n’est nécessaire que parce
que I'on n’a pas une estimation suffisamment précise de la région ou la seule récurrence non triviale appartient a
des courbes invariantes.

(**) En fait, certains ne le sont pas, tel le terme »y® que contient yA(y, 4, ¢, 0, y) dans la formule (63) : son

coefficient x est équivalent & yth)_s_k (formules (103) et (104) du § 6) dont la non-nullité empéche P§ 4, 42 d’avoir
un comportement conservatif au voisinage de ses points fixes elliptiques.
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v = (K2/8) g2—10

v = 0(t1)
g = O(t(aIZ)—s)

e = K@/2)—3

T —s(8%)
(e

G, () N7 (1) Ty —a(t?)

n
89/0(4: K) tz)
n

2 »/q(tz)

Fic. 2

Lemme 6. — Si (u, a) appartient a 8,,,(k, K, t2), ¢l existe L (dépendant de k et K mais
pas de t) tel que toute la récurrence non triviale de P, , . (défini par (59)) soit contenue dans
Panneau | x | < Li9® =3k,

Démonstration. — Notons

Pu.,a,t'(e’ x) = (9 + ([’/Q) + Tplg %5 X + H(es x))'

Dans Panneau | x| < Bt (B constante) qui, ainsi qu’on I’a rappelé au début du § 1,
contient toute la récurrence non triviale de P, , .. pour (u,a) € 2, (t?), on a (se

rappeler que s’ = — 2t* 4+ O(#®) et | 4] | < C;t*~2 pour i > 3) :
IO, x) < v + & x + (3/4) 8" x® + v,,
ol Vo= 8""% My =2sup|n(w at0, x|,

anneau |x|< Bt

anneau | x | < Li@?-3-%
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le sup étant pris sur ’ensemble { (i, 4, £, 0, %) | (, a) € D,,,(¢%), t voisin de 0, | x | < Bt}, et
donc II(6, x) < — vy dés que x est & extérieur de lintervalle défini par les racines
(2/3s") (— &' + [(g')2 — 3s'(v' + 2v¢)]"%) du polynbéme v’ + 2v; + €’ x + (3/4) 5" x2. Si
(u, @) appartient 2 8, (%, K, #2), la plus grande des valeurs absolues des racines est majorée
par

(2/3 I s |) {Kt(412)+1—k + [KZ jat2—2k + 3 [S' I((K2/8) $9—2—2% + 2,00 tq—2)]1/2}

< Lt(a/2) -3 --k;

la dynamique de P, , ,» n’a donc pas de récurrence (& I’exception du point fixe 0) hors
de Panneau | x | < Li??~3=% (fig. 3) ce qui démontre le lemme.

Lemme 6. — Le changement de coordonnées

x=9=3"ky |y|<L,
conduit & la « forme canonique » suivante de P, , ., analytique en ¥,%, 4,0,y :

= p(V,%, 8), a=a(V,%, ),
Pu,u,t'(e’.y) = (®> Y)> (y., a) E sp/q(k, K, tz)
0 =06+ (p/q) +w,
Y=0a+ (1 + ﬁ)y—l—yy’-}—b‘&(y,a,t,ﬁ)

+JA(w, a, ¢, 6,9) + B(y, a, £, 6, ),
w = Tola t(a/2)—s—k — bl(O, 0’ 0) t(a/z)-—l—k + O(t“’lz)"'l_k),

|| =|v |- ‘@2 +3+kg (K?/8) gD +1-k
(63) ‘ B | = | e | < Kpaw+1-k
vy = s pOn-3—k _ _ ofa+1—k + O(t(q/2)+s_k),

§ = Q¢ 1972 @A HIFE _ 90 gl F1HE
E(w, a, t, 0) = cos(2mgb) + O(#2), (1/q)-périodique en 6,
f;"’z(p., a,t,0)do =0,
A(w, a,t,0,y) = O(@e~2-2%), (1/q)-périodique en 0,
B(u, a,t,0,9) =O(%), Q= (3¢2) =7 +*

De plus, si @, , » est le flot de équation différentielle du second ordre invariante par R,

do
- = W,

(Eu.,a, t') d

Z—a B+t R a1, 0),
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les orbites périodiques de P, , ,. de nombre de rotation p[q coincident exactement avec les points
singuliers de E, , 1, et P, , . est trés bien approchée dans Panneau |y |< L par la composée

1 M
Rp/a o® = (Du, a1 ° Rp/a

u,a, i

de la rotation R, et du « temps 1 » de E,, , .
Plus précisément, (P, ,» — R 0@ , ) (0, %) est de la forme

(O@=™), O(*=*~™))
ainsi que ses dérivées partielles (avec bien sdr des constantes dépendant de Pordre de dérivation).

Démonstration. — Le changement de coordonnées indiqué conduit évidemment a
la forme canonique donnée dans le lemme, avec

82—'(9‘) a, t, 6) = Ttk 7](“', a,t, e’ 0):
A 0,4,0,9) = E a(te9 241y

+ ORI, a, 8, 0, £ID 3 ) — n(u, 6, £, 6, 0)]
B(u, a, 8, 0, 9) = £ —T+Ey(y g, £, 0, LIP3k 5.

Considérons maintenant I’équation différentielle E, , ;. : I'assertion sur les points singu-
liers découlant de (61), il reste a évaluer la solution au temps 1; il suffit pour cela de
considérer E, , ,, comme perturbation de I’équation linéaire

o dy
d—s'_w.y) ds—ﬁy.

Les calculs sont sans mystére et, n’utilisant pas explicitement dans la suite la derniére
assertion du lemme, nous ne les reproduirons pas ici.

Remarques. — (i) Travailler, comme dans [15] ou [3] dans I’anneau plus petit
| | < O@FY®~2), pour (u,a) €l (—1,K, ), revient & repousser dans le reste le
terme quadratique y»? et donc & ne plus s’intéresser aux orbites périodiques qui, dans le
modéle équation différentielle, jouent le réle des courbes invariantes de P, , ;» dont on
étudie 1’élimination. Lorsque « = = 0, on retrouve alors I’équation du pendule
hamiltonien

Z—f = wy, Z—{ = & cos(2mgb)
qu’utilise implicitement Zehnder.

(i) Que P, , o(2) soit, en z = 0, approché par une forme normale formelle de la
forme R, 0 ®(2) = ®*o R (2), ot D! est le « temps 1 » d’'une équation différentielle
formelle ayant pour seule singularité l’origine, c’est-a-dire I’unique orbite de nombre
de rotation p/q de P , ,, est bien connu (voir une discussion du cas hamiltonien dans [14]).
On a ici un résultat analogue aprés déploiement, le voisinage infinitésimal de O étant
remplacé par un voisinage tubulaire d’une courbe fermée contenant les orbites pério-
diques de nombre de rotation p/g de P, , ;1.



30 ALAIN CHENCINER

(iii) Dans les coordonnées «, @, Lensemble C, () N 3, (% K, #) des
(1, a) €38,,,(k, K, #?) pour lesquels P, ,, posstde une orbite périodique (forcément
bien ordonnée) de nombre de rotation p/q est défini par

3 inf &(u, a4, 0) < a< 3 sup &(p, a, ¢, 0),
6e™ 8eeT
c’est-a-dire, & O(3¢?) = Ot/ +3+%) prés, — 3 Sa S 8.
Rappelons (Remarque (iii) a la fin du § 2.1) que son bord est analytique.

(iv) Le paramétre ¢ étant fixé, w est indépendant de «, B; quant a v, 3, ils le sont
presque, puisque 'on déduit de (63) et de la définition de v', ¢’ dans [5] que

a — Eg_’ 98— — Q(ge—8—2%), 6_'{ — ?“_’ faD =3~k — Q(glaD—5-k)

PP o8 o
(63 b1s)
03 0y o _s 03 acy
_— = — 1% = ta-l R _1 .t(al2)+l+k — t(aIZ)—1+k .
oa 2 o' d o=, op 2 o’ o )



3. FONCTIONS DE LIAPUNOV

Ce paragraphe et le suivant représentent pour les bons rationnels I’analogue du
§ 2.3 de [5] dans lequel nous montrions ’existence de beaucoup de « bons » chemins
d’élimination le long desquels P, , « ressemble », pour toutes les valeurs du paramétre,
a une forme normale.

Bien entendu, dans le cas présent, I’existence générique d’orbites périodiques isolées
exclut que les régions (respectivement o/, — C,,. et B — C,,) dans lesquelles
P, , o « ressemble » a une forme normale se touchent en un point ¥,,, mais on montre
que ces régions sont aussi grandes que possible, venant embrasser de chaque c6té la langue
de résonance @m (comparer les figures 4 et 12 & la figure 12 de [5]). Nous avons déja
dit dans P’introduction que ceci implique un contrdle parfait sur le premier et le dernier
point de bifurcation d’une famille 2 un paramétre d’¢limination (i.c. traversant C )
passant par ces régions (fig. 20).

Il est recommandé au lecteur de prendre connaissance de ’Appendice avant de
poursuivre son chemin.

Dorénavant, on suppose que t > O est assez petit, que (., a) appartient au rectangle 3
et on étudie la dynamique de P, , .: T' X [— L, L] - T X R défini par (63).

o=Vt IOFITE ot B = ¢ sont des coordonnées sur §,,(k, K, %), qui est défini par
les inégalités | o | < (K2[8) gl@@+1-k | g | Kele2+1-k

On supposera w et 8 positifs.

(&, K, %),

»le

Pour alléger, on omettra souvent d’indiquer la dépendance en #, ou méme en
(w, a, t), écrivant par exemple C‘.m au lieu de (Alp,q(tz), £(6) au lieu de &(u, a, ¢, 0), etc.

3.1. Loin des iles de nombre de rotation p/g

Nous utiliserons de plusieurs fagons dans la suite I’approximation de R; o P

vla w,a, ¢*
par le « temps 1 » @, , ,» de P’équation différentielle E Pour le moment, elle va

v, a, 4
nous suggérer des fonctions de Liapunov qui permettront plus tard de déterminer comple-
tement les bassins des attracteurs et des répulseurs de P, , ,» pour certaines valeurs des

paramétres.
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Définissons  les  régions &7, = o, (k K, ), @BE

_gi

vl

(% K, %),

gg/a p/a(k K,2)=2% :-/a N B, de 3, = 8,,(k K, t*) par
vla = {(p, a) € 8,,/,,, ‘32 — 4(« + K, ta—z—zk) vy<0},
Bre ={(n, a) €8y, a —K 27275 > |y | 2245 ot T*| ]},
(64) «— K 1972 %> |y | ERYRF i thp si q> K 072
BE, = (., a) €3,, 2 8 4 g4+ 4k
) ) ¢ ,
a— K, j—2-% > P ‘462 siag K, 2%

ol K, est une constante positive assez grande, et ¢ = 81(0, 0, 0), \ **
' P grande, €t ¢ =13100,0,0) =g

\\
“ \\\\\\ \\\\
;\\\\\‘\\\\\\\ \\\\

........ \\\\\\\\\\\\\“\\\

Fic. 4 [#p0 = Bpia O Byial-
Soit ' =&, ,;: T X [— L, L] —R la fonction définie (voir I’appendice) par
23
Z0,9) =2 — — x(8),
w
o 1
ol x(0) = %, a, ¢, 0) =f E(w, a, 8, u) du = o sin(2rg0) + O(#2).
0
Puisque £ est (1/g)-périodique, et qu’on a supposé f:/a E(u) du = 0, y est (1/¢q)-périodique

en 0.

3
Considérons, pour M? > % (sup x — infy) = O(**%*), les domaines (fig. 5)

d
= g (6,9) eT X [0, M], Z(8,y) > — gw_ infy |,

(65) .
M § (6,9) €T x [— M, 0], £(8,5)> — —infy|.
w




BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES 33

Al

Fic. 5

1 i, .
Nous notons d; ~ — y + 7 i € Z, les points de DY N DY, et B, les composantes connexes

» 3
(0.9) €T x [~ L, L], #(0,5) < — = infy

de T! x [— L,L] — (D% UDE) =

.

Lemme 7. — (i) 8i (w,a) € A, Prty (resp. P, , ) appligue DY dans DL*?
(resp. D™ dans D“*1) et & est une fonction de Liapunov (croissante sur les orbites) pour les res-
trictions P, },,‘.lnf et P,,oplpee

(i) Si (w, a) € B, P, oo (resp. Prhy) applique DY (resp. D-) dans lui-méme
et L est une fonction de Liapunov (croissante sur les orbites) pour les restrictions Py o | pur

-1 Iy
et Prip|pn, oit

1
M, =g [-BF(E -4 —K, 192 %) )],

En particulier, les anneaux (voir fig. 7 la signification de ky et ky )
A, ={yeT X [0,L], £(8,9) > Ay, },
A_ ={_)’ e T X [—' L, 0]3 g(ex}’) = kM_}:

sont respectivement laissés invariants par P, , . et P71 .

(iii) 8§ (u, a) € BL,, P, applique dans lui-méme Ay. Si de plus o> K, 9272,
& est une fonction de Liapunov croissante pour PE} .. dans DYE.

Corollaire. — (i) Si (w, a) € A ,,,, les orbites des points d’intersection d;, i € Z, de DY
et DY vont d’un bord & Pautre de Panneau T* X [— L, L]; il n’y a donc pas d’ensemble invariant
de P, , o qui « sépare » dans cet anneau (i.e. tel que les bords de Panneau appartiennent @ des
composantes connexes distinctes du complémentaire).

(ii) 8% (w, a) € BS,,, les orbites des points d; vont de A_ a A ; il n’y a donc pas d’ensemble

invariant de P, , o qui « sépare » le complémentaire dans T* X [— L, L] de A_ U A,.
5
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La figure 6 résume le lemme 7 et son corollaire : on a représenté dans chaque fenétre

les renseignements qu’on a sur la dynamique pour les valeurs correspondantes des
paramétres.

Les fleches indiquent la dynamique de Rj ;0 P, , . (ou celle de P?, .). Les
ordres de grandeur ne sont pas respectés (cf. fig. 7).

Démonstration. — Nous noterons
P, (0,9 = (6 + (p/9) + wy,y + 11(8,)),

(8, 5) = « + By + v* + 84(6) + yA(8, ) + B(6, y)
=a + ‘3}: + sz 4+ 3&(6) + O(ta—2—2k) — O(t‘“’2)+1—k).

(i) Supposons tout d’abord y< O :

23
L (Bya,0(0,9)) — £(8,5) = DI, ) + (6, 9)* — ——[x(6 + wy) — x(0)]
= YI(0, y) + 18, 5)* — 2 8(8) y + 2 O(3w)
= P[I(6, ») — 3E(6) +»O(#)] + I1(8,)*
Si (w,a) € o,,, on a pour tout y
o+ K, #727% 4 By + v»*< 0;
en particulier, si ¢ est assez petit et K; assez grande,
T(0,7) — 3&(8) +y0(#) < — (K,/2) #2727,
donc ZL(®,,0,0(0,9) — L(6,9) = K, |y | ##7*7% + 11(8, )"

Si (6,7) eDL, y ne peut sannuler quen I'un des points d; (fig. 5); mais alors
%(8) = infy(0), donc £(8) = x'(6) =0, et

116, 0)* = [ + 8(6) + B(6, 0)]* = [& + O(t)]* > (K}/2) £~ ¢~% > 0.

On en déduit que, dans D", limité par une courbe de niveau de % et évidemment envoyé
dans Du*+*, P, , .. admet .£ comme fonction de Liapunov croissante.

Supposons maintenant y > 0 :

On vérifie immédiatement par identification (ou comme conséquence de la derniére
partie du lemme 6) que '

Pola(6,9) = (6 — (plg) — wy + O@* ™),y — T1(8, ») + O(*~*~>)).
On obtient ainsi
L(PL a(0,9) — Z(6,5) = — P[I(6,y) + O ~2~%)]
+ [I1(6,») + O(t*—2—*)]® — %8— (0 — wy + O(t*~2)) — x(6)]

= — DT, ) — () + O(F~>~) + yO(r) + O™ +1=1)] + O(r+*) £(8)
+ [T1(9, 5) + O+~ + Ofse+2-2),
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et donc, si £ est assez petit et K, assez grande,

L(Pran(®.)) — £(0,) > {K, #727%y 4 O(#+*) £(6)}
+{[11(6,5) + O ~*~™)J* + O(#*+*~)}.

: L
Mais, dans DY,

28 Ve
»> (500 — i) > #4220,

donc K, #-2"%y 4 O(f+2) £(0) > (K,/2) 22~ | £(9)].
Alors,

ou bien (Ky/2) #7* [E0)] > (K,[2) £+1 =2 » O(pra+2-%),

ou bien |E(0)] <#*t1—Fk  donc |3E(0)| < O(t®¥2+2),

° T1(6, ) + O(#~2~%) =T1(6, y) — 3§(8) + O(1~2~%)< — (K,/2) ==,

c’est-a-dire [TI(6,5) + O@#*~2~%)]* > (K}[4) t20—4— % 5 O(p2a+2—2),
Dans les deux cas, £ (P, 1(0,9) — £(6,9) > 0, ce qui termine la démonstration
de (i).

(ii) Dans Plintervalle M_<y< M,, on a

o — K #2727 4 By + 1 > 0.

Reprenant les calculs de (i), on voit que ceci entraine
(P, 40(8,2) — £(6,5) > 0 si (6,5) eDY,
Z(Pran(d) — £(6,5) >0 si(6,y) eDL.

23 . . -
La condition M% > - (sup x, — infy) (voir la définition de D™ avant le lemme 7)
43
est (largement) assurée si M% > 2% = wrd (1 + O(#?)), c’est-a-dire
TC

B+ (B — 4(x — K, A72"%) 1) > 2 |y [at**  pour M,
B— (B —4(a— K, e 27%) y)12g — 2|y |et*** pour M_,

c’est-a-dire (B> —4(x — K, #2727 )12 > | B + 2| v | et +E,

d’out Pon déduit la définition de %°

vle®

L’assertion sur I'invariance des anneaux A, et A_ est une conséquence directe
de ce qui précede (fig. 7), ainsi que le corollaire.

(iii) La seule différence avec (ii) est que, si a < K, #72-% M, et M_ sont de
méme signe; il faut alors s’assurer que ’anneau M_ < y < M est assez large pour contenir
une courbe de niveau de . Il suffit pour cela que

I M‘i — M2 l > 62t2+2k,
C’est-a-dire | B (B2 — 4(a — K, 82727 %) y) 12 > 2 (2 2+ 2%

d’ou Pon déduit la définition de %}, et &,

vla*
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JA
\\ L ~
~N

ZL8,5) = ky,

Fic. 7

Remarques. — 1) Si (w, a) appartient & &/,,, la dynamique de P, , ;. est parfai-
tement contrdlée en dehors d’une réunion d’fles C; réellement disconnectées les unes
des autres (fig. 8). [Il en est bien sir de méme lorsque (., a) appartient & %3, 4 ’extérieur
de A, VA_].

Ces iles ont le nombre de rotation p/g dans le sens suivant : si un point (0, y) €B;
a toutes ses images (resp. images réciproques) dans U B,, on a V& >0,
P:o.0(8,9) €Bi iy, (resp. Pt (6, 9) € By_y,). €

7\

;:i. t'(Bi + n)

TRSWRSM

Fie. 8 ((w, a) € Hpjq)
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2) Le lecteur pourra, a Pinstar du referee, s’étonner de la conservation des termes
K, ##72~%* dans la définition de %9, et B, : dans B9, par exemple, ce terme peut
évidemment étre négligé devant |y | ®#2T%* = O(#¥®~3+*%), On ne les a conservés que
parce que l’articulation des deux parties du bord de #%, se fait alors naturellement
suivant la droite « = K, ##72~% qui intervient dans 1’énoncé du (iii) du lemme 7.

Ce bord s’étudie d’ailleurs plus commodément dans les coordonnées
B —4—K# ™y - B
# SRR
analogues a celles suggérées par le referee; la définition de #%,
> BFetH? sia> K 002 %
6.4 t4+4k

1632

~
o =

devient en effet

a>

siag K, #2727,

3.2. Dans les iles de nombre de rotation p/g

Rappelons que, par définition ([5] § 2-3), P,,, « ressemble » a la forme
normale N, ., si les deux difféomorphismes locaux ont, dans un voisinage uniforme
(indépendant des parametres) de l’origine, le méme nombre de courbes fermées inva-
riantes et la méme décomposition en bassins.

Lemme 8. — (i) Si (w,a) e, —C
normale sans courbe invariante.

Si (s a) € A g N 0C, g, P, o « ressemble » & une forme normale sans courbe inva-
riante, @ Dexistence prés d’une unique orbite périodique de nombre de rotation p/q.

(i) 8i (u,8) € B — Cpy N 8yqs Pug o « ressemble » & une forme normale avec
deux courbes fermées invariantes, au remplacement prés des deux courbes par les anneaux A et A_
(respectivement positivement et négativement invariants).

Si (u,a) € B, N 3C,,,, la conclusion est la méme & Pexistence prés, entre A, et A_,
d’une unique orbite périodique de nombre de rotation p/q.

oia N Opgs Py g « ressemble » & une forme

Démonstration. — 11 suffit de trouver une fonction de Liapunov pour R;'o P, .
dans chacune des régions B; définies sur la figure 5 : on sera en effet assuré de ce que les
orbites de R; o P? , ;. (et donc celles de P, , ,,) traversent ces régions sans y revenir
a Pexception pres, si (4, a) € aé,,q, des points fixes (qui correspondent exactement aux
orbites périodiques de P, , ,, de nombre de rotation p/q).

Cela vient de ce que la Remarque 1) du paragraphe 3.1 exclut toute possibilité
de passage de B; &2 B, pour j# ¢ lorsqu’on applique R;'o P}, ..; si par exemple
(v, @) e #,,, on a (fig. 8) :

VE>0, (Ry'eP?, . )%B)CB, uUDL,

u,a, 8

(R;l ° u.,u,t')_k(Bi) C B’i v D'-:‘l- .

la>
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Notons comme précédemment
Pu,a,t’(e:.y) = (913.}’1),
0, =0+ (plg) + wy =6 + (p/g) + O™~ 7H),

Nn=r+ 10,9 =y +a+py+ v+ (6 + O *~%)
\ =y + O(t(¢/2)+1-—h);

on a

P::..a. 0(0,2) = (6,9,
0, =06 +i(plg) + wly + (i — 1) II(6,y) + (¢ — 2) (64, 1)

+ oo+ (6 _g, 3 —0)],
Y=y + (0,5) + (01, ) + ... + I(6;_y,_,)-

De plus, ¢ étant fixé, on voit immédiatement par récurrence que
I0(6;, %) = I(8,) + O ~*~%),

donc

—1
(66) Ry o Pl o u(0)) = (9 +qu [y + 4516, + O(t«*z-”‘)],

y+ q11(6,) + O(t"-z-%)).
Une derniére estimation évidente montre que le changement de variables défini par
—1
(67) x=y+ 2__2_ (6, y) + Ot ~2-%) = y 4 O(t¥P+1-F)

conduit a la formule

Ry o Pl (6, %) = (0 + qux, x + ¢T1(8, x) + O(*~*~™))
(68) = (8 + quwx,x + gla + Bx + v#* + 8(0) + C(5, ),
ot C(6, x) = C(u, a,¢,0,x) = O(t1—2~%),

Remarquons maintenant que C,, N 3,, est défini par
Jnf, [¥(s, 4,4,6) + Cls, 4,4,6,0)] <

< sup [8(p, 4,4 8) + C(p, 4, 1,6, 0)];
6eT

on en déduit que
« + 8(0) + C(6,0) < 0 dans o, — (C,,
et « + 8(0) + C(6,0)> 0 dans #°, — (C,,, N 3,,)-

vle

N spla)’
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Plus précisément, conservant les notations de la figure 5, appelons

0, = 0,(u, a,t) €1d;, d; 4[,

le point ot la restriction de o + 3%(6) + C(0,0) & lintervalle [d;, d; ] atteint son
maximum si (g, @) € &,,, son minimum si (w,a) € &y, (fig. 9); si (u,a) eaém,
0, est P'intersection avec B; de I'unique orbite périodique de nombre de rotation pfg
de P, , . Il existe K> 0 possédant les propriétés suivantes :

(i) Si (p,8) e A,y — int((jm N3,,), il existe ay = ao(w, @, t) > 0, ne s’annulant
que si (g, a) €C,,,, tel que

(69) VieZ, VO0eld,d. ]
a4+ 85(0) + C(0,0) < —ay — Kg | 8[(6 — 6,)%;
(i) Si (w, a) By — int(C,, N3,,), il existe ay = ay(y, 4, £) > 0, ne s'annulant
que si (p, @) € 9C,,, tel que
(70) VieZ, VO0eld,d,,],
« + 85(0) + C(6,0) > a, + K3|3|(6 —6)=2

.graphe de
« + 3£(8) + C(6,0)

graphe de
—a,—Kg| 3] (6 —6)*

1
!
]
]
|

1

1
dl 6( di+l ~ao——-1- ——————
1
4

— Gyl——-d— ; E 6 d{[ et d(+1 6
1 \ .
! graphe de g, + K, | 3| (6 — 6,)*

graphe de _
a + 3§(8) + G(6, 0)
(P-, a) ed ola (éala N 89/«) (f") a) € gglq - (cplq n 80/¢)
Fic. 9

Considérons alors la fonction L;: Tt X R — R définie par

(71) L5 —x— LX) g ),
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oG .
ou on a noté B,(0) = rm (6, 0), et calculons (a I’aide de (68))

L(R;" o B 406, %)) — Ly(6, ¥) = x + ¢[x + 3€(8) + C(6, 0)]
+ ¢(B + Ba(8)) ¥ + (v + 1a(6, #)) #*

—p+&&”m+ww—®—x+ﬁ+&&Nv—%,
w w
donc
<[RS 0 Bl (0, 8) — L6, )]
= [ + 3§(6) + C(6, 0)] + [y + va(0, #)] 22 + [B1(6) — Ba(6))] .
Si (w,a) € f,, —int(C,, N3,,), et si (6,x) €B, (donc 6¢€ld,d,,,[), cette

expression est majorée par
—a— Q8 — 8, %) + K, a7 7# | (6 —6) x|,

ou la forme quadratique
(72) QO — 8, x) = Kq | 3](60 — 8)* — 7 =
est définie positive et a pour coefficients

Ky 8 = 2K, | ¢ | #1900 +1+E, _ g — @1k 4 O +3-ky,

En particulier, K, #2"2-% | (6 — 0,) x| est, sur tout le domaine B;, une petite
perturbation quadratique de Q,, et ne détruit pas sa positivité. On en déduit que, si
(1, a) €y — mt(é N3,,), et si (6,x) B,

»le

1
LR o Py o u(0,4) — Ly (0,4) < —ap — 5 Q[0 — 8, %) < — 4,< 0,

Pannulation n’ayant lieu que si ¢, = 0 (i.e. (g, a) € 8C pia)> €60 =10, x =0 (i.e. au point
fixe de R;*o P{ , ,» dans B)).

Si (w,a) e B, — int(é,,,q N 3,,), la démonstration précédente ne marche plus
car, K; devenant — K,, Q est remplacée par une forme quadratique indéfinie. La mise
sous forme normale d’une singularité de champ de vecteurs du type « Bogdanov » (voir
la remarque qui suit la démonstration) suggére cependant, si (0, x) € B;, le changement

de variables
&ﬂHGﬂ:xb—aﬁ:@»

w

qui a la vertu de remplacer essentiellement y par — y.
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On est ainsi conduit aux fonctions

(73 00 = (1 - 2O ) - BEBO) (6 ) — T 6 o)

w
qui vérifient
LR 0 PY, (8, ) — Ly(6, %)
(1 _ 2v(6—8, + qwx))
w

[ + 3£(6) + C(6, 0)
(B Bi0) £+ y + 1a(0, ) #)
— Oygx?® — B—ilgﬁ‘l[(l — gwlf ®— e‘)) qux — % ? w? le
= g1+ O(®) (= + 3(6) + C(6, 0)) — gy(1 + O(E)
+a(1 - 2= 00 - oy
— 2B + £a(0)) Y2 + (8 + Bi(0) 12 £

On a donc comme précédemment, si (0, x) € B;,
1 ~ ~
E [L‘(R;l ° Pﬁ.a, ‘.(6, x)) - Li(e’ x)]
2
> 2 (a0 + Ko | 31(0 — 0)7)

— 12(;:2 — K, 02| — 0) x| — K, #2722

2a,
3

2a,

> _—
3

1
-|-—2-Q(0——0‘,x)> >0,
Pannulation n’ayant lieu que si (p, a) € aém, 6 = 6,, x = 0. Ceci termine la démons-
tration du lemme 8.

Remarques. — (i) 11 existe une unique valeur de (u, @) appartenant a &/,, N 3@,“
(vesp. #°,, N 2C,,,) telle que 'unique orbite périodique de P, . » de nombre de rota-

tion p/q soit de type « Bogdanov », c’est-a-dire qu’en chaque point (6y, 0) de Porbite,
la dérivée D(R; 0 P2 , ,s) (0o, 0) soit un bloc de Jordan. En effet, cette dérivée s’écrit

b 1+ om0
0 14 (@ + Bi(8)))

0
le 0 en bas & gauche venant de ce que % (x + 3(0) + C(6, 0)) s’annule pour 6 = 6,.
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Il s’agit donc de résoudre le systéme

[ & + 3£(8,) + C(6,, 0) (ou « + 8£(6,)) = O,
B+ Bi(8) =0,

5 (= 35(0) + G0, 0)) oo, (ou 32 (89) = 0.

et B°

vle vla>

« + 8 cos(2mgly) + 1V *E+E o (a, B, 8, 6,) = O,
B+ g2 (Pz(“a B, ¢, 00) = 0’
sin(2rg0y) + & @s(e, B, £, 6p) = 0.

Ce systéme, qui ne distingue pas entre &/ s’écrit

43

A t fixé, le théoréme des fonctions implicites fournit « et 8 comme fonc-
tions de 6,; la troisitme équation détermine alors 6, modulo 1/g (le signe de

az ~
g (« + 3E(6) + C(6, 0)) |g—q, est déterminé par la composante de 3C,, & laquelle

appartient (u, a)).

A

Il reste a vérifier que les valeurs ainsi obtenues de « et B correspondent i des
couples (u, a) appartenant bien a &,, N 9C,, ou %2, naC,,, ce qui est évident

puisque | B | < O(#*~2~ ) (utiliser (64) et la remarque (iii) a la fin du § 2.2).

= .

(85, 0) '<

v/q

Nl
>

A

/’M—\

-~

aC

v/

LA

(60, 0)

Fic. 10
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Remarquons que, plus on s’approche de cette situation singuliére, moins on a le
choix des fonctions L;, I, : pour une telle valeur de (i, a), la pente (1/w) (B + B4(6,)) = 0
en (85, 0) des courbes de niveau de L; (ou T,) est en effet complétement déterminée. II
existe en fait un « cusp » invariant par R;*oP§ , . (voir [8]) singulier en (6, 0),
auquel la courbe de niveau de L, (L,) passant par ce point est nécessairement tangente
(fig. 10).

Pour les autres valeurs de &, N 9C,,, (#°, N C,,,), les orbites correspondantes

sont du type nceud-col (saddle-node).
(ii) Basée sur les modeles locaux

o
@Y
%—-—&—i—yﬁ?b‘ﬁz, v<0, 8>0,

la figure 11 montre géométriquement la nécessité de choisir T, différente de L,. [Les
pointillés représentent les courbes de niveau de L, ou T, les traits gras ’ensemble des

points ol le champ de vecteurs est horizontal. Le cas %9,

est hyperbolique, le cas &7,
elliptique].

®

(iii) Ilseraitnaturel de chercher directement une fonction de Liapunov pour P, , .
sur l;lB,.. Dans le cas ou (i, a) € o/, — int(C,, N §,,), on est tenté de poser, pour
(6,9) €B;, L(6,9) =y — (1/w) (B + B.(6;)) (6 — 6,), ou 6, est bien choisi. Malheureu-
sement, on voudrait que 0,,, = 0, 4+ (1/g), et on se heurte a la non (1/g)-périodicité
de I’analogue pour P, , .. de la fonction B,(6).



4. EXISTENCE DE BONS CHEMINS
D’ELIMINATION RESONNANTE

Nous étudions dans ce paragraphe la dynamique de P, , . dans les anneaux A,
et A_ introduits dans le lemme 7. Afin de garder aux estimations une forme suffisamment

simple, nous restreindrons trés légérement les domaines &}, #,,., £, = BL, O B,

en les remplacant respectivement par &, #,,,, By, = B}, N #,, définis ci-dessous
(on remarquera que les ordres de grandeur ne sont pas modifiés : la taille de guépe

séparant &, de .%‘,’W reste remarquablement fine (de ’ordre de 3¢2) par rapport a la
largeur de C,,, (équivalente 2 23)!
1
o> 120, F ——Qal .8,
|yl
s 3 (e
(74) B = (w,a) €8, |22 4 E ’
3p2
x> — 3% si £B<0.

(o = (1/4) | v | 2 +%*(1 4+ O(#%)) = O(3#?) est défini dans I’Appendice, formule A8;
voir aussi (76)).
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Dans la suite du paragraphe nous utiliserons les notations suivantes suggérées par
le referee :

& _ B — 4oy
4y
~ B
P =T
(R) .
~ 1
8 = —,
Y
~ Og
By = —.
Y

Dans 3,,,, & et B sont des O(1) et ’équation approximative de G
ou § = 3/|y| = ¢, * + O(2+2).

~
Les équations de #%, deviennent ainsi

vla
> (B¥v12m),
1A
2 Eﬁas

oq devient | & — B2 5§,

R

(74 bis) BE, = (n,a) €3,,,

K

a>4prsi £B<O.

Remarquons que les deux premiéres inégalités impliquent

(74 ter) 2> a.

4.1. Existence des courbes invariantes

A

Nous utilisons 4 nouveau l’approximation de R;1oP, . par le temps 1 de
I’équation différentielle E, , ,, cette fois pour obtenir de suffisamment bonnes approxi-
mations des courbes fermées invariantes que nous cherchons dans A, ou A_; de telles
approximations sont en effet données par les orbites périodiques y = p,(0) de E, , .
étudiées dans 1’Appendice.

DanS ce ui Suit nous ne nous intéresscrons u’aux Coul‘bcs invariantes Ositives
td
~

(¢.e. situées dans A,) et supposerons donc que (u,a) € #},. Le cas ou (u,a) eé;,q
et (0, ) € A_ est similaire.

Rappelons (Appendice, lemme A3) que, puisque (u, a) € ﬁ;',a C #t.,
E, 40 = E(x,B) posséde dans T!' X R, une unique orbite périodique (en fait
(1/g)-périodique) y = p_ (), attractante, et située dans ’anneau &/ («, ) bordé inférieu-
rement (resp. supérieurement) par Punique orbite périodique positive y = ¢%(0) de
E¥'°(«, B) (resp. 'unique orbite périodique positive y = ¢%'(6) de E*"%(«, B), ou
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x . 1/2
£0) = (— 2 2 (sin2ngt) + O ))) :

o =|y|& o =[y]a,
(75) a,=g—&2+(a+V&+&2)2 si B< 0,
o+ (@E+va—a) sip>o
oy fx‘l—l—(ﬁ—}-\/&—-&l)z si B< 0,
_g_a2+(§+ &+a2)2 51530:

(voir (A6), (A7) et (Al0)), &, et &, étant tous deux de la forme

(1 +O0(@®) = %cz £2%(1 4+ O(t2) > 0

o 3
(76) %y, Xy = ‘;—q;
(voir (A8) et (A9)). On voit en particulier que P'orbite y = p(0) vit dans ’anneau
T X [¥,,5)], ou Dlintervalle [y,,»)], dont le lecteur vérifiera qu’il contient
dans son intérieur la plus grande racine positive y, =B + V& du polynéme -
M(y) = a+ By + v»® = y[(y — B)2 — &), est défini par
(77) Vo=V —a&, Y =Vi'+a,

Lemme 9. — Si (p,a) € B, les inégalités suivantes sont vérifiées :

vle>

(i) 34 2 V128 = O(#*7);

|
(i) 32+ < VE< Y3

(78) er .3
(i) yy > 30+

~ 2 + 2K
(i) 5% — < — (3, + 2) = 0 [E—) < o+,
I+ — I+ ¥ B

+ 2 +

Corollaire. — St (u, a) € .ﬁ;’m, on a pour tout © € T et tout entier £ > 1,

( 8 t2k+2 k 4+ 1
(79) |$06) | < O(J) -0 )< o,

Remarque. — Si dans la définition de ﬁ;q on remplace «;, = O(3#?) par un

terme O(3) (par ex. 12a, par (1/2) 3), on obtient un domaine .é‘?”v;’m C Q?;‘;q dans lequel on
vérifie sans peine que y, > O(#), et que p,(0) admet le développement

p.(0) =y, + 2z, sin(2rgd) + O(y, #), ol

(80 — O(y, ).

= 2rquy,,
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En faisant des estimations plus fines, nous avons gagné un ordre de grandeur et obtenu
une région gfm dont la taille est d’ordre optimal (comparer a ce qui se passe pour E
et B°

% ¢ rejoint en l'unique point « =a;, =0

1, a, %>
ot P’analogue des régions &/
(fig. A3)).

Démonstration du lemme 9.
(i) 2> (8 — V128)%, donc y, =B + Va > V12,.
@) (B +Va) [3< V& est évident si B< O et équlvaut A a>p4 si B>
Vaxg 2(5 + }/é) est évident si E > 0 et équivaut a & > 4B%siB <
(1ii) Si B < 0, on calcule
0<p} —y2=(B+Va)'-E+vata)+a+s,
— 2+ B[VE - VETal
& 2|8 ]|a, & P
s «/I— V-]
d’aprés la dernitre inégalité de (74 bis). On en déduit que, si < 0,
28, 2«1
I+ +}’+ e

vla

0<y, =04 <
Si B = 0, on calcule
0<y, =), =B +va—(B+Va—a)
= & <£<?—&3
VatVa_—a Va s

d’apres (ii).

Dans les deux cas, 0 < y, — ¥, <y, [4des que 3&,[y, <y, /4, C’est-a-dire y, > V128,
qui est vérifié d’aprés (i); on a donc démontré (iii).

(iv) Les mémes calculs qu’en (iii) montrent que si g < 0,

2“”“1 2|§|&1
0<y2—)t =2 &y + < & + &,
SRR = v A v
’ &1+a2
0< — < ’
donc Iy =D+ %,

si 6 20
r az az 3&3
O0<y) —y, = < < —.
T Vet e, +ve 2ve Y.
On obtient ainsi dans tous les cas

3 &\2) (t2+2k)
0y, —9y. < —|&,+=)=0
I+ — I+ y+(1 2 N

< O(#***) d’apres (i).
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Démonstration du corollaire.

Ecrivant que p, (6) (qu’on notera p pour abréger) est solution de E(«, 8), on obtient
Pidentité

(81) wpp' = o + Bp + vp* + 8 = I(p) + 8,
et par récurrence
wpp® = TU'(p) p7 + 870 + wPy (¢, ..., p7) + PP, .., p477),

ou P, et P, sont des polynémes homogenes de degré 2 & coefficients entiers universels.

D’autre part,
() = B+20.) (=) +Y(p—2.) =20 Va(p—).) +v(p—2.)%
et donc | T(p) | < 2|y | V&Y =) + v f — 242

9 2
< 12(&1 4 %2) -+ W (ocl + %2) = O(Ml) = O(8t2);

puisque p > ¥, > (3/4) y,, on en déduit

#1<o()

W+
Enfin,
I'(p) = 2y V& + 2v(p — ».),
donc | ') | < 2]y V& +2|vI0) — %)
6 oy
\4' - a
<4lv.l 5 (m+)
12a
<4l |+ —2<5]w s
I+

et par récurrence,

ricolg3) ol ol (3} o)
Wy Wy Wy, Wy \W W,
C.Q.F.D.

Remarques. — 1) Si y, > O(t*), on trouve bien que les dérivées p¥'(6) sont
O(#*2%) = O(y, #*), en accord avec la remarque qui suit ’énoncé du corollaire.

2) Sur le cas B =0, ou p,(0) est connue explicitement, on voit immédiatement
que la majoration obtenue est optimale; remarquons pour finir qu’une évaluation gros-
siere majorant | II(p)| par O(|y|) aurait donné seulement |p’ | < (1/t*) O (3/wy,)!

~

Lemme 10. — Si (w,a) € B}, P, ., possede (nécessairement dans A.) une courbe
Jfermée invariante atiractante régulidre proche du graphe de p (), dont le bassin d’atiraction contient
le voisinage |y — p..(0)| < By,
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Démonstration.
Le changement de variables
(81) 3 =5.(0) +o
transforme P, , ;. (définie par (63)) en une application de la forme
P, . u(6,0) = (0,8),
(82) 0 =0 + (p/g) + wp,(0) + wo,
& = [1 + IU'(p, (8) — $4(6) w] o + yo* + O(F—2"%).

Le méme changement de variables transforme E, , ;,» en

d
7‘: — wp,(0) + wo,
(83) .
T = [(.(0) — $.(6) ] o + 1ot
Posons
e
o 2:(®)
T I(.0) = O w
a7 PO A
(84) "
w0 ==
o u— I'(p,(8)) + £,(0) w
K(6) = exp ( fo ) de).

11 est clair que, pour tout 0, 2(6 4+ 1) = A(6) + 1, et &'(6) > 0; & définit donc un
difféomorphisme de T?. Quant & K, c’est une fonction périodique strictement positive.
Bien entendu, k(0) — 6 et K(0) sont (1/g)-périodiques puisqu’il en est ainsi de p_(0).

Lemme 11. — Les estimations suivantes sont vérifiées si (p, a) € .f;q :
(i) yi < w< Iy,
(i) 0> ! >u> S

(85) /GY},—*-/ /2Y.y+’

(iti)) k' = O(l), AY = O(*+22)< O(l) sit> 2,
(iv) K¥ = O@*+2[2)< O(1) sit> 1.

Démonstration. — (i) découle de P’inégalité analogue pour p, (0) et implique
lw — 2. | < sup(p — 24,0 —4) < 38y [y, = O(F*™3)y,)
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d’aprés la démonstration des points (iii) et (iv) du lemme 9. On en déduit que
|“ - 2Y'\/§| =lu— (B + 2y, =|2v(= — )|

: = 1 9 . .
SLRESTVES 3 | vy, | daprés (781i);

(ii) découle alors de (78 ii). Quant a (iii) et (iv), ils se déduisent sans peine de (79)
par récurrence. ‘

Remarques. — 1) L’estimation de » peut étre améliorée par une évaluation des
intégrales elliptiques

1 do J‘ 1 do
o 45(8) o 45(9)
[0t ¢%(8) et ¢%'(6) sont définies en (75)]. On montre ainsi que

(86) (m[lff'| _ %w“ + o)),

al

|yl

8 1/2
_ 2
+ m— (1 + O ))]) <w

o’ 3 o 3 1/2

gim|— —— 1 +0(@#?), — + — (1 + O ]) ,
( [|Y| mw ( Iyl mqw =

ou m[x, y] désigne la moyenne arithmético-géométrique de x et y. (Merci 2 Lannes de

m’avoir indiqué comment faire ce calcul connu de Gauss.)

2) Si de plus (p, a) eéz}a (voir formule (80)), on a
w =7y, + O(y, #),
u=p+ 2y, +O(w. |,

(87) MO) = 0+ + cos(2mgd) 4+ O(H) = 0 + O(#2),

)+

K(8) = 1 — Y% gin(9ngh) — 2mg “* cos(2nqd) + O(H) = 1 + O(#).
w, J+

Les estimations (85 iii) et (85iv) montrent qu’en choisissant

¢ = A(6),

(88) p=K(0)o,

comme nouvelles variables, on transforme P, , ;» en
Pu.a, t'(q’: p) = ((D’ R)>

© = ¢+ (Plg) + wa + 2202

P+ O(tq_z—zk)’

(89) R (o))
K'(h~*(9)) Y . -
R= 400+ o g+ | O
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Le méme changement de variables transforme bien entendu E, , ;» en

do _ . wh(iX(g))
(90) &~ " T RE(e)
dp K'(h"*(9)) Y ]
—=up + |w — + — 2,
i~ [ K (9)® " Kt (e))]°
Finalement, le changement d’échelle
(o1 o=By, %
conduit 2

Pu.,a, t'(q” x) = ((I), X):
(92) ® = ¢ + (plg) + wa + O(wi®y,) x + O(*~*~%),
X=(14ux+ O(wdy,) s2+ O@ %),

ot les O sont dans la C’-topologie.
Puisque | % | > (1/6) | vy, | et |y | = O(wt?) = O(#¥®+1~¥)  on obtient
Pu.,a,t'(q)’ x) = ((D’ X)>
93) ® = o + (p/q) + ws + of| u),
R=(0+u)x+o(u]),

et ]a méthode des transformées de graphes donne une courbe fermée de classe C/—*
invariante par P, , ., dont le bassin d’attraction contient un anneau |p|< A#fy,,
Si ¢ est assez petit. Revenant aux variables (0, ), on déduit de (85iii et iv) qu’un tel
anneau contient, dés que A est assez grand, ’anneau |y — p,(0)| < 3y, . Le lemme 10
est donc démontré.

4.2. Recollement des bassins lorsque (u, a) € B,

Utilisant une derniére fois I’approximation de P,,, par Déquation

E, ; » = E(a, 8), nous montrons que, lorsque (g, @) € &), le bassin d’attraction de la
courbe invariante dont P’existence est affirmée par le lemme 10 contient 'anneau A
défini dans le lemme 7.

Nous prendrons modéle sur le comportement de I’équation E*°(«, B) : la fonction

K(6, ) = (2/w) H(0, y) e¥7® = y2 — ¢%(6)2 (voir le lemme A2) est une fonction de
Liapunov pour E*'°(«, B); on vérifie en effet que

2 (x00.0) = Tx0.),

qui est du signe opposé a celui de K(0, ) lorsque y > 0.
Par analogie, considérons la fonction K = K, ; définie par

(94) K(6,5) =% —5.(9)%
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ol p,(0) est orbite périodique positive de E(«, B) utilisée dans le paragraphe précédent.
Dans les variables (0, o) définies par (81), K s’écrit

9) K(9, 0) = 2¢,(9) o + o
Un calcul immédiat montre que
1
(96) 5 [K(Py0,(0, 5)) — K (6, 0)]

=v0® + (8 + 3vp,(6)) o® + (B + 2vp..(9)) £..(8) 0 + O(s* ~*~™),
alors que le long des courbes intégrales de E(«, B),

1d
(97) g 7 (KO, o(t)) = vo® + (B + 3vp,.(9)) o* + (B + 21, (8)) £,(6) o
Les racines du deuxi¢me membre de (97) sont évidemment
1
c=0,—p.(0), ] (B + 2vp.(8))-

Ainsi, le signe de ce deuxi¢éme membre est — si 6 > 0, + si o est compris entre — p_ (0)
et 0.

Car, si (w, a) €%, (1/|v]) (B + 2vp.(6)) < — £, (6); en effet, ceci équivaut 4
B+ vp4(0)<0, or B+ vp,(0)< B+ wi<B+ (3/4)vys, majoré par (3/4) vy, si
B< 0 et par (1/12)yy, si B > 0; la derniére majoration vient de ce que, dans jg,a, on

a 28< V&, donc 3B < B + Vi = J+, qui permet de remplacer (78 ii) par

2 —
(98) 37+ < Va< 2,

et implique la conclusion puisque 8 + 2yy, = 2y V.

Quant a (96), le plus simple est encore de remarquer que, puisque
’ ’ 5
|8+ 2v0.(0)| £,(6) > | B + 20 [0} > gl v |04 > O+,

son second membre est compris entre A et B dés que ¢ < — #9? %= inférieur ou égal
A A dés que o > #92=%=% o3 (h étant une constante positive assez grande)

A=yc®+ (B + 3vp,(0)) o® + (B + 2vp,.(0)) p,.(0) (1 — ht) o
et B = yo® + (B + 3vp,.(8)) o® + (B + 2v£.(0)) .(0) (1 + At) o
ont pour racines 0 et (1/2y) [— (B + 3vp,.(6)) + ((B + v£.(8))* + O(y* . (8)*#))""1],
cest-a-dire, 0, —p,.(9) (1 +O®®), (Vv (B + 2vp,.(8)) (1 + O().
On en déduit que, si (g, a) € 4,

/e
K(P, . u(0,0) —K(0,6)>0 si —p,(0)(1+O()<o<— ga=0=3k
K(P, . 1(0,0) —K(6,06) <0 si ¢>g@?-8-8%,

,0ona

(99)
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Etant donné que les courbes de niveau de K proches de o = 0 oscillent trés peu et que
le bassin d’attraction fourni par le lemme 10 est de la forme |o|< #y,, on
By, > O(***) > 9 ~%=% nous serons assurés que P’anneau A, tout entier se trouve
dans le bassin d’attraction de la courbe invariante donnée par le lemme 10 (et ce, méme

si (u,a) appartient seulement & %) ) dés que nous saurons que son bord inférieur

» =f,(0) est au-dessus d’une courbe de niveau ¢ = — p,(0) + Vp_,(0)2 + &, de K,
elle-méme au-dessus de o = — p_(0) (1 + O(¢)).

On peut prendre k) = — ()2 (1 4+ O(#2)), ce qui nous laisse & montrer
(100) f+0) > Vp,(0)* — »E(1 + O(),
qui est impliqué par
(101) S+ (0)" — ¢¥'(0)* > — (1 + O(),
c’est-a-dire, en utilisant (75) et les formules du lemme 7,
be + 5 40 (3’—) > — 31 + O(#)).
Y TqW
Mais e, = M — — (14 O()),
et 0<}+_M+=B+\/§—(B+\/&_é—l—ltq—z—%)

K t0—2—2k 3K tq—2—2k
P | < 1
ly|Va 21yl

d’apreés (98), donc
M < 3K, 2%
A IrbA
d’aprés (78 i). Avec (76), on en déduit que

ky =% (1 4+ O ~57%)) — ay(1 + O(#)),

c’est-a-dire, se rappelant (77),

0<1 — < O(#»—5—3k)

mII

2
i+ 4 0 (2] 5t o= — i+ O,
Y Tqw
Enfin, de la démonstration de (78 iv), et de (78 i), on tire
3a 1 9
Fi<yet 5t (O <u+ 52y (14+0() = gy, 1+ OW).
+

' " 2 9)\2
Ainsi b, + = +0 (n%,) > (1 + O(pem =5 =5)) — (g) (1 +0()
17

e 2
> — A1+ O@®).
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Puisque, d’aprés (78iii), »7? > (36/64) %, (101) est évidemment vérifie, ce qu’il -
fallait démontrer.
Bien entendu, des résultats analogues sont valables dans A_. Rassemblant les

résultats des §§ 3 et 4 qui concernent &/, et @,q, on obtient le théoréme suivant, qui
précise le lemme 8 et la remarque qui clét le § 3.1. Ce théoréme est 3 comparer au
théoréme 3 de [5] : il montre que les « bons » rationnels sont presque aussi gentils que
les « bons » irrationnels, en fait aussi gentils qu’on pouvait décemment P’espérer. On
conseille au lecteur de se reporter aux figures 19 et 20 qui se trouvent 2 la fin du § 5;
il y trouvera la représentation d’une « bulle avec taille de guépe » et de la dynamique
le long d’un chemin la coupant transversalement au plus étroit, c’est-a-dire en passant
par les deux points de bifurcation du type Bogdanov dont on a montré P’existence a la
fin du § 3.2.

Théoreme 1. — (i) $i (u, a) € A, — C
normale sans courbe fermée invariante.

Si (w, a) € £, 0 0C,,, il en est de méme & Pexistence prés d’une unique orbite périodique
de nombre de rotation plq.

i (., a) € of,,, N C,,, il en est de méme & Pextérieur de la réunion de q fles disjointes C,
de « nombre de rotation plq » (fig. 8).

() S (u,0) &% —Cpy N8

/a
deux courbes fermées invariantes.

oia NV 8pe> Py g « ressemble » a une forme

o> Pua « ressemble » & une forme normale avec

St (u,a) € ﬁ‘,’w N 86,,4, il en est de méme a Dexistence prés entre les deux courbes d’une
unique orbite périodique de nombre de rotation pfq.

St (u, a) € ﬁg,q N C,,,, il en est de méme & Pextérieur de la réunion de q fles disjointes C;
de « nombre de rotation plq » situées enire les deux courbes.



5. ORBITES PERIODIQUES HYPERBOLIQUES
ET LEURS ORBITES HOMOCLINES

5.1. Existence d’orbites homoclines

Fixons ¢ positif assez petit : pour tout (u,a) dans l'intérieur de C,,q, le difféo-
morphisme local P, , ,, posséde deux orbites périodiques de nombre de rotation pfgq
dont ’'une est « hyperbolique réelle » (ses valeurs propres 2;, A, vérifient 0 < A, < 1 < 3,).
Si (u,a) e Cm N 3,,, cette orbite est constituée des points (0, 4+ (¢/g), 0),
t=0,1,..., 9 — 1, ou 6, est 'unique solution de I’équation « + 8%(0) = 0 qui vérifie
£'(6,) > 0 (rappelons qu’avec les notations de (63), on a également

@ + 35(6,) + B(5,, 0) = 0);
la dérivée de P, , ,» en I'un de ces points a pour matrice

1 w 0 0

o) 1+8) "\ 20+ 60,0 A6 [

Nous noterons H + Y H_ ensemble des valeurs de (g, a) dans G o1 PoUr lesquelles
Porbite périodique hyperbolique réelle de P, , ,» de nombre de rotation p/g possede
des orbites homoclines (i.e. les variétés stables et instables de deux points consécutifs
de Porbite s’intersectent); la signification des indices + et — se lit sur la figure 13. On

déduit immédiatement du lemme 4 et du théoréme 1 que H, U H_ est contenu dans
Cn/a N 819/« - (’Q{pla v g(;»/a)'

"2 oz X

ﬁ o
(("" a) el (p.’ a) e ﬁ_

Fic. 13
(situation générique)

D’autre part, nous avions annoncé dans [3] et [4] qu’un voisinage de « =0
rencontre fi 4 et H_. Nous montrons ici un résultat plus précis (théoréme 2) : en parti-
culier, H + N H_ est non vide et contenu dans un petit voisinage P de («, B) = (0, 0).
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La figure 14 représente la situation générique lorsque (u, a) € H £ N H_; une telle dyna-
mique se rencontre lorsqu’un pendule sans frottement est perturbé périodiquement, et
c’est précisément celle que Zehnder met en évidence dans le cas conservatif ([15]).

Fic. 14
(situation générique)

Lemme 12. — I existe une constante positive M telle que 31 + VY H_ ne rencontre pas Uensemble
gp/q c g?,p/a d‘fﬁni par

_{(p‘a ) y/q)“_al(‘x’ B) IB|>Mtq 2= 2k}

Démonstration. — Calculons K, (P, , .:(6,9)) — K,(6, ), ou
Ky(8,5) =% — ¢(8)® (voir (75), (A8))
a précisément pour singularités de sa surface de niveau O les singularités hyperboliques
de E* %, B) qui nous intéressent, c’est-a-dire si a = o,(«, B), les orbites périodiques

hyperboliques de P, , ;. dont nous voulons étudier le comportement.
Posant comme en 3.2

(6, 9) = & + By + w* + 3(8) +A(6,») + B(6,)),
et tenant compte de I’identité
wg(0) (¢%)" (0) = oy + vg%(6)* + 34(8),
il vient
K (P, q,u(0,7) — K (6,))
= J[I(8, y) — oy — vq3(6)* — 8E(6)] + I1(6, »)* + O(w*»")
= [(x — o) + By + vK,(6, ) + O~ 7%) 5]
+ 2B(6, ») + T1(6, y)™.
Sia =« et K; =0, onadonc

K, (Pya,0(8,2) — Ky(8,) =2[B + O(* ~*~*)] »* + 2B(8, ») + I1(8, )"

De plus, (6, ) = II(6, 0) + By + y* +yO(t* 2~ %)
= T1(8, 0) + O(F@2+1-k) 5
et (6, 0) = «, + 3£(6) + B(6,0) = 8(cos(21cqﬁ) + O(#3)) < O(t%%) ¢%(9)
1/2
= O(t?) (I 7T —|— —- (sm(21rq0) 4 O(tz)))

1/2
= O(t"’z)( (1 + sin(2mgt) + 0(t2))) ;
donc I1(6, y) = O(t%%) ¢%(6) + O@F®+1=%) y 5§ a = a,,
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et sur K; = 0, c’est-a-dire y = =+ ¢7(0),
| TL(6, y) | < me“®~%.| y],

ou m est une constante positive. D’autre part, B(6, y) s’annule sur les orbites périodiques
de P, , s, et s’écrit donc au voisinage d’un point (6, + (i/g), 0)
B(6,5) = O(:%) y + O(%) (6 — 6, — (i)

Supposons M assez grand pour que

B+OE* ™) + m e > g; %t"‘z“”“
il vient
K (Py,0(8:0) — Ky(8,9) > Mer=2=% 5% — 2| 3| | B(6, )],

certainement positif dés que

|)’ l > 3 M = O(tQ—a+2+2k) — O(I‘“’z’_“’”‘).
M #-2-

Si maintenant < constante.#?®~5+3% opn se trouve, puisque K, = 0, au voisinage
J puisq 1 g
de I'un des points (6, + (¢/g), 0); plus précisément,

12
y= (I"‘Tllu + sin(2ng6) + 0(t2)>) = O(#+) (6 — 8, — (i/9)),
donc Ki(Py,6,0(0, 9) — Ky(6, )
> MA=%y2 —m 25— m, 2] 5] |0 — 6, — (ifg)]
> Mtq—2——2k),2 — my to_l_ka > 0.
Si nous supposons

B + O(tq—2--2k) + m2 tq—%s g M

S —_— tq—2—2k,
le raisonnement est le méme avec les inégalités inverses.
La conclusion se lit sur la figure 15 :

{Kl =0} Pu,a,l'({ K, = 0}) {Kl =0} Pu,a,l'({ Kg = 0})

@ =g, B — Mp-2-2

Fic. 15
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Pour mimer le lemme A7 de I’Appendice, notons T, II, ITI, IV, les composantes

connexes du complémentaire de &7, U ég,q v Z,,, dans ’ensemble
{(wa) €C,y N8y | B> Mp—2-%3,

Notons de méme P le complémentaire de & e Y é‘,’,,q dans I’ensemble

{((""a a) EC\:p/cl N sn/a’ l ﬁ | < Mtq_2—2k} (ﬁg. 16)'

Théoréme 2. — H ' H_ sont respectivement contenus dans PulluiVeaPuTuIlil
Tout chemin allant du bord gauche au bord droit de @m N3, en restant dans C]m N3,
rencontre & 7 H_. Enfin, B + N H_c P west pas vide.

o

~ ~
7\
'Zvla n Cn/a

1I IN-I+ ? H_ T /—91111

éplqnsplq > B
111 i it v O(twz+1-k

+
AN _
R Y Mi-tow ~ VY] = 0@ )
Fic. 16
Démonstration. — 1) Commencons par montrer que 13| + N Tulll) et

H n@ou IV) sont vides.

Supposons que B > Mi?~2=% : le calcul qui précéde donne
K, (Py,0,0(0,0)) — Ky (6, 9) = 2[(x — o) + By + ¥K,(8,9) + O 7) 5]
+ 2B(6,5) + 11(8, )%
o [0, 5) = « — o + O(H) ¢3(8) + O +1-%) 5,
Comme dans le lemme 12, on en déduit que sur K, = 0,
Ky(Py,0,0(8,2) — Kyi(6,5) = 2[B + O(*~*~*)] »*
+ 2B(0,) + [2 + O™~ "] y(x — &) + (x — «,)"
qui est positif si_ y(« — ;) ’est. On conclut alors comme dans le lemme A7.

Supposons maintenant B < — Mi?~2~%* : ]a figure A4 rend manifeste la nécessité
de travailler avec P, ,:; nous laissons ce soin au lecteur minutieux.

2) La deuxiéme partie du théoréme se démontre comme dans [3], [4] : nous
avons obtenu le lemme A7 en remarquant que, le long de tout chemin dans C,, N 3,,
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allant d’un bord latéral 4 ’autre, les variétés stable et instable de deux singularités hyper-
boliques réelles consécutives de E, ,, se traversaient nécessairement; il suffit donc
de montrer que le méme phénomeéne se produit lorsque E, , ;» est remplacée par P, , .,
autrement dit, que, si ¢ est assez petit, les variétés invariantes de P, , ,. approchent
sur une assez longue distance celles de E, , ;.. Mais ceci est (par exemple) une conséquence
sans mystére de la méthode de [15], c’est-a-dire de la recherche, via le théoréme des
contractions, desdites variétés invariantes sous la forme y = g (0) 4 exp(— K6) #(0),
ol y = g,(0) est un paramétrage sur un intervalle assez long d’une variété invariante
de Péquation différentielle E, , ;.

On en déduit que H L et H_ sont respectivement « proches » de H, et H_.

Détailler ceci ne pourrait que fatiguer le lecteur et nous nous contenterons d’une
remarque qui permet d’éviter toute itération effective : ainsi que nous I’avons dit dans
la remarque (ii) 2 la fin du § 2.1, dans la formule (63) qui fait apparaitre P, , ;, comme
perturbation d’ordre #® d’un difféomorphisme local R, o I~’u, s, ayant les mémes
orbites périodiques de nombre de rotation p/q, mais de surcroit commutant a la rota-
tion R, Pentier Q peut étre choisi arbitrairement grand.

En particulier, toute méthode de transformées de graphes fournissant les variétés

invariantes de ces orbites périodiques pour R o ’lgu,a, ¢ les fournit également pour

o> R oﬁm,,. peut étre remplacé par
01> CE qui transforme les orbites périodiques considérées en points fixes.

3) La derniére affirmation du théoréme se montre par la méme méthode; pour
changer un peu, considérons maintenant des chemins verticaux du type de celui représenté
sur la figure 17.

Aux extrémités d’un tel chemin, la dynamique est bien contrélée par le théoréme 1
et implique que les variétés invariantes de E, , ;» (et donc celles de P, , ,s) se traversent
lorsqu’on va d’un bord a P'autre; autrement dit, on rencontre nécessairement H_,
H ,H > H_. De plus, le chemin vertical [, d] ne rencontre 31 + (resp. H_) que sur Ie
sous-chemin [a’, €] (resp. [¢, d']), et le chemin vertical [5, ¢] ne rencontre 13| + (resp. ﬁ_)
que sur le sous-chemin [ f, ¢'] (resp. [8',f]). On en déduit que [da’, ¢] et [f, ¢'] sont
connectés dans ﬁ+ NB, et que [¢, d’] et [§',f] sont connectés dans H_ NP, donil
suit que 31 + N ﬁ_, forcément contenu dans ﬁ, n’est pas vide.

P, , »; mais de par sa commutation 2 R

Remarque. — Dans [3], [4], nous ne considérions que le cas ol « est trés voisin de 0,
en se limitant & un voisinage | y | < O(#**1), ce qui suffit pour voir les variétés inva-
riantes qui nous intéressent. La famille E, , ,» est alors remplacée par la famille 2 un
parametre

i &
S =W, 2 =B+ ¥0),
simple équation du pendule avec « frottement » B. Cette simplicité se paie par I’impos-

sibilité de démontrer dans ce cadre que H, N H_ est non vide.
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NG, Nn{IBl < Mpe—2-%}
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H, nB

»/g vl

';p/q = H+ N ﬁ—-

‘Mp/a N Cz»/c n{|ﬁ| < Mﬂ—z_n}

Fic. 17
On a représenté la dynamique de Pf,,, a,i* Ou R;/lq oP, g ¢

Corollatre. — Si les connexions homoclines dont il est question dans I3 et H_ ne sont pas
dégénérées (i.e. si les variétés stables et instables s’intersectent transversalement ou avec un contact
d’ordre fini), le sous-ensemble é;,q de Cp,q, Jormé des couples (., a) pour lesquels P, , . posséde
une courbe fermée C° invariante de nombre de rotation p|q, n’est pas connexe.

*A ~
) Une composante connexe de G,

Ve

Une autre composante

connexe de 5,“

Fic. 18
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En particulier, le sous-ensemble ém de é;,q défini dans [5], qui est formé des
(u, @) € C,,, pour lesquels la courbe fermée invariante est un « graphe » (i.e. rencontre
en un point et un seul tout rayon issu de l'origine de R?) n’est pas connexe.
. Démonst’r:ztz'on. — L;hypothése implique que (I'NI + Y H)n 6;,,, = (. Puisque
Cend =C,,n# =C, n# (fig. 18), les deux grosses composantes connexes
de sz — (H, v H_) contiennent chacune une composante au moins de 6;,,, (a fortiors
de C,,). On comparera les figures 18 et A8.

5.2. Les familles génériques

Dans la fin du paragraphe nous indiquons pourquoi, une topologie analytique
trés fine étant définie sur ensemble des familles & deux parameétres du type considéré
dans cette série d’articles, la dynamique décrite dans les théorémes 1 et 2 et dans le corol-
laire ci-dessus apparait génériquement (au sens de Baire) pour une suite infinie p,/q,
de « bons » nombres de rotation rationnels.

11 s’agit de paraphraser [15] en remplagant ’hypothése de conservation des aires
par la présence de paramétres et, bien que (ou sans doute a cause de ce que) des diffé-
rences sensibles existent dans la deuxiéme partie de la démonstration, nous laisserons
au lecteur tout le travail technique, ne lui donnant que le squelette de la preuve, d’oit
les guillemets.

Une constante K > 0 étant fixée, 2, ¢ sera I’espace des difféomorphismes locaux
analytiques de (RZ 0)

P(z) = X P,2%, P,eC, |P,;|<K*!

i+iz21

(donc convergeant sur le disque Dg de rayon 1/2K de R?) ayant les deux propriétés
suivantes :

1) L’origine O est un point fixe elliptique ne présentant pas de résonance forte;
autrement dit, le spectre de la dérivée DP(0) est contenu dans le cercle unité de C et
ne contient pas de racine g-iéme de I'unité pour ¢ < 4.

2) Dans une (et donc toute) mise sous forme normale de P,
P=H"'o(N+0(z]")oH,
N(z) = o[1 + g | 2] o,
le coefficient @, s’annule.

La topologie sur &,  sera la topologie fine de Whitney sur ’ensemble des coeffi-
cients considéré comme application de N2 dans C : une boule ouverte de centre

P(z) = X P22

i+i=1
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est définie par des inégalités
Vij aveci4j 21, |P,—P|<eg,,
ou les ¢;; sont des nombres positifs quelconques.
On obtient ainsi un espace de Baire (une intersection dénombrable d’ouverts denses
est dense).
De méme, &, x sera ’ensemble des familles locales analytiques 4 deux paramétres
de difféomorphismes locaux analytiques

P, (2)= 2 P,v,v) 27 = > P, Vv 2z
v,,v.() i1 3>0 l!( 1> 2) it iiEal>0 ikl V1 Ve s

i+itk+!
chkl e G, I Pijkl I <K )

telles que P, ; appartienne a &, ;. La topologie, également de Baire, sur &, ¢ est définie
de maniére identique 2 celle sur &, ¢ : une boule ouverte est de la forme

Vijkt, | P — Pl | < g
Il est clair que P’application

Fx > P x

P, »P,

est continue pour ces topologies.
On vérifie également la continuité des injections canoniques
i, : #, ¢ — Diff*(Dg),
I, : %, g > Fam"(Dy),
dans les espaces de Banach de difféomorphismes (familles de difféomorphismes) de
classe C" munis de la topologie de la convergence uniforme des dérivées jusqu’a I’ordre n
sur le disque de centre 0 et de rayon 1/2K dans R? (resp. R*).

La seule différence avec [15] est que, n’ayant pas de probléme de fonctions géné-
ratrices, nous ne séparons pas le jet d’ordre un (ce qui reviendrait 4 écrire P = DP(0) o Q
et & mettre notre topologie sur les Q et celle de SL(2, R) sur les DP(0)) : on obtient une
topologie différente mais les deux coincident sur les fibres de P - DP(0).

Théoréme 3. — IU existe un Gy-dense de F, x formé de familles P, , ayant la propriété
sutvante : pour une suite infinie p,[q, de « bons » rationnels, la structure de (’im 10, € la dynamique
de P, , pour (vi,v,) appartenant @ D, . sont celles décrites dans les théorémes 1 et 2, les hypo-
théses du corollaire du théoréme 2 étant également vérifides. En particulier, pour tout (vy, v,) dans
Vintérieur de G"n/qn’ P, , posséde exactement deux orbites périodiques de nombre de rotation p,[q,,,
dont Pune hyperbolique réelle, et les éventuelles intersections homoclines se font avec un contact d’ordre
fini (en fait « génériquement » au sens de la théorie des singularités, voir la figure 21).

Remarques. — 1) Notons + 2mew, argument des valeurs propres de DP, ((0). On
sait (§ 1) que la suite p,/q, converge nécessairement vers .

2) Comme dans [15], on a toutes les chances d’obtenir pour les familles génériques
du théoréme 3 des nombres w, « super-Liouville » (i.e. extrémement bien approchés
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par les nombres rationnels). Cela suffit pour que les conclusions de [5] et [6] s’appliquent
a ces familles mais, en vue en particulier de la remarque qui clét le § 1, il serait intéressant
de comprendre la situation générique a w, fixé (par exemple satisfaisant & une condition
diophantienne!); dans le cas d’un difféomorphisme préservant les aires, le probléeme
est trés simple dans la topologie G* (voir par exemple [2 guarto]), mais beaucoup moins
dans la topologie analytique ci-dessus.

8) Comme dans [15], on déduit du théoréme 3 un théoréme analogue pour les
familles locales C* de difféomorphismes locaux C*. On laisse au lecteur le soin d’énoncer
des théoremes de généricité dans d’autres topologies.

4) Ainsi qu’on I’a montré dans [6], on déduit du corollaire du théoréme 2 que,
pour une famille générique P, , , il existe une infinité de (« mauvais ») irrationnels o
tels que des membres de la famille P, , poss¢dent un ensemble invariant d’Aubry-
Mather de nombre de rotation o mais pas de courbe réguliére invariante de ce nombre
de rotation (dans les notations de [6], ceci s’écrit G, + @). Rappelons qu’une telle éven-
tualité est exclue si @ est un « bon » irrationnel (voir [5]).

Il est bon d’interpréter ce théoréme a la lumiére de la figure 11 de [5] : dans la
situation générique, une sous-suite convergeant vers (0, 0) des « bulles » qui y sont
représentées rencontre au moins 'un des C,,”,q” (éventuellement un nombre fini). Une
telle « bulle avec taille de guépe » est représentée sur la figure 19 (tirée de [7]). La
dynamique le long d’un chemin traversant cette « bulle » au plus étroit est représentée
sur la figure 20 (également tirée de [7]) : on a choisi un chemin tel que la premiére et la
derniére bifurcation se fassent en un point du type de Bogdanov (voir § 3.2).

NB. — Dans la figure 20, les n8 1, 2, 8, 9 sont des représentations complétes de
la dynamique; dans 3 et 7 la dynamique « insulaire » n’est pas précisée : on verra dans
le § 6 qu’il peut exister de petites courbes fermées invariantes par P& nées par bifur-
cations de Hopf. Enfin, dans 4, 5, 6, il pourrait @ priori se trouver encore des courbes
fermées réguliéres invariantes par P, | .

Remarquons a ce propos que nous avons représenté sur la figure 20 des intersections
homoclines d’un autre type que celles étudiées dans ce paragraphe. Le lecteur courageux
complétera notre étude, ce qui 'ameénera a enrichir la figure 16 de la maniére suivante :
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Des études numériques des différentes configurations d’intersection ont été faites

par J. R. Johnson ([10]).

« Démonstration ». — 1) Soit Q,, |, un élément de &, , tel que Q, , s’écrive
Qoo =HoQ,,0H™", H(0) =0,

(1o B ) = zemortonlst) 1 O(| 2 1.

Soit B = B(Q,,, ,,, ) une boule ouverte de #,, de centre Q, ; il existe
> 0 tel que, pour tout rationnel p/g (écrit sous forme irréductible) distant de moins
de ¢ de o, il existe P, , € B ayant la propriété suivante : aprés changement de coor-
données et de paramétrage, P, , devient une famille P, , ;. donnée par une formule
du type (36), (41) avec ¢(0,0,0) # O et £, assez petit pour que les conclusions des
théorémes 1 et 2 soient valides pour tous les P, , ., 0 < < £,. En particulier, la langue
de résonance @m de la famille P, , est bordée par deux courbes lisses et les valeurs
des paramétres situées dans son intérieur correspondent a des difféomorphismes locaux
qui ont exactement deux orbites périodiques de nombre de rotation p/g, dont 'une
hyperbolique réelle.

Pour démontrer cette affirmation, nous pourrons ne modifier qu’un nombre fini
de coefficients Q;;, du développement de Taylor de Q, , : on commence par plonger
Q... =Ho thv’ oH™! dans la famille & trois paramétres Q, , , obtenue
en remplacant le début (jusqu’a Pordre trois) du développement de Taylor (en
2, Z,v1, v5) de Q, . par le segment homologue du développement de Taylor de
Ho R w4y, © thv' o H™*! (en particulier, Q, , = Q. . & _(wa)-

Il suit du théoréme des fonctions implicites qu’une petite translation des coor-
données dépendant des parameétres nous rameéne au cas ou l’origine est fixée par tous les
éléments de la famille; un nouveau changement de coordonnées conduit & une forme
normale du type

20 2[1 + 3 4(vy, v, vs) | 2 7] em(igo Bilvn, v, vl 2124)
= +cl(v1,v2,v3)z—"_1 + O(|z|q)s
avec a0(0> 0’ ”3) = 01(0, 0, Va) = O, bo(o, O, Va) = (1’/9) + V3.

Par une éventuelle modification d'un nombre fini de coefficients du développement
de Taylor de la famille initiale Q, , , on peut s’arranger pour que I’application

(V15 va) P (a9(v15 Va5 0), a1(vy, va, 0))

soit un difféomorphisme local, ce qui permet de choisir p. = g, et 2 = @, comme nouveaux
paramétres. De méme, on peut obtenir que

2,(0,0,0) # 0,  ,(0,0,0) # 0,

ob
— 205(0,0,0) —(0,0,0) + 5,(0,0,0) # 0, (0, 0,0) # 0.

9
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A, R = attracteur, répulseur,
du type de Birkhoff ?
4
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Fic. 20
(dynamique de P{" ,,)

On définit alors P, , & partir de la famille & trois paramétres ainsi modifiée en fixant
le troisiéme paramétre & une valeur assez petite pour que les conclusions des théorémes 1

et 2 soient valables.

2) Nous avons donc obtenu, en modifiant légérement un nombre fini de coeffi-
cients Q ;;; du développement de Taylor de la famille Q, , une famille P, , dont
la dynamique associée a un rationnel p/g proche de , est conforme 2 ce qui est décrit
dans les théorémes 1 et 2. Il nous faut maintenant, par une petite modification d’un
nombre fini de coefficients P,;, du développement de Taylor de la famille P, , (dans
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ses coordonnées initiales et non apres la mise sous forme normale), rendre « génériques »
les intersections homoclines associées a4 ’unique orbite périodique hyperbolique réelle
éventuelle de nombre de rotation p/q des éléments de la famille.

Générique signifie ici que les seules configurations rencontrées au voisinage d’une
valeur de (v,, v,) sont les suivantes (fig. 21) : on a dessiné dans chaque cas la surface
obtenue en associant & chaque valeur de (v;, vy) la position x des points d’intersection
homocline sur I’'une des variétés choisie comme référence. On a dessiné également le
contour apparent de cette surface sur le plan des parameétres, et les configurations d’inter-
section correspondant aux régions ainsi délimitées. Rappelons que, comme la transver-

Codimension 0 Ax

Intersection
transversale

Contact
quadratique

Codimension 2 (local

Contact
cubique

2 contacts
quadratiques
indépendants
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salité, toutes les configurations locales génériques sont définies par une condition portant
sur un jet d’ordre fini au point d’intersection d’une fonction repérant 'une des variétés
invariantes par rapport a l’autre.

Comme dans [15], on commence par montrer qu’on peut arriver a ce résultat par
une petite perturbation G* 2 support compact disjoint de ((0, 0), (0, 0)) dans I’espace
R? x R? de coordonnées z, 2, vy, v, : la condition sur les supports vient de ce qu’au
niveau z, z tout se passe dans une couronne contenant l’orbite périodique en question,
alors qu’au niveau v;, v, tout se passe dans G »¢ Qui, puisque l'origine est un attracteur
faible pour P, ;, ne peut rencontrer (0, 0).

Remarquons que, comme précédemment, la stabilité de la situation permet de ne
vérifier les conditions de non-dégénérescence que sur ’approximation de P, , invariante
par un groupe isomorphe au groupe engendré par R, , et donc de troquer sans itérer
les orbites périodiques considérées contre des points fixes. Enfin, on utilise encore une
fois cette stabilité pour approcher la perturbation G® par une perturbation polynomiale
dont le jet en ((0, 0), (0, 0)) s’annule & un ordre aussi grand que l’on veut.

3) Les points 1) et 2) « montrent » la densité du sous-espace Q, de &, ¢ formé
des familles satisfaisant aux conclusions du théoréme 3 pour au moins un rationnel p/q
tel que | 0, — (p/g)| < =.

La stabilité des familles a deux parameétres génériques de configurations d’inter-
section implique ’ouverture des €., ce qui termine la démonstration du théoréme 3 :
on choisit comme G;-dense l'intersection des €, pour une suite ¢, tendant vers 0.

Remarques. — 1) Les points de contact cubique n’interviennent manifestement pas
dans le contour apparent de H + et H_. Dans la situation générique, celui-ci a donc
comme seules singularités dans Pintérieur de C,,, des points anguleux provenant des
paires simultanées de contacts quadratiques.

2) Lorsque B est suffisamment positif, les bords supérieurs de H_ et # 4+ corres-
pondent aux arcs ED et E’ D’ décrits dans les pages 332 et 333 de [2]. Lors de cette
comparaison, garder en téte la figure A8 et existence du « pli » le long de I’ qui échange
les réles des deux composantes du bord de I} + (on suppose ici que 31 + €st connexe).

3) Ainsi que I’a noté le referee, on peut détailler de la maniére suivante les
conclusions du théoréme 3 :

Si un nombre rationnel p/q est donné, il existe un entier £ = £(p/q) tel que les
familles P, , vérifiant pour ce rationnel les conclusions désirées forment un ouvert pour la
topologie C’ sur les familles; il existe donc un G, pour la topologie C® (et toutes les
topologies plus fines, en particulier celle du texte) tel que les familles qui lui appartiennent
vérifient les conclusions désirées pour une infinité de rationnels; finalement, cet
ensemble G; de familles est dense, méme pour la topologie extrémement fine considérée
dans le texte.



6. ORBITES PERIODIQUES ELLIPTIQUES
ET LEURS BIFURCATIONS DE HOPF

Nous revenons dans ce paragraphe a la dynamique des familles & trois para-
métres P, , ..

Les équations E, ,, = E(x, ) sont hamiltoniennes (dans R2) pour B = 0;
ceci vient de la non-prise en compte, a ce degré d’approximation, de la forme précise
des coefficients de y et y* dans P’expression (63) de P, , ;» (voir la formule (103)).

On s’attend a ce que cette précision ait pour effet de déployer dans I’espace des
parametres la famille de courbes fermées invariantes qui entoure les points fixes ellip-
tiques de E(«, 0) : pour le vérifier, il suffit de s’assurer de la non-nullité « en général »
du terme non linéaire qui fournit ’attraction (répulsion) faible nécessaire pour chasser
lesdites courbes fermées de la région g = 0.

Bien entendu, pour P, , .., il s’agit d’orbites périodiques et non de points fixes,
mais la remarque déja faite & propos de la recherche des variétés invariantes des
orbites périodiques hyperboliques est également valable ici : puisque, dans le reste O(z?)
de (63), ’entier Q peut étre pris arbitrairement grand, les conditions d’attraction (répul-
sion) faible sont vérifiées pour les points fixes elliptiques de P§ , ,» dés qu’elles le sont
pour ceux (les mémes!) de T)u,a' 4, OU Rmof’ =P 4 O(t9) est la partie de P com-
mutant 2 R, .. Dans la suite, c’est donc la famille ’l\’lu, o, que nous étudions.

Analysant le passage de (59) a (63), on constate que

(103) PA(B, 8,1,8,9) = Ay(0) » + Ag(8) * + (x -+ Ag(0)) 3 + 1 A8, ),
ou k = «xk(w, a,t) et les A[(0) = A;(u, a, ¢, 0) vérifient les estimations
K~ .Yt(a/2)—3—k — O(ta—2—2k) < 0,

| A,0)] < O®),
(104) | Ay(6)] < O(tam=5-),
| A0)| < O(=2=),
| (6, )| < Ot =2 =%%);

en effet,
yA(O, y) = ‘Z]B a"(t(aﬂ)—s—k)i—l},{ + t(a/2)+1+k[.n(e, t(al2)-s—k),) _ ”)(6, 0)]’
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ol ay ~ 5" (pousser le développement de (48)), et
(8, ¥) = (6, x) + O(#~°)
=¢,(1 4+ x) 9P ~1[2(1 + x) — gx] cos(2ngd) + O(t?)
=1(6,0) + ¢, x{[((4/2) — 1) 2 + (2 — )] cos(2ngh) + O(#)} + #* O(1)
= (0, 0) + xO(:%) + #* O(1).
On a donc
Eu.,a,t'(e’ _7) = Rplq ° 'ﬁu,a,l'(ei )’) + (0’ O(tq))’
Pu.,a, t'(e’ _7) = (9’ Y):
(105) 0 =0+ wy,
Y =« +8(0) +[1+ 8+ A (0)]y+ [y + A(0)])° N
+ [k + Ay(0)1)° +* A(S, »),

ou les points fixes de P, , . dont on étudie les bifurcations de Hopf sont les
(6, 0) = (0g(a, B), 0) tels que

(106) « + 85(B,) =0, £'(8,) <O.
La dérivée DP, , ,.(8,, 0) s'écrit
~ 1 w
DPu-,a,t’(eo, 0) = (D 1+ 27)3
(107) v = 8¢'(6,) < 0,
7= B+ Ay(6);

si ¥2 4+ 4ow < 0, ses valeurs propres sont

(108) x,i:l—i-%ig, 4 =— dow — 7,

de module égal 4 1 si et seulement si Ak = 1 + 7 — vw = 1, donc

(109) 7=ow (donc u=V—47— 22 ~ 2V8w|E'(6,)]),
c’est-a-dire
(109°) B = — Ay(0) + 8uE'(0y).

Le passage dans une base propre se fait par I'identification suivante de R? (coor-
données 0, ») a C (coordonnées z) :

0 =0, + w(z + 2), _
. S

y=%(z—|—2’)—{—%(z-—z"), 2| w u wu
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qui, au voisinage de (6, 0), transforme P, , ,» en

u. a, t'(z) = Z
Z=x+A(z+2)?2+B(z+2)(z—2) + C(z—2)2+ D(z + z)3
+ E(z+ 2)%(z — 2) + F(z 4+ 2) (2 — z)2 + G(z — z®)
+ O(| z]4), ou

A=— ;—u{ PE"(0,) + wiA;(6,) +Z (‘Y + Az(eo))]

w 7]
B = E Al(eo) + %(Y + Az(eo)),

am) C=5r+ A0,
dwb_,,, " wo*
D=—ﬂL—£&H—2AﬁH— AL+ e+ A00) |
E = ‘l:_j AL'(8) + Az(eo) ‘|‘ (K + Ag(6)),

w

F= [wA;(e,,) + ; (x + A4(6,)) |,

G= — (e + A0,

qui s’écrit encore

Nu an(?d) =24+ X a,;77 4 0(| 2], avec

2<i+ <3
(112) apy=A+B+GC, a,=2A—-C), a,=A—-—B4+GC,
= 3D + E —F — 3G.
Le calcul standard de formes normales montre que ’élimination par changement de
variable

zb> 2+ Z YuZz’

i+i=2
des termes quadratiques en 2,z dans (112) transforme le coefficient a,, de 222 en

2| ay, l2]

22—l

Qg @y
ANn— 1)

, 2a,, a 2
(13) = a2l [l

+x[ +

En un point od AN = 1, la condition de non-dégénérescence (attraction ou répulsion
faibles) suffisant & assurer D’existence d’une bifurcation de Hopf est simplement

Re (a::) # 0, c’est-a-dire
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a 1 A—2 2| ag, |
114 Re |2 R N 2 _ 210l
(114) e()\)-[— e[()\_l){ )\ Gy @y, + | ay | +7\2+)\+l]]# 0,

ou e€encore

| —
(1 + %) (E — 3G) + % (3D — F) + (A* — @) (1 4+ O(?))

(115) 4
— = B(A —C) (1 + O@)) + 2(A — O
+ [(A + C) — B% (1 + O(x?)) # 0;
en effet,
(116) 5= — % (1+0() = swt/(6,) < O(F),
rA—2 1 2
donc %:T) =5 (1+0@)) += (1 + O@)),
1 1 iu 1 2i 2
1 1 o 2 2
= _5(1 + O(u?)) —5(1 + O(u?)).

Supposons tout d’abord « choisi tel que £”(0,) = O [en particulier a < O(3¢2)]
et B défini par (109’). Puisque £(0) = cos(2ngd) + O(#?), on en déduit :

E(0) = — 2mg + O(2) et E7(8,) = 873 ¢® + O(22).
Evalué a partir de (111), le premier membre de (115) est un O(**~27*) qui s’écrit

2
(117) wz [— 8wk (8,) + A;'(8,)] + 37g dwk + O(#2~%).

Supposons maintenant « choisi tel que £'(0,) soit trés proche de 0 et B toujours
défini par (109’) (autrement dit, on est trés proche de 'un des deux points de Bogdanov
sur 3ﬁp,q).

t2a~—2—2k
Le premier membre de (115) est maintenant un O(W)’ plus précisément
0
w? € (8 , o
118 —— == [— 3wk’ (6,) + A(6))] + O+,
(o) AR R A (O]
avec £''(0,) = + 4n? ¢2, le signe dépendant de la composante du bord de Cm dont on
s’approche.

Le contrdle des expressions (117) et (118) nécessite une évaluation de A,(9) :
il suffit (sic/) pour cela de pousser d’un cran les calculs de formes normales résonnantes
du § 2.1 en prenant comme point de départ la forme suivante de (40) :
(119) P, oi(2) = 2[®(w, 4,8, [ 2% 0) + Dy 2% + Dy 2] 4 1, 2977 4 O(| 2[F7).

10
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Nous noterons

D, = D,(u, a, t) = u, €™,

120
( 2 ) D2 = Dz(P-a a, t) = Uy 827:60.’

et oublierons systématiquement de noter les dépendances en y, a, t des divers coefficients.
On obtient, aprés une rotation des coordonnées de (1/¢)(g(0) — d,), la précision suivante
de la formule (44) :

Pu., o ‘(7821!‘30) — Re2‘rl:'39 R

2 1 a—2 o3 2
O =0+ g(r* — o+ 709) [, "2 sin(2%(g0 4 g(r*) — £(0)))
o1 + u, P sin(2n(g0 + g(rY) — £(0) + d, — 2,))
(121) + 7 sin (2n(— g0 + g(r)) + 2(0) — d — 2,))] + O(**?),
R = r[1 + (%) + ¢, 7°~* cos(2n(0 + g(~*) — £(0)))
+ 1, 10 cos(2(g0 + g(r®) — ¢(0) + d; — 1)
+ 1, 7 cos(2n(— g0 + g(r") + £(0) — d; — 1,))] + O(re+2).

Posons maintenant, comme en (45), r = r(p/q) V1 + o.

Puisque g(r?) = g(0) + byr* + O((plg)®) et fir?) = u + ar* + ... = O(r(plg)*)
(voir 49-1), on peut remplacer 1/(2n(1 + f(r?) par 1/2n et g(r®) — g(0) par
byr® = byr(plq)2 (1 + o) = <(p/g) (1 + o). Il vient P, , (6, 6) = (O, Z), avec

O =0+ (p/9) + ~(plg) o + r(p/q9)* T(o)
— 26—-; r(p[g)* 2 (1 + o)~ 225in(2n(g0 + =(p/q) (1 + o))

_ ;‘_; r(p]q)% (1 + 6)?% sin(2n(g0 + <(plg) (1 + o) + d, — 2,))

— 2 r(pl)* (L + o) sin(@n(— ¢ + <(plg) (1 + o) + 2 — & — )
+ O(r(plg)™*),

S =v+ (1 +¢) o+ s6®+ r(pg)* S(o)
+ 26, 7(p]g)* % (1 + 0)** cos(2n(g0 + =(p/g) (1 + 0)))
+ 2u, 7(p[q)* (1 + 0) @+ cos(2m(g0 + <(p/g) (1 + o) + d, — 2y))
+ 2u,7(p[g)* (1 + 0)7*+? cos(2m(— ¢0 + =(p/q) (1 + o) + 2b, — d, — v3))
+ O(r(plg)***).

Enfin, dans §,, (défini au début du § 2.2), [r(p/g)® — e2| et | T(0/9) — Tpq |
sont au plus d’ordre O(p'2?~1~%), et si F(0, o) est de classe C? et (p/q)-périodique en 6,

vl

(122)

oF
F(Ga 2) - F(e: 5) = % (6, G) % + 0(9:»/«) 92 + O(P;Ia) Ps + O(leq)-
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On en déduit que le changement de variables (6, o) - (0, p) défini par
1
(123) p=—(0—06—(p/9),
Toia

conduit & I’expression suivante qui précise (50) (on a posé © = 1
Pu,a,t’(e’ P) = (®> R)’
© =06 + (p/9) + e,
R=vV+(Q+e)p+se+ Z} a ¢* + 2¢, 272 cos(2n(gb + 7))
i3
(124) + 2t°[u, cos(2m(¢g0 + d;, — v,)) + u, cos(2n(g0 — 26, + d; + 2;))]
+ [t“"2 (—S— - 41:1') ¢, sin(2mg0) ] P
T
+ [2t[u, cos(2w(q0 + d, — ,))

+ (¢ + 1) u, cos(2n(g0 — 26, + d, 4 v,))]] ¢
+ O(#9) ¢* + O(7) p* 4 O(s*+3).

n/q) :

Les autres changements de variables, 2 I’homothétie prés faisant passer de x a y,
sont suffisamment tangents & I’identité pour ne pas perturber ces formules. On en déduit
que A,(0) n’est autre, & O(#**?) prés, que le coefficient de p dans ’expression ci-dessus
de R; autrement dit, puisque d’aprés (63) et (104) on a :

E(0) = cos(2rgd) + O(#?), <= wit—WPF3+k ¢ — - @D+IHE

201 1972 = St(alz)—s—-k’ K ~ .Yt(a/2)—3——k,

on obtient

A,(8) =4, E(6) +4,€(0) +O(?), ou

¢y = 2t°(u, cos(2n(d, — v,)) + (¢ + 1) 4, cos(2n(— 28, + d, + v,))],
(125) _ l _ Yt(0/2)—8—k

' p 1 it dw

+ % (4, sin(2r(d, — 1)) + (¢ + 1) uy sin(2m(— 26, + d; + 2,))].

En particulier, (117) et (118) deviennent respectivement
(117') 27t3 q3 wz(ll _ sw) + 3-nq sw.Yt(ﬂ/m—‘s—k + O(tzq_zk)’

4t ¢t w? . f2a—2%
Eg) T+ O (I o0 |)'

Supposons comme d’habitude que 3 et w sont positifs.

Si, par exemple, (|y| 923 ~%/(4n2 w?)) < 1, et si |u; | et | u,| sont assez petits,
¢, — 3w sera négatif ainsi donc que (117’), (118’), et le second membre de (109") qui
vaut £, £(6,) + (£ — 3w) [ E'(8) |-

(118)
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Cela signifie sans doute que tout le long de la courbe de bifurcation définie par
(109", T"M',. (et donc également P? , ) subit une bifurcation de Hopf supercritique
Une telle situation, ainsi d’ailleurs qu’une grande partie de la dynamique décrite
dans ce travail, a été observée numériquement dans [11] dont les motivations sont biolo-

giques. La figure 22, qui compléte la figure 16’, est adaptée de cet article.

XENEX SN

Fic. 22
(adaptée de [11])

Cependant, si u, sin(2n(— 2by + d, + v,)) est assez grand, £, — dw peut trés bien
devenir positif, et les signes de (117’) et (118’) peuvent alors différer; moyennant certaines
inégalités sur ses coefficients de Taylor, une famille générique P, , donnée par le
théoréme 3 peut donc présenter dans chacune des langues de résonance de la suite C Pl
des bifurcations de Hopf dégénérées de P» , (annulation du coefficient Re(a;,/A), qui
joue le réle du paramétre a). Il reste a vérifier que, quitte a restreindre ’ensemble des
familles génériques, on peut également supposer que toutes nos conditions de non-
dégénérescence sont satisfaites (le coefficient Im(ay,/A), par exemple, se calcule facilement
a partir de nos formules).

Ainsi, de méme que dans le cas conservatif les iles elliptiques s’emboitent, répétant
a P’infini une dynamique toujours la méme, il semble que dans nos familles & deux para-
metres le diagramme de bifurcation puisse contenir des répliques de lui-méme de plus
en plus petites. Nous laisserons le lecteur poursuivre dans cette voie.

Note. — Tous ces calculs sont bien fastidieux et les causes d’erreur ne manquent
pas. On peut, par exemple, vérifier la cohérence de (117) et (118) en remarquant que le
terme dominant des deux expressions s’annule bien lorsque T’u, o, €st remplacé par le
difféomorphisme obtenu & partir du « temps 1 » de I’équation différentielle hamil-
tonienne E(a, 0) en effectuant le changement de variables qui transforme © en 6 + wy;
on vérifie en effet qu’alors

Kk =O(y2) = O(+2=%) et A,(6) = Swk'(6) + O(#2+?).



CONCLUSION

Nous avions commencé cette série d’articles en comparant les familles & deux
parametres P, , que nous étudions & un difféomorphisme local H préservant les aires
de R? au voisinage d’un point fixe elliptique. Dans ([5], figure 1) nous indiquions I’ana-
logie existant entre la dynamique de H et celle de la famille P, , « le long» de la courbe
de non-hyperbolicité T'.

Nous pouvons maintenant enrichir cette comparaison en faisant intervenir la
dynamique de P, , le long de chemins transverses & T'. Plus précisément, de méme que
H est une perturbation d’une forme normale N qu’on peut identifier & une famille &
un paramétre de rotations du cercle, la restriction de P, , au voisinage ¥~ est une
perturbation d’une famille de formes normales N, , qui peut étre considérée comme une
famille 2 un paramétre a > (x> N, ,) de familles & un paramétre, dans chacune des-
quelles se produit I’élimination d’un couple de courbes fermées invariantes ([7] figure 1;
c’est ce que dans [7] nous avons appelé « chemin standard d’élimination »).

Aux courbes invariantes de H données par la théorie de K. A. M. correspondent
les sous-gxmilles 4 un paramétre u > P, , passant par les points ¥, de ’ensemble de
Cantor I' introduit dans [5] (i.e. les familles ne rencontrant aucune « bulle ») : ces
familles « ressemblent », en un sens que nous avons rappelé dans le § 3.2, & un chemin
standard d’élimination.

Aux ensembles invariants d’Aubry-Mather de H correspondent des sous-familles
de P, , rencontrant les ensembles G, (voir [6]) et subissant a priori des bifurcations
complexes.

Enfin, nous venons de montrer qu’aux orbites périodiques de Zehnder et a leurs
orbites homoclines correspondent des sous-familles de P, , traversant au plus étroit
une « bulle avec taille de guépe ». Le long d’une telle famille & un paramétre, la dyna-
mique s’approche de celle d’un chemin standard d’élimination autant que le permet
Papparition d’orbites périodiques isolées entre les courbes invariantes qui désirent
s’éliminer (fig. 19, 20).

De méme que nous avons montré que I’apparition de ces orbites périodiques se
faisait avant la disparition des courbes fermées invariantes, il serait trés intéressant de
montrer qu’au moment ol apparaissent les premiéres tangences homoclines correspon-
dant 2 la traversée de of 4+ et oH _, il n’existe plus au voisinage aucune courbe fermée
réguliére invariante par P, ,. On en déduirait qu’avant de s’éliminer, les deux courbes
se transforment en une paire d’un attracteur et d’un répulseur du type de Birkhoff ([2 bis]).
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De telles « courbes étranges » contiendraient des ensembles invariants d’Aubry-Mather
dont les nombres de rotation parcourent tout un intervalle ([10 4is]), ce qui donnerait,
par analogie avec le cas des familles d’endomorphismes du cercle, une premiére intuition
de la fagon dont les différents ensembles C, s’intersectent. La figure 23 décrit, dans ce
cadre conjectural, la distribution des nombres de rotation (i.e. des ensembles G,)
rencontrés le long du chemin considéré dans les figures 19 et 20. Notons que 1’existence

d’un intervalle de rotation pour la valeur 5 du parameétre est assurée par le théoréme 2
de [2] (voir également [8 bis]).

IR

1
N I — dtre du chemi
1 2 3 4 5 6 78 9 param € du chemin

Fic. 23

Cette question sur les attracteurs de Birkhoff est bien dans la ligne de notre principal
propos qui aura été d’analyser la tension hyperbolique-elliptique qui se manifeste quand
on mélange les influences radiales (coefficients a; des formes normales, intervenant dans
les théories du type de la classique bifurcation de Hopf) et angulaires (coefficients &
des formes normales, intervenant dans les théories du type K.A.M.). Nous retiendrons
en particulier le grand pouvoir organisateur qu’a sur la dynamique globale la présence
de sous-dynamiques de « bon » nombre de rotation, rationnel ou irrationnel, dés que
coexistent distorsion et dissipation.



APPENDICE : ZOOLOGIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES E, , ,.

Cet appendice contient divers résultats sur les portraits de phase et les bifurcations
des équations E, , », rebaptisées pour la circonstance E(«, B) (2> 0 petit est fixé, et
i, a varient dans 3§, ou «, B sont des coordonnées définies dans le lemme 6) :

o

(Al) E(a, p)
S —at v+ ).

On trouvera la définition de w, v, 8, £ dans la formule (63); rappelons en parti-
culier que v, 3, £ dépendent (peu) de (u, a) donc de («, B). En fait, tous les résultats que
nous démontrerons sont identiques a ceux que l'on obtiendrait en supposant w, v, 8
constants [pour les figures w > 0, y< 0, > 0] et £(0) égale a cos(2ngb).

Le § 4 du texte n’utilise que le lemme A3; le détail des bifurcations (en particulier
le lemme A7) intervient par contre dans le § 5 ot ’'on étudie les orbites de P, , ,» homo-
clines aux orbites périodiques hyperboliques de nombre de rotation p/q.

Nous concluons cet appendice par une description du diagramme complet des
bifurcations de la famille E(«, ) dans le cas ol vy, 3 ne dépendent pas de «, B, et
£(6) = cos(2ng0) (fig. A6); toujours sous ces hypothéses, nous décrivons également la
distribution des nombres de rotation du « temps 1 » de E(«, B) sur ses courbes fermées
invariantes (fig. A8). Les démonstrations se trouvent dans [7 bis].

NB. — La lecture sera grandement facilitée par la contemplation préalable de la
figure A6.

Notations. — 1) Nous commettrons souvent 1’abus consistant & noter (a, ) € &,
¥ = v(z, B), &(8) = (o B, 6), au lieu de (4, a) €, v(s, & 8), E( 4, 1, 0), ctc.
2) E(a, B) désignera également le champ de vecteurs (dans T* X R ou son revé-
tement R?) définissant I’équation E(«, B).
3) E*'%(a, B) désignera I’équation
do
dt
(A2) E*%(a, B)

=wy

Y _ o 2
S =%+ + 3£(6),

o y = y(a, B), 8 = 8(«, B), £(6) = &(x, B, 0). (E**°(a, B) ne coincide en général avec
E(«’,0) que si a« =a' et B =0).
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4) On utilisera comme dans le § 4 les notations

o _ PP — 4oy
o =-—'4TY'2——,
B=2ﬁr
(R)

~ oy

% = —,
YTy

~ 2]

Oy = —,

VT Iyl

(x; et ay sont définis en (A8) et (A9)).
On définit les sous-ensembles suivants de 3, :

jp/a = {((J', a) € 8p/a3 Bz - 4“Y < O},

- + n o
(A3) B g = {(y-, a) €8y, 22> 0 + | B 0ulﬂ%} = %30 O Do

- 2
‘%;t/a ={(g,a) €8, 0> sup(aI:F{?a “1+a2,a1+_)},
Iyl 4y

- o + o
(A‘l-) dg/a={(y"a)68p/q’“<“l_lpl llYl 2},

g%p/a = {(P"’ a) € 89/«’ ® = o‘1}°
On a les inclusions évidentes
(A5) oy Dl

v/e?
[ 0y B> B, sont définis respectivement en (64) et (74).]

Dans les notations (R), les définitions précédentes deviennent
'529/11 ={(u, a) €3,,, &< 0},
j’?gla = ‘(V': a) espl«’ &+ &2 z (IEI + \/&1 + &2)2}a

7+ 5 g+
'@11/«D '%v/a'

.@‘;WDQO

»la>

(A’ 3) :
o B4 8>8 +28 si+Bf>0
.93’* = , a €d ’0( . ) ’
vla [(P" ) €385 &+ 8> (¥B+M)2 Si:l:BsO}
(A" 4) %jmztmﬂemm&+@>(—ﬂ|+V€I€YL
Prg ={(1, ) €8,,,8 =& + B2},

~

Lemme Al. — Si (o, B) € o ,,,, le flot de E(a, B) dans T X R ne laisse invariante
aucune courbe fermée CO (orbite périodique ou réunion d’orbites et de singularités) homologue &
T x{0}.
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Démonstration. — Soit £ (0, y) = y* — (28/w) x(0) la fonction définie au § 3.1. On
constate que

[E(x, B)-Z] (8,9) = 2(« + & + v?)
est du signe de (— ) dés que («, B) € o/

vla®
Puisqu’aux points ou x(0) = infy(6) (donc §(0) = 0), y = 0, le champ a pour
composantes (0, «), on conclut comme dans le corollaire du lemme 7 si « % 0; si

(x, B) = (0, 0), le résultat découle du lemme suivant :

Lemme A2. — Multiplié par le facteur intégrant exp(— (2y[/w) 0), le champ E*+°(«, B)
(relevé au revétement universel R2 de T! x R) devient hamiltonien :

-y ¢H
wye ¥ =5(9,}’),

(@ +pP+3O) 5 = — 2 5), o
H(S,5) =5 (5 —A°(0) ¢ * ",
(A6)
, oc' d
r*(0) = :_—z in(2mq0 27(0
) s Ginlan) + £2(0)

’

« 3 . 2
=-= + — (sin(2mg) + O(?))

(€(0) = ¢(«, B, 0) est (1/q)-périodique et bornée indépendamment de ¢).

La figure Al donne le portrait de phase de E*°(«, ) en fonction de «'[«, 8 n’inter-
viennent pas qualitativement] : c’est le modéle d’élimination résonnante d’un couple de courbes
tnvariantes.

Démonstration. — Elle est évidente :

2y

H(6,y) = [y —|————-——e"’ f&(u)e v du]e w°

Puisque £(u) = cos(2nqu) + 2 €,(u), ou &, est (1/g)-périodique, bornée indépendamment
de ¢, et d’intégrale nulle sur une période (voir (63)), un simple développement en série
de Fourier montre que

(2 3/w) e"’ f E(u) e » * du
= (8/V/y® + n* g2 w?) [cos(2rg(6 — 6,)) + £ x:(0)],
ou cos(2mgb,) = — y/\/-?——l——m o(#),
sin(2ng0,) = (mqw) [Vy? + 7% g w? = 1 + O(#4),
d’ou la conclusion.

11
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==

3(1 + O(#*)) p e =
LXK
-

0(3#) = o} DI
o /~—/\

DEPB)

o DS
=D

Fie. Al

Lafigure Al estalorsfacile & obtenir:les orbites périodiques dans T* X R sont de la forme
(A7) 7 =q1(0) = £ VK(9),

et existent donc tant que o’ > «,, ol

dy
ay = oy(a, B) = 7———— inf (sin(2m 2
a8 (a, B) Vet g nf, (sin(2ng6) + #2£(6))

g4 o) = opn.

Tqw
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On a supposé que 3 > 0; dans le cas contraire, le réle de «, est tenu par

| 3v | .
% = (s B) = N g g SUP, (sin(2mg6) + £21(6))

1 4 o) = ma + o).

Tqw

(A9)

Définition. — Si (, B) € B}, on note o, («, B) le sous-anneau de T! x R, bordé
inférieurement (resp. supérieurement) par I’unique orbite périodique positive y = ¢%()
de E¥:%(a, B) (resp. 'unique orbite périodique positive y = ¢%'(8) de E*"%(a, B)), on

a’ > o' > «, sont définis par

o =|y|®, o« =|y|a",

o =3—a2+(6+\/a+a2)2 si $<0,

(A10) B+ (B+ve—a) sig>0,
- &+ (B+va—g) sif<o,
=§—&2+(B+ & +2,)" siBz0.

Lemme A3. — Si («,B) € B, E(x, B) posstde dans Panneau of (e, B) une unique

orbite périodique (en fait (1/q)-périodique) y = p (). Cette orbite périodique est atiractante

On laisse au lecteur le soin de définir &_(«, B) C T! X R_ lorsque («, ) € #;,
et d’énoncer I’analogue du lemme 3.

Démonstration. — Elle est évidente : cherchons a écrire le plus petit sous-anneau
de T* X R, dont les bords soient de la forme y = ¢% (9), x > «,, dans lequel rentre le
champ E(«, B). Les conditions sur o’ et «’’ sont manifestement

M,’ZM’ZGI d,,>a,>¢1
«—oa +P=>0 sip<gO, a—a +Py,=>0 sip=>0,
«—a + Py, <0 a—a" +Py<O0

ol yo, Y Yu> Ju sont respectivement les inf et les sup de ¢%(0) et ¢%'(6), c’est-a-dire :
Yo=VE =8, =V —&, Ju=V7 Ita,
= VT,

Des calculs évidents mais fastidieux fournissent alors la définition de & («, B) et les
formules (A10).

Le cas ou («, B) € .@;,a se déduit du précédent par la transformation

(_)’, ﬂ) = ('—')’, - B)'
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Quant a 'unicité, elle vient de ce que
qo-;-,(e)?.y;n= V&I—&H:B‘*‘ V&_al>§ (Si 520),

qui implique que, pour tout 8, I’anneau 7 («, B) se trouve dans la région ou le flot de
E(«, B), dont la divergence vaut § + 2vyy, contracte les aires. Le raisonnement est le méme
pour y < 0, le flot dilatant les aires dans &/ _(«, B).

La figure A2 montre les courbes de niveau de la fonction «'(«, ) dans g?:,a (celles
de o'’ s’obtiennent en les prolongeant respectivement du c6té g < 0 et g > 0).

A 0L
o = al(a3 ﬁ) -
) ay (e, B) + aa(e, B)
| v(e, B) I
(o' = ay) / B#
e pe
® = ul( 4] B) + 4’((“, p)
Fic. A2

(la figure est faite comme si o, &y, y étaient constants)

Remarque. — La largeur de o/ («, 8) tend vers 0 lorsque 8 tend vers 0. En effet,
«’ et a’’ tendent tous deux vers «, et

al' . &l

BCHOEYAOS

g% (6) — ¢%(6)

Lemme A4, — Si (a, B) e.@fm et o> oy, Porbite périodique y = p (0) donnée par le
lemme A3 est la seule orbite périodique de E(x, B) homologue @ T* X {0} dans T* X R tout
entier.

Démonstration. — Supposons que y = f;(0), ¢ = 1, 2, soient deux orbites périodiques
distinctes de E(«, B) dans T* X R, pour un couple («, ) appartenant a #}.. On a

vla*
wfy (6) £i(8) = « + Bf(6) + v£i(6)2 + 3§(6), i=1,2,

et, par différence,

%w[kbi(ﬂ) — $(0)] = B[V $:(6) — V4u(6)] + v[4:(6) — du(0)],

ou §;(0) = £(0)2 ¢ = 1, 2. Mais ¢; — ¢, étant périodique, le premier membre s’annule;
il existe donc § tel que

B+ v [J0u® + Ju®] =0, cest-a-dire £,@) + £ = — @F).
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Il ne peut donc exister deux telles orbites périodiques dans T X R si I'une d’elles est
au-dessus de la courbe y = — (B/y).

Mais p,(0) > 9,, = — (B/y) dés que « > a,.

Lemme A5. — Si (x,B) € #°,, E(«, B) posséde exactement deux orbites périodiques
[qui deviennent « singuliéres » pour («,B) = (o, 0)], Pune dans T' X R, Pautre dans
T X R_, et pas d’autre courbe fermée CO laissée invariante par son flot, qui soit homologue
a T x{0}.

Démonstration. — Soit (a, B) 6.9?2,/“, (o, B) # (a1, 0); le lemme A4 montre qu’il
y a exactement une orbite périodique y = p,(6) dans T* X R, et une orbite pério-
dique y = p_(0) dans T* X R_. Il reste & remarquer que, si K;(0,y) =% — ¢%(0)%,
on a
[E(x, 8)-Ky] (6,9) = 2[a + By + v»* + 8E(6)] — 2upg’:(6) (¢3)' (8)
= 2[a — o, + By + YK4(6,9)].

Le terme entre parenthéses est minoré par

oy + ay

l (5 | l Y I + B.y + ‘YKI(O,)’),

oy + o

|yl

donc par | B +Bg%(0) =0
sur Pensemble K, = 0.

Ajouté a la remarque que E(«, B) ne s’annule pas aux points singuliers de K; = 0
si (a, B) * (o, 0), ceci montre qu’aucune courbe fermée C° invariante homologue a
T! X { 0 } ne peut rencontrer le sous-ensemble K; < 0, ni a fortior: y = 0, ce qui termine
la démonstration.

Supposons maintenant que («, B) € %%, défini en (A4).

Le terme [a — o, + By + vKy(0, )] est majoré par

-8 I/allt|“2 + & + vKi(8, ),

donc par  —|B| / %y agno)
Y
sur P’ensemble K; = 0.
Avec la remarque précédente, ceci montre qu’aucune courbe fermée invariante
par le flot de E(a, B) ne peut rencontrer le sous-ensemble K, = 0, ni a fortiori le sous-
ensemble y = 0.
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Supposons enfin que («, B) # («;, 0) appartienne 4 la courbe £, définie en (A4).
Les singularités de I’ensemble K; = 0 sont alors exactement les singularités hyperbo-
liques (*) de E(a, B), et

[E(x, 8).K,] (6,5) = 28* sur K, = 0.

On en déduit facilement qu’aucune connexion entre singularités hyperboliques
de E(a, B) ne peut exister dans ces conditions.
On a en particulier démontré le

Lemme A6. — St (a, B) € .szfm v .@m v .9’3‘;,«, (o, B) * (o1, 0), aucune connexion
n’existe entre les singularités hyperboliques de E(, B).

Bien entendu, d’apres le lemme Al, la conclusion vaut également si («, B) € o ola>
qui n’est pas entiérement contenu dans 7%, .

Notons I, II, III, IV les quatre composantes connexes du complémentaire dans
C»/a N sp/a de Mﬂ/q A 'dp/a v '@ oY '%0 vle (ﬁg A3)

Notons également P le pomt défini par I’équation («, B) = («,, 0), et

les singularités hyperboliques de E(«, 8) sont

11 H, =
(A1) * connectées dans Tt X R .

(«, B)

Lemme A7. — H __ et H_ sont respectivement contenus dans PO II UIV et PU T U III;
tout chemin allant du bord gauche au bord droit de Gm N 3, rencontre & la fois H, et H_.

Remarque. — Si v, 8, £ sont indépendants de («, B), H, et H_ sont des courbes
connexes s’intersectant en P; I’adhérence de chacune d’elles rencontre chaque compo-

sante du bord de G, en un unique point.

vl

tl/l /I

Cn (YU,

vle

v

Fic. A3

(*) On entend ici par singularités hyperboliques les singularités de type col.



BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES 87

Démonstration. — Que H,_ U H_ soit contenue dans la réunion de P, I, II, III, IV
est une simple paraphrase du lemme A6.

La démonstration des inclusions H_.CP UI UIIl et H . CP UII UIV est une
conséquence de la formule

[E(x, B)-Kq] (6,9) = 2(a — o, + By) sur K, =0,
détaillée sur la figure A4 :

impossible
’o“‘\‘
e o‘ @ =00 donc InH, =9
B>0 ’ o
K;,=0
impossible
B2 N
o «—0o, <0
(II1) 8<0 , donc Il nH,_ =9,
o—a, >0
)QQ@( a2, denc InH_ =9,
impossible
—a, <0
Q@Q{ (Iv) ;> o7, donc IVnH_ =,
- i
impossible

Fic. A4

La deuxiéme partie du lemme A7 se lit, via un argument de continuité, sur la
figure A5 qui montre les positions respectives des variétés invariantes de deux singula-
rités hyperboliques consécutives de E(a, 8) pour différentes valeurs de («, B) (les dessins
correspondant aux valeurs de («, 8) dans .9?‘;,,,, ou @2,4 ne sont pas formellement néces-
saires mais ils aident I’intuition).

B
QST%\Q‘{ > & }‘>§<’




<-4,
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L’affirmation de la remarque vient de ce que, si v, 3, £ sont indépendants de («, B),
les bords de G, sont de la forme « = constante, et les dérivées par rapport 3 B des compo-
santes de E(«, ) en un point fixé (0, ) sont respectivement 0 et ». La pente du
vecteur E(«, B) (0, ) croit donc de fagon monotone avec B lorsque y est positif (négatif).
Puisque, dans le cas considéré, la position des points singuliers de E(a, B) est indépen-
dante de 8, la conclusion est évidente. Il est raisonnable de penser que ceci est en fait
la situation générale.

Ce qui suit est une description de la famille E(«, ) dans le cas ou

1) y< O et 8> 0 sont indépendants de o, P.
2) E(6) = cos(2ng0).

Le diagramme de bifurcations est décrit dans la figure A6, tirée de [7 bis]. Pour
compléter son intuition par des preuves le lecteur pourra consulter ce dernier article
(le remplacement de ¢ par 1 est bien entendu totalement inoffensif); il est également
recommandé de consulter [2] et [10].

A
o
Cvlc 3 ?
W, P
8+0
.
Cpla' L ?
e
r
Fic. A7

12
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Sur la figure A7, on compare le diagramme de bifurcations de la figure A6 avec
celui qui correspondrait au cas § = 0, c’est-a-dire 4 une famille d’équations invariante
par toutes les translations en 6 (analogue des formes normales N, , invariantes par tout
le groupe des rotations). Le réle de la courbe I' introduite dans ([5] fig. 4) est tenu par
une courbe I dont nous ne savons pas si elle est vraiment singuliére au point P.

Enfin, sur la figure A8 on a représenté dans le cas 8 =0 (resp. 84 0) les
ensembles C, (resp. C.) correspondant & I’existence d’une courbe fermée C° homotope
a Tt x {0}, invariante par le flot de E(«, ), sur laquelle le nombre de rotation du
temps 1 soit @ — (p/g) (voir dans [7 bis] la monotonie en fonction de § de la période
des orbites périodiques de E(a, B)). On voit bien que la connexité de C;,, ne tient qu’a
un fil, détruit en général dans le passage de E, , » 2 P, , ;» (corollaire du théoréme 2),
ce qu’on a utilisé dans ([6], fin du § 1).

//lllgg"l{w
V] //

3+0

\
7
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