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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES
par TAKUO FUKUDA

o. Introduction

(0.1) Résultat.

R. Thom a conjecturé que étant donné un nombre entier k, le nombre des types topologiques
des polynômes de degré <A est fini. Le but de cet article est de donner une réponse affirmative
à cette conjecture.

On précise ce que la conjecture veut dire. Dans ce qui suit, la lettre K désigne,
soit le corps R des nombres réels, soit le corps C des nombres complexes. On désigne
par K71 l'espace affine de dimension n sur K. Soit P(^, m, k; K) l'ensemble des applications
polynomiales de K^ dans K^ à coefficients dans K de degré ^k'y c'est-à-dire des appli-
cations f=={fi, . . ̂ fm) : K^-^K^ dont chaque î-ème composante^ est un polynôme
de degré ^k.

On dira que deux applications f et ge'PÇn, m, k'y K) sont topologiquement équi-
valentes, et on notera f^ g, s'il existe des homéomorphismes h : K^—^K" et A' : K^—^K^
tels que h'of=goh. Ceci définit entre éléments de P(TZ, m, k'y K) une relation d'équivalence.
On désigne par P(%, m, k'y K)/^ l'ensemble quotient de P(TZ, m, k\ K) par cette
équivalence.

La conjecture de Thom et notre résultat s'énoncent alors sous la forme plus précise
suivante :

Conjecture de Thom et Théorème 1. — P(%, i ,^$ K)/^ est un ensemble fini.

(0.2) Remarques.

Avant de commencer la démonstration du théorème, faisons quelques remarques.
D'une part si on considère la version différentiable, i.e. si on remplace dans ce qui précède
homéomorphismes par difféomorphismes, alors il existe un exemple qui nous montre
que le théorème est faux :

Exemple 1 (d'après H. Whitney). — On considère la fonction F : R^R1, dépendant
algébriquement du paramètre ^, définie par l'équation :

î^y)=x{y+tx){x2-^).
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88 T A K U O F U K U D A

En calculant le bi-rapport des droites x=o, y-\-tx=0y x-}-y=o et x—jy==o, on
voit que le type différentiable de cette fonction varie continûment avec le paramètre t,
c'est-à-dire que deux fonctions correspondant à des valeurs différentes du paramètre t
ne sont pas de même type différentiable. Cet exemple nous montre que P(^, i, k; R)/^
n'est plus fini.

D'autre part, Thom [7] a donné un exemple qui montre que P(%, m, k; K)/^
n'est pas fini en général pour m ̂ 3 :

Exemple 2 ([7]). — On considère l'application G( :R3->R3, dépendant algébri-
quement du paramètre ty définie par les équations :

X =(A:(^+y—û2) — 2ayz)\{ty +x) [x2 +y—a2) — 2az[y—tx)Y,

Y=^+y-û2,
Z=z.

Thom a montré que deux applications G^ et Gg, correspondant à deux valeurs différentes
du paramètre t, ne sont pas de même type topologique.

Le problème du cas où m==2 reste encore ouvert. On doit noter que R. Thom
a écrit à l'auteur qu'il croit que dans ce cas aussi :

Conjecture (diaprés R. Thom). — .[^ensemble P(^, 2, k\ K)/^ est un ensemble fini.

Je remercie vivement M. René Thom pour les conversations que nous avons pu
avoir ensemble et pour ses suggestions et encouragements.

(0.3) Table des matières.

Au premier chapitre on rappelle le lemme d'isotopie de Thom. Le deuxième
chapitre est consacré à la stratification des morphismes algébriques. Ces lemmes d'isotopie
et de stratification des morphismes algébriques sont les outils principaux de la démons-
tration de notre théorème i.
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 89

I. — LEMMES D'ISOTOPIE DE THOM

Thom a donné dans ses articles ([7] et [8]) un critère, appelé lemme d'isotopie,
très utile pour la classification topologique des applications continues. Dans ce chapitre,
on le rappelle. Pour la démonstration de ce lemme, consulter les articles dej. Mather ([4]
et [5]).

Notation. — On désigne par A l'adhérence d'un sous-ensemble A dans un espace
total considéré et par Int A l'intérieur de A. On note Tp(M) l'espace tangent à une
variété M en un point p de M, par {dg)^ l'application linéaire tangente à une application
différentiable g : M->N en un point p de M.

i. Stratification de Whitney.

Soit X une variété de dimension r différent!'ablement plongée dans R". Soit
G^ ̂  la grassmannienne des r-plans contenant l'origine de R^ On considère l'espace
tangent à X en A:eX, T^X), comme un élément de G^ r '

Définition (1.1) {Propriété (a)). — Soient X.YcR1 deux variétés différentiables.
Soitj/ un point de Y adhérent à X. On dit que la paire (X, Y) possède en y la propriété (a)
si pour toute suite de paires (^, T^.(X)), ^eX, tendant vers (j/.^e^xG^ y, on a
T,(Y)CT. '

On dit que la paire (X, Y) possède la propriété (a) si elle la possède en tout point
j/eYnX.

Pour deux points x et y de R71, désignons par xy la droite issue de l'origine de T^
qui est parallèle à la droite joignant x àj/. On désigne par P""1 l'espace projectif réel
de dimension n—i. Soit A la diagonale de R^R^

Définition (1.2) (Propriété (b)). — Soient X et Y deux variétés différentiablement
plongées dans K1 avec dim X==r. Soit j^eYnX. On dit que la paire (X, Y) possède
en y la propriété (b) si étant donnée une suite de paires (^. , j^)E(XxY)—A telles que
(^iî^o -C^? T^(X)) convergent vers un point (j^,^, r) de ^xPn~lxG^^ on a lC T.

Remarque [Mather [4]). — La propriété (b) implique la propriété (a).

Définition (1.3) (W'-complexé). — On appelle complexe de Whitney (ou ^-complexe)
un ensemble ^^{X^} de sous-variétés G00 connexes de K1 satisfaisant aux propriétés
suivantes :

(i) les éléments de y=={X^} sont deux à deux disjoints;
(ii) toute paire (X^, Xp) d'éléments de y possède les propriétés (a) et (b);
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90 T A K U O F U K U D A

(iii) finitude locale : étant donné un point xeK1, il existe un voisinage de x
qui ne rencontre qu'un nombre fini d'éléments de y\

(iv) propriété de frontière : si X^nXp+05 alors XpCX^—X^.

On appelle strate de y un élément de y. On appelle W-complexe^' un W-complexe
dont le nombre des strates est fini. Un sous-ensemble d'un W-complexe V est appelé
un sous-^N-complexe de Y.

Définition (1.4) (Ensemble stratifié). — On appelle ensemble stratifié (ou WT-objet) un sous-
ensemble E de R" qui se présente comme une réunion des strates d'un W-complexe S(E),
qui est appelé une W'-stratification de E. Si le W-complexe S(E) est fini, on dit que la
stratification est finie.

Une variété M sera considérée comme un W-objet muni de sa ^N-stratification
triviale S(M)=={M}.

Notation (1.5). — Soient X, Y deux strates de S(E) avec YnX+0. On a alors,
par la propriété de frontière, Y C X — X . On représente cette situation par le sym-
bole Y^X.

Soit E un W-objet muni de sa stratification S(E). On appelle sous-ensemble stratifié
(ou sous-^N-objet) de E un sous-ensemble A de E qui est un W-objet muni d'un sous-
W-complexe de S(E) comme stratification.

Définition (1.6). — Soit A un sous-ensemble de K1. On dit qu'une application
continue f : A—^R^ est différentiable si elle s'étend à une application différentiable d'un
voisinage de A dans R^.

Définition (1.7) (Application stratifiée).—Soient ECR" et FCR^ deux W-objets.
Une application différentiable y:E->F sera appelée une application stratifiée (ou
Vf-morphisme) si elle possède la propriété suivante : L'image d'une strate X de E est
contenue dans une strate Y de F, et la restriction de y à chaque strate, V|X : X->Y,
est une submersion.

On appellera application exactement stratifiée une application stratifiée possédant de
plus la propriété suivante : L'image d'une strate de E est exactement une strate de F.

Remarque. — Une application stratifiée propre est une application exactement stratifiée.
Rappelons qu'une application continue f : A->B est propre si y""1^) est compact
pour tout compact K de B.

Notation. — Dans ce qui suit, on désigne par ./(X) l'image de X par f et même
la strate de F qui contient l'image de X par^s'il n'y a pas à craindre qu'on les confonde.
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 91

2. Lemmes cTisotopie de Thom.

Proposition (2 .1 ) (Premier lemme d'isotopie de Thom). — Soit f : E->F une application
stratifiée propre. Alors la restriction de f à V image réciproque f " 1 (Y) d'une strate Y de S (F),
/ :/"• ̂ Y) ->Y, <^ une fibration.

Pour la démonstration de cette proposition, consulter Thom [8] ou Mather ([4]
ou [5]).

Définition (2.2). — Soient (X^ Y^), i==i,2, deux paires d'espaces topologiques
avec X^:)Y^. On dit que (X^, Yi) et (Xg, Y2) sont homéomorphes s'il existe un homéo-
morphisme h de X^ sur Xg tel que h(Y^)==Y^.

Proposition (2.3) (Premier lemme d'isotopie relative). — Soit f : E-^F ^ W-morphisme
propre. Soient A ̂  sous-W-objet de IL et Y une strate de F contenue dans f [A). Alors la restriction
defà la paire (/"^(Y), /"^(Y) nA) ^ une fibration relative sur Y : .Éto^ donnés deux points p
et q de Y, les paires (V"1^), /"^(j^nA) ^ (/"^î), /"^nA) ^o^ homéomorphes.

Notation (2.4). — On note par ker(^)p le noyau de l'application linéaire tangente
{dg)y : Ty(M) -^T^(N) à une application difFérentiable g : M->N en un pointa de M.

Définition (2.5) (Propriété a^l. — Soient X et Y deux sous-variétés de R", N une
variété quelconque. Soit f: X uY—^N une application différentiable dont les restrictions
à X et à Y, /|X : X—N et /|Y : Y->N, sont de rangs constants. On dira que la
paire (X, Y) présente en jeYnX la propriété oc^ si étant donnée une suite de points (^)
de X tendant vers y tels que les espaces noyaux ker(y'| X)^. des applications linéaires
{df)^ :T^(X)-^T^(N) convergent vers un plan xCT/R^1, on a ker(/|Y)^C x.

On dit que la paire (X, Y) présente la propriété oc, si elle la présente en tout point
de YnX.

Définition (2.6) (Morphismes sans éclatement). — Soient y:E->F et g : F->V deux
W-morphismes, V étant une variété différentiable connexe munie de sa stratification
triviale. On dit que y est un Vf-morphisme sans éclatement au-dessus de g : F->V si tous
les couples (X, Y) de strates de S(E) présentent la propriété o^..

Définition (2.7) (W-morphismes de Thom). — Soient y : E — ^ F et g : F—^V deux
W-morphismes, V étant une variété connexe munie de sa stratification triviale. On dit
que y est un W-morphisme de Thom au-dessus de g si pour tout point a de V, f^ : E^—»-F^
est un W-morphisme sans éclatement au-dessus de g^==g\'F^, où 'E^==[gof)~1 (a),
Fa-r^^/a-VIE^E^F, et g,=g\^:î^{a}.

Proposition (2.8) (Second lemme d'isotopie de Thom). — Soit f : E-^F un ̂ N-morphisme
de Thom au-dessus d^un ̂ N-morphisme g : F->V, V étant une variété connexe. Si fet g sont propres,
alors, étant donnés deux points p et q de V, les applications restreintes f\ E :E ->F et
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f\'Eq : E^->F^ ont même type topologique : il existe des homéomorphismes h^ et h^ tels que le
diagramme

E,^E,

\-
F ^> F^p ' -"-î

commute.
Pour la démonstration de cette proposition, consulter Mather ([4] et [5]). Sa

démonstration est faite pour les morphismes sans éclatement, cependant on peut la
généraliser facilement au cas des W-morphismes de Thom.

Dans le cas où^et g ne sont pas propres, on peut prouver de même façon le théorème
suivant :

Proposition (2.9) (Lemme d^isotopie locale de Thom). — Soit y:E->F un "W-morphisme
de Thom (non nécessairement propre) au-dessus d^un V^-morphisme g : F->V, V étant une variété
connexe et E et F étant localement compacts. Si deux points p et q appartiennent à la même strate
de E, alors le germe en p de la restriction y|E^^ : E^p^ -> F^^) et le germe en q de
f \ E )̂) : E )̂ -> F )̂ ont même type topologique {où E (̂̂  == [g of) ~1 {g{f{p) ) ) et

^=g~www'

II. _ STRATIFICATION DES APPLICATIONS POLYNOMIALES

3. Ensembles constructibles et ensembles semi-algébriques.

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques propriétés des ensembles constructibles
et des ensembles semi-algébriques.

Définition (3.1) (Ensembles semi-algébriques). — Désignons par P^ l'anneau des
polynômes à n variables à coefficients dans le corps R des nombres réels, noté habituel-
lement P^=R[XI, ..., XJ. Notons par S(P) la plus petite famille des sous-ensembles
de R" satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) {^eR^/^^eSÇPJ pour tout élément/eP^.
(ii) Si A,BeS(PJ, alors AnB, A u B et A—B sont des éléments de S (PJ.

On appelle ensemble semi-algébrique un élément de S(PJ.

Définition (3.2) (Ensembles constructibles). — Désignons encore par P^ l'anneau des
polynômes à n variables à coefficients dans le corps des nombres complexes. Notons
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 93

par C(PJ la plus petite famille des sous-ensembles de C^ satisfaisant aux propriétés
suivantes :

(i) /-^eCCPJ pour tout /eP,.
(ii) Si A,BeC(PJ, alors AuB, A n B et A—B sont des éléments de C(PJ.

On appelle ensemble constructible un élément de C(PJ.

Proposition (3.3) (Seidenberg [6] et Chevalley [i]).

(i) Soit /îR^ir1 une application polynomiale. Si ACT^ est semi-algébrique, alors
f{A) est aussi semi-algébrique.

(ii) Soit f'.Çy-^Cy1' une application polynomiale. Si ACC? est constructible, alors
f{A) est aussi constructible.

Définition (3.4) (Points réguliers). — Soit A un ensemble constructible (resp. semi-
algébrique). On dit qu'un point a de A est un point régulier, de dimension k, de A si pour
un voisinage U de a dans C" (resp. dans B^), Un A est une variété lisse analytique-
complexe (resp. analytique-réelle) de dimension k.

Dans ce qui suit, la lettre C désigne, soit l'ensemble des ensembles semi-algébriques,
soit l'ensemble des ensembles constructibles.

Proposition (3.5) {Chevalley [i], Lojasiewicz [3]). — On a les propriétés suivantes :

(i) Si AeC, alors ÂeC.
(ii) Si AeC, alors l^ ensemble des points réguliers de dimension k de K appartient à C.
(iii) U ensemble des points réguliers d'un élément A de C est partout dense dans A.
(iv) Tout élément de C n^a qu^un nombre fini de composantes connexes, chacune déciles étant

un élément de C.

Définition (3.6). — La dimension d'un élément A de C est le maximum des dimensions
des points réguliers de A.

Définition (3.7) (C-variété). — On appelle C-variété un élément de C muni d'une
structure de variété lisse analytique (complexe ou réelle selon que A est constructible
ou semi-analytique).

Soit K = C ou K = R. Soient X, Y deux sous-C-variétés de K". On note par
S^(X, Y) (resp. S^(X, Y)) l'ensemble des points de Y n X où la paire (X, Y) ne présente
pas la propriété (a) (resp. (b)).

Remarque. — Par la remarque en bas de la définition (1.2), on a S^(X, Y) C S^(X, Y).

Proposition (3.8) (Whitney [10]).
S,(X, Y) eC, S,(X, Y) eC, dim S,(X, Y)^ dim S,(X, Y)<dim Y.
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Soit / îK^K™ une application polynomiale. Soient XCK^ et YCK^ deux
C-variétés avec /(X)CY. On désigne par 2(/:X->Y) l'ensemble des points x de X
où le rang de </[X),<dimY. On désigne par S(/|X) Pensemble des points de X
où le rang de d{f\X)^<r==le maximum des rangs de dÇf\X)^ xeX.

Proposition (3.9). — S(/:X-^Y)eC et S(/|X)eC.

Preuve. — Immédiate.

Soient /: K^K^ une application polynomiale et X, Y deux sous-C-variétés de K^.
On note alors par S^f : X, Y) l'ensemble des points^ de (Y— S(/| Y)) n(X—S(/ |X))
où la paire (X-S(/[X), Y-S(/|Y)) ne présente pas la propriété o^. (Pour la
définition de la propriété a? voir la définition (2.5).)

Proposition (3.10). — S<,(/:X,Y)eC.

Proposition (3.11) (Lê-Pham, une bonne stratification d'une fonction holomorphe \2\). —
Soit f : K^—K un polynôme. Soient YC XC E^ deux sous-C-variétés. Supposons que la res-
triction f\ Y soit une fonction constante. Alors dim S^f : X, Y)<dim Y.

Démonstration de la proposition (3.10). — Gomme S(/| X) et S(/| Y) sont des éléments
de C, on peut supposer que/[X et/[Y sont de rang constant.

Soient dimX=^, dimY=^ le rang de / |X=^ et le rang de f\Y=r^
Posons alors ^=^-^=dim ker(/[ X) et k^=^-r^=dim ker(/|Y). Si k^>k^
alors S^(/: X, Y)==XnY et la proposition est évidente.

Supposons donc k^^k^. Désignons par G^, la grassmannienne des j-plans passant
par l'origine de K^ Désignons par R* l'ensemble des paires (a, P)eG^xG^ avec
aC p, où aC (3 signifie que a est un sous-espace de p. R* est alors une sou^-variété
algébrique compacte de G^xG^. Posons

X-={(X, a, ker^lX^eK-xG^xG^I^X, ^eG^}
Y-={(X,ker(/|Y)^ P)eK-xG,^xG,J^eY, peG^}.

On peut généraliser les notions des ensembles semi-algébriques et des ensembles
constructibles pour des sous-ensembles de i^xG^xG^. Dans ce sens, X* et Y*
sont des éléments de C, de plus, ce sont des C-vanétés.' Considérons maintenant la
projection TT : K- x G,, ̂  x G^ ̂  -^ K^ Alors S,(/ : X, Y) = n( (X* n Y*) - R-). Comme
(X^nY^-R^C, on a S,(/:X,Y)eC. O-E-D.

4. Stratification des ensembles constructibles et semi-algébriques.

Dans ce paragraphe, on donne une stratification des ensembles semi-algébriques
et constructibles dont l'origine est due à Lojasiewicz [3] et à Whitney [10]. La lettre C
désigne encore, soit la famille des ensembles constructibles, soit la famille des ensembles
semi-algébriques.
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 95

Définition (4.1). — On dit qu'un W-complexe S est compatible avec une variété X
si, pour toute strate Y de S, on a S^(X, Y)==0 et la relation XnY=t=0 implique X 3 Y
ou X-X^Y.

Définition (4.2) (C-stratification). — On appelle C-stratification d'un ensemble A
une W-stratification finie de A dont chaque strate est une C-variété. Un ensemble C-stratifié
est un ensemble muni d'une C-stratification.

Proposition (4.3). — (i) Tout élément de C est un ensemble C-stratifié.
(ii) Soit AC K" un élément de C. Soient X^, ..., X^ des sous-C-variétés de K". Il existe

alors une C-stratification de A compatible avec X^, . . . , X^.

Notation (4.4). — Étant donné un élément A de C de dimension A, on désigne
par Ag l'ensemble des points réguliers de dimension k,

Démonstration de la proposition (4.3). — II suffit de démontrer la propriété (ii). On
la prouve par induction sur la dimension de A. Le cas où dim A == o est de vérification
triviale. Supposons donc la propriété (ii) vraie pour tout élément de C de dimension <m,
et montrons qu'elle est vraie pour tout élément de C de dimension m.

Prenons un élément A de C de dimension m. Par les propositions (3.5) et (3.8),
A—Agp, S^(X^, Agp) et S^(X,, Agp) sont des éléments de C de dimension <m. Posons
B ==(A—Agp) u U S^(X^, Agp). A—B est un ensemble C-stratifié muni de sa stratification
canonique dont les strates sont les composantes connexes de A—B. Or, comme B est
un élément de C de dimension <m, par l'hypothèse de récurrence, B a une C-strati-
fication S(B) compatible avec X i , . . . , X ^ et avec toutes les strates de S(A—B).
S(A—B)uS(B) est alors la C-stratification cherchée de A. Q.E.D.

Proposition (4.5) (Stratification relative). — Soient A C B deux éléments de C contenus
dans K71. Alors :

(i) A est un sous-W-objet de B.
(ii) Étant données des sous-C-variétés X^, . . ., X ;̂ de K", il existe une C-stratification S(B)

de B compatible avec X^, . . ., X ;̂ pour laquelle A est un sous-W-objet de B.

Démonstration. — On prouve la proposition par induction sur la dimension de B.
Dans le cas où dimB==o, on n'a rien à vérifier. En supposant la proposition vraie
pour toute paire A C B avec dimB<m, montrons maintenant qu'elle est vraie pour
toute paire A C B avec dim B == m. Il y a deux cas à considérer :

Cas i) dim A < dim B = m.
Cas 2) dim A = dim B = m.

Démonstration du cas 1). — Dans ce cas dimA<w. Par la proposition (4.3),
B—A a une C-stratification S(B—A) compatible avec X^, . . . ,X^. Comme dim A < m,
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par l'hypothèse de récurrence, il existe une C-stratification S (AnB) de AnB compatible
avecXi, ..., X^ et avec toutes les strates de S(B— A) pour laquelle A est un sous-W-objet
de A. Pour prouver la propriété (ii), il suffit de voir que S(ÂnB)uS(B—Â) est une
C-stratification. Autrement dit, il suffit de voir que pour toute paire

(X,Y)eS(B-À)xS(ÂnB), S»(Y,X)=0.

Mais c'est une vérification immédiate, car Y et X sont disjoints puisque Y C Â et
XCB-Â.

Démonstration du cas 2). — Par la proposition (4.3), B—Â a une C-stratification
S(B—A) compatible avec Xi, ..^, X^. Puis on considère la paire ((À-A)nB, ÂnB).
Comme dim((A—A)nB)<dim(ÂnB)=^ en appliquant le raisonnement du cas i), on
prouve l'existence d'une C-stratification S (À nB) de À nB, compatible avec Xi, ..., X^
et avec toutes les strates de S(B-Â),_ pour laquelle Bn(Â-A) est un sous-W-objet
de AnB. On voit alors que SOB-A)uS(ÂnB) est un W-complexe. En effet, pour
toute_paire (Y, X) eS(B- A) X S(A n B), S»(X, Y) =0, car X et Y sont disjoints puisque
XCA et YCB—A.

On vient de voir que S(B—Â)uS(Â B) est une C-stratification de B pour
laquelle (A-A)nB et A n B sont des sous-W-objets de B. Par suite

A=(ÂnB)—((A—A)nB)

est un sous-W-objet de B. Ce qui termine la démonstration. Q^.E.D.

5. Stratification des applications polynomiales.

Définition (5.1). — On appellera morphisme ^-stratifié un W-morphisme /: E-^F
tel que les stratifications S(E) de E et S (F) de F soient des C-stratifications. On dira
qu'un morphisme C-stratifié/:E^ F, avec E C K » et FCK», est compatible avec une
sous-variété X de K" (resp. de K»«) si la stratification S(E) (resp. S (F)) est compatible
avec X.

Soient ACK» et BCK" deux éléments de C. Soit /: K^IC» une application
polynomiale. Supposons que /(A) C B. Le but de ce paragraphe est de démontrer le

Théorème 2. — II existe des C-stratifications de A et B pour lesquelles /|A : A-»-B est
un morphisme C-stratifié. De plus, étant données des sous-C-variétés X^, ..., X^ de K" et des
sous-C-variétés Yi, . . . ,Y/ de K» /:A^B est un morphisme ^-stratifié compatible avec
Xi,...,X,rfYi,...,Y/.

D'abord on démontre la proposition suivante :

Proposition (5.2). — Les notations sont celles du théorème. Alors /:A-^/(A) est un
morphisme C-stratifié compatible avec X^, ..., X,; et Y^, ..., Y/.
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Démonstration de la proposition. — On la démontre par induction sur la dimension
de/(A). Par la proposition (4.3), la proposition est évidente dans le cas où dim/(A) == o.

On montre que la proposition est vraie pour un élément A de C telle que
dimf{A)=k,

en la supposant vraie pour tout élément A'eC avec dim/(A')<A. Posons G=/(A)
et désignons par Ggp l'ensemble des points réguliers de G de dimension k (=dimG).
Par la proposition (4.3), il existe une C-stratification SÇ/'^G^nA) de /-^Cg )nA
compatible avec X^, . . . ,X^. Pour chaque strate X de SÇ/'^G^nA), désignons
par Sx l'ensemble des points A: de X où le rang de d{f\ X)^<dim G. Posons alors

S=U/(l:x)uUS,(Y,,G,p)nG,

où X parcourt S(An/-l(Ggp)) et Y, parcourt Y^, . .., Y^. S est alors un élément de C
de dimension <A.

Désignons par S(An/~ l(Ggp—S)) l'ensemble des composantes connexes de
X-/-i(S), où X parcourt SÇAn/'^GJ). S (An/-1 (G,?-S)) est alors une
C-stratification de An/'^Cgp—S) compatible avec X^, . .., X^ telle que pour chaque
strate X de SÇAny-^G^—S)), la restriction /[X : X-> Ggp—S est une submersion
et que U/(X)=C,p-2, où X parcourt SCAry-^p-S)).

Désignons par S(Ggp—2) l'ensemble des composantes connexes de G — S .
S(Csp-—2) est alors une C-stratification de Cgp—2 compatible avec Y^, . . . ,Y^ , et
l'application restreinte /: An/'^Cgp—S) -> Cgp—S est un W-morphisme compatible
avec X^ . . . , X ^ et Yi, . . . ,Y^ .

On pose S^^SuÇC—Gap). Or, comme dimS*<^, par l'hypothèse de récurrence,
il existe des C-stratifications 8(2"') de S* et S (An/-1 (S*)) de An/-1 (S*), compatibles
avec Xi, . . . ,X^,Yi , . . . ,Y^ et avec toutes les strates de S(An/- l(Ggp—2)) et de
S(G,p-S).

Posons SÇA^SÇAny-^p-S^uSÇAn/-1^)) et S(C)=S(2*)uS(C,p-2).
On voit alors facilement que f : A->C est un morphisme C-stratifié, muni des stratifica-
tions S(A) et S(G) ainsi obtenues, compatible avec X^, . . ., X^; et Y^, . . ., Y^. Q^.E.D.

Démonstration du théorème 2.

Gomme d'habitude, on le démontre par induction sur la dimension de B. Dans
le cas où dimB==o, le théorème est vrai par la proposition (4.3).

On montre que le théorème est vrai pour un couple (A, B) d'éléments de C tels
que dimB=^, en supposant le théorème vrai pour tout couple (A', B') d'éléments
de C tels que dim B'<^. Prenons un tel couple (A, B) avec dim B=A. Posons G=/(A)
et D=Bn(G—Ggp) . D est alors un fermé de GnB, et on a G u D = = C n B .

Par la proposition (4.3), il existe une C-stratifîcation S(B—C) de B—C compa-
tible avec YI, . .., Y^. Puis on considère l'application /: (A—y-iÇD)) -> (G—D). Par
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