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LA STRATIFICATION NATURELLE
DES ESPACES DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES REELLES
ET LE THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE

par JeaAN CERF
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lesquels ma dette est si précise que je peux dire exactement ce qui leur revient. B. Morin
a été le précieux confident des premiers temps de ce travail; ensemble nous avons mis
au point la théorie de Smale sous sa forme fonctionnelle dont I’idée m’avait été suggérée
par R. Thom (& cette époque, le livre de Milnor, dont le point de vue est d’ailleurs légé-
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dimension 2. Les travaux d’A. Chenciner et F. Laudenbach (qui ont démontré le
théoréme 2 du chapitre V dans le cas non simplement connexe) les ont conduits 2 améliorer
plusieurs points des chapitres IV et V (en particulier la démonstration du lemme de la
queue d’aronde pour I'indice zéro). Leurs rédactions de certaines parties du chapitre VI
m’ont été utiles, ainsi que celles de F. Sergeraert pour le § 3 du chapitre I et de
M. A. Chaves pour les §§ 2 et g du chapitre II.

Je ne puis terminer sans remercier la Commission Franco-Américaine d’Echanges
Universitaires, 'Institute for Advanced Study (et par son intermédiaire la National
Science Foundation) et I’Université de Princeton, grice a qui j’ai pu passer ’année
universitaire 1968-1969 a Princeton. Sans cette année de tranquillité et de travail,
il est probable que ce livre n’aurait pas été écrit.
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INTRODUCTION

ISOTOPIE ET PSEUDO-ISOTOPIE

1. Le probléme de la pseudo-isotopie.

Soit V une variété différentiable de classe G*; dans tous les cas qu’on considére,
V est en plus compacte, sans bord, et orientable; sa dimension est notée n—1.

On note Diff V le groupe des difféomorphismes d’orientation positive de V;
on munit Diff V (ainsi que tous les espaces de fonctions différentiables qui vont intervenir)
de la topologie C*®.

On va définir deux relations d’équivalence dans Diff V.

Définition 1. — Une isotopie de V est un chemin différentiable dans Diff V, d’origine
I'identité, i.e. une application :

Isto f,eDif V. (o0 I=]o, 1])
telle que :
fo(x)=x VeV
Papplication (x, £) b f(x) est différentiable.

L’application :

(x, 2) = (fil%), 7)

est alors un difféomorphisme du cylindre VXI. L’ensemble des isotopies de V s’identifie
donc au sous-groupe J# de Diff(VXI) formé des g tels que :

1° g(x,0)=x, V=xeV;
20 pog=p (ol p désigne la projection VxI—I).

Le groupe 5 opére dans Diff V par la formule :
8- f(x)=g(f(%), 1).

Deux éléments de Diff V qui sont dans la méme orbite sont dits isofopes. Les orbites
coincident avec les composantes connexes de Diff V muni de la topologie G (car tout
chemin continu dans Diff V peut étre approché par un chemin différentiable).

Définition 2. — Une pseudo-isotopie de V est un difféomorphisme de VI qui
vérifie la condition 1° (mais pas nécessairement 2°).
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8 JEAN CERF

Les pseudo-isotopies de V forment un groupe qu’on note ¥; % opére dans Diff V;
deux éléments qui sont dans la méme orbite sont dits pseudo-isotopes.

Comme #C¥, « isotope » implique « pseudo-isotope ».

Probléme. — Sous quelle condition ces deux classifications sont-elles les mémes ?

2. Résultats.

Théoréme 0. — Soit V une variété compacte sans bord de classe C®. Si w,(V)=o0 et
dimension V> 5, alors le groupe & des pseudo-isotopies de V est connexe.

Corollaire 1. — Sous les hypothéses du théoréme 0, les deux classifications de Diff V (isotopie
et pseudo-isotopie) sont les mémes.

[En effet, les orbites de ¢ sont alors connexes; comme elles contiennent les orbites
de 5, qui sont les composantes connexes, ce sont les composantes connexes.]

Corollaire 2. — Pour n>6 :

1° my(Diff D")=o;

20 7y (Diff S~ 1) ~ T,;

30 ,(Diff S*~*) est une extension de T, ,.

[En effet, tout difféomorphisme g de D" peut étre déformé par isotopie de
maniére a induire P’identité sur la boule de rayon moitié D™; la restriction de g a la
couronne D"—D" g’identifie alors & une pseudo-isotopie £ de S"~!; le théoréme o
permet de déformer £ isotopiquement en I’identité; ceci prouve le 1°. On passe de la
au 2° et au 3° au moyen de la suite exacte classique :

7, (Diff $"~1) —>1e,(Diff S") ~>7x,(Diff D*) —>o(Diff S~ 1) T, ~>0.]

Remarques. — 1. J’ai annoncé le théoréme o dans [4], sous des conditions plus
restrictives (dimension V=g et m(V)=m,(V)=0).

2. Les premiers exemples de m;(Diff S") non triviaux pour :¢>1 sont dus 2

S. P. Novikov [13].

3. L’analogue du théoréme o dans la catégorie PL a été démontré indépendamment
par C. Morlet [12] et C. P. Rourke.

Leur méthode (qui nécessite w,(V)=0) consiste a ramener (dans chacune des
catégories DIFF et PL) le cas général a celui de la sphére S"~!; ce dernier cas est
résolu trivialement dans la catégorie PL par la « rétraction d’Alexander », dont on sait
qu’elle ne s’applique pas au cas différentiable. Dans la catégorie DIFF, la difficulté
est exactement la méme dans le cas de la sphére et dans celui de n’importe quelle variété
simplement connexe.

4. La question « pseudo-isotopie entraine-t-elle isotopie? » admet une généralisation
naturelle & k£ paramétres. Soit 0 un point marqué sur S*; tout difféomorphisme de Vx S*
qui respecte la projection sur S, laisse fixe Vx{o}, et peut se prolonger en un difféo-
morphisme de VxD¥*! peut-il se prolonger en un difféomorphisme de VxD¥*! qui
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STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 9

respecte la projection sur D¥*! ? Dans [12], Morlet munit Diff V de deux complexes,
I'un donnant I’homotopie ordinaire, ’autre la notion d’ « homotopie » qui généralise
a un nombre quelconque de paramétres la notion de pseudo-isotopie; le £*™ groupe
d’homotopie relatif de ces deux complexes est nul exactement lorsque la réponse a la
question ci-dessus est positive. Morlet montre qu’il en est ainsi dans la catégorie PL

pour tout k<c¢ lorsque V est ¢-connexe. On peut faire la conjecture analogue pour
la catégorie DIFF.

5. La notion généralisant celle de pseudo-isotopie (relative aux difféomorphismes)
aux plongements d’une variété dans une autre est appelée en général « concordance ».
Rappelons le résultat maintenant classique de J. F. P. Hudson [7] : en codimension >3,
la concordance entraine I'isotopie; ce résultat (valable dans les catégories DIFF et PL)
a été généralisé a plusieurs parameétres par Morlet [12].

6. Dans I’énoncé du théoréme o, les hypothéses de compacité et de simple
connexité sont essentielles; cela résulte de deux contre-exemples de L. Siebenmann [15],
qui associe a une pseudo-isotopie un invariant de torsion. Notons aussi qu’un autre pas
en direction d’une théorie généralisant & 1 parameétre celle du s-cobordisme a été fait
tout récemment par A. Chenciner et F. Laudenbach [6].

3. La forme « fonctionnelle » du théoréme o.

Soit # espace des fonctions de classe C®:Vx(I, 0, 1) — (I,0, 1) sans point
critique sur le bord. Pour démontrer

(1) () =0
on fait opérer ¢ a gauche dans & par la formule :
g-f=fog™"

On désigne par & le sous-espace de # formé des fonctions qui n’ont aucun point critique.

Lemme. — Soit p la projection VXI1—I. Lespace & est Porbite de p pour les opérations
de G; G est homéomorphe & H# X &.

Démonstration. — 1l est clair que Porbite de p est contenue dans &, et d’autre part
que S est le sous-groupe de ¥ formé par les éléments qui laissent p fixe. Il suffit donc
de montrer Pexistence d’une section s: &—>% pour lapplication ghrpog™™.

Pour construire une telle section, on choisit une métrique riemannienne sur VxI.
Soit fed&, on définit I’élément g=s(f) par : « g(¥, ¢) est le point » de la ligne de gradient
de fissue du point (¥, 0) qui vérifie f(y)=t¢ ».

On a: pog™ () =1=103);

autrement dit, pog~'=/f; donc s est bien une section.

Puisque 5 est contractile, (1) équivaut a :
(2) T:o( g ) =0.

189



10 JEAN CERF

Puisque & est une partie convexe de I’espace vectoriel de toutes les fonctions
réelles définies sur VxI, (2) équivaut a :

(2%) n(F, &)=o.

Ceci apparait comme une généralisation a 1 paramétre de la théorie du
h-cobordisme de Smale. Les espaces analogues a & et & peuvent en effet étre définis
pour toute triade (W, V, V). La théorie de Smale consiste & montrer que (moyennant
des conditions homotopiques convenables et une condition de dimension) W est
difféomorphe au cylindre VXI; or les cylindres sont caractérisés parmi toutes les triades
par la condition &+0, qui peut s’écrire :

7(F, &)=o.

4. Principe de la démonstration de (2’) : stratification naturelle et filtration
de Smale de #.

D’une fagon générale, une suite E E!, ..., E ... de sous-espaces d’un espace
topologique E sera appelée stratification de E si les Ef forment une partition de E, et si
E°UE'u...UE’ est.ouvert pour tout i.

La notion de stratification naturelle des espaces d’applications différentiables d’une
variété dans une autre a été introduite par Thom; les travaux récents de J. Mather [g]
ont éclairée d’un jour nouveau (cf. I, 8). La strate &* de la stratification naturelle de
Iespace # est définie comme l’ensemble des fonctions « de codimension i », la
codimension d’une fonction f pouvant étre définie (au moins pour les petites valeurs de 7)
comme la somme des « codimensions » des points et des valeurs critiques de f. Une
valeur critique de codimension o, I, etc., est une valeur critique simple, double, etc.
Un point critique de codimension o est un point critique du type de Morse (c’est-a-dire
quadratique non dégénéré); un point critique de codimension 1 est un « point de
naissance ». La « strate » F° est donc Pespace des fonctions « excellentes » au sens de
Thom : celles dont tous les points critiques sont du type de Morse, et toutes les valeurs
critiques distinctes. D’aprés un théoréme classique de M. Morse, Z#° est ouvert et dense
dans #. La strate #' est la réunion (disjointe) de F et F} définis comme suit :

f a un point de naissance; tous les autres
feFL < points critiques sont du type de Morse;
toutes les valeurs critiques sont distinctes.
tous les points critiques sont du type de Morse;
feZF§ < toutes les valeurs critiques sont distinctes,

sauf exactement deux d’entre elles.

F?' est une sous-variété de codimension 1 de F°UF' et le complémentaire
de F'UZF!' dans F est de codimension supérieure & 1, ce qui peut étre précisé comme
suit. On dit qu’un chemin y & valeurs dans % est bon si y(¢f)eF° sauf pour un nombre
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STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 11

fini de valeurs de ¢, et si, pour ces valeurs exceptionnelles, y(f) traverse F!; alors
Pespace des bons chemins de F est dense dans Uespace de tous les chemins, muni de la topologie C°.

Il résulte de ceci que, pour prouver (2'), il suffit de considérer les bons lacets relatifs
de (#, &) et de montrer que chacun d’eux peut étre déformé avec extrémités fixes en
un chemin de &. On utilise pour cela la filtration de Smale de F° : pour démontrer le
théoréme du A-cobordisme, Smale définit une filtration de Pespace F° relatif i une
triade (W, V, V’); puis, partant d’un élément fe#° (dont ’existence est assurée par
le théoréme de Morse), il construit (sous des hypothéses convenables) un chemin d’origine f,
qui est bon au sens ci-dessus, qui est décroissant pour la filtration, et qui aboutit 2 un
élément f” de &. La filtration utilisée est la filtration lexicographique définie par les trois
invariants suivants : le nombre d’inversions v (cf. V, 1.1), Pintervalle des indices [7, j]
(cf. V, 2.2), enfin le nombre total de points critiques. Une fonction pour laquelle v=o
est dite « ordonnée ». Les trois grandes étapes de la démonstration du théoréme du
h-cobordisme sont les suivantes :

1) Existence d’une fonction ordonnée excellente.

2) Existence (pour ¢ convenable) d’une fonction ordonnée dont Pintervalle des
indices est [z,2-1].

3) Existence d’une fonction sans point critique.

De méme, pour déformer un bon lacet de (&, €), on le repousse de proche en proche
dans des sous-espaces de filtration de plus en plus petite, de sorte que les trois grandes
étapes de la démonstration du théoréme o correspondent a celles du théoréme de Smale :

1) L’espace des fonctions ordonnées est connexe (V, 1.1, théoréme 1).

2) L’espace &; des fonctions ordonnées dont l’intervalle des indices est [z, 7--1]
est connexe pour ¢ convenable (V, 2.1, théoréme 2).

3) L’espace des fonctions sans point critique est connexe (VII, 4.2, théoréme 3).

5. Les lemmes semi-locaux.

Les « cocellules » de codimension o et 1 de & (c’est-a-dire les composantes connexes
de F° et #') ne sont pas acycliques en général. Au cours de la déformation d’un lacet
sur %, on rencontre donc un certain nombre d’obstructions & valeurs dans le m, des
o-cocellules modulo leur bord; d’ou la nécessité de démontrer un certain nombre de
lemmes explicitant ces obstructions et donnant des cas de nullité; on les appelle semi-
locaux parce qu’ils mettent en jeu un petit nombre de cocellules. Il est souvent commode
de les exprimer en termes de graphique; le graphique d’un chemin vy a valeurs dans &
est la partie I' de IxI définie par :

(¢, u)el’ <> u est valeur critique de vy(¢).

Les lemmes semi-locaux sont de deux sortes; les uns sont des lemmes de classification
de « chemins de traversée » (chemins d’origine un point donné de #°, traversant une
fois &#1); voici leur interprétation en termes de graphique :
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Concernent la possibilité
de déformer
le graphique ci-contre

Lemmes de croisement

(I1, 4.1, propositions 3 et 4)

Unicité des naissances
(III, 1.3, corollaire 2)

Unicité des morts
(III, 2.4, proposition 4)

7N

i+1 i+ 1

> <

<>

en le graphique
ci-contre

—

Les autres lemmes semi-locaux sont relatifs a la possibilité¢ de faire franchir & un
lacet une singularité de codimension 2, autrement dit une composante connexe de F?2.
Voici leur interprétation en termes de graphique et les schémas correspondants dans

Pespace fonctionnel (on se reportera aux énoncés pour les conditions de validité) :

Concerne la possibilité
de déformer
le graphique ci-contre

Lemme du triangle
(IV, 2.2, proposition 2)

Lemme du bec
(IV, 3.3, proposition 4)

Lemme
de la queue d’aronde
(IV, 4.3, proposition 5)

\
/

en le graphique
ci-contre

Schéma
dans I’espace fonctionnel
(o = naissance,
B = croisement)

K

“
C

\<
K

Singularité
de codimension 2
correspondante.

Point triple
défini par égalité
de g valeurs critiques

Naissance
a un niveau critique

Singularité
queue d’aronde
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STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 13

La démonstration de ces lemmes utilise la méthode des « chemins élémentaires »,
développée en I, 2, dans un cadre général : celui d’une stratification de codimension 1
dans laquelle un groupe topologique G opére de fagon que les orbites soient les cocellules
et que sur chacune d’entre elles les opérations admettent des sections locales continues.
Le «lemme des chemins élémentaires » affirme que dans ces conditions on peut se borner,
pour calculer les groupes d’homotopie des espaces de chemins de traversée, & considérer
des « familles élémentaires de chemins », c’est-a-dire essentiellement des familles inva-
riantes par les opérations de G. Dans le cas de la stratification de %, le rdle de G est
joué par le groupe Diff(VXI)xDiff I; les familles élémentaires sont définies dans chaque
cas par transport d’une « déformation standard » relative au modele de la singularité
correspondante. L’application du lemme des chemins élémentaires raméne alors & un
probléme géométrique (classification de certaines sous-variétés), de difficulté trés variable
suivant les cas.

6. Partie « globale » de la démonstration.

Les théorémes 1 et 2 (connexité de l’espace des fonctions ordonnées et de
Iespace &%) se démontrent sans grande difficulté & partir des lemmes semi-locaux
(cf. chapitre V). Par contre, la démonstration du théoréme 3 (passage de la connexité
de Z; a celle de Pespace & des fonctions sans point critique) présente une difficulté de
nature algébrique; c’est ce qui conduit a introduire le nerf de & et, en fait, a le déterminer.

D’une fagon générale, le nerf d’une stratification E°, EY, ...  EY ... d’un espace
topologique E est Pensemble my(EY)umy(EYu...Uumy(E)u... muni de la structure
de complexe simplicial ordonné définie par la relation AcB.

Soit & , la partie de & formée des fonctions ayant exactement 2¢ points critiques
(fonctions « de type (2, ¢) ») ; soit f une telle fonction, et soit M une « variété intermédiaire
de f» (c’est-a-dire une variété de niveau séparant les points critiques d’indice ¢ de ceux
d’indice i+41); M sépare VI en deux parties qu'on note Wi et Wyy. On sait que
H;, (Wi, M) # H,_;(Wy, M) ®Z% certaines bases de ces groupes d’homologie sont
« adaptées a f» au sens suivant : elles peuvent étre représentées par les classes fondamen-
tales d’un systéme de nappes de gradient issues des points critiques de f. A tout f'eFy
(sous-espace de & , formé des fonctions pour lesquelles M est une variété intermédiaire),
on peut associer ’ensemble de ses couples de bases adaptées; cet ensemble s’identifie a
une classe de GL(g, Z)X GL(¢,Z) modulo un sous-groupe de (T,xS)x(T,xS,) qui
dépend uniquement de la cocellule de f” (T, : groupe triangulaire; S, : groupe symé-
trique). On définit ainsi un morphisme :

& : (Nerf de Fy) - C,xC,

ou ¢, est un quotient du complexe défini sur le groupe GL(¢,Z) par les générateurs
privilégiés du groupe symétrique (par exemple, un couple d’éléments (g, g') est joint
par une aréte si et seulement si g’ est de la forme gs ot s est une transposition). On montre
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14 JEAN CERF

en utilisant essentiellement le lemme des croisements a indices égaux que & est un
morphisme de revétement. Cessant alors de fixer la variété intermédiaire M, on obtient
un morphisme :

(Nerf de & ,) >,

ou U, est le complexe quotient de ¢, X €, par des opérations convenables de GL(g, Z)
(en particulier, le o-squelette de U, est isomorphe a I’espace des doubles classes a gauche
et a droite de GL(g, Z) modulo le groupe triangulaire).

Un lemme algébrique, qui est le résultat principal du chapitre VI, donne un
systtme de générateurs du premier groupe d’homotopie relatif de €,x €, modulo
Porbite « neutre » des opérations de GL(g,Z). On constate alors que chacun de ces
générateurs correspond a un certain type de singularité de codimension 2; les lemmes
semi-locaux relatifs a ces singularités prouvent précisément que ces générateurs se relévent
dans le revétement @ en des chemins dont les images dans le nerf de & , sont des lacets.
On en déduit facilement les théorémes g (connexité de &) et 4 (isomorphisme du nerf
de & , avec ) ; ce dernier résultat a pour corollaires des théorémes de classification :
par exemple, les fonctions excellentes de type (i, ¢) sont classifiées par un invariant a

valeurs dans T\GL(q,Z)/T,.
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CHAPITRE PREMIER

STRATIFICATIONS ET CHEMINS ELEMENTAIRES

Apres avoir fixé au § 1 la terminologie qu’on utilisera en ce qui concerne les stra-
tifications, on démontre au § 2 le « lemme des chemins élémentaires » (2. 2, proposition 1),
outil essentiel des chapitres II, IIT et IV. Le § 3 contient la définition et une premiére
description de la stratification naturelle des espaces de fonctions réelles différentiables.
Deux autres exemples de stratifications naturelles d’espaces d’applications différentiables
(qui jouent dans la suite un réle auxiliaire, respectivement au § 4 du chapitre II et
au § 2 du chapitre IIT) sont étudiés aux §§ 4 et 5.

§ 1. STRATIFICATIONS LOCALEMENT TRIVIALES

1.1. Stratifications.

Définition 1. — Soit E un espace topologique; une suite E°, EY, ... E) ... de
parties de E est appelée stratification de E si elle forme une partition de E (i.e., les E sont
disjoints deux a deux et leur réunion est E), et si elle vérifie la condition suivante :

E°UE'u...UE’ est ouvert pour tout ieN.
E muni d’une stratification est dit « espace topologique stratifié »; E' s’appelle la ™ strate

de E. Les composantes connexes par arcs des strates sont appelées cocellules de la
stratification.

Exemple de stratification. — Soit V une variété triangulée de dimension z; soit V;
le i-squelette de V pour >0, et V;=0 pour i<o; la stratification de V définie par :
Vi=V,_,—V,_;_; pour tout ieN
est appelée stratification naturelle de V. On remarquera les deux propriétés suivantes :

1) Pour tout ieN, ViticVi
2) Pour tout ieN, V'’ est une sous-variété de codimension i de V.

La propriété 1) est vérifiée par toutes les stratifications que nous utiliserons dans
la pratique; la propriété 2) est vérifiée par toutes les stratifications de variétés (de dimen-
sion finie ou infinie) que nous rencontrerons.
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Morphismes d’espaces stratifiés. — Soient E et E’ deux espaces topologiques stratifiés;
un morphisme E—E’ est une application continue f:E—E’ telle que

S(E)cE" pour tout ieN.
Ceci définit la catégorie des espaces stratifiés.

Stratification induite. — Soit E un espace topologique stratifié; soit AcE; on
appelle stratification induite par E sur A celle définie sur A par

A'=AnE' pour tout ieN.
Stratification produit. — Soient E et E’ deux espaces topologiques stratifiés; la stra-
tification de EXE’ définie par
(ExE'= U EIXEY
j+j =1

est appelée stratification produit des stratifications de E et E’.

1.2. Stratifications localement triviales.

La stratification triviale d’un espace topologique E est celle définie par E°=E.

Définition 2. — Soit E un espace topologique stratifié¢; la stratification de E est dite
localement triviale si, pour tout xeE, il existe

— un espace topologique stratifié X, ayant une strate ponctuelle {o};
— un espace topologique Y (muni de la stratification triviale) et un point yeY;
— un morphisme ¢ : XXY—E,

tels que (0, y)==«, que 'image de ¢ soit un ouvert U de E, et que ¢ définisse un isomor-
phisme de X XY sur U (muni de la stratification induite par E).

Tout morphisme ¢ du type ci-dessus est appelé carte locale de E en x; on dit que X
est un modéle transverse de la stratification en x. On dit qu’'un morphisme ¢ : X—E est
une carte transverse de E en x s’il existe une carte locale ¢ telle que ¢(z)=¢(z, ») pour
tout zeX.

Remarques. — 1) Si ¢ est une carte locale de E en x, d’image U, la strate de x
dans U est ¢({o}xY); U étant ouvert, il en résulte que ¢({0o}xY) est un voisinage
ouvert de x dans sa strate.

2) Si E est un espace stratifié localement trivial et localement connexe par arcs,
alors toutes les strates de E sont localement connexes par arcs.

1.3. Stratifications coniques, stratifications combinatoires.

Définition 3. — Soit S un espace stratifié ayant un nombre fini de strates S°, S, ..., S™.
On appelle cine ouvert de S I’espace stratifié suivant : son support topologique est le cone
ouvert G(S)—S; la stratification sur le complémentaire du sommet est celle définie
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par la stratification produit de celle de S par la stratification triviale de Jo, 1[; le sommet
est 'unique €lément de la (n 1) strate.

Définition 4. — Soit E un espace stratifié. La stratification de E est dite conique
si elle est localement triviale et si, pour tout x€E, il existe un modéle transverse de la
stratification en x qui soit un céne ouvert.

Défimition 5. — Soit E un espace stratifié; la stratification de E est dite combinatoire
si elle est conique, et si pour tout i>0 et pour tout x€E’, il existe un modeéle transverse
en x qui soit le céne ouvert d’une (i—1)-sphére combinatoirement triangulée (munie
de la stratification naturelle, cf. 1.1).

Exemple de stratification combinatoire. — Si V est une variété combinatoirement
triangulée, la stratification naturelle de V constitue évidemment un exemple de strati-
fication combinatoire; d’autres exemples seront donnés aux §§ 3, 4 et 5.

§ 2. STRATIFICATIONS DE CODIMENSION 1
LEMME DES CHEMINS ELEMENTAIRES

2.1. Stratifications de codimension 1; chemins de traversée.

Définition 1. — Soit E un espace topologique; une stratification de codimension 1 de E
est une stratification conique (cf. 1.3) & deux strates non vides E° et E', telle que, pour
tout yeE', il existe un modele transverse de la stratification en y qui soit le cone ouvert
d’un ensemble fini.

Exemples. — 1) E est une variété (de dimension finie ou infinie), E! est une sous-
variété de codimension 1 de E.

2) V étant une variété triangulée munie de sa stratification naturelle, E°= V'
E1=Vi+1

On verra d’autres exemples au § § du chapitre II.

Lemme 1. — Soit E un espace topologique muni d’une stratification de codimension 1. Soit
y€E; soit T Pimage d’une carte transverse de E en y; on note ¥, Pespace des applications
continues (1, 0, ]o, 1]) — (E, », E®), muni de la topologie C°.

Il y a un isomorphisme canonique wy(%,) Gl 7to(T—2); chaque composante connexe de 2,
est acyclique.

Démonstration. — Soit ¢ une carte locale de E en y telle que la carte transverse
correspondante ait T pour image; soit U 'image de ¢. On considére sur T et sur U
la stratification induite par E, et on note Z,(T), Z,(U) les espaces analogues
a Z,. Il est clair que = (%Z,(T)) est canoniquement isomorphe a =, (T—y), et
que chaque composante connexe de £, (T) est acyclique. Or les injections naturelles

Z,(T) > Z,(U) > &, sont 'une et 'autre des équivalences d’homotopie faibles (la
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premitre parce que %, (U) est canoniquement homéomorphe au produit de Z,(T)
et de I’espace des chemins d’origine y dans UnE!; la seconde, parce que tout compact
de Z, peut étre déformé, par une homothétie convenable de #,, jusque dans I’image
de Z,(U)); ceci achéve la démonstration.

Définition 2. — Soit y un chemin I—E; soit ¢, un point isolé de y~*(E!); on
note y(f)=y. Si {€e]o, 1[, le germe de y en ¢, définit un couple d’éléments de =y (Z,);
si ces éléments sont distincts, on dit que y traverse E' en y pour la valeur t, du paramétre.
On dit que vy est un bon chemin si v~ *(E') n’a qu’un nombre fini d’éléments, et si pour
chacun d’entre eux vy traverse EL. Un bon chemin traversant E' une seule fois est appelé
chemin de traversée.

Lemme 2. — Soient E, y, T comme au lemme 1. Soit €, Pespace des chemins de traversée
de E' en y (muni de la topologie C°); soit R, le complémentaire de la diagonale dans
7to(T—p) X70o(T—y). Il y a un isomorphisme canonique : 7,(%,) =~ R,, et chaque composante
connexe de €, est acyclique.

Démonstration. — Soit €, 1 la partie de €, formée des chemins dont le paramétre
5 ;

I . P
de traversée est 2 compte tenu du lemme 1, il suffit de montrer que l'injection
%,1— %, induit un isomorphisme pour tous les groupes d’homotopie. Il suffit donc

2

de montrer que ’application © qui a tout élément de %, associe son paramétre de traversée
est une fibration localement triviale; or le groupe # des homéomorphismes croissants
de [o, 1] opére & gauche dans €, (par la formule g-y=yog~?) et dans Jo, 1[ de maniére
compatible avec 7; en plus, les opérations de 5 dans Jo, 1[ admettent des sections locales
continues; comme il est bien connu (cf. [3], p. 115, lemme 1), ceci suffit a établir la
trivialité locale de .

2.2. Lemme des chemins élémentaires.

Soit E un espace topologique muni d’une stratification de codimension 1. Dans
ce numéro, on suppose qu’on s’est donné un groupe topologique G opérant (a gauche)
continiment dans E en respectant la stratification.

On désigne par (¢;) (pour i¢=o0, 1) la propriété suivante :

« Pour tout xeE, la strate de x coincide au voisinage de x avec lorbite
de x, et ’application gi>g.x est une fibration localement triviale de G sur l’orbite
de x. »

On notera que les opérations de G dans E définissent de facon naturelle des
opérations de I'espace des chemins de G dans P’espace € des chemins de traversée de E!
(cf. 2.1) et, par restriction, des opérations de G dans %.

Proposition 1. — Soit E un espace topologique muni d’une stratification de codimension 1,
dans laquelle un groupe topologique G opére en vérifiant les conditions (a,) et (a,) ci-dessus. (Pour
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le 29, la condition (a,) suffit.) Soient €’ et €'’ deux parties de Uespace € des chemins de traversée
de E' telles que €' c€’. On suppose que :

(1) €' et €' sont stables pour les opérations de G dans €.

Pour tout xeE, on désigne par €, (resp. €,) :

— si xeE% la partic de €' (resp. €'’) formée des chemins d’origine x;
— st x€El, la partic de €' (resp. €'') formée des chemins qui passent par x.

1° Pour tout Be€', soit x lorigine de B, soit y son point de traversée. Il y a un
isomorphisme canonique :
(Gl €3 8) S (B, €3 B)  pour tout 1.
20 87 la condition suivante est vérifiée :
(2) m(%,, €,/ )=0  pour tout ycE!,
alors (€., €.))=o0 pour tout xeE°.

30 Soient plus généralement €' et €' deux sous-complexes de Kan du complexe singulier %(¥)
de G, tels que B CB’; on note €' et B"' les o-squelettes respectifs de @' et €. On suppose que :

(T) @' et @ sont stables pour les opérations du groupe simplicial 2(G) dans %(¥).

Alors, pour tout Be€’, soit x Porigine de B, soit y son point de traversée; il y a un isomor-
phisme canonique :

~

m(€;, 25 B) = m(%,, 6,5 B)-
Si, en plus :
(2) (@, @) =0  pour tout yeEl,
alors (€., @’)=0 pour tout xeE’.

Corollaire. — Sott E un espace topologique localement connexe par arcs (l.c.a.) muni d’une strati-
Sfication de codimension 1 dans laquelle un groupe topologique G opére en vérifiant les conditions (ay)
et (a)). Soit €' une réunion de composantes connexes de Uespace € des chemins de traversée de E';
soit " une partie du complexe singulier T(€') qui soit stable pour les opérations de =(G); on
note €' le o-squelette de B"'.

Alors, pour tout BeB"’, soient x et y Porigine et le point de traversée de B, et €y la partie
de €' formée des chemins ayant méme point et méme sens de traversée que B; il y a un isomorphisme
canonique (1)

nj(%;, %, ;B) znj_l( 53 B)  pour tout j>1.

St, en plus, pour tout ye€', il existe un élément de €' ayant méme point et méme sens de
traversée que v, alors w,(%., €. )=o0 pour tout x€E°.

() La notation ;(%}, %s B) désigne le groupe m;(X(%%), s B)).
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C’est la partie de ce corollaire relative au w, dont on fera 'usage le plus fréquent
dans la suite sous le nom de « lemme des chemins élémentaires ». En voici un énoncé
autonome :

Lemme des chemins élémentaires. — Soit E un espace topologique l.c.a. muni d’une stratifi-
cation de codimension 1 dans laquelle un groupe topologique G opére en vérifiant la condition (a,).
Soit €' une réunion de composantes connexes de Pespace € des chemins de traversée de E*; soit €'
une partie de €' qui soit stable pour les opérations de G ; les éléments de €' sont appelés « chemins
élémentaires ».

St, pour tout ye€’, il existe un chemin élémentaire ayant méme point et méme sens de traversée
que v, alors tout Y€€’ est homotope dans €' & un chemin élémentaire, de fagon que lorigine reste
fixe au cours de I’homotopie.

Démonstration du corollaire. — Soit G, la composante connexe par arcs de 1’élément
neutre de G. Puisque E est localement connexe par arcs, le fait que les opérations de G
vérifient les conditions (a,) et (@,) entraine que les opérations de G, vérifient les mémes
conditions. Or I’hypothése faite sur €’ entraine que %’ est stable pour les opérations
de G,; on peut donc appliquer la proposition 1 avec G, dans le réle de G, de sorte que
le seul point qui reste a vérifier est que, pour tout j>1, il y a un isomorphisme canonique :

m(%,, €, ; B) > nj_l(q? o5 B). Or €, est réunion de composantes connexes par arcs de %,;
il résulte donc du lemme 2 de 2.1 que chaque composante de €, est caractérisée par

son sens de traversée, et qu’elle est acyclique; d’out le résultat.

Démonstration de la proposition 1, 1° et 2°. — Soit ¢q 'application ¥ —E' obtenue
en associant a tout élément de % son point de traversée. Le groupe G opére dans %’
et dans E' de fagon que le diagramme :

GX¥¢ — €
id x (¢| €") q| €’

GxE' — E!

soit commutatif. On sait (cf. [3], p. 115, lemme 1) que dans cette situation la condition (g,)
entraine que ¢|%’ est une fibration localement triviale. On montre de méme que ¢| %"
est une fibration localement triviale. C’est une propriété élémentaire des paires de fibrés
localement triviaux de méme base que, dans cette situation, pour tout Be%’’ (tel que
¢(B)=») on a un isomorphisme canonique :

'n:j((g;, s B) =l nj(‘g', %'’; B) pour tout j>1;
en plus (sans que la locale trivialité, ni par conséquent la condition (a,) soient néces-
saires), si m,(%,, €,)=0 pour tout yeE', alors m,(¥’, ¢"')=o.
On procéde exactement de la méme fagon pour Papplication p: ¥—E% qui a
tout élément de ¥ associe son origine. Utilisant la propriété (a,), on montre que p|%’
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et p| " sont des fibrations localement triviales, et on en déduit que pour tout Be%”’
(tel que p(B)==«) on a un isomorphisme canonique

(., €y 5 B) Gl n;(¢', €''; B) pour tout j>1.

En plus (mais ici la locale trivialité est nécessaire, et par conséquent la propriété (a,)),
si my(€', €')=o0, alors my(%¥,, €.)=0 pour tout xeE’. Ceci achéve la preuve du 1°
et du 2°.

Preuve du 3°. — G’est une transposition dans le cadre semi-simplicial de celle qui
précede. On utilise les deux propriétés suivantes des fibrés de Kan (qui correspondent
aux deux propriétés des fibrés localement triviaux utilisées ci-dessus) :

(x) Soient G et X deux complexes de Kan, et soit p un morphisme C—X; soit G un groupe
simplicial opérant simplicialement dans C et dans X de fagon qu’il y ait commutativité du diagramme

GxC — C

GxX — X

et que, pour tout sommet x, de X, le morphisme G—X (défini par G,3g> g.x{MeX) soit une
fibration de Kan. Alors p est une fibration de Kan.
[Démonstration. — Soit x€X,; soit ke{o, 1, ..., n}, etsoient, pour o<i<n et i+k,
¢eC,_, tels que :
dic; =d;_yq

pe)=dx pour <j.

Soit x, le sommet de x qui est opposé a la face d;x; et soit ¢ le morphisme G—B défini
par le complexe ponctuel {x,}; puisque ¢ est une fibration de Kan, on peut construire
en grimpant sur le squelette un élément g de G, tel que ¢(g)=x. Posons, pour £ :

On a, pour tout ik :

p(T)=x""
D’autre part :
43 =d_7 pour i<j;

donc, puisque C est de Kan, il existe aeC, tel que da=7; pour tout i+k. Toutes
les (n—1)-faces de p(a), a Pexception de la £*™ sont en x,; il existe donc FeG,, dont
toutes les (n—1)-faces sauf la £*™ sont en ¢, tel que ¢(g)=p(a).

Posons :
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On a : ~
p()=g. 1 .pla) =g A7 = x;
et, pour ¢k :

de=dg.dg " . da=dg.da=dg.T=q]

(%) Sotent G un complexe de Kan, B un sous-complexe de Kan de C, X un complexe de
Kan, et p un morphisme C—X; on suppose que p et p|B sont des fibrations de Kan. Pour tout
xeX, sotent B, et C, les fibres respectives de B et C situées au-dessus de x; le morphisme naturel :

‘n:j(Cx, B,; ) — 'n:j(C, B; )

est un isomorphisme pour tout sommet b de B, et pour tout j>1. En plus, il y a équivalence entre
la propriété m,(C, B)=o, et la propriété « m,(C,, B,)=0 pour tout xeX ».

[Démonstration immédiate a 1’aide des suites exactes d’homotopie du triple (C, B, B,)
et du triple (G, C,, B,).]

Application des propriétés (x) et (¥x). — Le groupe simplicial Z(G) opére dans %’
et Z(E!) de fagon compatible avec le morphisme Z(g) 1% ’; il résulte donc de la propriété (x)
que ce morphisme est une fibration de Kan. On montre de méme que E(q)]%" est une
fibration de Kan; on applique la propriété (xx) a cette paire de fibrations. Puis on
procéde exactement de la méme fagon pour le morphisme X(p).

§ 3. STRATIFICATION NATURELLE DES ESPACES
DE FONCTIONS REELLES

Dans ce paragraphe, W désigne, soit une variété compacte sans bord, soit une
triade compacte de bord VuV’; dans le premier cas, on désigne par & lespace des
fonctions réelles de classe C® sur W; dans le second cas, on désigne par & P'espace des
fonctions C®: (W,V,V’) - (I, 0, 1) sans point critique sur le bord (dont I’étude est
Pobjet principal de ce travail). On désigne par ¢ le groupe Diff WxDiff R, ou,
lorsque W est une triade, le groupe Diff(W, V, V') xDiff(I, o, 1); le groupe ¥ opére
a gauche dans & par la formule :

(1) IXF3((8,8),f) P g ofog eF.

3.1. Codimension d’un point critique, d’une valeur critique, d’une fonction ;
stratification de %,

J. Mather a proposé la définition directe suivante de la codimension d’un élément f
de F : c’est la codimension de I'image de I’ « application linéaire tangente » (1) a
I’application (g, g')+ (g, g').f de ¥ dans #. Pour tout entier j>o0, on note %/ la partie
de & formée des fonctions de codimension j; on note F* lespace des fonctions de

(}) Voir la définition précise en [g] ou [17].
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codimension infinie. La suite F° ', ..., %7 ... est une stratification de F—F*
au sens de I, 1.1; on Pappelle (abusivement) stratification naturelle de & . Elle est respectée
par les opérations du groupe %.

En fait, nous travaillerons toujours sur un sous-espace de %, contenant notam-
ment F°, F, F? et toutes les fonctions de Morse, sur lequel il est possible de définir
la codimension (de fagon équivalente a celle qui précéde) par une formule explicite
simple; c’est toujours cette définition que nous utiliserons.

Définition 1. — Soit feF; soit ¢ un point critique de f. On appelle codimension
du point critique ¢ la codimension de 1’idéal engendré par les germes des dérivées partielles
premiéres de f en ¢ dans ’anneau des germes de fonctions C*: W—R, nulles en ¢.

Classification des points critiques de codimension o, 1, 2. — [On désigne dans la suite
par n la dimension de W.]

a) Les points critiques de codimension zéro sont les points critiques quadratiques
non dégénérés, encore appelés points critiques du type de Morse. Il est bien connu que leur
forme canonique est :

(2) —X— A
¢ est appelé indice du point critique.

b) Les points critiques de codimension 1 sont les points d’inflexion généralisés,
encore appelés points de naissance; leur forme canonique (cf. par exemple [3], p. 17-18) est :

(3) ——xf——...~x?+x§+1+...+x2n_1+xﬁ;

¢ s’appelle encore l’indice du point de naissance.
¢) Les points critiques de codimension 2 sont les points critiques du type queue d’aronde;
leur forme canonique est :

(4) —a— A
¢ s’appelle encore [’indice du point critique.

On remarquera que tout point critique ¢ appartenant a l'un des trois types
ci-dessus vérifie la propriété suivante :

(%) Le germe en ¢ de la fonction xv> f(x)—f(c) appartient & I’idéal engendré par les germes

des dérivées partielles premiéres de f en c.

Définition 2. — Soit feZF; soit a une valeur critique de f telle que tous les points
critiques situés au niveau o vérifient la propriété (). On appelle codimension de la valeur critique o
le nombre de points critiques de (), diminué d’une unité.

Définition 3. — Soit feZ ; on suppose que tous les points critiques de f sont isolés
et vérifient la propriété (x). Soit :
v;(f)=somme des codimensions des points critiques de f;

vy(f)=somme des codimensions des valeurs critiques de f.
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On pose :
(5) codimension f=v,(f)+v,(f).

Description de F°. — La codimension d’un élément fe# ne peut étre nulle que si
v1(f)=vs(f)=0; autrement dit tous les points critiques sont du type de Morse, et toutes
les valeurs critiques sont distinctes; conformément a la terminologie de Thom, nous dirons
qu’une telle fonction est excellente. C’est un résultat classique de Morse (que 'on peut
déduire facilement du théoréme de transversalité de Thom; cf. par exemple [3], p. 12)
que lespace F° des fonctions excellentes est ouvert et dense dans F.

Description de F*. — D’aprés (5), on peut avoir codimension f=1 dans deux cas :

a) v(f)=1 et v(f)=o0; on dit alors que f est une fonction de naissance; on note F}
la partie correspondante de F.

b) vi(f)=o0 et v(f)=1; on dit alors que f est une fonction de croisement; on
note &} la partie correspondante de F.

Il est clair que Z, et Fsont tous deux ouverts (et par conséquent fermés) dans F*.
On prouve en outre les propriétés suivantes (cf. [3], p. 29-35) :

10 F* est une sous-variété de codimension 1 de F°u F*'; de ceci résulte en particulier
que FOUF! est ouvert dans F, et que (F°, F') est une stratification de codimension 1
de F'UF! ausensdel, 2.1.

20 L’espace des bons chemins a valeurs dans F°O F*' (cf. 1, 2.1, définition 2) est dense
dans Pespace de tous les chemins & valeurs dans F, muni de la topologie C°. De ceci résulte
en particulier que, pour tout feZ° Dapplication naturelle w,(F°u F?!; f) - n,(F; f)
est surjective, ce qu'on traduit en disant que « F—(F°UF') est de codimension >2
dans & ».

3° Les opérations de ¢ dans & respectent #°, # ., Z 3. En plus, les propriétés (a,)
et (a,) de I, 2. 2 sont satisfaites, autrement dit, pour tout fe #°uF?, la strate de f coincide
au voisinage de f avec I'orbite de f pour les opérations de ¥, et 'application :

Y2(g, &) (g 8)-f

est une fibration localement triviale de ¢ sur Porbite de f. [Lorsque fe#° c’est un cas
particulier du théoréme de fibration de Mather, valable quelle que soit la variété but
dans le cas ou f est stable (cf. [9]); la démonstration dans le cas qui nous intéresse ici,
Cest-a-dire feF° ou feF!, ou méme lorsque feZF? n’offre aucune difficulté (voir a
I’Appendice, § 1, propositions 1 et 1’, des indications sur la méthode de démonstration);
par contre, lorsque la codimension de f est grande, il peut arriver que ’orbite de f soit
localement strictement contenue dans la cocellule correspondante.]

Des familles de « chemins élémentaires » relatives & #} et % sont définies respec-
tivement aux chapitres II et III, et jouent un réle essentiel dans ces chapitres et dans
les suivants.
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Description de 2. — D’aprés (5), les divers cas possibles sont les suivants :

a) vi(f)=2 et vy(f)=0; ce cas se décompose en deux :

1) f a un point critique du type queue d’aronde, et toutes ses autres singularités
(points et valeurs critiques) sont de codimension zéro.

2) fa deux points de naissance, et toutes les autres singularités sont de codimension
zéro (en particulier, les niveaux des deux naissances sont distincts).

b) vi(f)=v,(f)=1; ce cas se décompose en deux :

1) f a un point de naissance et une valeur critique double correspondant a deux
points de Morse; les autres singularités sont de codimension zéro.

2) f a un point de naissance et un point de Morse au méme niveau; les autres
singularités sont de codimension zéro.

¢) vi(f)=o0 et vy(f)=2; ce cas se décompose en deux :
1) fa une valeur critique triple, et les autres singularités sont de codimension zéro
(en particulier tous les points critiques sont de Morse).

2) fa deux valeurs critiques doubles, et les autres singularités sont de codimension
zéro.

L’¢tude locale et semi-locale de ces différents cas est faite au chapitre IV; en fait
le cas ¢) est un cas particulier de celui dont I’étude fait ’objet du numéro suivant (3.2).

3.2. Stratification de I’espace des fonctions de Morse (étude locale).

Définition 4. — Soit feZ ; on dit que f est une jfonction de Morse si tous les points
critiques de f sont de codimension zéro, autrement dit sont du type de Morse.

11 résulte de la définition g que la codimension d’une fonction de Morse f est égale
a la somme des codimensions de ses valeurs critiques; ceci permet de définir en toute
codimension la stratification naturelle de ’espace des fonctions de Morse. Les opérations
de ¥ dans & laissent stable ’espace des fonctions de Morse, et ont relativement a la
stratification de cet espace les mémes propriétés que relativement a celle de F°u F'u F?,
c’est-a-dire :

1) elles respectent la stratification;

2) pour toute fonction de Morse f, la strate de f coincide au voisinage de f avec
Porbite de f, et ’application (g, g') b (g, g').f de & sur cette orbite est une fibration
localement triviale.

Deux éléments de & sont dits isotopes s’ils sont dans la méme orbite pour les opéra-
tions du groupe ¥, (composante connexe de I’élément neutre dans ¥). Les propriétés
ci-dessus des opérations de & peuvent s’exprimer comme suit : soient f et f' deux fonctions
de Morse (ou encore, deux éléments de F°u F U F?); pour que f et f' soient isotopes, il faut et
il suffit qu'ils appartiennent & la méme cocellule (cf. I, 1.1) de la stratification de F.
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On va donner de la stratification de I’espace des fonctions de Morse une définition
plus adaptée a son étude locale.

Définition 5. — Soit ¢ un entier >0; on appelle stratification syméirique de R? celle
qui est définie par le systéme d’égalités :

.
x=x; pour 1<J<J'<q;

(la k*™° strate, pour 0<k<g—1, estla partie de R? formée par les points dont les coor-
données vérifient exactement £ équations indépendantes de ce systéme).

Soit fe# une fonction de Morse ayant ¢ points critiques; on choisit un ordre
de ’ensemble critique de f, c’est-a-dire une bijection p de {1, 2, ..., ¢} sur cet ensemble;
on note p(j)=¢ (pour j=1,2,...,¢); on note ¢ le point (¢, ..., c,) de W2

Soient Uy, U,, ..., U, des voisinages ouverts deux a deux disjoints de ¢, ..., ¢;
soit ¥~ I'ouvert de & défini par « f'e¥” si et seulement si, pour tout j=1, ...,¢q, f'a
dans U; un point critique du type de Morse (noté ¢;), et si /' n’a aucun autre point cri-
tique »; on note §, ’application qui a tout f’e¥” associe le point ¢’ =(c{, ..., ¢;) de W<

Lemme 1. — 1) La stratification naturelle de ¥ est I'image réciproque de la stratification
symétrique de R? par Uapplication v, définie par

() =), f'(@), - ., f(e)-
2) L’application m, est une submersion topologique de ¥~ dans R%

Démonstration. — Le 1) est une conséquence immédiate des définitions.

Preuve de 2). — Soit %y le groupe des difféomorphismes de W a support dans
U,uU,u...uU,; le groupe %; opére a gauche dans ¥ par la formule habituelle
g.f'=f'og™"; il opere a gauche dans U;xU,X...xU, par la formule

g'(xl, cee xq)=((g|U1).x1, ceey (gqu)xq)

Le diagramme suivant est commutatif :

Gy XV~ v

identité x & Eu

Gyx(Uyx...xU,) — U;x...xU,

Il existe sur un voisinage & de ¢ une section ¢ pour l’application gi>g.c de % dans
U,X...xU,; on note ¥, la fibre £, (c). L’application

XXV 3% f) b o(x).f €€ Y (X)

est une trivialisation de &, au-dessus de Z. Les opérations de %; dans ¥ laissant

l’application 7, invariante, cette trivialisation a la propriété que la projection sur ¥,
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qu’elle définit au voisinage de ¥/, laisse ’application v, invariante. On est donc ramené
a montrer que la restriction de v, a ¥/, est une submersion.
Or l’application v, coincide sur ¥, avec I’application linéaire affine ¢ définie

par {(f")=(f"(e), ---,f"(¢,)). Soit w; (pour j=1,2,...,4q) une fonction en cloche a
support dans U; ayant son maximum (égal a 1) en ¢;. Posons :

elx, - 2 =S+ B (5= (g);

Papplication p donne une section de ¢ au-dessus d’un voisinage assez petit de #(f); donc
la restriction de 7, & ¥/ est une submersion affine.

L’espace des fonctions de Morse a ¢ points critiques est ouvert dans celui de toutes
les fonctions de Morse. Il résulte donc du lemme 1 et du caractére combinatoire de la
stratification symétrique de R? le

Corollaire. — La stratification naturelle du sous-espace de F formé des fonctions de Morse
est combinatoire (cf. 1.3, définition 5).

Remarque. — Ce qui précéde s’applique aussi bien au sous-espace de # formé des
fonctions de Morse ayant un jet donné le long de V; il suffit, dans la démonstration,

de remplacer %y par son sous-groupe formé des difféomorphismes qui sont tangents a
I’identité le long de V.

§ 4. PLONGEMENTS D’UNE VARIETE DE DIMENSION i —1
DANS UNE VARIETE MUNIE D’UNE SOUS-VARIETE DE CODIMENSION

Dans ce paragraphe, V désigne une variété compacte, connexe, sans bord, de
dimension n—1; X (de dimension i—1) et Y (de codimension z) sont deux sous-
variétés de V, fermées et disjointes; on suppose que Y est sans bord; on note Yy, ..., Y,
les composantes connexes de Y; on note f, 'injection de X dans V.

q

4.1. Stratification de P’espace des plongements de X dans V définie par Y ;
chemins élémentaires.

On note & ’espace des plongements de (X, dX) dans (V, V—Y). La donnée
de Y définit une stratification de £ dont on va se borner a décrire les deux premiéres
strates; soient Z° et Z* les parties de & respectivement définies par les conditions
suivantes :

Z° : Pimage est disjointe de Y;

Z* : image rencontre Y en un seul point, avec contact d’ordre zéro en ce point
[autrement dit, les espaces tangents en ces points sont en position générique].

Il résulte des théorémes classiques de transversalité que Z° est ouvert et dense
dans &, et que Z* est une sous-variété de codimension 1 de Z°uZ*; donc (2° Z*)
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définit une stratification de codimension 1 de Z°UZ! au sens de 2.1, définition 1.
En plus, Z—(Z°0Z") est « de codimension >2 » dans &'; [de fagon précise, tout lacet
relatif de (%', Z°) peut étre approché par un chemin de Z°u%* qui soit « bon » au
sens de 2.1, définition 2].

Soit ¢ la composante connexe de I’élément neutre dans le groupe des difféo-
morphismes de V qui laissent stable Y. Le groupe ¢ opére 4 gauche dans & en laissant Z°
et Z* stables. Il résulte du théoréme de fibration des espaces de plongements (cf. [3],
p. 118) que les opérations de ¥ vérifient la condition (g¢,) de 2.2, autrement dit :
toutes les projections de & sur les orbites des points de Z° sont des fibrations localement
triviales. [La condition (g,) de 2.2 est satisfaite également, mais nous ne I’utiliserons
pas.] :

Chemins élémentaires. — On considére le modéle Di~'xI, et une fonction en cloche @
relative 2 R*~1, de support Di~!, égale a 1 & P’origine. On définit un « chemin modéle » w
dans Pespace des applications de Di~! dans D*~!xI en posant :

(1) w(x)=(x, te(x)) pour (x,t)eD~1xI.

Définition 1. — Soit f'e%, d’image notée X'. Un plongement ¢ de D*"'xI dans V
est dit adapté a X' et a Y §’il vérifie les conditions suivantes :

¢(Di"1x0)cX'— dX’;
(2) X' no(D~x]o, 1])=9;
(3) (image p)NnY=¢ (0, —;—), et ¢ est transversal a Y.

Définition 1I'. — On appelle chemin élémentaire d’origine f' défini par ¢ le chemin
défini par f,=1{,0f" pour tel, ou {, est le plongement de X dans V défini par :
(%)= §

powop~t.x  pour xe(image 9)nX’;

x pour tous les autres points de X'.
11 est clair que tout chemin élémentaire est un chemin de traversée de Z* au sens
de 2.1, définition 2 (il y a traversée de Z* pour la seule valeur é du paramétre;

cf. fig. 1). Il est clair que la famille des chemins élémentaires est stable pour les
opérations de . Enfin, pour tout f”’eZ", chacun des deux sens de traversée de Z*
en f’ peut étre réalisé par un chemin élémentaire. [En effet, soit X'’ I'image de f"’;
soit y le point d’intersection de X'’ et de Y; on choisit un plongement d’orientation

208



STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 29

positive de (D'~% 0) dans (X""—&X"”,y), puis on le prolonge en un plongement
% :D"'x[—1, +1]-V transversal &4 Y et ne rencontrant Y qu’au seul point y
(cf. fig. 2). Soit {, un difféomorphisme de D'~*X[—1, +1] tangent d’ordre o a
Iidentité le long du bord, et prolongeant y,, (défini par la formule (1)). Soit ¢ le plon-
gement de X'’ dans V défini par :

Polpo¢ .y pour xe(image §)nX'";

x)= )
V() x pour tous les autres points de X"
Le plongement Gofi;;' est adapté & ¢(X”) et 2 Y; le chemin élémentaire qu’il définit
traverse Z* en . Pour obtenir un chemin élémentaire traversant dans le sens opposé,
il suffit de remplacer § par son composé avec la symétrie de D'~ x[—1, +1] par

A

rapport & Di~'x0.] Toutes les conditions du « lemme des chemins élémentaires »
(cf. 2.2) sont donc satisfaites; on en déduit le

Lemme 1. — Pour tout feZ°, tout chemin de traversée de &' d’origine f est homotope
(dans Pespace des chemins de traversée) a un chemin élémentaire, de fagon que Porigine reste fixe
au cours de I’homotopie.

Corollaire. — On suppose 2<i<n—2.

10 Tout lacet relatif v de (%, &°) est homotope avec origine fixe (et extrémité restant
dans Z°) au composé d’un nombre fini de chemins élémentaires & supports disjoints.

20 87 en plus le fibré normal & X admet une section, alors tout lacet relatif v de (¥, Z°)
est homotope (comme au 1°) & un chemin tel que Uapplication X X1V associée soit un plongement.

Démonstration. — 1° On sait que y peut étre déformé en un bon chemin par une
petite homotopie; on suppose donc que vy est bon, et on démontre la propriété par récur-
rence sur le nombre de points ou y coupe Z*. La propriété est vraie si ce nombre est
égal a 1 : C’est le lemme 1; supposons-la démontrée si ce nombre est <k—1, et supposons
que y coupe Z* en £ points. D’aprés ’hypothése de récurrence, on peut supposer que y
est de la forme y'#[,, ou y" est composé de £—1 chemins élémentaires, de supports
(notés P,, ..., P,_,) disjoints, et ou B, est élémentaire. On note f’ Pextrémité de v/,
et X’ I'image de f’. Soit ¢, un plongement adapté a X’ et Y, définissant $,. On déplace
d’abord la « surface d’attachement » de ¢, (c’est-d-dire ’image de D~!xo0) par une
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isotopie de V laissant stable X', de fagon 4 se ramener au cas ol cette surface d’attache-
ment est disjointe de Py, ..., P,_;. On met alors I’ « &me » de ¢, (c’est-a-dire I'image
de {o}xI) en position générale par rapport & P,, ..., P,, de sorte que I’intersection est
vide si i<n—3, et se compose d’un nombre fini de points si i=n—2. Soit z un point
ol I'ame de ¢, rencontre par exemple P;; on joint z au bord de P; par un chemin ne
rencontrant ni P;nX’, ni P,nY, ni les autres points od P, rencontre I’ame de ¢,;
ce chemin permet de définir une isotopie de V laissant fixes X’ et Y et modifiant ’Ame
de o, de fagon a supprimer le point z; on se raméne ainsi au cas ot 'ame de ¢, est disjointe
de Py, ..., P,_;. On rétracte alors ¢, sur un voisinage suffisamment petit de son Ame
pour que le support P, de ¢, soit disjoint de P;, ..., P, _,.

P,|'|1X’

!

A ame de 9,

Fig. 3

P4

2° On suppose que lorigine de vy est f,. D’aprés le 1°, on peut supposer que y
est composé d’un nombre fini de chemins élémentaires By, ..., B, respectivement définis
par des plongements adaptés ¢,, ..., ¢,, d’images disjointes; on note By, ..., B, les
surfaces d’attachement correspondantes. Puisque le fibré normal & X admet une section,
il existe un plongement ® : XXI—>V (tel que ®(x, 0)==x pour tout reX), compatible
avec @y, ..., ¢x. On pose, pour j=1, ...,k :

Gog; '(x) pour xeB;;

@(x) = 0 pour xeX—B,.

Soit @' une fonction positive, suffisamment petite, dont le support est un voisinage

suffisamment petit du complémentaire de B,u...uUB, dans X; on pose, pour tout uel :

et : Yiu(¥)=D(x, tw,’(x)).

On a vy, ,=v,; et 'application (x,t) - v, ,(*¥) est un plongement.

4.2. Le morphisme «,; conditions suffisantes de surjectivité et de bijectivité.

On suppose dans la suite que V, X et Y sont orientables, et qu’on a choisi une
orientation sur X.
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Définition du morphisme ;. — Soit j un entier >o0. Soit yem;,,(%, Z°% f;); soit x
un représentant de j; c’est une application de (Di*?, S%) dans (%, 2°); y définit
canoniquement une application de (D’*!,S)xX dans (V,V—Y); I'image de la
classe fondamentale de D *!xX par cette derniére application est un élément de
H;,;(V,V=Y). On note «; le morphisme m; (%, %°;f) - H;;(V,V—Y) ainsi
défini.

Propriétés particuliéres du morphisme oy : m (%, Z°; f,) - H;(V, V=-Y).
1) Si on oriente V et Y, on a, par dualit¢é de Poincaré, des isomorphismes
canoniques : H(V, V=Y) s H' 1Y)  Hy(Y);

le groupe H(Y) est canoniquement isomorphe & Z?. Ainsi «, associe 3 tout élément Y
de m,(%, &°; f,) une suite £ de ¢ entiers &, ..., §; pour tout k=1, ..., ¢, la compo-
sante &, de £ est égale au nombre algébrique d’intersection de oy(}) et de la classe
fondamentale de la composante Y, de Y.

2) Soit 7, (%, Z°) 'ensemble des classes d’homotopie des lacets relatifs de (Z, Z°)
(sans point de base). On peut prolonger o, en une application

%y m(Z, 2% - H,(V,V-Y);

%, est un morphisme pour la loi de composition (non partout définie) de =,(%Z, Z°)
et P’addition de H;(V, V-Y).

3) D’aprés la propriété 2) ci-dessus, il y a équivalence entre Pinjectivité de o, et
le fait que I'image réciproque de zéro par «, soit la classe neutre de =, (%, Z°; f;). Or
cette derniére propriété s’interpréte comme suit : « Toute isotopie de X sur (V, V—Y)
dont Pinvariant & valeurs dans H;(V, V—Y), défini par «,, est nul, peut étre déformée avec
extrémités fixes en une isotopie sur V—Y. » (La nullité de cet invariant est dans tous les
cas une condition nécessaire pour qu’une telle déformation soit possible).

Proposition 2. — Soit V (de dimension n—1) une variété orientable, compacte, connexe,
sans bord; soient X (de dimension i—1) et Y (de codimension i) deux sous-variétés de V
fermées, orientables, disjointes; on suppose que Y est sans bord; on note f, Uinjection de X
dans V. Soient & Uespace des plongements de (X, 0X) dans (V,V=Y) et Z° lespace des
plongements de X dans V—Y. Le choix d’une orientation sur X détermine un morphisme
ay : (X, X5 fo) > Hy(V, V=Y).

10 o, est surjectif si Pune des conditions suivantes est remplie :

(s1) 2<is<n—2;

(s5) 1=1 et V—Y est connexe;

(s3) t=n—1 et V—X est connexe.

20 o, est bijectif st n>6, w (V)=o0 et si Pune des trois conditions suivantes est remplie :

(b)) 3<i<n—3;
(b)) i=2, et m(V—Y)=o0 ou Y borde un disque de V;
(b)) i=n—2, et w(V—X)=o0 ou X borde un disque de V.

211



32 . JEAN CERF

Démonstration. — On choisit une orientation sur V et sur Y, ce qui détermine une
bijection H;(V, V—Y)~Z¢ (cf. propriété 1) ci-dessus).

1° D’apres 'additivité de «, (cf. propriété 2)), il suffit de montrer que pour toute
composante connexe Y, de Y, il existe, pour e=+41 et pour e=—1, un lacet relatif y
de (%, 27), d’origine f;, dont 'invariant £eZ? soit tel que £,=¢, les autres composantes
étant nulles. Il est commode de construire un tel y qui soit élémentaire. Tout revient a
construire un arc orienté sans point double L joignant X a Y, dans le complémentaire
de XUY et un champ s de (i—1)-repéres transverses a L, tels que (en désignant par x
Porigine, par y 'extrémité de L, et par #(y) un vecteur tangent & L en ), s(x) soit
un repére positif de I'espace tangent & ,(X), et que (¢(), s(»), repére positif de &,(Y,))

s(x) s(y)

Yp

soit un repére de &,(V), d’orientation positive §’il s’agit de réaliser e=-1, négative
s’il s’agit de réaliser e=—1. On vérifiera sans difficulté que, sous chacune des hypothéses
ci-dessus, 'un et Pautre sont possibles.

2° Chacune des hypotheses (5) entraine (s;), et par conséquent la surjectivité de o,.
On va ici démontrer injectivité avec ’hypothése supplémentaire que le fibré normal 4 X
admet une section (hypothése qui est vérifiée dans toutes les applications que nous avons
en vue). Soit y un lacet relatif de (%, Z°), d’origine f;; d’aprés le 2° du corollaire du
lemme 1, on peut déformer y de facon que I’application X XI—>V associée soit un
plongement; soit Z I'image de ce plongement; si on suppose en plus que «,(y)=0,
alors le nombre algébrique d’intersection de Z et de Y est zéro; chacune des conditions ()
est suffisante pour permettre dans ces conditions I’application du procédé de Whitney
(cf. [10], théoréme (6.6), p. 71), dont l’application répétée fournit une isotopie
de (Z, oZ) sur (V, V—Y) qui aboutit a disjoindre Z de Y. Ceci, d’aprés la propriété 3)
ci-dessus, suffit a établir injectivité de «,.

Remarques. — 1. On peut s’affranchir de la condition sur le fibré normal & X (qui
est d’ailleurs automatiquement remplie si 2¢<z-1) par un argument de dualité dix
a L. Siebenmann.

2. On peut montrer directement I'injectivité de «, en utilisant seulement le 1°
du corollaire du lemme 1, et en montrant que tout chemin élémentaire est caractérisé,
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a homotopie prés, par son invariant; cette méthode, un peu plus longue, a ’avantage
de ne pas utiliser le procédé de Whitney, ce qui permet de montrer que le 2° de la
proposition est encore vrai pour n=-5.

§ 5. PLONGEMENTS D’UNE VARIETE DE DIMENSION
DANS UNE VARIETE MUNIE D’UNE SOUS-VARIETE DE CODIMENSION

Dans ce paragraphe, V désigne une variété de dimension m, X une sous-variété
compacte de dimension ¢ de V, Y une sous-variété fermée de codimension : de V. On
suppose que toutes ces variétés sont sans bord. Lorsqu’on en aura besoin, on notera
(%, - .., %;) des coordonnées locales dans X, et (;, - . .,9,,) des coordonnées locales dans V
adaptées a Y, c’est-a-dire telles que les équations locales de Y soient y,=...=y;=o.

On note & P’espace des plongements de X dans V.

5.1. Forme générique d’un chemin a valeurs dans Z : chemins « excellents ».

On identifie tout chemin a valeurs dans £ a lapplication f:XxI—>V qu’il
détermine; 'image réciproque de Y par f est appelée indicatrice du chemin; on la désigne
par F.

Si f est transversale sur V, alors F est une sous-variété de dimension 1 de X xI.
Les « sommets » de F (c’est-a-dire les points 4 tangente horizontale) sont alors exactement
les points (x, ¢) de F tels que la restriction f, de f & X Xx{¢} ne soit pas transversale sur Y
en (x,t); ils sont caractérisés en coordonnées locales (adaptées) par la condition :

(1) 3,(x)=o,

ou 3, désigne le déterminant fonctionnel de (y(x,¢), ..., 5(x,¢)) par rapport
a (%, ..., x).

On dit qu'un sommet (%, ¢) de F est un sommet de Morse si t€]o, 1[ et sila composée
des applications naturelles Fe>XxI—I a en (#, f) un point critique du type de Morse.
En coordonnées locales adaptées, les sommets de Morse de F sont caractérisés par la
condition :

(2) D (%, t) %0

ol 9, désigne le déterminant fonctionnel de (y(x, 1), ..., %i(x, £), §,(x)) par rapport
a (x4, ...,%;,t). Il en résulte en particulier que si (x, f) est un sommet de Morse de

I'indicatrice de f, et si on pose f,=#h, le point x vérifie relativement a % (outre A(x)eV)
les conditions

(1) 3,(x)=o.

(2') La dérivée premiére de (), %5, ..., Yi» 8;) par rapport a (%, ...,%;) est de
rang i en x.
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On dit qu’une application différentiable % : (X, x) >(V,Y) qui vérifie les condi-
tions (1') et (2') a au point x un contact d’ordre 1 avec Y. On montre sans difficulté le
lemme de forme canonique suivant :

Lemme 1. — St un plongement h: (X, x) > (V,Y) a en x un contact d’ordre 1 avec Y,
alors il existe des coordonnées locales au voisinage de x et des coordonnées locales adaptées & Y au
voisinage de h(x) par rapport auxquelles h prend la forme :

(3) h(xla x2: RS xi)=(xf’ x27 sy Xy 0, ...,0, xl)'

Définition 1. — On dit qu’un chemin y & valeurs dans & est excellent si I’application
S XXI—=>V associée est différentiable, transversale sur Y, et si 'indicatrice FcXXxI
est une courbe excellente pour la projection p, : X XI—-I (c’est-a-dire telle que tous les
sommets sont de Morse et situés a des niveaux différents).

Lemme 2. — Tout chemin a valeurs dans & peut étre approché arbitrairement prés (au sens CP)
par un chemin excellent.

Démonstration. — Tout chemin dans Z peut étre approché arbitrairement prés
par un chemin (f}) tel que I’application f: X XI—V correspondante soit transversale
sur Y. Soit F 'indicatrice de f; il existe un petit difféomorphisme g de XxI tel que g~ (F)
soit une courbe excellente; puisque g est petit, le chemin défini par fog est proche de (f));
il est donc & valeurs dans & '; son indicatrice étant g~*(F), c’est un chemin excellent.

5.2. Stratification de 2 définie par Y : chemins de Whitney.

Soit (f;) un chemin excellent & valeurs dans Z. Pour les valeurs de ¢ telles que
X x{t} n’est pas tangent i Iindicatrice, £ est transversal sur Y ; soit Z° la partie de &
définie par la condition de transversalité sur Y; 27 est ouvert et dense dans Z. Pour les
autres valeurs de ¢, f, appartient au sous-espace Z* de & défini par les conditions suivantes :
transversalité sur Y sauf en un point exactement, ol il y a contact d’ordre 1. Pour montrer
que (Z° Z*) est une stratification de codimension 1 de Z°UZ?, il est commode de
définir d’abord les « chemins de Whitney » qui sont appelés a jouer le role de chemins
élémentaires pour cette stratification.

Le chemin standard de suppression. — Soit @ une fonction en cloche Ri—I, 2 support
contenu dans D!'xDi~!, égale & 1 au voisinage de lorigine; soit ¢>o0. On définit,
pour tout ¢€I, un plongement de D*xD'~! dans D'xD'~*xD™~i~'x D! en posant :

(4‘) [t(xl’ ] xi)=(xf—}—ez3(x) (t_§> 5Xgs o0 %50, o0 05 xl)'

Sur le complémentaire du support de @, ¢, coincide avec % (défini par (3)), et par
conséquent son image ne rencontre pas {0} x{o}x D™ *~'x D'; cette derniére propriété

a lieu également sur &~ *(Jo, 1[), pourvu que ¢ soit assez petit. Sur @~ *(1), on a :
Slt(xv ey X)=2%3
Dy(%yy -« .y %y t)=2¢.
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. I . e
Le point <0, .y 0, 5) est donc 'unique sommet de I’indicatrice de (£,); c’est un sommet

de Morse. Pour t<§, Pimage de ¢, coupe {o}x{o}xD"~*~'xD' aux deux points

/ 1 . . . . .
<o, ey 0, s<§ —t>>; pour t=%, Porigine est le seul point d’intersection, et c’est

. 1. . . .
un point de contact d’ordre 1; pour > 2 il n’y a aucun point d’intersection.

Chemins de Whitney. — Soient V, X, Y comme ci-dessus; on désigne dans la suite
par/, le plongement D*x D~! - D!x D*~*x D' canoniquement défini par la formule (4).

Définition 2. — Un chemin (f;) dans espace & des plongements X—V est appelé
chemin de Whitney de suppression il existe un plongement ¢: D'xD'~*—X et un plongement
¢’ : D'xD'"*x D'V, adapté 4 Y (ce qui signifie Y n(image ¢')=¢'({o}x{o}xD"))
tels que pour tout tel le couple (¢, ¢’) détermine un isomorphisme de

(D'x D=L D'x Di~1x D, ¢)

sur (image ¢, image ¢’, f,|image ¢), et si en plus f, est indépendant de ¢ sur le complé-
mentaire de I'image de ¢. La réunion (pour fe€I) des fiop(D'x{0}) est appelée dme
du chemin de Whitney (elle contient la réunion des intersections des f,(X) avec Y).

Un chemin (f,) est appelé chemin de Whitney d’apparition si le chemin opposé (f;_,)
est un chemin de suppression; ’ame de (f,) est par définition celle de (f;_,).

Lemme 3. — Soient Z° et X les parties de X définies au début de ce numéro.

10 (Z° &) est une stratification de codimension 1 de F°V X' (en fait, &* est une sous-
variété de codimension 1 de Z°u Z*).

20 Pour tout heZ®, tout chemin de traversée de & d’origine h est homotope (dans Pespace
des chemins de traversée) & un chemin de Whitney (d’apparition ou de suppression).

Démonstration. — 1° Soit heZ*; d’aprés le lemme 1, il existe un chemin de
Whitney (f,) tel que fi,=~h; soit (¢, ¢") un couple de plongements définissant (f)
et soit A 'image de ¢. L’application naturelle : Z — (espace des plongements de A dans V)
est une fibration localement triviale (cf. [g], théoréme 1, p. 114); et, au voisinage de &,
la stratification de & (définie par P'intersection avec Y) est I'image réciproque de celle
de cet espace de plongements. On est donc ramené au cas ot X=D"'xD! V=R"
et ou (f;) est le chemin standard (4). Soit alors ¥~ un voisinage assez petit de & dans Z*;
on pose, pour (h',t)e¥"xI :

O, t)=h"—h+{,.

Soit &'’ assez voisin de & dans Z'; d’aprés la linéarité par rapport a ¢ de la formule (4),
le chemin (A"'+hA—¢,) est voisin du chemin (4 _,); son indicatrice a donc un sommet
unique, dépendant continiment de %"; I’équation :

B+ h—t,e&?
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a donc une solution unique, dépendant contintiment de 4''; ® définit donc un homéo-
morphisme de ¥°XI sur un voisinage de % dans Z, tel que, pour tout A'e¥’,

(I)<h', §>=h' et pour t#%, DA, t)eZO.

20 Soit & le groupe produit de Diff X et du groupe des difféomorphismes de V
laissant stable Y. Le groupe % opére a gauche de fagon naturelle dans & en laissant 2
et Z1 stables, et en vérifiant la condition (a,) d¢ 2.2 (ce dernier point résulte du théoréme
classique de fibration). La famille des chemins de Whitney est visiblement invariante
par les opérations de &; et comme on I’a remarqué au 1° ci-dessus, le lemme 1 entraine
que par tout point de Z* il passe un chemin de Whitney dans chaque sens; on peut
donc appliquer le lemme des chemins élémentaires (cf. 2.2).

Corollaire. — On suppose m>5 et m—i>3; on suppose en plus que le fibré normal & X
dans V admet une section. Alors tout lacet relatif v de (%, Z°) est homotope (avec origine fixe
et extrémité restant dans Z°) & un chemin tel que Papplication f:X X1V associée soit
un plongement.

Démonstration. — Comme pour le corollaire du lemme 1 de 4.1, on se borne a
considérer les bons lacets, et on raisonne par récurrence sur le nombre £ de points out y
coupe Z* :

1° Cas k=1. — On peut alors, d’apres le 2° du lemme 3, supposer que y est un
chemin de Whitney, c’est-a-dire (cf. définition 2) que y est défini par un couple (o, ¢')
de plongements de (D*xD*~! D'xD'~'xD') dans (X, V). Soient C I'image de ¢,
C’ celle de ¢’. Le champ des droites orientées paralléles & O, se transporte par ¢’, ce qui
définit un voisinage tubulaire trivialisé de C dans C'; d’aprés ’hypothése faite sur le
fibré normal 4 X, ce voisinage tubulaire peut se prolonger en un tube trivialisé d’Ame X,
de fibre R, que P'on note T. Pour tout feR, suffisamment petit, on peut définir au
voisinage de X dans T la translation 7, le long des fibres de T. Soit p une fonction X —R,
dont le support soit un voisinage assez petit de X—C et qui soit strictement positive
(resp. négative) a Dintérieur de ce support si y est un chemin de suppression (resp.
apparition). On pose :

Si(x)= Ttu(z) AGKE
le chemin ainsi défini a les propriétés voulues dés que la fonction p est assez petite.
20 Supposons la propriété démontrée jusqu’a ’entier £—1, et soit y traversant
k fois . Soit f P'application associée a y; on note f_ la restriction de f 2 XX [0, é]
2’
f. étant associé a un chemin de Whitney y;, modifié par le procédé du 1° ci-dessus.
On peut en plus supposer que f est différentiable (on s’y raméne en modifiant f_ par

C I
et f, sa restriction a Xx[ 1] ; on peut supposer que f_ et f, sont des plongements,

. . - I . \ . s \
isotopie au voisinage de Xx{;} : c’est possible dés que m—i>2 d’aprés le théoréme
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d’isotopie locale, cf. [2], corollaire 2, p. 331) et transversale sur Y. On procéde alors
en deux temps :

a) On sépare ’ame A de vy, (cf. définition 2) de f_ (Xx [o, é[) Lorsque m—i>4,
il suffit pour cela de mettre A, qui est de dimension 2, en position générale par rapport 2
f_(XX [0, é—v)] ) (pour 7 positif et petit) au moyen d’une petite isotopie de V laissant

stable Y. Lorsque m—i=3g, aprés mise en position générale, intersection consiste en
un nombre fini de points 4, ..., d,, que I'on supprime par un procédé analogue a celui
utilisé pour prouver le corollaire du lemme 1 de 4.1 : puisqu’ona m>5, onaici i+1>3;
on peut donc joindre d,, ...,d, 2 X dans 'image de f_ au moyen d’arcs 3, ..., 3,
disjoints deux & deux et disjoints de Y; on reléve chaque 3; en une isotopie de V laissant
fixe Y, ce qui permet de supprimer successivement dy, ..., d .
b) On termine en composant f a droite avec une isotopie de X X I dans lui-méme,

. I .
laissant fixe X x [0, —] , et transformant f_ en un plongement dont ’image est contenue

dans un voisinage arbitrairement petit de Auf_ (X X { é }) .

5.3. Application.

Proposition 3. — Soit 'V une variété orientable, compacte, de dimension m. Soient X et Y
deux sous-variétés de V respectivement difféomorphes @ S* et & S™; on suppose que X et Y se coupent
transversalement et en un seul point. On désigne par & Pinjection de X dans V, par & Uespace des
plongements de X dans 'V, et par &7 la partie de & formée des plongements dont I'image rencontre Y
transversalement et en un seul point.

ST i=o0, ousi m=5, 1<i<m—3g, m(V)=o0 et si le fibré normal @ X dans V admet
une section, alors (%, &3;E)=o.

Démonstration. — Le cas i=o0 est trivial, car alors les espaces Z et 2% sont confondus;
on écarte désormais ce cas.

Soit y un lacet relatif de (%', Z79), d’origine &; soit f1’application XxI—-V associée.
D’apres le corollaire du lemme 3 (cf. 5.2), on peut supposer que f est un plongement;
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on peut en plus supposer que v est excellent (cf. 5.1); son indicatrice F est alors la réunion
disjointe d’un arc sans point double F, joignant X x{o} & Xx{1}, et d’un nombre
fini de courbes fermées simples F,, ..., F, (cf. fig. 1).

Soit & le groupe des difféomorphismes de X XI laissant X x{o} fixe. Pour tout
g€, fog estun plongement de XxI dans V qui définit encore un lacet relatif de (%, Z7)
d’origine £, dont l'indicatrice est g~ *(F). On en déduit la propriété suivante :

(%) St Papplication f associée & y est un plongement, on peut, en conservant cette propriété,
et sans changer la classe de v, modifier Pindicatrice ¥ par Ueffet d’une isotopie arbitraire de X X1,
laissant fixe X x{o}.

Dans la suite, on choisit une orientation sur V (qui est simplement connexe) et on
oriente X et Y de facon que leur nombre algébrique d’intersection sur V soit 4 1. L’indi-
catrice F de y est alors munie d’une orientation naturelle. Supposons démontrée la
propriété suivante :

(x%) St Papplication f associée & v est un plongement, on peut, en conservant cette propriété,
et sans changer la classe de v, modifier indicatrice ¥ par Ueffet de n’importe quelle chirurgie plongée
orientée d’indice 1.

[Si on choisit D'xD! comme support du modéle de la chirurgie d’indice 1 des
variétés de dimension 1 (cf. fig. 2), alors toute « chirurgie plongée orientée d’indice 1 »
de F est définie par un plongement ¢ : D!'xD*—+XxI, tel que Fn(image ¢)=¢(D*xaD?"),
et que §|(D'xoD") soit compatible avec Iorientation induite par 9(D*xD?) sur D'xoD!
et Porientation de F. L’image par ¢ de {o}x D' est appelée dme de la chirurgie.]

P —
<J =
N , Vad
b /
\‘ /
T
I \
! \
/ \
/’ \\
Ar” NS
—
Fig. 2

La proposition découle comme suit des propriétés (*) et (#*); on joint Fy a F,
dans le complémentaire de F par une courbe sans point double A, (transversale a F
en ses deux extrémités); d’aprés (*#), on peut réaliser une chirurgie plongée orientée
d’indice 1 de F, d’ame A, ce qui diminue d’une unité le nombre de composantes connexes
de F; en itérant le procédé, on rend F connexe. Si i+2, F est alors %-isotope a une
génératrice de X xI; d’apres (), ceci termine la démonstration dans ce cas. Lorsque
i=2, la dimension de XXI est 3; F peut alors étre nouée. D’apres un résultat élémentaire
de la théorie classique des nceuds, tout nceud de S2xX I peut étre dénoué par une suite
finie de croisements; or tout croisement peut étre réalisé par deux chirurgies plongées
orientées; la propriété (x*) montre donc qu’on peut dénouer F; on termine comme
ci-dessus a I’aide de ().
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Preuve de la propriété (¥x). — D’aprés la propriété (), pour montrer qu’on peut
réaliser la chirurgie définie par un certain plongement ¢ :D'xD'— XxI, on peut
commencer par modifier F et ¢ par Peffet de n’importe quelle %-isotopie. On peut
donc supposer qu’on s’est ramené a la situation suivante : il existe #,el et n>o tels
qu’en désignant par J Pintervalle [¢—m, {,+7] on ait :

(1) Fa(Xx])=FnXx{6})xJ;
(2) il existe «:D'—>X, tel que, pour tout (u,v)eD*xD?,
b(u, v) =(a(u), t,+ 7).

Notons f,oa(1)=p, et fioa(—1)=y_. La compatibilité¢ de ¢ avec l'orientation
de F entraine que les coefficients d’intersection de f, (X) et de Y en y, et y_ sont
respectivement +1 et —1. Il est connu (cf. par exemple [1], théoréme (6.6), p. 71)
que dans ces conditions, et vu les hypotheses faites sur m et ¢, on peut « supprimer y_

et y_ le long de f, o« par le procédé de Whitney »; d’une maniére précise, il existe des
plongements ¢ et ¢’ tels qu’il y ait commutativité du diagramme :

DIXDi—l _i> DlxDi—lxDl

fto

X —mm V

et que, pour ue[—A/Z, —|—A/§], on ait :
(3) o, o>=a< ﬁ)

Une construction facile (nécessitant seulement ’hypothése m>i-+2) fournit alors
un plongement @ :D'xD'"!xD!xJ—>V, adapté 2 Y et a f|(Xx]), Cest-a-dire
tel que Y nimage @ = ®({o} x {0} xD*x]J)
que Sfiop=®P,0f, pour tout te],
et que, en particulier, @, =¢'.

Soit y une fonction en cloche de support J, telle que x(t,)=1; soit f; le plonge-
ment X—V défini par :

~ fi(x)  dés que ¢¢] ou que x¢(image ¢);
Jilx)= Dol 09 '(x) pour te] et xe(image ).
Lintersection de Pindicatrice ¥ de (f) avec image de ¢ est d’aprés (1), (2) et (3)

Pensemble des points (a(+V 1—2y(f)),t), ou ¢ décrit J; F est donc la transformée
de F par la chirurgie définie par ¢.
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Cuaritre II

ETUDE SEMI-LOCALE DE LA STRATIFICATION DE %
I. CLASSIFICATION DES CHEMINS DE CROISEMENT

Dans tout ce chapitre, (W, V, V') désigne une triade compacte de dimension =
et & lespace des fonctions de classe C®: (W, V,V’) — (I, 0, 1) sans point critique
sur le bord. Le but du chapitre est la classification des chemins de & issus d’une fonction
de Morse f, qui réalisent, toutes les valeurs critiques égales le restant, le croisement d’une
valeur critique simple avec les p valeurs critiques immédiatement inférieures. Le but
des trois premiers paragraphes est de montrer que cette classification revient a celle de
certains objets géométriques, les « nappes descendantes »; en fait, on est conduit 2 montrer
davantage : les espaces de chemins de croisement ont méme type d’homotopie faible que
les espaces de nappes correspondants. Au § 1, on définit ces nappes, ainsi que les
« chemins élémentaires »; au § 2, on compare les espaces de chemins élémentaires aux
espaces de nappes, et on les compare aux espaces de chemins de croisement au § 3.
11 reste & classifier les nappes, ce qui est fait au § 4 dans un certain nombre de cas parti-
culiers; on en déduit 'unicité 2 homotopie prés des croisements de mise en ordre (propo-
sition g), la classification des croisements a indices égaux (proposition 4), et 'unicité
a homotopie prés du « double croisement », c’est-a-dire du croisement d’une valeur
critique avec celles d’un couple de points critiques en position de destruction mutuelle
(proposition 5).

§ 1. CHEMINS ELEMENTAIRES ASCENDANTS ET DESCENDANTS

1.1. Le modéle de Morse d’indice : et le chemin standard (cf. [5], chap. II,
§ 2 et chap. III, § 1).
Soit 7 un entier tel que o<i<n; soit x=(xy, ..., x,) un point de R". On pose :
W)= — Rk o
k) =03+ .. +2) (4 ).
On désigne par M; (« modele de Morse d’indice 7 ») la partie de R" définie par :
|h(x)|< 1
k(x) <1.
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L’intersection de M; avec le i-plan {x;,, =...=x,=0} est appelée nappe descen-
dante standard de M;; elle est difféomorphe au disque D'. L’intersection de M; avec
le (n—i)-plan {x,=...=x,=0} est appelée nappe ascendante standard; elle est difféomorphe
a D"%. La réunion de ces deux nappes est appelée binappe standard de M;.

On choisit une fonction & : R"—[o, 1], a support dans M;, telle que ®(0)=1,
et que les dérivées premiére et seconde de @ soient nulles en 0. [On sera amené au § 2
a imposer a & des conditions plus restrictives.]

Soit ¢ un nombre positif, qu’on choisira dans la suite aussi petit qu’il sera nécessaire;
on pose pour xeM; et rel :

hy(x) = h(x) — hew (x).

L’origine est point critique de %, pour tout Ael; si ¢ est assez petit (ce qu’on
suppose), c’est lunique point critique de 4,. La valeur critique correspondante est — Ae,
qui est fonction décroissante de A.

Le chemin (k,) s’appelle le chemin descendant standard. On définit de fagon analogue
le chemin ascendant standard.

Du corollaire 2 des propositions 1 et 1’ de I’Appendice résulte le

Lemme 1. — II existe une application continue :

Isa = (¢, $3) eDiff M; x Diff [—1, +1]

telle que h, =i tohol, pour tout Nel. On peut en plus imposer & tous les §,, la condition de
laisser stable la binappe standard.

1.2. Plongements adaptés, nappes, chemins élémentaires ascendants et
descendants (cf. [5], chap. II, § 3 et chap. III, § 1).

Soit fe#F (cf. I, 3) et soit ¢ un point critique de Morse de f, d’indice 7.
On dit qu’un plongement ¢ : M;—>W est un plongement adapté a f en ¢ si @(0)=¢
et §’il existe un plongement croissant ¢’ : [—1, +1]—1 tel que le diagramme

M:i——q’——>W

| I

[—1, +1] 25 1

soit commutatif. On notera que ¢’ est bien déterminé par la donnée de o.

L’image de ¢ s’appelle le voisinage de Morse de ¢ défini par ¢. L’image par ¢ de la
nappe ascendante (resp. de la nappe descendante, resp. de la binappe) standard de M;
s’appelle la nappe ascendante (resp. la nappe descendante, resp. la binappe) de ¢ définie par o.
On notera que le bord d’une nappe ascendante ou descendante est toujours contenu
dans une variété de niveau de f.
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On définit de fagon analogue (pour tout Ael) un plongement adapté & h, et f en ¢
(la condition est 4, =¢'"tofoq).

Lemme 2. — Quels que soient feF, le point critique de Morse ¢ de f et el, il existe
(¢ désignant P’indice de ¢) un plongement ¢ de M; dans W adapté a h, et f en ¢, dont 'image soit
un voisinage arbitrairement petit de ¢ dans W. L’image par ¢ de la binappe standard est une
binappe de c.

Démonstration. — Dans le cas ol A =0, le lemme se déduit facilement du théoréme
classique de M. Morse, d’aprés lequel f s’écrit au voisinage de ¢, dans des coordonnées
locales convenables, sous la forme f(x)=f(0)+4k(x). On passe de 12 au cas général a
laide du lemme 1.

Lemme 3 [mémes notations]. — Soit P, lespace des plongements M,—~W adaptés
a hy et fen c, et soit Py la réunion (pour rel) de tous les P,. Les applications naturelles
P, — Plgt([—1, +1],I) et P — Plgt([—1, +1], I) sont des fibrations localement triviales.
Ce lemme est démontré au § 1 de I’Appendice (corollaire g des propositions 1 et 1”).

Définition. — Soient f et ¢ comme ci-dessus. Un chemin (f;) d’origine f dans &
est appelé chemin élémentaire descendant de f relatif @ ¢ §’il existe un plongement ¢ : M;—W,
adapté a f en ¢, tel que, pour tout Ael :

a) fa=f sur le complémentaire de 'image de ¢;
b) il y ait commutativité du diagramme :

M —> > W

[—1, +1] = 1

On notera que le chemin (f;) est bien défini par la donnée de ¢; ceci définit
I’application naturelle = : (plongements adaptés a f) — (chemins élémentaires descendants
d’origine f).

Définition analogue d’un chemin élémentaire ascendant.

Le lemme suivant est de démonstration immédiate (cf. [5], chap. III, § 1,
proposition 1) :

Lemme 4 [mémes notations]. — Soit D une nappe descendante de c; soit 8 la valeur
de f sur le bord de D il existe un plongement adapté ¢ : M;—W vérifiant les conditions
sutvantes

1° la nappe descendante définie par ¢ est D;
20 Pimage de ¢ est contenue dans un voisinage arbitrairement petit de D;

30 le chemin élémentaire (f,) défini par ¢ est tel que fi(c) soit un point arbitraire de
Uintervalle ouvert 13, f(¢)[.
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§ 2. CHEMINS ELEMENTAIRES ET NAPPES

2.1. Choix particulier de la fonction & définissant le chemin standard
(cf. II, 1.1).

Dans toute la suite, on choisit une fonction en cloche o : R—{o, 1], satisfaisant aux
conditions suivantes :
do d’w

o0)=1;  (0)="2(0)=0;

le support de @ est [—1, +1];

o est invariante par la symétrie f>—1;

do . L.
= est strictement négatif sur Jo, 1[.

Les fonctions 4 et £ étant celles définies en 1.1, on pose pour tout xeR" :
(1) (%) = w(h(#)) - o (k(x)).

La fonction & ainsi définie satisfait aux conditions de 1.1, en particulier @&(0)=1, et
les dérivées d’ordre 1 et 2 de & sont nulles a I'origine. En plus, le support de & est exactement
le modéle de Morse M;. 11 en résulte en particulier que, pour tout plongement adapté ¢
de M;, le chemin élémentaire correspondant a pour support ¢(M,).

2.2. Structure d’espace fibré principal définie par le morphisme :
(plongements adaptés) — (chemins élémentaires).

Soit fe#; soit ¢, un point critique de Morse de f; soient p et p’ deux entiers
positifs ou nuls; soit pefo, 1]. On note & I’espace des plongements ¢ : (M;, 0) —>(W, ¢,)
adaptés a k, et a f (cf. II, 1.2), ayant en o une orientation donnée, tels en plus que
9'(]—1, +1[) contienne p’ valeurs critiques supérieures a f(c,) et p valeurs critiques
inférieures a f(c,), respectivement notées, par ordre décroissant, «_ ., ..., &_; €t oy, ..., 0,

A tout ¢e# correspond, par image de la binappe standard, une binappe de f
issue de ¢, (cf. I, 1.2, lemme 2); on note & ’espace des binappes ainsi obtenues, muni
de la topologie habituelle des espaces de sous-variétés, c’est-a-dire la topologie quotient
de celle des espaces de plongements. A tout e correspond aussi un chemin élémentaire
descendant B (tel que B(w)=f); on note ¢ I’espace des chemins élémentaires ainsi
obtenus.

Pour tout intervalle fermé H contenu dans I, on note &%; 1’espace des « arcs
élémentaires » obtenus par restriction a H des éléments de &%.
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Lemme 1. — II existe une application &by — Plgt([—1, +1],I) rendant commutatif le
diagramme :

ok o
Plgt([—1, +1], I)

(dans lequel la fleche horizontale et la fleche verticale désignent les applications naturelles
définies en II, 1.2).

Démonstration. — Soient ¢ et ¢ deux éléments de & définissant le méme élément
de &%4;; ¢ et ¢ ont méme image dans W (puisque cette image est le support du chemin
élémentaire correspondant); donc les plongements ¢’ et ¢’ respectivement associés a ¢
et ¢ ont aussi méme image. Posons :

’

9 lop=14; ¢ Tlog'=¢’;
¢ est un difféomorphisme de M; conservant o, ¢’ est un difféomorphisme de [—1, +1];
on a :
(2) (h—tew)oy=1{'o(h—tew) pour tout teH.
On en déduit en faisant x=o :

(3) —te={'(—te) pour tout teH.

Autrement dit, ¢’ induit I'identité sur —eH. Plus généralement, il résulte de (2) que ¢’
est linéaire affine sur Pintervalle H,=#k(x)—eo(¥)H, quel que soit xeM;. Or, pour
tout p'el, l'image de l\'}I,- par 4, est ]—1, +1[; donc la réunion (pour xel\jli) de
tous les intervalles IfIac est ]—1, +1[. Il existe donc pour tout compact Kc]—r1, +1[
un recouvrement fini de K par des intervalles ouverts sur chacun desquels ¢’ est linéaire
affine. Donc, compte tenu de (3), ¢’ est lidentité sur K; donc ¢’ est l'identité sur
]—1, +1[, et par conséquent sur [—1, +1]. Donc ¢'=¢’, ce qui achéve la
démonstration.
On pose dans la suite :
G4 Fxi=r;

2 2
I R ]

Lemme 2 [les notations sont celles du début de ce numéro; en outre, on désigne
par %, , le groupe des difféomorphismes de M; qui laissent fixes 7, et 7,] :

10 Pour que deux éléments ¢ et ¢ de P aient méme image dans Ely, il faut et il suffit qu’il
existe g€Yy , tel que o =qog.

20 Soit Ety le sous-complexe du complexe singulier (&%;) défini comme image (par
Papplication naturelle =) du complexe singulier Z(P); &by est un complexe de Kan et o est une
fibration de Kan.
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30 Il existe une application y :Ely—>RB qui rende commutatif le diagramme :

9—-—"—»5’{}1

x
B

(dans lequel la fleche horizontale et la fleche verticale désignent les applications
naturelles); y détermine un morphisme £7H+Z(£?).
Démonstration. — 1° On a :

h=—r+1, et k=nn.
Donc tout ge¥, , laisse invariants 4 et £; donc d’apreés (1) il laisse invariant @ ; il laisse
donc invariant A, =h—p'cw, pour tout p'el. Donc pour tout @eZ, ¢og et ¢ défi-
nissent le méme chemin élémentaire.

Réciproquement, soient ¢ et ¢ définissant le méme chemin élémentaire. Il résulte
du lemme 1 que ¢'=¢’; la formule (2) ci-dessus donne donc :

(2") (h—tew)oy=h—tew  pour tout teH.

En écrivant successivement (2") pour deux valeurs distinctes de £, on obtient :

(4) Boy=0a;
et
(5) hoLIJ:/Z.

Il résulte de (1), (4) et (5) que :
o(koy)=w(k);

puisque o décroit strictement sur [o, 1], il en résulte :

(6) koy=k.

Il est immédiat que (5) et (6) entrainent :
hyod=hy,

et hyot =hy,

ce qui termine la preuve du 1°.

2° Il résulte du 1° que le complexe singulier %(%, ,) opére de fagon simplement
transitive sur chaque fibre de I’application naturelle 2(%)—>Z(6t;). C’est un résultat
classique (et trés élémentaire) que, dans cette situation, on a les deux propriétés
annoncées (cf. par exemple [14], exposé 1, proposition 2, p. 10).

3° Tout difféomorphisme de M; qui laisse fixes r, et 7, laisse stable la binappe
standard; d’out I’existence de I’application y; elle définit un morphisme de complexes
éai’H»Z(.@) puisque, par définition de cang, tout élément de (o‘”NZH se releve dans X(Z,).
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2.3. Chemins élémentaires et nappes.

Proposition 1. — Soit feF ; soit ¢, un point critique de Morse de f; soient p et p' deux
entiers positifs ou nuls ; soit pelo, 1]. Soit & Pespace des chemins élémentaires descendants passant
par f pour la valeur . du paramétre, et dont le support a pour image un intervalle contenant (toutes
@ son intérieur) p' valeurs critiques de f supérieures a f(c,) et p valeurs critiques inférieures. Pour
tout Hcl, on note & Pespace des restrictions & H des éléments de &0. Soit &by le sous-complexe
de Z(&ty) défini en 11, 2.2. Pour tout Bebly le morphisme y défini en 11, 2.2 détermine un
isomorphisme :

%t (Els B) S (B 4(B))  pour tout jzo.
(# désigne Vespace de binappes correspondant a &%).

Compléments. — 1. Le résultat de la proposition 1 est valable également pour
d’autres sous-espaces de &¢, par exemple celui des chemins $§ ayant p-+p’ croisements.
[Soit en effet ¢’ ’élément de Plgt([—1, +1], I) associé & B par le lemme 1 de II, 2.2;
les conditions pour que B ait p-p’ croisements s’écrivent ¢’(0)>a_, et ¢'(—e)<ea,;
il résulte du lemme g de II, 1.2 que la partie de &7 ainsi définie a mémes groupes
d’homotopie que &7.]

2. Dans le cas particulier ol p'=o0, # a méme type d’homotopie que ’espace &
des nappes descendantes rencontrant (i leur intérieur) p niveaux critiques inférieurs
a f(c,); on a donc pour tout j>o0 un isomorphisme :

m(Eby; B) — (D5 1(8)).

Démonstration. — On rapelle que, pour o<i<n, on désigne classiquement par
SO(z, n—1) le sous-groupe de SL(n) défini par la condition de laisser invariante la forme
quadratique standard d’indice i, dénotée ici par k. Le groupe SO(z, n—i) est connexe
sii=o0 ou ¢=n; dans les autres cas, SO(z, n—¢) a deux composantes connexes; celle qui
contient I’élément neutre est désignée par SO* (i, n—i).

Soit Z l'espace défini au début de II, 2.2. On sait (cf. Appendice, § 3, pro-
position 3) que l'espace JZ des 1-jets en o des éléments de & est homéomorphe
a SO(i, n—i)x]Jo, o[. Donc JZ est connexe si =0 ou ¢=n, et a deux composantes
connexes dans le cas contraire. Soient @eZ, o I'image de ¢ dans JZ; on note #*
la partie de & formée des plongements dont le 1-jet en o est dans la méme composante
connexe de JZ que @Y, L’involution :

(%yy vy ) > (—Xgy Xy ooy Xy — X1y Kigay oo or &)

de M; (définie lorsque ¢ est différent de o et n) est un élément du groupe %, , (défini
au lemme 2); on peut donc remplacer & par #* dans le lemme 2; en particulier, le

complexe &7y est Pimage par =|2* du complexe singulier de &,

226



STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 47

Soit Z; la partie de #* formée des plongements qui ont en 0 méme 1-jet que o.

La démonstration consiste a établir successivement les isomorphismes suivants :
(255 @) Gl nj(é?'lﬁ; B) pour tout j>o (B désignant 'image de ¢);
et (P55 @) a4 (%5 v) pour tout j>o (en posant x(B)=v).
a) L’application £*—>J#* est une fibration localement triviale d’aprés le

théoréme de fibration sur les jets (cf. Appendice, § 3, proposition 3); sa fibre est £;.
L’application £+ —>&f; définit d’aprés le 2° du lemme 2 une fibration de Kan :

(P*)>E%y, de fibre Z(%f,) (ou %, est le sous-groupe de %, , formé des difféomor-
phismes dont le 1-jet en o est dans la composante connexe du jet de I'identité). On a
donc les suites exactes :

“j(gf,_z; e)

l Ta

. ch+1(Jg+; <P(1)) - nj(.@J; P) —> ﬂ:j(?*'; P) — 19(}@"’; cp(l’) - ...
. l
m(6ty; B)

!

D’aprés ce diagramme, il suffit de montrer que l’application composée
nj(gfzi e) — nj(.]ng; <P(1))

est un isomorphisme pour tout j>o, et que my(%;,; €)=m,(JP; ¢M)=o0.
Or on a le diagramme commutatif :

(G as ) — (P 9)
@] !
Wj(Jg&; e) —> T’-'j(.]ng 5 cP(l))

®|~ ®|~

(SO@) X SO(n—i)) ~—> m(SO* (3, n—1i)).

L’application (1) est un isomorphisme pour tout j>o d’aprés les propositions 3 (fibration)
et 4 (acyclicité) de I’Appendice. D’apreés la méme proposition 3, les applications (2) et (¥)
sont des isomorphismes pour tout j>o. Enfin Papplication (3) est également un isomor-
phisme pour tout j>o, car SO* (i, n—1)/(SO(:)xSO(n—1z)) s’identifie 2 ’espace des
i-plans de R" sur lesquels la restriction de la forme quadratique % est définie négative.
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b) L’application #* >4 est une fibration localement triviale d’apres le corollaire 1
de la proposition 2 de I’Appendice; on note & la fibre située au-dessus de v. On procéde
comme au a) ci-dessus, & ceci prés qu’on considére la fibration #*—% au lieu de la

fibration =(#*)—>&%;. On est donc ramené 4 montrer que Papplication composée :
m(PT; 9) > m(PT5 9) > m(JPT; o)

est un isomorphisme pour tout j>o, et que wy(P)=m,(J#")=0. Or d’aprés le
théoréme d’acyclicité (cf. Appendice, § 4, proposition 4), et le théoréme de fibration
sur les jets, on a pour tout j>o0 un isomorphisme

ﬂj('@j; ®) > Wj(Jg):L; <Pm)-

L’espace J#} s’identifie (au produit prés par ]o, oo[) au sous-groupe de SO* (i, n—1)
formé des éléments qui laissent stables les variétés r,=o0 et r,=o0 (c’est-a-dire
{x,=%=...=x=0} et {x,,=x,,=...=x,=0}); on sait que de tels éléments
laissent nécessairement 7, et 7, fixes, de sorte que le sous-groupe considéré est isomorphe

N

a SO(i)xSO(n—i). L’isomorphisme (3) du a) achéve la démonstration.

§ 3. CHEMINS DE MULTICROISEMENT

3.1. Définitions et résultats; plan de la démonstration.

Soit feZ# une fonction de Morse (1) ; soit ¢, un point critique de f tel que la valeur
critique correspondante «, soit simple; soient ay, ..., «, les p valeurs critiques de f
immédiatement inférieures 2 «, (p>1). On note %, I'espace des chemins d’origine f
de & qui réalisent, toutes les valeurs critiques égales le restant, le croisement successif
de a, avec a4, ..., «,. On note &, la réunion des images de tous les éléments de €, ;;
& ,.; est réunion de cocellules de &, et la stratification naturelle de &, ; est de
codimension 1 d’aprés I, 3. Les éléments de %), sont de bons chemins & p croisements
relativement a la stratification de & ,.,; on note €, le saturé de %, ; pour la relation
de connexion par arcs dans I’espace de ces bons chemins (de sorte que €., est la partie
de %, obtenue en fixant origine en f). Les €éléments de €, sont appelés chemins de
p-croisement relatifs aux données f, ¢,.

On note &, la partie de %, formée des chemins qui sont élémentaires descendants
par rapport a leur origine, et dont le support rencontre (p-1) niveaux critiques de
cette origine; on note &, la partie de &%, obtenue en fixant lorigine en f. Les éléments
de &7, sont appelés chemins élémentaires descendants de p-croisement relatifs aux données f, ¢,.

Soit ¢, la composante connexe de I’élément neutre dans le groupe Diff W x Diff I;

9, opére dans ., en respectant la stratification; %, opére dans %, en laissant

() Voir au début du chapitre la définition de I’espace #.
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stable é¢,. On note é%, le sous-complexe du complexe singulier de &7, défini par ces

opérations (un simplexe singulier de &7, est un élément de é”Nt‘p s’il existe une projec-
tion ¥,—&%, du type g>g-y pour laquelle il se reléve en un simplexe singulier de %,).
Le complexe é’*’\l”p est un complexe de Kanj pour tout sous-espace &7, de &7, (obtenu
en fixant 'origine en un point f”) le complexe &’p; ¢ induit par é?l’p sur 67, ;. est identique
a 'image canonique du complexe singulier de I’espace de tous les plongements adaptés
a f tels que le chemin élémentaire correspondant soit un €lément de &%, ; ; il résulte en
effet du théoréme de fibration des espaces de plongements (cf. [3], théoréme 1, p. 114)
que tout simplexe singulier de &7, qui se reléve dans I’espace des plongements adaptés
se releve dans ¢,. Le méme résultat a lieu pour les sous-espaces de &%, définis par la
condition de passer par un point donné pour une valeur donnée du paramétre.

Proposition 2. — Soit feF une fonction de Morse; soit ¢, un point critique de f tel que la
valeur critique - ay=f(c,) soit simple; soit p>1; soit €, (resp. &4,.;) espace des chemins
de p-croisement (resp. des chemins élémentaires descendants de p-croisement) d’origine f relatif a
ces données. L’injection de &Y, dans €, détermine des isomorphismes

7.CO((”@Z;J;I') g Tco(gp;f)’
et nj(@gt’p;f; B) :>nj(%p;f; B)  pour tout PBedt, . et tout j>1.

Corollaire. — Soit @D Pespace des nappes descendantes de c, qui rencontrent (tous a leur
intérieur) exactement p niveaux critiques inférieurs a ay; soit x Uapplication &, —D définie au § 2.
On a pour tout B, , et pour tout j>0 un isomorphisme canonique :

(€3 B) > (25 1(B))-

[Le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition 2 et des complé-
ments 1 et 2 de la proposition 1.]

Plan de la démonstration de la proposition 2. — On raisonne par récurrence sur p;
le cas p=1 est étudié en 3.2; en 3.3 on démontre (2 ’aide de deux lemmes préliminaires)
le lemme 1, qui est utilisé en 3.4, pour la démonstration de récurrence.

3.2. Le cas d’un seul croisement (p=1).

On applique le corollaire de la proposition 1 de I, 2.2 dans les conditions suivantes.
Le rdle de E est joué par &, ; muni des opérations du groupe %, (composante connexe
de ¢ dans Diff WxDiffI), lesquelles vérifient les conditions (a,) et (4;). Pour %’ on
prend ’espace %, des chemins de 1-croisement, et pour %" Iespace 67, des chemins
élémentaires descendants de 1-croisement, muni du complexe <5’~[p défini ci-dessus.

Soit f'eZ}.,; soit €,., la partie de ¥, formée des chemins qui ont f” pour point
de traversée. Pour tout ye®%, , il existe un point critique unique de f' qui, le long
de vy, effectue en f’ un croisement descendant; on désigne ce point critique par ¢'.
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D’aprés le lemme 2 de II, 1.2, il existe un plongement ¢ : M;—>W, adapté a ky,et a f
en ¢’; le chemin élémentaire descendant défini par ¢ traverse ., en f’ dans le méme
sens que y. Le corollaire de la proposition 1 de I, 2.2 donne donc les isomorphismes :

(€ gfp;l)‘___(),

I HE
~ I~

(G 1> 6Ly, 15 B) = 71:]._1(67{’?;9; B) pour tout Bed?,; et tout j>1.

Soit A, le paramétre de traversée de B, et soit &%, 5., la partie de &7, ; définie par la
valeur A; du paramétre de traversée; &7, 5., est la fibre située au-dessus de «, pour
P’application composée :

(1) &ty o — Plgt([—1, +1],1) > 1

4

ou I’application de gauche est définie a I’aide du lemme 1 de II, 2. 2, et celle de droite est
@' @' (—xg); il résulte du lemme 3 de I1, 1.2 que I’application (1) détermine une fibration

de Kan : é?t'p; s— Z(I); on a donc pour tout j>1 un isomorphisme canonique :
B) ::) chwl(éa[p; B; A,; B)'

D’aprés la proposition 1 de 2.3 (appliquée avec B(},), A, 0, 0, I dans les roles respectifs
de f, u, p, p', H), il y a pour tout j>1 un isomorphisme canonique :

7‘1—1(“?[;;;3;1,; B) ad m;_(%; x(B));

# désigne un espace de binappes qui, dans le cas présent, est acyclique d’aprés la
proposition 4 de I’Appendice; ceci achéve la démonstration.

~

7 _4(8Y

p; B>

3.3. Démonstration d’un lemme.

Lemme préliminaire 1. — Soit h la forme quadratique —a2...—x}+22 +...+ 42,
et soit M; le modéle de Morse correspondant ; pour tout p.€l, on note comme d’habitude h—ep® =h,
(cf. I, 1.1) et on note 2, Pespace des plongements [—1, +1]—>R  qui coincident avec I'identité
au voisinage de —upe. Soit k la fonction définie en 11, 1.1, et soit &, le groupe des difféomor-
phismes de M; qui laissent k invariant. Il existe une application continue :

2,59 > Yed,
telle que : hyod=1{ oh,.

Démonstration. — On rappelle qu’on a choisi & de fagon que ses dérivées premiére
et seconde soient nulles a I'origine, et que ¢ peut étre choisi arbitrairement petit. Si ¢
est assez petit, le produit scalaire (grad £, grad 4,) est différent de o sur le complémentaire
del’origine. On pose alors §(0)=o0, etpourtout xeM;—{o}, on définit ¢(x) comme étant
le point unique ou la ligne de gradient de % passant par x¥ coupe la variété de
niveau {¢’ok,(x) de h,.

Lemme préliminaire 2 [les notations sont celles du lemme préliminaire 1]. — Tout
difféomorphisme de M; qui laisse invariantes les fonctions h, et k laisse aussi h invariant.
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Démonstration. — Soient x et » deux points de M; en lesquels %, et k£ prennent
respectivement la méme valeur. Ceci s’écrit :
h(9)—epa k()0 (k(9)) = h(x) —epo (h(x)) o ((x)) ;
k(y)=k(x).

La premiére ligne s’écrit compte tenu de la seconde :

h(9)—h(x) = epe (k(x)) (o (h(x)) —o (k(1))) ;

ceci entraine : | k(p)—h(x)|<e|h(p)—h(x)|sup 7

b

et ceci (pourvu qu’on ait choisi € assez petit) entraine A(y)=h(x).
Lemme 1. — Soit feF une fonction de Morse; soient
Oy O pryqy v vvy Ogy Ogy Oyy o uny O

des valeurs critiques consécutives de f, ordonnées de fagon décroissante; on suppose que o est simple
et on note c, le point critique correspondant. Soient Ny, A, et . tels que o<\<p<\<i1. On
note P, (resp. P,) Pespace des plongements ¢ : (M, 0) — (W, ¢,) adaptés a h et a f, tels que
Pimage du plongement associé @' contienne a exclusion de toutes autres (et toutes & son intérieur)
les valeurs critiques ., . .., ay (T€SP. &_p, ..., &), €t qu’on ait en plus, pour peP, :

(2) ?'(0) > %y,

(3) ¢ (—Me)=a_y,

et pour @eP,, les relations (2) et (3) ci-dessus et, en plus :
() @' (—hg8) = .

On note €, Uespace des arcs ([0, u], w)—(F,f) dont Popposé réalise, toutes les valeurs critiques
égales le restant, le croisement successif de o, avec o_y, ..., &_,; pour i=1, 2, on note &¢; l'image
canonique de P; dans €,,, et &b, le complexe image du complexe singulier de P,. Enfin on note s/
Pespace des nappes ascendantes de f issues de c,.

Il existe alors sur €, une déformation de &4, dans 8¢y, qui définit un morphisme ét,—~ét,,
et qui est compatible avec les applications canoniques &6i—~f et Ely—>A .

Démonstration. — Soit ¢’ un difféomorphisme de [—1, +1] qui vérifie les deux
conditions suivantes :
(4) J’ coincide avec l'identité au voisinage de [—pe, 1];
(5) V(= 1> =2y
On pose, pour tout tel :  ((1—¢)xidentité) )’ =1{;.

Le lemme préliminaire 1 associe a §; un difféomorphisme ¢, de M;, dépendant continii-
ment de ¢, et vérifiant quel que soit ¢ :

(6) koly=k
(7) hyoty=Yioh,.
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Considérons I’application qui a tout ¢eZ, associe go{,. Soient ¢ et ¢ deux éléments
de &, ayant méme image dans &%,; il résulte du 1° du lemme 2 de II, 2.2 que p " og
laisse invariants 4 et k, et par conséquent ,. On a alors compte tenu de (6) et (7) :

kod; top togol, - x=kop togol,-x =Ko, x =k x,
hyodi o logodyx=1; toh,0p togody x={; "ok o x=h, x,

pour tout xeM;; ainsi (o) o (poy,) laisse invariants & et 4,; donc d’aprés le lemme
préliminaire 2, il laisse aussi # invariant; donc, pour tout t€l, @oy, et po{, définissent
le méme chemin élémentaire. D’aprés (5), ¢o¢, est un élément de £,. On obtient donc
par passage au quotient une déformation de &%, sur %, qui aboutit dans &/, et définit
un morphisme Et,—~EL; la compatibilité avec les applications canoniques &%,— .o/
et &l,—>of résulte de (4).

3.4. Démonstration de la proposition 2 pour p>o2.

On suppose la propriété démontrée lorsqu’il y a au plus p—1 croisements.
D’aprés la propriété (x#) de I, 2.2, il suffit de montrer que l'inclusion de &%, dans %,

induit un isomorphisme de tous les groupes d’homotopie de é"’vt’p dans ceux de %,. Pour
tous les Ay, Ay, w tels que A<p<), et pour tout f’'eFy.,, notons €, (aulicude €., 3. ,.r)
la partie de %, formée des chemins dont les deux premiers parameétres de traversée sont
A, et Ay, et qui passent par f’ pour la valeur p; et notons &%, I'espace de chemins

élémentaires descendants correspondant. D’aprés la propriété (#x), il suffit de montrer
que pour tous les A, Ay, &, f’, Pinclusion de 632; dans €, induit un isomorphisme de tous
les groupes d’homotopie.

Soit %,., (resp. €,.;) espace des restrictions a [o, u] (resp. [w, 1]) des éléments
de €,; on a un homéomorphisme canonique %,~%,. lx‘f' »; pour tout ye%,, on
note vy, et y, les images respectives de y dans %,.; et €,.,. On note &, , (resp. &%,.,)
I'image de &%, dans %,., (resp. €,.,). Onnote &’ (resp ,52{ resp ') l’espace des binappes
(resp. des nappes ascendantes resp des nappes descendantes) de f définies par les
éléments de %,; on a un diagramme commutatif :

%, > &1 B

Q

XCp o < Sl XEl. s —> A XD’

Soit &2, la partie de %,., formée des arcs élémentaires dont I'image (par f*) du support
contlent Pexclusion de toute autre (et toutes deux a son intérieur) les deux valeurs
critiques o, et a; de f' qui correspondent a «, et «;. D’aprés le lemme 1, il existe sur %,
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une déformation de 6%, dans &%, qui définit un morphisme @;;1%32;';1 et qui est
compatible avec les applications &%, ,—&" et &%, —«/'. D’oi, pour tout j>o et pour
tout Beé?, (pour j=o, on prend des ensembles sans point de base), le diagramme
commutatif :

(€05 B) <~ (8015 By) —> (L5 V)

(G, 15 By) <— m(64 45 BY)
dans lequel g, est I'isomorphisme défini par le chemin décrit par $; au cours de la défor-
mation, et B;’ 'extrémité de ce chemin; v, est 'image de B dans 7’. On définit de fagon

analogue &7, ,, et on lui applique de méme le lemme 1. D’ot1 pour tout j>o (pour j=o,
on prend des ensembles sans point de base) le diagramme commutatif :

(%, B) n(&ly; B) ————— (B}

“j(gg’qu%;;z; (Bys Ba)) <— Wj(gé;nxgéﬂ';z; (Bys B2)) —> "fj(&['xgl; (vg> v2))

T(G,1x,0 (B B7)) <— w641 x 8805 (] B)

Dans ce diagramme, & est lisomorphisme défini par I’homéomorphisme
€y~ €, 1 XCp,0; C est isomorphisme défini par g et &3 & et 6 sont des isomorphismes
d’aprés la proposition 1 et ses compléments 1 et 2; % est un isomorphisme d’aprés la
remarque du § 2 de ’Appendice; enfin, p est un isomorphisme d’aprés ’hypothése de
récurrence. Les morphismes 71:0(6?2;))—)1:0(%;,) et nj(gf’;,; B) —>m;(%,; B) (j>1) sont donc
tous des isomorphismes, ce qui achéve la preuve de la proposition 2.

§ 4. LEMMES DE CLASSIFICATION DE NAPPES

4.1. Résultats.

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonction de Morse fe&, un Ppoint
critique ¢,, d’indice 7, de f tel que la valeur critique «, correspondante soit simple, et
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les ¢ valeurs critiques immédiatement inférieures a «,, notées «, a,, .. ., «, dans P'ordre
décroissant. On choisit, pour k=0, 1, ..., ¢ une variété de niveau V, de f située immé-
diatement en dessous de f (). On désigne par W,, (pour £</¢) la partic de W comprise
entre V, et V,. On note 2 P’espace des nappes descendantes de ¢, jusqu’a V,; on suppose
(ce sera le cas dans toutes les hypothéses considérées) que 2 n’est pas vide; on choisit
De2 et on note DnV,=X. On note & I’espace des systémes disjoints de nappes
ascendantes des points critiques de f'| W,,, limitées & V,; on suppose (ce sera le cas dans
toutes les hypothéses considérées) que &/ n’est pas vide; on choisit Aes, et on note
AnV,=Y.

¢ \;
- =t=)=
qu{ I/D “ co
vy /‘:: Cq

On désigne par %, 'espace des chemins d’origine f réalisant (toutes les valeurs
critiques égales par ailleurs le restant) le croisement successif de «, avec a«, ..., «

"
On rappelle que la dimension de W est notée n; celle de V, est donc n—1.

Proposition 3 (Unicité des croisements de mise en ordre). — St les indices des points critiques
de | Wy, sont tous strictement plus petits que Uindice i de c,, alors wy(%;)=o.

Proposition 4 (Classification des croisements & indices égaux). — Si tous les points critiques
de f|W,, sont d’indice égal & Iindice i de ¢,y st n>6, m,(Vy)=m,(Vy)=0, et si Pune des trois
conditions suivantes est remplie :

(b)) 3<i<n—3;
(b)) i=2, et m(Vy—Y)=o0 ou Y borde un disque de V,;
(by) i=n—2, et w(Vy—X)=0 ou X borde un disque de V,; —

alors le choix d’une orientation de D détermine une bijection :
8: (%)) > Hi(Wy,, V)

telle que la classe du chemin élémentaire défini par D ait pour image o. Si on remplace D par un
élément D' de D, muni d’une orientation cohérente avec celle de D, la bijection &' obtenue est
composée de & et d’une translation de Hy(W,,, V,).

234



STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 55

Proposition 5 (Unicité du double croisement). — Si Pensemble critique de f sur Wy, se
compose de deux points critiques ¢, (d’indice j—+1) et ¢, (d’indice j) en position de destruction
mutuelle, et si Pune des trois conditions suivantes est remplie :

(1) i+j<n—2;
(2) 1<J;
(3) i=j; g<is<n—3; my(Vo)=m(V,)=0; —

alors €, est connexe.

Principe de la démonstration. — Le corollaire de la proposition 2 de II, 3.1 raméne
la démonstration de chacune de ces propositions 4 la détermination de I’espace m,(2)
correspondant. D’une facon précise, les résultats qu’on va démontrer dans chaque cas
sont les suivants :

Proposition 3'. — Sous les hypothéses de la proposition 3, wo(2D)=o.
Proposition 4'. — Sous les hypothéses de la proposition 4, le choix d’une orientation de D

détermine une bijection
Gt m(2) - Hi(Wy,, Vq)

telle que Co(D)=o. Si on remplace D par D’'cD, muni d’une orientation cohérente avec celle
de D, la bijection Tj obtenue est composée de G, et d’une translation de Hy(Wo,, V).
Proposition 5'. — Sous les hypothéses de la proposition 6, wy(2D)=o.

4.2. Le morphisme ;.

Les notations étant celles du début de II, 4.1, on choisit un élément D de 2 et on
oriente D; on note ), le sous-espace de & formé des nappes qui coincident avec D
au-dessus de V,; il résulte des propositions 3 et 4 de I’Appendice que P’injection Z,—>2
est une équivalence d’homotopie faible. Il est commode, au lieu d’étudier directement Z,),
d’étudier un espace de plongements qui lui est homotopiquement équivalent.

Définition 1. — Un plongement ¢:S'"1x(I,0,1) - (Wogs Vo, V,) est dit linéairement
adapté a f s’il y a commutativité du diagramme :

SixI s W,

@'
I ——

ou ¢’ désigne lapplication lin€aire affine décroissante de I sur Iintervalle f(Wy,).

On notera que cette définition implique que l’image de ¢ ne contient aucun point
critique de f.
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On note &, et, quand il n’y a pas de confusion possible, simplement %, I’espace
des plongements linéairement adaptés S*~1x(I, o0, 1) — (Wops Vi, V,)  dont Pimage
orientée se raccorde le long de V, avec D orientée.

On a une application naturelle Z—2; c’est une équivalence d’homotopie faible;
on choisit dans & un point de base £ au-dessus de D.

Définition 2. — On dit qu’un plongement de S'~! dans W est horizontal si son image
est contenue dans une variété de niveau de f et ne contient aucun point critique

de f.

On note &, et, quand il n’y a pas de confusion possible, simplement &, P’espace
des plongements horizontaux de S‘~! dans Wy,- On note &, (resp. &,) P'espace des
plongements horizontaux de S*~* dans V, (resp. V,). On note &, (resp. g, 'élément
de &, (resp. &) défini par &.

Soit Q(&, &, ; &) I'espace des chemins dans &, d’origine &), d’extrémité dans & _;
on a une application canonique :

Z->QUL, L5 8)s
et par conséquent, pour tout j>o, un morphisme canonique :
(1) T‘j(*%S £) —>Wj+1(5p: yQEEq)-

Soit yem ., ,(&F, F,;E,); soit x un représentant de ¥ : c’est une application de (D', S¥)
dans (&, &,); x définit canoniquement une application de (Di*!, S$9)xS'~* dans
(Wo,> V,); limage de la classe fondamentale de Di*1x S~ par cette derniére

application est un élément de H;,;(W,, V) qui ne dépend que de j; ceci définit
I’application :

(2) T (L L5 &) H‘i+j(W0q’ Vq)‘
Par composition de (1) et (2), on obtient une application :

& m(Z; ) = Hiyj(Wogs V)
dont I’étude constitue I’essentiel de ce paragraphe.

Premiéres propriétés de Uapplication C;. — 1. Si on remplace D par une nappe D’
coincidant avec D au-dessus de V|, et orientée de fagon cohérente avec l’orientation de D,
I’application ; obtenue est la composée de g, et d’une translation de H;(W,,, V).

2. Soient £, /, m des entiers tels que 0<ki</<m<gq; on définit comme en II, 4.1
les variétés de niveau V,, V,, V,, et les triades W,,, etc.; on définit comme ci-dessus les
espaces de plongements linéairement adaptés Z,, etc.; on note &, I’élément de Z,
canoniquement défini par &; on note g, 'application analogue a g;, relative a W,,.
L’application canonique %, —>%), est une fibration localement triviale d’aprés le
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théoréme de fibration des espaces de plongements (cf. [3], théoréme 1, p. 114); la fibre
située au-dessus de &, est Z,. Il y a commutativité dans le diagramme :

Tfj(£lm§ Etm) — nj('%.km; Eem) —> ﬂj(gkl; Ee) —> T 1(Zoms Em) —> -+ - —> (L5 Eir)

s tm & km skt Gio1; fm Cos ke

¥ \
—d
Hi+j(wzma Vi) = i+j(wkm) Vo) = Hi+j(wkla V,) — Hi+j—1(wlma Vi) = oo > Hi(Wy, V)

dans lequel la suite du haut est la suite exacte d’homotopie de la fibration qu’on
vient de considérer; la suite du bas se déduit de la suite exacte d’homologie du
triple (Wy,., Wy, V,,) en remplagant 'opérateur bord par son opposé, et en remplacant
H;,;(Wyn, Wy,) par le groupe isomorphe H; (Wi, V,).

4.3. Cas ou il y a une métrique riemannienne adaptée : les applications &j, Bi> ¥
et le lemme de commutativité.

Le principe de I’étude de §; consiste 2 définir trois autres applications «;, §; et v;
telles que Gof;=ry;oq;, et & étudier séparément o«;, B; et y;. La définition de ces appli-
cations utilise une « métrique riemannienne adaptée ».

Définitions. — Soit M une métrique riemannienne sur Wy, ; on dit qu’un plonge-
ment linéairement adapté o : S'"'X (I, 0, 1) = (Wy,, Vi, V) est de gradient si o({x}xI)
est une ligne de gradient de M pour tout xeS*~L. On dit que I est adaptée & fet & &
si les nappes descendantes de gradient des points critiques de f sur W,, peuvent toutes
étre prolongées jusqu’a V,, et si en plus & est de gradient.

On rappelle que les conditions ci-dessus entrainent que toutes ces nappes de gradient
et I'image de £ sont deux a deux disjointes; en plus les nappes ascendantes de gradient
des points critiques de f sur W, peuvent alors étre prolongées jusqu’a V,, et sont toutes
disjointes deux a deux, ainsi que de I'image de £ et de toutes les nappes de gradient
descendantes.

On rappelle d’autre part le résultat suivant (utilisé en théorie de Smale) : si tous les
points critiques de f sur Wy, ont méme indice i', et si i<1i', alors Uespace D et par conséquent lespace &
sont non vides ; et pour tout E€Z, il existe sur W, une métrique riemannienne I adaptée a f et a €.

Notations. — On note A la réunion des nappes de gradient ascendantes de tous les
points critiques de f sur W, ; on note Y lintersection de A avec V,. On note & le
sous-espace de ¥, (espace des plongements S'~'—V,) formé des plongements dont
I’image ne rencontre pas A.

On choisit une variété de niveau V|, située un peu au-dessous de V,; I définit
un difféomorphisme : V,x(I, 0, 1) = (Wyy, V,, V). On note £ le sous-espace de &
formé des plongements qui sont de gradient en dessous de V.
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Définition de o;. — C’est I'application naturelle (cf. I, 4.2) :

ch+1(y0’ L5 &) — H:i+j(V0> Vo—Y).

Définition de B;. — L’espace Z* a méme type d’homotopie que Iespace %y :
espace des plongements linéairement adaptés S*~!x (I, 0, 1) = (W, V,, V,) dont I'image
ne rencontre pas AnV,. La projection de W, sur V, définit une application de £y,
sur ’espace Q(F,, #9;&,) : espace des chemins dans &, d’origine §;, d’extrémité
dans &; cette application est une équivalence d’homotopie; on a donc une bijection
(canoniquement définie par M) : ;. ,(F,, Fo; &) = 7;(X*; £). L’application B; est
Papplication : m; (%, %4 &) = m;(Z; E) obtenue en composant la bijection ci-dessus
avec I'application =;(%2™; £) — m;(2'; &) définie par I'inclusion.

Définition de ;. — Considérons les deux applications naturelles :

¥ ~u
Hi+j(Vo’ VO—Y) _i Hi+j(W0q> WOq"‘A) ‘]_ i+j(WOq3 Vq)'

L’application y;" est bijective pour tout j>o, car W,—A peut se rétracter sur V,
le long des lignes de gradient de 9; on pose :
e =
Lemme 1. — Le diagramme :

s 1( Loy L3 8) —> Hiyi(Vo, Vo—Y)

6 Y

v
@3 E) —— > H,, Wy, V,)

est commutatif pour tout j>o.

Démonstration. — Soit &* I’espace des plongements horizontaux de S'~!
dans W, —A. On compléte le diagramme ci-dessus en le diagramme :

%

Wj+1('9’0: yg; &) > Hi+j(vo: Vo—Y)
4
“j(%; £) > Ty (& &5 ‘Eq) Hi+j(Wo.p WOq"“A)
R
ﬂj('%.; g) > Ty 1('?: yq; gq) Hi+j(W0q7 Vq)

ou toutes les commutativités se vérifient sans difficulté.
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4.4. Etude de Papplication «; dans quelques cas particuliers.

1e* cas particulier. — Tous les points critiques de f sur W, sont d’indice strictement
plus grand que ¢; alors chaque composante connexe de Y est de dimension strictement
plus petite que n—i—r1; donc, d’aprés le théoréme de séparation de Whitney,
(&, Los &) =0; Papplication «, est nulle dans ce cas.

2¢ cas particulier.

Lemme 2. — On suppose que les points critiques de f sur Wy, sont tous d’indice i et que V,
est connexe. Alors Uapplication o, est surjective si Pune des trois conditions suivantes est remplie :

(8) 2<i<n—2;

(s5) i=1 et V,—X est connexe;

(s3) t=n—1 et Vy—Y est connexe.

L’ application «, est bijective si 74(V,) =7,(V,)=0 et si Pune des trois conditions (b,),
(by), (by) de la proposition 4 est remplie.
Démonstration. — Cf. la proposition 2 de I, 4.2.

3¢ cas particulier.

Lemme 3. — On suppose que q=1, que f a un seul point critique sur Wy, et que Uindice
de ce point critique est i-+1. Si, en plus, 1<i<n—2, alors Papplication o, est surjective.

Démonstration. — Le fibré normal a X dans V, ayant une section, il existe un
plongement n,: S$*~*x IV, dont la restriction & S'"*x{o} s’identifie & &. On note Z
I’image de v, et Z, I’espace des plongements S'~'xI->V, qui coincident avec 7,
sur S'71xal; soit &) la partie de &, formée des plongements dont 'image ne rencontre
pas Y. On a un morphisme naturel :

(20, 205 M) = (S0, L0 &)
qui, composé avec «,, donne un morphisme :
& 1 my(Zo, 205 m0) — Hiy1(Vo, VoY),
D’aprés la condition (s;) de la proposition 2 de I, 4.2, %, est surjectif pour 2<i+41<n—2,
i.e. 1<i<n—3g; et d’aprés la condition (5;) de la méme proposition, &, est surjectif

pour i=n—2 (car V;—Z est connexe). Ceci achéve la preuve du lemme, car la
surjectivité de %, entraine celle de o,.

4.5. Etude de Papplication §,.

Lemme 4. — 1° L’application B; est bijective quel que soit j>o0 lorsque g=1 et que f a un
seul point critique sur W,y,.

20 L’application B, est surjective si (1" désignant le plus petit des indices des points critiques
de f sur Wy,) on a 1<i<i’'<n—2.
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Corollaire. — Soit feF une fonction de Morse; soient c,, c,, ¢; trois points critiques consé-
cutifs de f, de méme indice i, tels que f(c,) > f(¢,)>f(cs). Soit V, une variété de niveau de f située
immédiatement en dessous de c,. Soit D, (resp. D,) une nappe descendante de ¢, (resp. c,) limitée
a V,. 8§t 1<i<n—2, alors D, peut étre déformée (dans Pespace des nappes descendantes de ¢,
limitées a V,;) en une nappe D, disjointe de D,.

Démonstration du corollaire. — On choisit une variété de niveau V, de fsituée entre ¢,
et ¢,, et une métrique riemannienne IR pour laquelle D, soit de gradient. D’aprés le 2°
du lemme 4, D; peut étre déformée en une nappe Dj qui soit de gradient pour I
en dessous de V,; Dj ne rencontre pas D,.

Démonstration du lemme 4. — 1° Soit ¢; ’'unique point critique de f sur Wy,. Pour
tout compact %~ de &y, il existe une variété de niveau V. située au-dessus de ¢, telle
que pour tout point x situé sur 'intersection avec W, de I'image d’un élément quel-
conque de ', la ligne de gradient descendante de x ne rencontre pas ¢;. Il existe donc
une sous-variété a bord V. de V,., de codimension zéro, telle que le cylindre W,
engendré par les lignes de gradient descendantes issues de V. et limitées & V,, contienne
a son intérieur les intersections avec W, des images de tous les éléments de . Il existe
donc une déformation de £ sur le sous-espace Z** de Z formé des plongements qui
sont de gradient en dessous de V. ; & peut étre déformé dans Z* au moyen d’une
isotopie adaptée a f, définie par les lignes de gradient de I, amenant V., sur V, et
induisant P’identité sur un voisinage arbitrairement petit de Wy, ; par composition,
on obtient une déformation de £ dans Z*; ceci prouve le 1°.

20 La démonstration se fait par récurrence sur ¢; le cas ¢=1 a été traité au 1°.
Soit ¢>1; soit V,_; une variété de niveau non critique telle qu’il y ait exactement une
valeur critique de f entre V,_, et V; soit V,_,, une variété de niveau située immédiate-
ment en dessous de V, ;. Soit §'eZ’; d’aprés la surjectivité de @, dans le cas g=r,
et ’hypothése de récurrence, on peut supposer que &' est de gradient sur W, ,_, et
sur Wi, _4y .. D’aprés le lemme 1 de I, 4.1, on peut supposer que la projection (le long
des lignes de gradient) de &,_; 4y sur V,_; a son image contenue dans un voisinage
arbitrairement petit de la réunion de £, _; et d’un nombre fini de sous-variétés de dimen-
sion 1 de V,_,; d’apres la condition de I’énoncé, le théoreme de séparation de Whitney
permet de séparer toutes ces sous-variétés de toutes les nappes de gradient descendantes
des points critiques de f sur W, ,_;; &' peut alors étre déformé en un élément de Z7,
ce qui acheéve la preuve du 2°.

4.6. Etude de v,.

Lemme 5. — Le morphisme v; est surjectif quel que soit j>o0; il est bijectif si i+ j+n—r1.

Démonstration. — L’application y;" étant bijective pour tout j>o, Pétude de y;
est ramenée a celle du morphisme vj :

Hi+j(V0’ Vo*Y) g Hi+j(qu, qu—A)-
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Soient ¢, ¢, ..., ¢, les points critiques de f sur W, et soient i, %, ..., 7, leurs indices
respectifs; soient Y, , ..., Y, les nappes de gradient ascendantes de ces points, limitées
a Vy; soit (pour tout k=1, 2, ..., k) T, un voisinage tubulaire de Y,,
ces tubes sont deux a deux disjoints, et on note T leur réunion. On rappelle que Y,,
est difféomorphe & D"~ %, de sorte que T,, est difféomorphe a D"~ x D%, On a donc
le diagramme commutatif suivant :

; on suppose que

Hioj(Vo, Vo—¥) > Hi(TaVy, a(TaVy) ... > B H (8"~ 1xDh, = -1xsh=1)

!
Hiy j(Wop, Wo—A) = Hi (T, 0T—(TaVy)) ~... > @ H, (D"~#xDh, D'=itxsh)

Toutes les fleches horizontales de ce diagramme sont des bijections (celles de gauche
par excision); d’ou le lemme.

4.7. Démonstration des propositions 3, 4’ et 5'.

Démonstration de la proposition 3'. — On a vu en II, 4.4 (16T cas particulier) que
lorsque tous les points critiques de f sur W, sont d’indice supérieur & i, m,(%,, L3; &)
a un seul élément. D’aprés le 2° du lemme 4, Papplication B, est surjective sous les
mémes hypothéses; donc £ est connexe, donc & est connexe.

Démonstration de la proposition 4'. — Sous les hypotheéses de cette proposition, «, est
bijectif d’aprés le lemme 2, v, est bijectif d’apres le lemme 5, et B, est bijectif d’aprés
le 2° du lemme 4. Comme, d’aprés le lemme 1, on a : {yoB,=1y,00,, ceci entraine la
bijectivité de ¢,; d’ou la proposition.

Démonstration de la proposition 6'. — Dans le cas (2), il s’agit d’un simple cas
particulier de la proposition g’ (le fait que ¢, et ¢, se tuent est superflu dans ce
cas). ’

Cas (1). — Soit D, une nappe descendante de ¢,, limitée & V,, et soit D une nappe
descendante saturée de ¢; (cf. ci-dessous, III, 2.1) limitée & V,; D, et D sont de dimension
respective 7 et j+41; la condition (1) permet donc de séparer D, de D par une petite
isotopie. Soit V; une variété de niveau séparant ¢, et ¢,; soit D la partie de D située
au-dessus de V;; si le niveau de V, est assez proche de celui de ¢,, il existe une nappe
ascendante A de ¢,, en bonne position par rapport a D, telle que AnDy=0. On choisit
alors une métrique riemannienne Ik, adaptée a D, A et Dy; on construit a 'aide de I
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un saturé A de A qui est disjoint de D,. Il existe alors d’apreés III, 2.1, propriété 3, un
voisinage double saturé U de {¢,, ¢;}, disjoint de D,. On sait qu’on peut modifier f sur U

de fagon que la fonction f’ obtenue n’y ait aucun point critique; U est un cylindre de
gradient pour f”; il suffit donc de montrer que I’espace des nappes descendantes de ¢,

Co

Y
/ A D \;g,o"

A

pour f’, limitées a V,, et évitant une ligne de gradient, est connexe. Il suffit pour cela
que i<n—2, ce qui découle de (1).
Cas (3). — On choisit les variétés de niveau V,, V,, V,, on note Z,, I’espace

précédemment noté &, &, le plongement &, et on introduit de méme £y, L9, &o1s> Ero-
La fibration localement triviale %y,—%,,, de fibre Z,, donne lieu a la suite exacte :

7 (Lo 5 &o1) = To(Z1a5 Exo) —> To(Z o5 Go2) = To(Z o015 Eor)-

. coth)
Vo
Wo1 L cq(ien)
Wo2< Vi
W12 .Cz(i)
\ Vs

D’aprés le 1¢r cas particulier de 4.4, w(Zo; &y)=0. Tout revient donc a montrer
que la fleche de gauche est surjective. D’apreés la propriété 2 de II, 4.2, il y a commu-
tativité dans le diagramme :

T (Zo15 8o1) —> (L2 Ero)

T1;01 %o;12

Hi, ((Wop, Vi) —> Hi(Wy,, V)
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La fléche du bas est surjective, car elle est la composée des fléches :
H; 1(Wor, Vi) = Hi (We, Wyp) &> Hi(Wy, Vi)

(la fleche de gauche est bijective par excision; celle de droite est surjective d’apres la
suite exacte du triple (Wy,, Wy, V,), puisque H;(Wy,, V,) est nul d’aprés I’hypothése
de destructibilité de ¢, par ¢,). L’application &,.;, est bijective d’aprés le lemme 2 (la
condition () est remplie). L’application ;. vérifie d’aprés le lemme 1 :

C1;o1° Bi.01="Y1;01°%;01 >

or ay. est surjectif d’aprés le lemme 3, et v, est surjectif d’aprés le lemme 5; donc
€y, 01 €st surjective. Donc I'application 7, (% ; &) — mo(Z1a; &12) €St surjective, ce qu’il
fallait démontrer.
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CuariTre 111

ETUDE SEMI-LOCALE DE LA STRATIFICATION DE #

II. UNICITE DES NAISSANCES ET DES MORTS

& étant Pespace des fonctions de classe C° : (W, V,V’) - (I, 0, 1) sans point
critique sur le bord muni de sa stratification naturelle (cf. I, g), on se donne pour but
dans ce chapitre de classifier & homotopie prés les chemins d’origine fixe fe#°, traversant
une fois la partie # . de #*' qui est relative (suivant le sens de traversée) a la naissance
ou a la suppression d’un couple de points critiques. Au § 1, on classifie ceux de ces
chemins qui sont relatifs aux composantes de & . qui tournent vers f leur c6té « naissance »;
le résultat est le « lemme d’unicité des naissances » (1.3, corollaire 2) dont la démons-
tration est une application facile du lemme des chemins élémentaires. Au § 2, on étudie
le probléme de la classification des « chemins de mort »; en 2.1 et 2.2 on rappelle la
définition des « voisinages doubles » des couples de points critiques en position de
destruction mutuelle, on en profite pour donner une démonstration rapide du « cancella-
tion lemma » de Smale et de sa réciproque (2.3, proposition 3). Le lemme des chemins
élémentaires raméne alors la question a un probléme géométrique non trivial qui a
été traité en I, 5, ce qui conduit au « lemme d’unicité des morts » (2.4, proposition 4)
qui est le principal résultat du chapitre.

§ 1. UNICITE DES NAISSANCES

1.1. La naissance standard dans R".
Soit 7 un entier tel que o<i<n—1; soit A€l et soit €>0. On pose, pour xeR" :
LE)=—22. . — a2 (2 —1)ex,.
Il est immédiat que la fonction ¢, posseéde :
zéro point critique pour )\<é;

. . - I
1 point critique (l’origine) pour A:E;

@)

. .. I .
2 points critiques pour )\>E : les points (0, R o J 3
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En particulier, les points critiques de #; sont les points (o, ey 0, Jg) Pour

€

__ N3
tout Ae ] é’ I], les points critiques de ¢, sont sur P’intervalle [— J =, + A/ g] du 7*™ axe
de coordonnées. Le point (0, vy 0, — J (—27\;—1)5) est un point critique de Morse

d’indice ¢41 de ¢,; le point symétrique est de Morse d’indice ¢. Le chemin (¢,) est
« un chemin de naissance d’indice ¢ »; on va maintenant le modifier afin d’obtenir un
chemin a support compact.

Soit @ une fonction en cloche (de classe G*) R"—I, c’est-a-dire une fonction a
support compact égale a 1 au voisinage de o, dont on suppose en plus qu’elle ne dépend
que de la distance (euclidienne) a Porigine. On pose :

boa(X)=—2. . =4 A2+ 55— (2AB (%) —1)ex,.
Sur supp @, les fonctions ¢, et £, , coincident pour tout Ael. Sur le compact @~*(Jo, 1[),
¢, n’a aucun point critique; il suffit donc de choisir ¢ assez petit pour que /5., n’ait, quel
que soit Ael, aucun point critique sur ce compact. Sur &~ '(1), 4, et £,., coincident;
si ¢ est assez petit, cet ensemble contient tous les points critiques de tous les /. En résumé :

st € est assez petit, L. 5 et {5 ont les mémes points critiques et coincident au voisinage de ces points
critiques; £y, o et ¢, coincident sur R".

Soit ¢ le difféomorphisme de R” défini par :
b(x)= (%1, -+ «5 ¥y15 £o(%))-
On a :
looy  =1x,.
On pose pour tout Ael :
[us;)\°4)_1=b)\- )

Le chemin (b,) ainsi défini s’appelle le chemin standard de naissance d’indice @ dans R".

A

Puisque /., est a support compact, il en est de méme de b,. Soit BX]J un
cylindre de la forme pD""!xupD!; on choisit u assez grand pour que BxJ contienne
a son intérieur le support de (4,); ce cylindre B X ] est appelé modéle de naissance d’indice 1.

Propriétés du chemin standard de naissance.

1. Pour tout xeR", b,(x)=x,;
pour tout xeR"—(BX]), &,(x¥)=0,(x)=x, pour tout Arel.

. . I
2. b, a zéro point critique pour )\e[o, ;[;
. . . . I
1 point critique (I’origine) pour )\=5;
. .. I
2 points critiques pour )\6]5, I].
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3/2
Les points critiques de &, sont les points (o, .oy O, j:i; (%) ); la forme quadra-

tique bitangente a b, en 'un et ’autre de ces points est respectivement :

. 3
(1) ——xf...——-x?-}-xf_‘_l.{_”.+x§_li%§s_éx2”.

3. On suppose i+0 et i%n—1I; on pose :

O(%) = (—2%y, Koy ooy Xyy —Xig g Xipns « o5 Xy)e
Alors on a :
(2) byoc =>4, pour tout rel

[En effet, on a d’une part : ¢ tog=go*; d’autre part ’hypothése faite sur & entraine
Goc =0, et par conséquent : f;. 300 ="/g.;.]

1.2. Chemins élémentaires de naissance.

Soit fe&#. Un plongement ¢ : BXJ—W est dit adapté a f s’il existe un plongement
croissant ¢’ de J—I— (ensemble des valeurs critiques de f), tel que le diagramme :

Bx] 4 W

|

‘]—W—>I

soit commutatif.

Un chemin (f,) d’origine f dans & est appelé chemin élémentaire de naissance d’indice i
s’il existe un plongement ¢ :BXxJ—>W, adapté a f, tel que pour tout A€l :

a) fo=f sur le complémentaire de 'image de ¢;

b) il y ait commutativité du diagramme :

Bx] —> W
b;.l S
J L I

1.3. Unicité des naissances.

On considére P'espace F'UFL (cf. I, 3.1) muni de sa stratification naturelle
et des opérations du groupe Diff W x Diff I, lesquelles vérifient les conditions (a,) et (a,)
de I, 2.2. Chaque composante connexe de #. a deux cétés distincts; un chemin de
traversée de F. s’appelle chemin de naissance ou chemin de mort suivant que le nombre de
points critiques augmente ou diminue le long de ce chemin.
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A tout f'eZF!, on peut attacher deux entiers :

— Dindice i : C’est Pentier tel que, lorsqu’on traverse &, en f’, il apparait (ou
disparait) un couple de points critiques d’indices ¢ et 741.

— la hauteur k : c’est la hauteur de la variété de niveau de f’ qui contient le point
critique de codimension 1 de f’ [autrement dit, £ est le nombre de points critiques de
Morse qui sont au-dessous de cette variété de niveau].

I1 est clair que 7 et £ ne dépendent que de la composante connexe par arcs de f*
dans Z..

Désignons par €’ I’espace des chemins de naissance; €’ est réunion de composantes
connexes par arcs de ’espace des chemins de traversée. Il résulte du lemme de forme
canonique des points critiques de naissance (cf. [g], II, proposition 5) que par tout
point de Z, passe un chemin élémentaire de naissance. Il résulte donc du lemme des
chemins élémentaires (cf. I, 2.2) la

Proposition 1. — Soit fe F°. Toute composante connexe par arcs de Uespace des chemins
de naissance d’origine f contient au moins un chemin élémentaire de naissance.

Corollaire 1. — Soit fe F°. Tout chemin de naissance d’origine f est homotope (avec origine
fixe) @ un chemin de support arbitrairement petit.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1, on peut se borner au cas d’un chemin
élémentaire B. Soit ¢ un plongement adapté définissant B; ¢ est isotope (dans I’espace
des plongements adaptés) 2 un plongement dont ’image est arbitrairement petite; on
prend I'image de cette isotopie dans I’espace des chemins élémentaires.

Corollaire 2 (Lemme d’unicité des naissances). — Soit feF°; soit q le nombre de points
critiques de f; soit k un entier tel que 0<k<gq. On suppose que les variétés de niveau de hauteur k
de f sont connexes. Alors Uespace des chemins de naissance d’origine f, de hauteur k et d’indice i,
est connexe quel que soit i tel que o<i<dim W,

Démonstration. — 1l suffit, d’aprés la proposition 1, de montrer que ’espace des
chemins élémentaires d’origine f, de hauteur £ et d’indice ¢, est connexe. Soit V, une
variété de niveau de hauteur £; la réunion W, de ces variétés est difféomorphe a un
cylindre de base V,. L’espace des plongements BXxJ—>W, adaptés a f'a donc méme type
d’homotopie que I’espace & des plongements de B dans V. On sait (cf. [2], II, propo-
sition 7) que cet espace est connexe si V, est non orientable. Si V, est orientée, la
partie 7 de &£, définie par la condition de respecter P'orientation, est connexe; soit p
la symétrie de B par rapport a son équateur; pour tout plongement adapté ¢, ¢ et
@o (p xidentité) définissent le méme chemin élémentaire; donc £ et Z* ont méme image
dans I’espace de ces chemins : ceci achéve la démonstration.
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§ 2. CHEMINS ET CHEMINS ELEMENTAIRES DE MORT
CRITERE DE SMALE; UNICITE DES MORTS

2.1. Couples de nappes en bonne position; voisinages doubles et voisinages
doubles saturés (cf. [5], III, § 4).

Soit f: W—R une fonction de Morse; soit (¢, ¢,) un couple de points critiques
consécutifs de f, d’indices respectifs i+41 et ¢, tels que f(¢)>f(¢,). Soit D une nappe
descendante de ¢, et soit A une nappe ascendante de ¢,. On dit que D et A sont en bonne
position si (voir fig. 1) :

1° elles sont limitées & une méme variété de niveau (notée V,);

20 9D et 0A se coupent transversalement et en un seul point.

Soit (D, A) un couple de nappes en bonne position; il existe toujours une métrique
riemannienne sur W, admettant D et A pour nappes de gradient. Soit M une telle
métrique; soit V, (resp. V,) une variété de niveau située immédiatement au-dessus de ¢,
(resp. immédiatement en dessous de ¢,). Soit A Padhérence de la réunion des lignes de
gradient ascendantes de ¢, limitées a V; A est appelée nappe ascendante saturée de c,
(définie par M et V,); elle est difféomorphe au demi-disque D?~*~1; Pune des faces de oA
est la nappe de gradient ascendante de ¢, limitée 2 V, (cf. fig. 1). On définit de méme D,
nappe descendante saturée de ¢, définie par M et V,; on dit que (D, &) est un couple de

nappes saturées en bonne position; elles se coupent transversalement suivant une ligne
joignant ¢; & ¢,, dont l’intérieur est une ligne de gradient.

Soient (D, A) et M comme ci-dessus, et soit T; (resp. T,) un voisinage tubulaire
de oD (resp. dA) dans V| ; on suppose que T; et T, sont « en bonne position », c’est-a-dire
(cf. fig. 2) que T;nT, est saturé pour la fibration de T, et pour celle de T,, et qu’il
existe un difféomorphisme : D'xD"~#~! - T, nT, définissant une carte de chacune de
ces fibrations. Soit M, (resp. M,) I’adhérence de la réunion des lignes de gradient
ascendantes issues de T, (resp. descendantes issues de T,) limitées a V, (resp. V,);
soit U la réunion M;UM,; U est appelé voisinage double de {c,, ¢,} défini par M, T,, T,,

V,, V,. On appelle voisinage double saturé défini par les mémes données I’adhérence U

de la réunion des lignes de gradient rencontrant T, U T,, limitées a V, et V,; Uest la
réunion de M,, M, et de deux cylindres H, et H,; par exemple, H, est la réunion des

lignes de gradient descendantes issues de T,—(T;nT,), limitées a V, (cf. fig. 3).

Propriétés. — 1) Le bord supérieur d’un voisinage double saturé (c’est-a-dire son
intersection avec la surface de niveau V,) est difféomorphe a la variété a arétes rentrantes
obtenue en recollant D"~ ~i1xD' a S" i "2xD*! le long de S" i "*xD et
S"~i=2xS' ; larrondie de cette variété est difféomorphe & D",
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2) Soit U un voisinage double de {c,, ¢,} et soit U un saturé de U. Dans toute classe d’homo-

topie de Pespace des bons chemins d’origine f, de support contenu dans Uintérieur de U, il existe un
élément dont le support soit contenu dans un voisinage arbitrairement petit de U.

SO
..

Fig. 1 . Fig. 2

Fig. 3. — Voisinage double et son saturé (traits fins)

[ Démonstration. — Soit MM une métrique riemannienne adaptée & U et U; soient M,
M,, H,, H, comme ci-dessus. On note J; 'image de f|M, et L, un voisinage tubulaire
de la surface latérale de M, dans M,, engendré par des lignes de gradient de IM; ces
lignes de gradient permettent d’identifier H,uL;, a ((HyuL,)nV,)x]J,.

Soit y un bon chemin d’origine f, de support contenu dans Pintérieur de U;
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soit (g;) une isotopie de R a support dans Pintérieur de J;, et soit (g,) une isotopie
de M,UH,, asupport dans 'intérieur de cette variété, telle que, pour tout Ael, on ait :

(1) &lx t)=(x, &(#))  pour tout (x, £)e((HuLy)nVy)x];.

Posons :
grofogy ="0;

ceci définit dans I’espace des fonctions excellentes sur M;UH, un chemin B d’origine
fI(MjuH,), de support contenu dans I'intérieur de M,. La restriction de y & M,u H,
est homotope au composé y' de B et du chemin gioyogy ' dont le support est g,(supp ).
Il résulte donc de (1) qu’il suffit de choisir (g3) convenablement pour que le support
de v’ rencontre H, dans un voisinage arbitrairement petit de Hyn M,. Une modification
analogue des restrictions & M,UH, achéve la démonstration.]

3) Soient W, f, ¢, ¢;, My, M,, U, U, ... comme ci-dessus, et soient de méme W',
f'5 ¢ et ¢, tels que ¢ et ¢, aient respectivement méme indice que ¢, et ¢,. On désigne par &
Pespace des plongements ¢ : (ﬁ, ¢, 6) > (W', ¢f, ¢;) adaptés a f et f'.

a) Pour tout e, ¢(D, A) est un couple de nappes en bonne position, o(D, A) est
un couple de nappes saturées en bonne position, ¢(U) est un voisinage double adapté
a (D, A) et o(U) est un saturé de o(U).

b) Pour tout voisinage double U’ de {¢}, ¢} et tout saturé U’ de U’, il existe ge?
tel que (U, U)=(T", U").

¢) Pour que £ soit non vide, il suffit (et d’aprés a), il faut) que le couple (¢, ¢;)
posséde un couple de nappes en bonne position. Pour tout tel couple (D’, A’) la partie &’
de & définie par la condition ¢(D, A)=(D’, A’) est connexe. En plus, pour tout
couple (D, A’) de nappes saturées en bonne position contenant (D', A’), il existe e’
tel que ¢(U) soit contenu dans un voisinage arbitrairement petit de D'V A’, et cp(ﬁ')

dans un voisinage arbitrairement petit de D'UA’.

2.2. Le voisinage double standard et son saturé.

Lemme 1. — Désignons par (¢,, c) le couple de points critiques de la fonction by, extrémité
du chemin standard de naissance (cf. 111, 1.1). Le couple (¢, c,) posséde des voisinages doubles
saturés arbitrairement grands.

Démonstration. — Considérons d’abord la fonction ¢;,, définie (cf. III, 1.1) par :
b (X)=—x1—.. . —xf+47, ...+ 42 _+4— (2@ (x)—1)ex,; soient ¢ et ¢, ses points cri-
tiques; ¢; 2 une nappe descendante D’ (de gradient pour la métrique euclidienne) située
dans la variété linéaire d’équation {x,, ,=...=ux,_,=o0}; de méme ¢; a une nappe de gra-
dient ascendante A’ située dans la variété {x,=...=x=0}. Ces deux nappes, limitées
a la variété de niveau zéro de /,,, sont en bonne position. On rappelle qu’il existe un
difféomorphisme ¢ de R" tel que b, =/¢,.,0¢"'; onnote $(D')=D, $(A")=A. Soit M
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une métrique riemannienne sur R" qui coincide avec I'image par ¢ de la métrique
euclidienne au voisinage de DUA, et avec la métrique euclidienne sur le complé-

mentaire d’un compact. Soit U un voisinage saturé de {¢1, 6} défini par M et limité
aux surfaces de niveau V et V,, d’équations respectives x,=-+& et x,=—E&, ou & est

trés grand. Soit T un voisinage tubulaire de 8(UnV,) dans V,; il existe un difféo-
morphisme y de V,, & support dans un voisinage arbitrairement petit de T, tel que

X(INJnVO)=(I~J nVy)uT. La réunion des lignes de gradient descendantes issues de
(UAV,)uT et limitées & V, est donc un voisinage double saturé U’ de (¢, ¢,). D’apres
la propriété 1 de III, 2.1, T peut étre choisi de facon que (ﬁnVO)U T soit arbitraire-

ment grand dans V; U est alors arbitrairement grand dans la partie {|x,|<E&} de R"

Chotx d’un modéle. — Le lemme 1 montre en particulier qu’il existe des voisinages
doubles saturés de {¢;, ¢,} pour la fonction b,, assez grands pour contenir le support du
chemin standard (4,). On en choisit un une fois pour toutes, qu’on appelle le voisinage

double saturé standard, et qu’on note ﬁs ; on modifie au besoin le choix du modeéle de

naissance BxJ (cf. III, 1.1) de fagon que ﬁscBXJ on note U, le voisinage double
dont [~Js est le saturé.

2.3. Chemins élémentaires de mort.

Définition 1. — On appelle chemin élémentaire de mort d’indice ¢ tout chemin dans &
dont ’opposé est un chemin élémentaire de naissance d’indice i.

Il résulte du choix particulier fait en III, 2.2 du voisinage double saturé standard
et du modele de naissance que la définition qui précede est équivalente 2 la

Définition 1'. — Soit feZ°; un chemin (f;) d’origine f est appelé chemin élémentaire
de mort d’indice i $'il existe un plongement o : U,—~W, adapté & b, et & f; tel que, pour
tout Ael, f, soit égal a fsur le complémentaire de I'image de ¢, et qu’il y ait commutativité
du diagramme :

U
bl—ll
J

En procédant comme en III, 1.3, on déduit du corollaire du lemme des chemins
¢élémentaires la

Proposition 2. — Soit feF°. Toute composante connexe par arcs de Uespace des chemins
de mort d’origine f contient au moins un chemin élémentaire.

L4
8 >

=

< =y
>

o
—

=
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Corollaire. — Soit fe F°. Soit (f,) un chemin de mort d origine f relatif a un couple (c,, c,)
de points critiques.

a) Il existe un couple (D, A) de nappes en bonne position relatives a (c,, ¢,) tel que (f,)
soit homotope avec origine fixe & un chemin dont le support est contenu dans un voisinage arbitrairement
petit de DUA.

b) 1l existe une nappe descendante prolongée issue de c,, notée l~)o (de bord situé dans la variété
de niveau de cy) telle que ( f,) soit homotope avec origine fixe a un chemin de support contenu dans un
voisinage arbitrairement petit de fjo. De méme, il existe une nappe ascendante prolongée issue de c,
ayant cette propriété.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2, on peut supposer que ( f;) est élémentaire,
défini par un plongement adapté ¢ du modéle double saturé standard. Soit (D, A)
I'image par ¢ du couple standard de nappes en bonne position. D’aprés la propriété 2
de III, 2.1, (f,) est homotope & un chemin dont le support est contenu dans un voisinage
arbitrairement petit de ¢(U,) ; et d’apresle ¢) de la propriété g de I11, 2. 1, on peut supposer
que ¢(U,) est contenu dans un voisinage arbitrairement petit de DU A; ceci prouve le a).

Pour prouver le ), on considére une métrique riemannienne adaptée a (D, A)
et on prend pour ﬁo P’adhérence de la réunion des lignes de gradient descendantes de ¢,,
limitées au niveau de ¢,. Soit V| une variété de niveau séparant ¢, et ¢, ; soit D’ (resp. A’)
la partie de D (resp. A) limitée a Vi; (D', A’) est un couple de nappes en bonne position,
isotope a (D, A) par une isotopie adaptée a f; (D’, A’) a donc la propriété du a); il
suffit de choisir V] assez proche du niveau de ¢, pour que D’U A’ soit dans un voisinage
arbitrairement petit de IN)O.

Proposition 3 (Critére de Smale). — Soit feF°; soit (cy, ¢,) un couple de points critiques
consécutifs de f. Pour qu’il existe un chemin de mort issu de f, relatif au couple (c,, c,), il faut et il
suffit qu’il existe un couple de nappes en bonne position issues de ces points.

Démonstration. — a) Condition nécessaire. — D’apreés la proposition 2, s’il existe un
chemin de mort de (¢, ¢,) issu de f; il en existe un qui soit élémentaire; il existe donc un
plongement ¢ du modele double standard adapté a fen (¢, ¢,) ; 'image du couple standard
par ¢ est un couple de nappes en bonne position.’

b) Condition suffisante. — S’il existe un couple de nappes en bonne position relatif
a (¢, 6), il existe, d’apres le ¢) de la propriété g de 2.1, un plongement du modéle
double saturé standard adapté a f en (¢, ¢); il existe donc un chemin élémentaire de
mort de (¢, ¢,).

2.4. Le lemme d’unicité des morts.

Lemme 2. — Soit fe F°. Soit (cy, ¢,) un couple de points critiques consécutifs de f possédant
un couple (D, A) de nappes en bonne position; on pose 0D =X, 0A=Y; on note V, la variété
de niveau qui contient X et Y. Soit N~ Uespace des couples de nappes en bonne position issues de (¢;, ¢,) ;
soit & Uespace des plongements X —>V,; soit &, le sous-espace de & formé des plongements dont
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Uimage rencontre Y transversalement et en un seul point; soit & Uinjection de X dans V,; soient
de méme ¥, ¥, , obtenus en échangeant les roles de X et Y. Pour tout j>0, on a des isomorphismes :

(A5 (D, A)) R (X, 215 8) R (Y, Yy ).

Démonstration. — Lorsqu’on remplace f par —f, les réles de (£, &) et de (¥, ¥,)
s’échangent, alors que P’espace " correspond & lui-méme; il suffit donc d’établir le
premier isomorphisme. Soit &/ I’espace des nappes ascendantes de ¢, ; A" est fibré sur &7,
de fibre P’espace, noté 9,, formé des nappes descendantes de ¢, limitées & V, dont
Pintersection avec V, coupe Y transversalement et en un seul point; d’aprés la propo-
sition 4 de I’Appendice, &/ est acyclique; donc 4" a méme type d’homotopie faible que 9,.
Soit V] une surface de niveau de f située entre ¢, et V,. Soit 9, la partie de 2, formée
des nappes qui coincident avec D, au-dessus de V7 ; il résulte du corollaire 2 de la propo-
sition 2 de ’Appendice, et de la proposition 4 de ’Appendice, que 2, a méme type
d’homotopie faible que 2,. Soit M une métrique riemannienne sur W pour laquelle D
et A soient de gradient; I définit un difféomorphisme de V;XI sur la partie W, de W
comprise entre V] et V,, ainsi qu’un prolongement noté A’ de A jusqu’a Vj; on note :
DnV;=X', 0A’=Y'. L’espace &, a méme type d’homotopie que I'espace £ des
plongements ¢ : X' X(I, 1) - (W;, V;) qui vérifient ¢(x, 0)==x pour tout xeX’, et qui
sont « linéairement adaptés a f», ce qui signifie qu’il y a commutativité du diagramme :

X'xI 2> W,

I *5 R
dans lequel ¢’ est ’application linéaire affine décroissante de I sur f(W,). La projection
de W, sur V, définit un homéomorphisme de £ sur I’espace des chemins dans %
d’origine &, d’extrémité dans % ; ’isomorphisme annoncé en résulte.

Lemme 3 [Notations du lemme 2]. — Soit ¢ lindice du point critique c,; soit 'V, une
variété de niveau de f situde immédiatement en dessous de ¢,. ST i=0 ou i=n—1, ou si n>6,
1<isn—2 et wm,(Vy)=o0, alors = (¥, %, ;E)=0.

Démonstration. — Lorsque i<n—4, c’est le résultat de la proposition g de I, 5;
les autres cas s’en déduisent par changement de fen —f, compte tenu de I'isomorphisme
du lemme 2.

Proposition 4 (Lemme d’unicité des morts). — Soit feF une fonction excellente. Soit (c,, c,)
un couple de points critiques consécutifs de f en position de destruction mutuelle, tels que f(c,)>f(c,).
Si dim W>6, et si les surfaces de miveau de f situées immédiatement au-dessus de ¢, [ou encore,
ce qui revient au méme, celles situées immédiatement au-dessous de c,] sont simplement connexes,
alors Pespace des chemins de mort de (c,, ¢,), d’origine f, est connexe.
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Démonstration. — D’apres la proposition 2 (cf. III, 2.3), il suffit de montrer que
I’espace &% des chemins élémentaires de mort de (¢, ¢,), d’origine f, est connexe. Or
soit & P’espace des plongements du modele double saturé standard dans W, adaptés
a fen (¢, ¢,); et soitA” I’espace des couples de nappes en bonne position issues de (¢, ¢).
L’application naturelle #—>." est une fibration localement triviale, dont la fibre est
connexe (cf. III, 2.1, propriété g, ¢)); d’aprés les lemmes 2 et 3, 4" est connexe; donc &
est connexe; d’aprés la définition 1’ des chemins élémentaires de mort (cf. I1I, 2.3), il
existe une surjection #—~é&¢; donc &4 est connexe.

Corollaire. — Soit (W, V, V') un h-cobordisme compact; on suppose dim W=6 et
m(V)=o0. Soit fel® (espace des fonctions ordonnées excellentes (W, V,V') — (I, 0, 1);
cf. V, 1.1); soit (¢, c;) un couple de points critiques consécutifs de f, d’indices respectifs i1
et 1, en position de destruction mutuelle. St © est différent de 1 et de n—2, ou si i=1 et c,est
Punique point critique d’indice 1 de f, ou st 1=n—2 et ¢, est Punique point critique d’indice n—1
de f, alors Pespace des chemins de mort de (c,, c,), d’origine f, est connexe.

[La condition de simple connexité de la proposition 4 est en effet remplie dans
chacun de ces cas.]
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Cuaritre IV

ETUDE SEMI-LOCALE DE LA STRATIFICATION DE £
III. TRAVERSEE DES SINGULARITES DE CODIMENSION 2

Dans tout ce chapitre, (W, V, V') désigne une triade compacte et & DIespace des
fonctions C* : (W, V,V’) — (I,0,1) sans point critique sur le bord, muni de sa
stratification naturelle. Les résultats sont le lemme des singularités indépendantes
(§ 1, proposition 1), le lemme du triangle (2.2, proposition 2), les lemmes d’apparition
et de suppression des becs (3.2, proposition § et 3.3, proposition 4) et le lemme de
la queue d’aronde (4.3, proposition 5). Tous concernent la possibilité de déformer
certains chemins de maniére & leur faire traverser une composante de F2.

§ 1. LEMME DES SINGULARITES INDEPENDANTES

Définition 1. — Soit fe&#. On dit que deux singularités de f sont indépendantes
si elles sont a des niveaux différents.

On s’intéresse au cas ou ces deux singularités sont de codimension 1; trois cas
sont alors possibles (cf. I, 3) : deux points critiques de naissance; un point critique de
naissance et une valeur critique double (les deux points critiques correspondants étant
de Morse); deux valeurs critiques doubles (les quatre points critiques correspondants
étant de Morse).

Définition 2. — Soit feZF une fonction excellente. Deux chemins de traversée
de F!, d’origine f, sont dits indépendants si leurs supports sont disjoints, et si les images
par f de ces supports sont disjointes.

Remarque. — Deux chemins de naissance d’origine f peuvent étre indépendants
tout en étant relatifs & la méme cocellule de F*.

Lemme 1. — Soit feF°, et soient v, et vy, deux chemins de traversée de F*' d’origine f;
on suppose que le paramétre de traversée est dans chaque cas 1[2. Si vy, et vy, sont indépendants,
il existe f'eF*® (ayant deux singularités de codimension 1 indépendantes), et une
application v : IXI1—>F telle que :

Yt 0)=y(t) et y(0,t)="(¢)

258



76 JEAN CERF

pour tout tel, et que, si I X1 est muni de la stratification produit par elle-méme de la stratification de
L .. I .
codimension 1 définie par Il-—-{g}, Y soit une carte transverse de F en f'.

Démonstration. — 11 suffit de poser, pour (¢, u)elxI :

v.(¢t) sur le support de v, ; / .
| 7
v(t, u) =<v,(#) sur le support de v,;
'Yzl
f partout ailleurs. / 2
f —t—
7
Application. — 11 résulte du lemme 1 que, dans tous les cas ou I’application du

lemme des chemins élémentaires permet de montrer qu’un bon chemin ayant deux
points de traversée est homotope (dans ’espace des bons chemins) au composé de deux
chemins de traversée dont les supports d’une part, et les images des supports d’autre
part, sont disjoints, on obtient un lemme de traversée de F#*. Ces différents cas sont
rassemblés dans la proposition suivante (ou s’y raménent en changeant f en —f, ou
en inversant le sens des chemins) :

Proposition 1 (Lemme des singularités indépendantes). — Tout chemin dans F ayant un
graphique du type 1 (resp. 2, 3, 4, 1', 2', 8', 4") ci-contre, peut éire déformé avec extrémités
fixes en un chemin ayant un graphique du type 1’ (resp. 2', 3', 4', 1, 2, 3, 4). Dans tous les cas,
le nombre k de valeurs critiques séparant les singularités indépendantes est arbitraire; dans
le cas du type 4, lorsque le nombre k est nul, on peut obtenir indifféremment le graphique 4, ou le
graphique 4.

[En plus, dans tous les cas, la déformation peut se faire de facon que tous les
chemins intermédiaires soient bons, a ’exception d’un seul, dont 'unique accident est
le passage par un point de #? ayant deux singularités de codimension 1 indépendantes.]

§ 2. TRAVERSEE D’UN POINT TRIPLE
LEMME DU TRIANGLE

2.1. La singularité point triple.

Définition. — On dit qu’une fonction de Morse feZF, est un point triple de F si
toutes ses valeurs critiques sont simples, & I'exception d’une seule, «, qui est triple,
c’est-a-dire telle qu’il existe exactement trois points critiques de f dans f~*(«).

L’ensemble des points triples de & est une partie ouverte et fermée de %2, strate
de codimension 2 de la stratification naturelle de #. En un point triple f, cette strati-
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fication admet pour modele transverse I’étoile ouverte du centre Q dans la premiére
subdivision barycentrique du 2-simplexe standard (cf. fig. 1).

2.2. Le lemme du triangle.

Définition. — Soit feZ une fonction excellente. Soient ¢;, ¢,, ¢; trois points critiques
consécutifs de f tels que f(¢;)>f(6)>f(¢;). On dit qu’un bon chemin d’origine f a pour
graphique un triangle de premiére (resp. deuxiéme) espéce relatif a c,, ¢y, ¢5, 8’il a exactement
trois points exceptionnels qui sont, dans cet ordre, des croisements (c,, ¢3), (¢35, ¢1) €t (¢, ¢,)

(resp. (¢4, 6), (635 ¢1) €t (e, G3))-

Dans le premier cas, le « triangle » a sa pointe vers le haut (fig. 2), dans le second,
il PPa vers le bas (fig. 2').

C1q C1
c
Co 2
c3 M
Fig. 2 Fig. 2’

Proposition 2 (Lemme du triangle). — Soit feF une fonction excellente, soient ¢, ¢y, ¢,
trois points critiques conséeutifs de f, d’indices respectifs iy, iy, 15, tels que f(e)) >f(c5) > flcs)-

10 Soit v un chemin d’origine f, dont le graphique soit un triangle de premiére espéce relatif
@ ¢y, Cgy Cy3 ST Uune au moins des conditions suivantes est remplie :

(1) Iy g <n—T1,
(2) inf(ila 13) < ’2“ I,
(3) =1l =1<n—2,
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alors v peut étre déformé avec origine et extrémité fixe, en un chemin dont le graphique est un
triangle de deuxiéme espéce relatif aux mémes points critiques. [En plus, la déformation peut se
Sfaire de fagon que tous les chemins intermédiaires aient des graphiques en triangle, a [I’exception
d’un seul, dont Punique accident est le passage par un point triple.]

20 8% v a pour graphique un triangle de seconde espéce, on a des conclusions analogues sous
Pune quelconque des hypothéses :

(1) i tiznt1;
(2) sup (iy, g) > 1, + 1;
(3 iy =iy =1,>2.
Démonstration. — On se borne au 1°, le 2° s’en déduisant par passage de f
a —f.

Soit #'e€l une valeur du parameétre ¢ de y intermédiaire entre le premier et le
second croisement; on pose v(i')=f’. On note vy, le chemin opposé de celui défini
par la restriction de y & [o, t'], et y, celui défini par la restriction de vy a [#, 1]. La
démonstration se fait en deux temps

a) Sous les hypothéses de I’énoncé, v, (resp. v,) est homotope dans espace des bons chemins
d’origine ' & un chemin élémentaire B, (resp. By), les supports de B, et B, pouvant en plus étre
supposés disjoints.

Soient en effet ¢, ¢, ¢5 les points critiques de f” qui correspondent respectivement
A, 6, 030na: fe)>f (c5)>f (). On note V, une surface de niveau de f* située
immédiatement en dessous de ¢,. D’apres la proposition 2 de II, §.1, y; est homotope
a un chemin B, élémentaire descendant relativement a ¢;, dont le support est contenu
dans un voisinage arbitrairement petit d’'une nappe descendante Dj de ¢, limitée a Vj.
De méme, v, est homotope a un chemin f,, chemin élémentaire descendant de 2-croisement
relatif a ¢;, dont le support est contenu dans un voisinage arbitrairement petit d’une
nappe descendante Djf de ¢, limitée & V. Si la condition (1) est satisfaite, le théoréme
de séparation de Whitney permet de supposer que D; et Dj, et par conséquent les
supports de B; et B, sont disjoints. Si c’est la condition (3) qui est satisfaite, c’est le
corollaire du lemme 4 de II, 4.5 qui permet de séparer Dj de Dj, et par conséquent
les supports.

Cas de la condition (2). — Toujours d’aprés la proposition 2 de II, 3.1, on peut aussi
déformer y; en un chemin élémentaire ascendant relatif & ¢;, dont le support est contenu
dans un voisinage arbitrairement petit d’une nappe ascendante A, de ¢;; la dimension
de Aj est n—i,; le théoréme de Whitney donne donc, pour la séparation de A, et Dj,
la condition (n—i,)44,<n—1, Cc’est-a-dire 7,<i,—1; cette condition étant suffi-
sante, la condition « symétrique » 2,<i,—1 I’est aussi, ce qui achéve ’examen du
cas (2).
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b) Fin de la démonstration. — Le chemin y est homotope dans l’espace des
bons chemins & B 'xB,. Posons, pour (f u)elxI :

By(t) sur le support de B,;
B(t, u)=<PBy(#) sur le support de B,;
S ailleurs.

8’
—
u=1
o] I
Yo
(o] to ——> t=1
B4

Soit w,(t) (resp. py(x)) la valeur de B,(¢) (resp. B,(#)) au point critique qui correspond
a ¢ (resp. ¢;); les fonctions p, et p, sont linéaires affines; soient £, et u, les valeurs des
paramétres respectivement définies : par w,(f,)y=,"(c;), et wy(#)=s"(c;). La restriction
de B a lintérieur de IXI, stratifié par l'intersection avec les droites :

t=1ly;  u=uy; ()= ps(u)
est une carte transverse du point triple 8(¢,, #,). Posons :
B&, 1)=Bi(2);  B(1, u)=Bs(u);

By '* B, est homotope & By B;~%, et ’homotopie peut étre choisie de facon & rencontrer
une seule fois le point triple; ceci termine la démonstration.

§ 3. LES LEMMES DU BEC

3.1. La singularité bec; étude locale dans Pespace fonctionnel.

Définition. — On dit qu’une fonction fe& est un point bec de F si tous les points
critiques de f sont du type de Morse, a I’exception d’un seul, ¢,, qui est un point de
naissance (cf. I, 3.1); et si toutes les valeurs critiques sont simples, 4 exception de f(c,),
qui est double [c’est-a-dire qu’il existe exactement un point critique de Morse ¢, tel

N

que f(¢e)=f(¢); en d’autres termes, f présente une naissance a un niveau critique].

Lemme 1. — L’ensemble des points becs de F forme une partie ouverte et fermée de la
strate F* de la stratification naturelle de F. En un point bec f, cette stratification admet pour
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modéle transverse le cone ouvert, de sommet le centre o de D?, de la stratification de S' définie par

quatre points ay, 4y, 6, a, [ces points constituant la 1-strate de S', et le complémentaire
la o-strate].

ay

Remarque. — Si 'on tient compte de la structure différentiable de %, on doit en

plus supposer que @, et g, sont diamétralement opposés, et a, et @, d’un méme coté de
ce diamétre.

Démonstration. — Soient f un point bec, ¢, et ¢;, comme ci-dessus, ses points
critiques de méme niveau. L’étude locale des points critiques de naissance (cf. [3],
PP 32-34) montre qu’il existe une fonction ®,, dont le support est un voisinage
arbitrairement petit de ¢,, une sous-variété ¥” de codimension 1 de & passant par f,
et un intervalle J, de centre o tels que application (f’, A) > f'+A®, définisse un homéo-
morphisme de ¥"X]J, sur un voisinage de f dans &, de fagon que (f’, A) ait, au voisinage
de ¢,, zéro point critique si A<o, un point critique de naissance si A=o0, et deux points
critiques de Morse si A>o0; les valeurs critiques correspondantes définissent pour f'e¥”
et A>o0, deux fonctions continues a(f’,\) et B(f’, ) telles que :

a(f',A)>B(f',\)  pour A>o0
O(.(f', 0)=B(f/> 0)'

Soit &, une fonction en cloche a support disjoint de celui de &,, égale a2 1 au voisinage
de ¢;. Pour tout f’e¥”, suffisamment voisin de f; il existe un nombre p et un seul, proche
de zéro, tel que f'+u®m, soit un point bec. Il existe donc un voisinage % de f dans
Pensemble des points becs, et un intervalle J, de centre o, tels que Papplication :
(f', W) f'+ uw, définisse un homéomorphisme de % X J; sur un voisinage de f dans ¥
L’application @ :

(f's N w) B S+ 28y + ps,

définit donc un homéomorphisme de % XJ,X]J, sur un voisinage ¥~ de f dans Z.
Si % est assez petit, le point critique ¢; de f' qui correspond a ¢, est tel que &,(¢{)=1;
le point ¢; est donc critique aussi pour la fonction ®(f”, A, u), et la valeur correspondante
est f'(¢;)+w; or, puisque f’ est un point bec, on a f'(¢;)=a(f’, 0). Les éléments de #~
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ayant une valeur critique double sont donc caractérisés (dans les coordonnées (f', A, w))
par I'une ou lautre des équations :

w=a(f"s N—a(f’, 0)
(J‘__‘B(f,a )‘)—p(fla 0).

Il suffit donc de composer ® avec un homéomorphisme convenable de % xJ,Xx]J;
(conservant f’ et A), pour obtenir une carte locale de la stratification au voisinage de #

N

dont la restriction a {f}xJoxJ; soit une carte transverse du modéle désiré,

Il

3.2. Le lemme d’apparition d’un bec.

Définition. — On dit qu’un bon chemin vy dans & a un graphique en bec si y (ou y™?)
a pour accidents une naissance suivie du double croisement, avec les deux valeurs
critiques nouvellement apparues, de la valeur critique située immédiatement au-dessus
(ou au-dessous).

By

Il y a donc les quatre types suivants de chemins a graphique en bec :

< £ F

type 1 type II type I’ type 11’
(naissance-descente) (naissance-montée) (montée-mort) (descente-mort)

On passe du type I au type I' et du type II au type II’ par changement de sens; on
passe du type I au type II par « dualité » (c’est-a-dire remplacement de f par —f).

Lemme 2. — Soit feF une fonction excellente & ceci prés qu’elle a un point de naissance c,
(autrement dit, feFL). Sile point critique ¢, de f situé immédiatement au-dessous (resp. au-dessus)
de ¢, est d’indice différent de o (resp. différent de n), alors la composante connexe par arcs de f
dans F! contient dans son adhérence des points becs relatifs a Dégalité des valeurs critiques
correspondant @ ¢, et c,.

Démonstration. — Supposons par exemple ¢, situé immédiatement au-dessous de ¢,
et d’indice #0; soit V, une surface de niveau séparant ¢, de ¢;. Il existe un voisinage
cylindrique C, de ¢,, dont le bord inférieur est un disque de V. Puisque l’indice de ¢,
n’est pas zéro, il existe une nappe ascendante A, de ¢, limitée & V,, qui ne rencontre
pas CynV,; A, peut donc étre prolongée jusqu’au-dessus du niveau de ¢, ; il existe donc
un chemin élémentaire ascendant relatif & ¢;, réalisant 1’égalité des valeurs correspondant
a ¢, et ¢.
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Proposition 3 (Lemme d’apparition d’un bec). — Soit v un chemin de naissance; soit f' le
point o vy traverse Fi; si le point critique de f' situé immédiatement au-dessous du niveau de
naissance est d’indice + 0, vy peut étre déformé, avec origine et extrémité fixes, en un chemin & graphique
en bec du type naissance-descente (cf. fig. 1). St le point critique situé immédiatement en dessus du
niveau de naissance est d’indice n, v peut de méme étre déformé en un chemin @ graphique en bec

/’_\_’m

Fig. 1 Fig. 2

du type naissance-montée (cf. fig. 2). [En plus, la déformation peut se faire de fagon que
les chemins intermédiaires soient bons & I’exception d’un seul, dont 'unique accident
est le passage par un point bec.]

Démonstration. — Soient f; et f; 'origine et I’extrémité de y; soit f; un point de
I'image de v situé un peu avant le point de traversée f’; soit de méme f, situé un peu

. - . .
aprés f'. Soient v;, Yo, Y3 les arcs £, fy, fo /15 i fi de y. D’apres le lemme 2, il existe un

i

Fig. 3

chemin B joignant f” & un point bec f”’, et dont I'image (a4 ’exception de son extrémité) est
dans &, ; donc d’aprés le lemme 1, vy, est homotope avec extrémités fixes & un chemin vj,
a graphique en bec, tournant autour de f’’; y est homotope a y;*y;%y;, qui a les
propriétés voulues.

3.3. Lemme de suppression d’un bec.

On se borne a étudier les chemins avec bec de naissance (cas I et II de IV, 2.2);
les cas I' et II' se déduisant respectivement des cas I et II par changement de sens
du chemin, les conditions de suppression du bec seront respectivement les mémes.
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Proposition 4. — Soit y un chemin en bec du type naissance; soit f' le point o v traverse F:,
et soit 'V la variété de niveau du point critique de naissance de f'; soit j Uindice de la naissance
(ce qui signifie qu’il apparait un couple de points critiques d’indices j et j-+1); soit ¢
Pindice du point critique qui effectue le double. croisement.

1° On suppose que vy est du type 1 (naissance-descente). Si Pune des conditions suivantes
est remplie :

(1) 4 j<n—2,

(2) 1</,

3) : 1=J, 3<i<n—3, m(Vo)=o,
W i=j+1, 3<i<n—3, m(V,)=o,

alors y peut étre déformé avec extrémités fixes en un chemin de naissance. [En plus, la déformation
peut se faire de facon que les chemins intermédiaires soient bons a I’exception d’un seul,
dont P'unique accident est le passage par un point bec.]

20 On suppose que v est du type 11 (naissance-montée). Alors les mémes conclusions subsistent
pourvu que soit vérifide la condition (3) ou la condition (4) du 1°, ou encore Pune des deux conditions

sutvantes :
(1) | iFiznr;
(2") i>741.
Démonstration. — Le 2° se déduit du 1° par passage de la fonction f a la fonction —f;

aux conditions (1), (2), (8), (4) correspondent ainsi respectivement les conditions (1'),
(2'), (4), (3); on se borne donc au 1°.

Cas (1), (2) et (3). — Soit f, Porigine de v, soit f, son extrémité, et soit f; un point

—_— —_
situé entre la naissance et le premier croisement; on note v, ’arc f; f; de v et v, 'arc f, f;.
Chacune des conditions (1), (2), (3) entraine en particulier i#n; il résulte donc de la

+ b

proposition 3 que vy, est homotope a un chemin v’ 4 graphique en bec, du type naissance-
montée; soit f{ un point situé entre la naissance et le premier croisement de y'; on
décompose y' comme ci-dessus vy, en y; (d’extrémité f;') et vy, (d’origine f;'). D’apres le
lemme. d’unicité du double croisement (cf. II, 4.1, proposition 5), v;~* et v, sont
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homotopes en tant que chemins de double croisement d’origine f; ; donc y est homotope
(en tant que bon chemin d’origine f;) & y;*v,~ !, lequel est homotope & v{.

Cas (4). — Soient f, fi, f3, Y1, Yo comme ci-dessus; soient ¢, (d’indice i) et ¢
(d’indice i—1) les points critiques de f; apparus en f’, et soit ¢; (d’indice ) le point
critique situé immédiatement au-dessus de ¢, ; soient ¢, ¢;, ¢; les points critiques corres-
pondants de f, (de sorte que f;(c;) > fy(c;) >f5(¢1)). Supposons démontré que ¢, et ¢; sont

fo l Y3 f2

en position de destruction mutuelle; il existe alors un chemin de mort vy, d’origine f,
relatif & ¢ et ¢;; on note f; Pextrémité de v;. Le chemin v #v;* est & graphique en forme
de bec, du type naissance-montée; par « dualité » (passage de fa —f) il lui correspond
un chemin du type naissance-descente vérifiant la condition (3); il est donc homotope
avec extrémités fixes & un chemin de naissance yj. D’aprés le lemme d’unicité des
morts, v;~! et y; ' sont homotopes; donc vy, est homotope au composé y,*Yj, ol v,
est un chemin joignant f; a f; dans I’espace des fonctions excellentes. Donc y est homotope
A Yo*Yi*Yss PUiS & Yo*7v; Y, qui est du type voulu.
Il reste & prouver que ¢, et ¢; sont en position de destruction mutuelle. Soient V,
t, V; des surfaces de niveau de f, situées immédiatement en dessous de ¢, ¢, ¢; respec-

4 Vo

, A
W, ,
03 \/2

e W, o esleD

V3

Wy, . ¢h (D)
Vi

tivement, et soit Vj, située immédiatement au-dessus de ¢;. On note W,, la partic de W
comprise entre V, et V; (si Vy est au-dessus de V;). D’aprés le « cancellation Jemma »
de Smale (cf. [10], théoréme (6.4), p. 69), il suffit de montrer que H,(Wg,, V;)=o0;

vu les indices de ¢; et ¢, il suffit pour cela de montrer que les groupes H;_;(Wgs, Vi) et
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H;(Wgg, V;) sont nuls. Or on a par excision : H;_,(Wg, Vi)~H,_(Wy, Wi);
le triple (Wg,, W;,, Vi) donne la suite exacte :

H; _;(Wer, Vi) > H;_y(Woy, Wyy) — H;_,(Wyy, Vi);
le terme de gauche est nul puisque ¢, tue ¢; ; le terme de droite est nul vu I'indice de ¢ ;
on a donc H;_;(Wg, V;)=o0. La suite exacte du triple (W, W,,, V;) donne alors :

0 —> H;(Wgg, Vy) >Z ~>Z —o.

Donc H;(Wgs, Vi)=o0, ce qui achéve la démonstration.

§ 4 LE LEMME DE LA QUEUE D’ARONDE

4.1. La queue d’aronde standard et I’existence de lacets en queue d’aronde.

Soit W une variété de dimension n. Un point critique du type queue d’aronde d’une
fonction f: W—R est un point critique ¢ au voisinage duquel f s’écrit, dans des coor-
données locales convenables, sous la forme :

2 2 .
— X=X e 2

i s’appelle l'indice du point critique c.

D’autre part, un chemin y dans ’espace des fonctions W—R, tel que y(¢) soit
une fonction excellente, sauf pour trois valeurs ¢, #,, f, du paramétre (0<¢,<£,<£,<1),
est appelé chemin en queue d’aronde (d’indice 1) si :

1) y(#,) est un point de naissance d’indice 7;

2) (%) est un point de croisement du point critique ¢, d’indice (i-+1) apparu
en t, avec le point critique ¢; situé immédiatement au-dessus;

3) (%) est un point de mort, ot ¢, se détruit avec le point critique ¢; d’indice ¢
apparu en ¢, (ce qui suppose : indice ¢, =i41).

Le graphique d’un chemin en queue d’aronde est du type de la figure 1.

Fig. 1
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Lemme 1. — Soit i tel que o<i<n—1. Soit b, la fonction standard d’indice i1
dans R" et soit M;,, le modéle de Morse correspondant. Il existe dans Pespace des fonctions
M;, = [—1, +1] coincidant avec h;_, au voisinage du bord, un lacet en queue d’aronde,

d’origine h; .y, d’indice 1.
Démonstration. — Posons :
q(x1, - Xy g)=—— = A+ g
Soient £ et m deux paramétres réels; posons :
e, n(%) =% +84, 415,
et : S, n(as oo %) =q(xg, ooy Xy g) —Te (%)

Les points critiques de f; , sont les points (o, ..., 0, x,) tels que x, soit un zéro de la
dérivée de r; ,, c’est-a-dire tels que :

(I) 4x3+2£xn+7)=0'

Les valeurs de (£, m) pour lesquelles I’équation (1) a une racine double sont données
par :

(2) 88 + 277 =o.

A
n

(e,0)

Fig. 2

La courbe (2) partage le plan des (£, n) en deux parties (cf. fig. 2); dans celle de droite,
(1) a une seule racine réelle; dans celle de gauche (1) a trois racines réelles; pour £<o
et n=o0 (et seulement dans ce cas) f; , a deux extrema distincts situés au méme niveau.
Il résulte de ceci que, pour tout >0, le lacet d’origine f, , décrit par f; , lorsque A
décrit [o, 1] et qu’on pose :

£ =¢ cos 2\
(3) 7 =¢ sin 2Am,

est un lacet en queue d’aronde.
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Soit @ une fonction en cloche R"—Jo, 1], égale & 1 sur le disque D, de centre o
et de rayon 1, de support contenu dans le disque D, de centre o et de rayon 2. On choisit ¢

assez petit pour que, pour tout (£, n) tel que E?+v?<e? les racines de ’équation (1)
soient toutes contenues dans l'intérieur de D,. On pose :

TealFs - o5 %) =%+ exs + 0 (%) (E—e)xd +nx,)
et : fém(xl, e %) =q(%y, ...y xn_l)—"r'gm(x).

La fonction j~E » coincide sur R"—D, avec f; ,; elle n’a donc aucun point critique dans
cette région. Sur le compact D,—D,;, d& que e est assez petit et que & +v2=¢%
E,n est voisin de g¢(%, ..., %,_;)—x;, et par conséquent n’a aucun point critique.
Enfin, sur D, j:;n coincide avec f; ,. Donc le lacet décrit par fNE,'n lorsque (&, m) décrit

le lacet défini par (3) a méme graphique que celui décrit par f; ,; c’est donc un lacet
en queue d’aronde.

Soit ¢ le difféomorphisme de R" défini par :
| “I"(xl’ -'-3xn)=(x1’ '--,xn—laxn+\/x3+s)'
On a : fa,ozk“l’

avec E(xgy ooy %) =q(%g, ooy Xy g)— 2.

Donc lorigine, unique point critique de f, ,, a des voisinages de Morse arbitrai-
rement grands. On en choisit un, noté M;, .4, qui contienne D, a son intérieur. On
choisit un difféomorphisme ¢ de M;, ; sur M, ,.,, adapté a %, , et a f; ,; on note comme
d’habitude ¢’ le plongement : [—141]—R associé a ¢; le lacet décrit par cp'”‘of;nocp,
lorsque (&, n) décrit le lacet défini par (3), a les propriétés voulues.

Corollaire. — Soit W une variété différentiable; soit f une fonction excellente: W—R; soit ¢,
un point critique d’indice i1 de f. Il existe un lacet en queue d’aronde, d’origine f, d’indice 1, relatif
@ ¢, [C’est-a-dire dont le niveau de naissance soit situé immédiatement en dessous de ¢,].

Démonstration. — 11 suffit de transporter le lacet donné par le lemme 1, au moyen
d’un plongement ¢ : M;,,—»W, adapté a fenyg,.

Remarque 1. — Le lacet donné par le corollaire a la propriété supplémentaire d’étre
homotope a zéro par une homotopie au cours de laquelle la strate de codimension 2
de I’espace des fonctions réelles est rencontrée en un seul point [fonction ayant un point
critique du type queue d’aronde].

Remarque 2. — Dans le cas particulier ot 7=o0, et ol les nappes descendantes
de ¢, rencontrent deux composantes connexes distinctes d’une variété de niveau V;
située immédiatement en dessous de ¢, il existe pour chacune de ces composantes un
lacet en queue d’aronde dont la naissance a lieu dans cette composante : il suffit de
transporter le lacet du lemme 1 par un plongement adapté ¢, d’une part, et, d’autre part,
par le composé ¢, de ¢, avec la symétrie (%, ..., %_q, %) 2 (%4, ..., %, _q, —%,) de R".
Les deux lacets obtenus ne sont pas homotopes en tant que bons chemins d’origine f.
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4.2. Etude des chemins en queue d’aronde d’origine donnée.

Lemme 2. — Soit feF une fonction excellente ; soit ¢, un point critique d’indice 1 +1 de f.
On note V,, (resp. V,) une surface de niveau de f située immédiatement au-dessus (resp. au-dessous)
de ¢,. On suppose n=6.

Sz o<isn—4 e w(V))=o,

ou st t=n—3 e mw(Vy)=o0,

alors Pespace Q des chemins en queue d’aronde d’origine f relatifs a ¢, a au plus deux composanies
connexes. En plus :

a) Si i=o0 et st les nappes descendantes de c, rencontrent deux composantes connexes
distinctes de V,, alors Pespace Q a exactement deux composantes connexes.

b) Sinon, pour tout yeQ, le sous-espace Q. de Q (formé des chemins qui ont
avec y un arc de naissance en commun) a exactement deux composantes connexes, et tout
2] 2. \ 27 2.
élément de Q est homotope a un élément de Q..

Démonstration. — Elle se partage en trois parties :

1. Classification des naissances admissibles :

N

Les seules naissances qui peuvent conduire a un chemin en queue d’aronde sont
celles qui ont lieu dans une composante connexe de V, qui est effectivement rencontrée
par les nappes descendantes de ¢;. Donc d’aprés le lemme d’unicité des naissances
(cf. III, 1.3, proposition 1) il y a, a priori, dans le cas ¢) deux chemins de naissance
admissibles (4 homotopie prés) et dans le cas 4), un seul.

I1. Classification des croisements admissibles d’origine fixée :

Plagons-nous maintenant en I’extrémité f; d’un tel chemin de naissance; appelons
encore ¢, le point qui correspond a ¢, ; soient ¢, (d’indice i-+1) et ¢; (d’indice 2) les
points critiques nouveau-nés. On choisit comme d’habitude des surfaces de niveau
qu’on note V,, Vy, V,, V;, et on note W;; la partie de W située entre V; et V; (cf. fig. 3).

Vo

Cq

74

%
/ 2
: 7

Fig. 3

c
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Soit 2 I’espace des nappes descendantes de ¢, limitées & V,, et soit De2. Soit ¢
lapplication ,(2) - H;, ;(Wy,, V,) définie par une orientation de D (cf. II, 4.2;
on identifie ici w,(2) avec 7y(Z)). Il s’agit de déterminer les éléments D’ de 2 tels que
le chemin élémentaire correspondant aboutisse & une fonction f;, telle que les points ¢
et ¢; (qui correspondent a ¢; et ¢;) soient en position de destruction mutuelle. Il résulte
du « cancellation lemma » de Smale (sous la forme forte qu’on trouvera par exemple
en [10], p. 70, remarque 2) qu’il est nécessaire et suffisant, pour qu’il en soit ainsi,
que ¢(D’) soit un générateur de H; +1(Wye, Vy).

Soit A, une nappe ascendante de ¢,, limitée & V,; par construction de f;, on sait
que la composante connexe de V; qui rencontre A, rencontre également D; on peut
supposer que V;nDnA,=0. Il faut maintenant envisager les différents cas possibles :

1° 73 0. — Alors, dans toutes les hypothéses faites ci-dessus,  est bijectif (de sorte
qu’il y a exactement deux éléments de =,(2) qui conviennent); en effet :

— pour 2<i<n—4, I’hypothése (b,) de la proposition 4 de II, 4.1, est satisfaite;

— pour =1, c’est I'hypothése (b,) de la méme proposition qui est satisfaite,
car A,nV,; borde un disque de V, (parce que ¢, et ¢; se tuent);

— pour t=n—g, c’est I’hypothése (b,) qui est vérifiée, car V,—(DnV) est
difféomorphe a V, privé d’une 1-sphére plongée; cette variété est simplement connexe
puisque par hypothése =,(V,))=o0 et dim V >4.

20 {=0. — Reprenons dans ce cas le diagramme commutatif du lemme 1 de II, 4. 3,
qui s’écrit ici :

(L1, L1 &) — H; 1(V1, Vi—(A;nV)))
|

g
7(2; D) ———— H;; (W, V,)

Les fleches verticales sont des bijections d’apres les lemmes 4 et 5 de II, 4; on est donc
ramené a ’étude de «. Or A,nV, sépare V, en deux composantes connexes, dont ’une
est Pintersection avec V,; d’une nappe ascendante saturée de ¢, ; on peut supposer que D
ne rencontre pas cette composante. Il y a deux possibilités :

— ou bien DnV, se compose d’un seul point x (c’est le cas a)); alors
(L, L5 E) 2w (Vy, Vi—(AynV));x); cet ensemble a deux éléments, dont des
représentants respectifs sont :

ANV, Ao NV,

C 0
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Le premier a pour image o, le second un générateur de H,;, ,(V,, V,—(A,nV))).
On trouve donc un seul croisement admissible.

— ou bien DnV; se compose de deux points distincts x et y, I'un affecté du signe +,
Pautre du signe —; on a dans ce cas :

(S, P E) e m(V, V=X, (%, )

ou V=(V,xV,)—diagonale, et A=(((A,nV,)xVy)U(V;x(A,nV,)))nV.
De sorte que, dés que n>4, m (%, #3; &) a quatre éléments, dont des repré-
sentants respectifs sont :

Les deux premiers ont pour image o, les deux derniers ont pour image respective chacun
des deux générateurs de H,,,(V;, V;—(V;nA,)). On trouve donc deux croisements
admissibles.

II1. Classification des morts :

Dans tous les cas considérés, le lemme d’unicité des morts s’applique au couple (¢, ¢3)
(qui correspond a (¢, ¢;)). Ceci termine la démonstration du lemme 2.

4.3. Le lemme de la queue d’aronde.

Lemme 3. — Soit ¢ un entier tel que 1<i<n—2. Soit (b,) le chemin standard de naissance
d’indice i sur le modéle cylindrique C=BX]J deR" (cf. III, 1.1). On note V, la sous-variété {b,=o}
de C; on note C* et C~ les parties fermées en lesquelles V, découpe C. Il existe une isotopie (g,)
de G telle que :

1) le support de (g,) soit contenu dans Uintérieur de C;

2) byog, =b, pour tout tel;

3) b,og, =0, pour tout Ael;

4) g, renverse Porientation des nappes descendantes de chacun des points critiques de b,;
méme propriété pour les nappes ascendantes.

5) Lapplication g.: H; (CT, V,) > H;, (C*,V,) induite par g, est la multiplication
par —1. Méme résultat pour H, (C~, V,).

Démonstration. — On suppose (en modifiant au besoin le choix de Bx]J) qu’il
existe une fonction en cloche o: R"—I, telle que :

a) a(x) ne dépend que de la distance de x a I'origine;
b) supp aeC;
¢) a« est égal a 1 sur le support de (5,).
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Soit g, 'application R"—>R" définie pour tel par les équations :

X, ==x cos(tma(x))—x; ., sin(tma(x))
X; 1 =%, sin(tra(x)) + x;, ; cos(tma(x))
X; =% pour j=1,7i-1I.

En premier lieu, g, est un difféomorphisme pour tout ¢t€I (on le vérifie pour la restriction
de g a chaque plan obtenu en fixant les coordonnées autres que #; et #;, ). Les condi-
tions 1) et 2) se vérifient immédiatement (on notera que les conditions i+0 et in
interviennent pour la définition méme de (g,); la condition ¢#n—1 intervient pour la
vérification de 2)).

Vérification de 3). — Sur o« *(1), g, coincide avec I’application ¢ définie en III, 1.1,
propriété 3; donc d’apres la formule (2) de III, 1.1, 0n a : b,0g, =5, dans cette région.
Sur le complémentaire de «a~*(1), on a : b, =54, d’aprés la propriété ¢) ci-dessus; il suffit
donc d’appliquer la propriété 2).

312
Vérification de 4). — Considérons par exemple le point critique ( 0, ..., —%(%) )
de b, ; d’apreésla propriété 2 de III, 1.1, la direction {x;,,=...=x,_,=0} est tangente

a une nappe descendante de ce point; or, au voisinage de ce point, g, coincide avec o.

La propriété 5) est une conséquence immeédiate de 4).

Corollaire. — Soit W une variété différentiable; soit f une fonction excellente : W —R,
et soient ¢y et ¢y deux points critiques consécutifs de f, d’indices respectifs i1 et i, en position
de se tuer Pun Pautre. Soit V, (resp. V,) une variété de niveau située immédiatement au-dessus
(resp. au-dessous) de cy. Soit Wy, la partie de W comprise entre V; et V,. Soit C un voisinage
cylindrique de c, et c,.

81 1<i<dim W—2, il existe une isotopie (g,) de W telle que :

1) le support de (g,) soit contenu dans Pintérieur de C;

2) fogi=f;

3) g, renverse ’orientation des nappes descendantes de c, et ¢y ; méme propriété pour les nappes
ascendantes ;

4) g Hi L ;(Wyy, Vy) = H; ;(Wiy, V) est la multiplication par —1.

Démonstration. — On remplace au besoin C par un voisinage cylindrique C’ contenu
dans CnW,,; on transporte I'isotopie (g) du lemme g par un plongement adapté :
BxJ—C’, et on prolonge par l'identité. On a 1), 2) et 3); 4) résulte du fait que le
morphisme naturel : H,(C', C'nV,) - H,(Wy,, V,) est un isomorphisme.

Remarque. — 11 résulte de 4) que le lacet (fog) n’est pas homotope a zéro dans la
cocellule de f. Par contre, soit f* 'extrémité d’un chemin d’origine f réalisant la destruc-
tion de ¢, et ¢;; le lacet considéré est le bord d’un « céne » engendré par des chemins
de naissance d’origine f”.
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Proposition & (Lemme de la queue d’aronde). — Soit feF une fonction excellente. Soit ¢
un point critique d’indice 141 de f; soit 'V (resp. V) une variété de niveau située immédiatement
au-dessus (resp. au-dessous) de ¢,. On suppose n>6.

St oisn—4 e m(Vy)=o,
ou st t=n—3g e m,(V,)=0o,

alors tout chemin en queue d’aronde v, d’origine f, relatif a c,, est homotope (en tant que bon chemin
d’origine f) & un lacet; autrement dit f et Uextrémité f' de v sont dans la méme composante connexe
de Pespace des fonctions excellentes.

[En plus, y peut étre déformé avec extrémités fixes en un chemin dans ’espace
des fonctions excellentes par une homotopie au cours de laquelle la seule fonction de

codimension 2 rencontrée est une fonction ayant un point critique du type queue
d’aronde.]

Démonstration. — Dans le cas a) du lemme 2, la remarque 2 de IV, 4.1 montre que
chacune des deux classes d’homotopie de chemins en queue d’aronde d’origine f relatifs
a ¢; a un représentant qui soit un lacet; ceci prouve la proposition dans ce cas.

Dans le cas ) du lemme 2, il suffit de construire deux lacets en queue d’aronde

— —

relatifs a ¢, ayant un arc de naissance j‘}; en commun, et deux arcs de croisement f, f; et f; f5
non-homotopes (en tant que chemins de croisement d’origine f;).

Cas o2 i=o0. — On utilise un procédé analogue a celui du ). Soient ¢, et ¢,
comme dans la remarque 2 de IV, 4.1; déformons le lacet standard fourni par le lemme 1
en un lacet, noté ¥, dont la naissance soit élémentaire, donc définie par un plongement
adapté ¢ :BxJ—>M,,; (dont Pimage se trouve nécessairement dans la partie {x,> o0}
de M,, ,); etsoient ¥, et ¥, les lacets transportés de ¥ par ¢ et ¢, respectivement. Il existe une

Fig. 4

273



94 JEAN CERF

isotopie (g) de W, laissant fixe un voisinage de ¢,, telle que g;0¢,0{=0,0¢o (p X identité),
ol p est la symétrie de B par rapport a son équateur, de sorte que gop0) et @yof
définissent le méme chemin de naissance. Donc g,o¥, et ¥, coincident jusqu’a un certain
point f;, situé entre la naissance et le croisement. Les croisements de go¥, et ¥, ne sont
pas homotopes en tant que chemins d’origine f;, car les nappes descendantes de ¢, qui
leur correspondent ont des invariants opposés [ce sont les deux branches opposées qui,
suivant le cas, descendent jusqu’a ¢;; cf. fig. 4].

Cas oit t0. — Soit y un lacet en queue d’aronde d’origine f, donné par le lemme 1.
On décompose y en vy * vy, *Y, de fagon que 'extrémité f; de vy, soit aprés la naissance,

Y1
A
f2
—1
f1 /71— f2
A\
f
Fig. 5

et celle f, de v, apres le croisement (cf. fig. 5). On utilise pour f; toutes les notations ¢,,
35 €3y Vo + -y D, D, ... du Il de la démonstration du lemme 2; on choisit un voisinage
cylindrique C de ¢, et ¢; limité a V, et V,, de fagcon que C ne rencontre pas D. On note v
élément D de m,(2) et v, celui qui est associé & y;. On sait que {(v,) est un générateur
de H;,;(Wy,, V,); on le note ¢,. Soit (g,) l'isotopie de support G fournie par le corollaire
du lemme 3; on note vy, le transformé de vy, par g ; lextrémité f,; de y; est jointe a f,
par Parc (fyog); soit v; I’élément de 7y(2) associé & y; ; tout revient & montrer qu’on a :
¢(vy) =—¢;. Soit 6 Papplication 7y(2) —H,, ;(W,,, V,) obtenue en choisissant sur chaque
élément de 2 Porientation cohérente avec celle de D; et soit n le morphisme d’inclusion :
H; (Wi, Vo) > Hi (Wi, Vy). On a :

17 (0(v) —0(v)) =e,.
Puisque g, induit P'identité au voisinage de ¢;, g;-v, est un élément de 7(2), et on a :

L) =n""(0(gr 1) —8(v)) =7""(8(g1 v) —0(g1-V))
=g (071 (0(v) —B(v))) = gre(er) =—,.

274



CHAPITRE V

ETUDE GLOBALE DE L’ESPACE %

I. CONNEXITE DE L’ESPACE DES FONCTIONS ORDONNEES
ET DE L’ESPACE %,

Dans ce chapitre, (W, V,V’) désigne une triade compacte et F I’espace des
fonctions C®: (W, V,V’) - (I, 0, 1). Les principaux résultats sont le théoréme 1
(cf. 1.1) et le théoréme 2 (cf. 2.1) qui constituent les deux premiéres étapes de la
démonstration du théoréme de pseudo-isotopie (cf. Introduction); tous deux concernent
la connexité de certains sous-espaces de # qui s’introduisent naturellement dans la
théorie de Smale; le premier est valable sans aucune hypothése sur W; le second est
relatif au cas ot W est un cylindre.

§ 1. CONNEXITE DE L’ESPACE DES FONCTIONS ORDONNEES

1.1. Résultat.

Définition 1. — Soit feZF; soient ¢, et ¢, deux points critiques de Morse de f;
on dit que Pensemble {¢,, c,} constitue une inversion de fsi :

(f(e,)—f(e)) (indice ¢; —indice ¢,) <o.

Définition 2. — Soit f une fonction excellente (feZ#°); on dit que f est ordonnée
si son nombre d’inversions est zéro. Soit plus généralement fe, on dit que f est
ordonnée si toute fonction excellente suffisamment voisine est ordonnée.

On note @ la partie de & formée des fonctions ordonnées; c’est un ouvert de &#. On
note @°, 0", 0%, 0%, O} les intersections respectives de @ avec F°, F', F° F., F,
(cf. I, g.1). Il est facile de caractériser explicitement ces ensembles, par exemple :

— feO! si f est ordonnée excellente a ceci prés qu’il y a un point critique de
naissance ¢ et que (si ¢ désigne I’indice de ¢) la variété de niveau de ¢ sépare les points
critiques d’indice <¢ de ceux d’indice >¢-41;

— fe0; si f est ordonnée excellente & ceci prés qu’il y a exactement deux points
critiques (nécessairement de méme indice) situés au méme niveau;

— si f est de Morse, f est ordonnée si son nombre d’inversions est zéro, et s’il n’y
a aucun couple de points critiques d’indices différents situés au méme niveau.
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Théoréme 1. — Quelle que soit la triade compacte (W, V, V'), le sous-espace O de F formé
des fonctions ordonnées est connexe par arcs.

Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant :
Théoréme 1'. — Quelle que soit la triade compacte (W, V, V'), tout couple d’éléments de @°
(fonctions ordonnées excellentes) peut étre joint par un bon chemin & valeurs dans @°u 0.

1.2. Principe de la démonstration.

On démontre le théoréme 1’; on utilise pour cela la filtration de #° définie par le
nombre d’inversions : pour tout v>o, on note &, I'espace des fonctions excellentes
dont le nombre d’inversions est au plus égal 4 v, et on démontre le

Lemme 0. — Quel que soit v=o, tout bon_ lacet relatif de (F(,, ), Fy) est homotope
sur F, avec extrémités fixes, & un bon chemin de F (“’,).

Démonstration du théoréme 1' & partir du lemme 0. — Soient f et f’ deux points de @°;
puisque F est connexe, f et f’ peuvent étre joints par un bon chemin y de F°u F1;
il existe un entier v tel que I’image de y soit contenue dans un certain & S+1)5 v est alors
composé d’un nombre fini de chemins de &%, et de lacets relatifs de (F, 1), F3);
on applique le lemme o & chacun de ces derniers; on a ainsi déformé y en un bon chemin
de # 0)> €t on continue ainsi de proche en proche jusqu’a obtenir un bon chemin de F,,
c’est-a-dire un bon chemin de °u ¢'.

1.3. Un systéme de générateurs pour w,(F, Q1) Fe

Définition. — Soit vy un chemin de traversée de F*' [on rappelle que cela signifie
qu’il y a un seul point de traversée; cf. I, 2.1, définition 2]; soient f, et f; 'origine et
Pextrémité de y. On dit que v est croissant (resp. décroissant, resp. stationnaire) si le nombre
d’inversions de f; est supérieur (resp. inférieur, resp. égal) a celui de f.

On va utiliser dans la suite le résultat suivant, utilisé en théorie de Smale (et qui
est d’ailleurs impliqué par la proposition g de II, 4.1) :

(%) Soit foeF°; sile nombre d’inversions de f, est positif, alors f, est origine d’un chemin
de croisement décroissant.

Lemme 1. — Les lacets relatifs des trois types suivants constituent un systéme de générateurs
de 71:1(.57"8,“), .5?"(‘:))

1er type. — v est de la forme y;*vy,, ol y; est un chemin de croisement croissant,
et v, un chemin de croisement décroissant.

V’\\‘Yz

A N

Croisements
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2e type. — you Y~ est de la forme v, % y,, ol v, est un chemin de naissance croissant
et v, un chemin de croisement décroissant.

N

AN

Naissance Croisement

3¢ type. — y est de la forme vy, *y,*y;, ol v, et vy, sont des chemins de croisement,
et ol v, est stationnaire.

Naissance ou
croisement
T,
/

"2 N\
/NN

Croisements

Démonstration. — On sait que les bons lacets relatifs constituent un systéme de
générateurs; soit y I'un d’eux; soit ¢ le nombre de points de traversée de vy; on
décompose y par le choix de ¢—1 points intermédiaires f;, ..., f,_1 €n y *yp* ... %y,
de sorte que chaque v, soit un chemin de traversée (cf. fig. 1). D’apreés la propriété (*),
chaque f, (k=1,...,g—1) est origine d’'un chemin de croisement décroissant 3,
dont Pextrémité est nécessairement dans F,; y est homotope au composé :

(Y18y) # (7 Mypdp) % . . . % (84_—12Yq—18q-—1)* (811_—}1Yq)9

dont chacun des éléments appartient & I'un des trois types considérés.

I.4. Démonstration du lemme o.

Le lemme 1 rameéne & montrer successivement que chaque générateur des 1er, 2,
3¢ types est homotope & un chemin de &,.

1. Générateurs du 1°T type. — Soit y =1+, %7y, un tel générateur; on note f, 'origine
de v, f; Vextrémité de y; (i=1,2). On distingue trois cas :

1er cas. — vy, et vy, sont relatifs au croisement du méme couple de points critiques de f, :
il résulte alors de la proposition g de II, 4.1, que y;! et y, sont homotopes en tant que
bons chemins d’origine f;; d’ou le résultat (cf. fig. 2).

2¢ cas. — v, et v, sont relatifs au croisement de deux couples de points critiques de f, ayant
un élément commun. Supposons par exemple qu’il existe trois points critiques consécutifs c,,
G, ¢ de fy tels que fe))>f(c;)>fle;) et que y; soit relatif au croisement de ¢, et ¢,
et v, au croisement des points critiques de f; qui correspondent 4 ¢, et ¢;; on a nécessaire-
ment : indice ¢, <indice ¢;<indice ¢,. Il existe donc un chemin vy, d’origine f, réalisant
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le croisement des points critiques de f, qui correspondent a ¢, et ¢,. Le chemin ;% y,* v,
a pour graphique un triangle de premiére espéce auquel s’applique le 1° du lemme du
triangle (cf. IV, 2.2; c’est la condition (2) qui est satisfaite); le chemin v, #y,*vy; est
donc homotope a un chemin vyy*y,%7vy; (cf. fig. 3) dont le graphique est un triangle
de seconde espéce; le nombre d’inversions a ’extrémité de y; (resp. v;, resp. y;) est v—1
(resp. v—2, resp. v—1), de sorte que I’image de vi*y,*y, est contenue dans & o

3¢ cas. — vy, et v, sont relatifs au croisement de deux couples disjoints de points critiques de f.
Il suffit alors d’appliquer le lemme des singularités indépendantes (IV, 1, proposition 1),
cas I.

2. Générateurs du 2¢ type. — On conserve les notations v, v, fo, fi, /2 ; 11 €st cette fois
un chemin de naissance ; on note ¢, et ¢, les points critiques nouveau-nés de f;, ¢+1 et
leurs indices respectifs; vy, ne peut étre relatif au croisement de ¢; et ¢,, car d’apres le
critere de Smale (cf. ITI, 2.3, proposition 3), il n’existe aucune nappe de ¢; descendant
jusqu’en dessous de ¢,. Deux cas sont donc possibles :

1er cas. — v, est relatif au croisement d’un couple de points critiques disjoint de (cy, ¢,).
I1 suffit d’appliquer la proposition 1 de IV, 1, cas 2.

2¢ cas. — v, est relatif au croisement d’un couple de points critiques ayant avec (cy, c,) un
élément commun. Supposons par exemple que v, soit relatif au croisement avec ¢, du point
critique ¢, de f; situé immédiatement au-dessus de ¢;; on note j Plindice de ¢,;
nécessairement j<i. D’apres le lemme d’apparition des becs (cf. IV, 3.2, proposition 3),
v, est homotope & un chemin vy;*y;*vy;, a graphique en bec (cf. fig. 4). A Pextrémité
de v;, le nombre d’inversions est v; y est homotope au composé (yi*ys)* (Ys*7Ys);
Yixy, est du 1eT type; image de yj{*y; est dans & &> car le nombre d’inversions a
Pextrémité de y; est vou v—1 suivant que j=1i ou j<i.

3. Générateurs du 3¢ type. — Soit y =y, * y,% v, un tel générateur; on note f,’origine
de v, et f,, f5, f5 les extrémités respectives de y;, v,, vs. On note f le point de traversée
de v,. Je dis que f a au moins un couple de points critiques (de Morse) consécutifs en
inversion; c’est clair si feZ}§. Si la singularité de codimension 1 de f est une naissance,
cela résulte du fait que, y, étant stationnaire, le niveau de cette naissance ne peut étre
compris entre ceux de deux points critiques de Morse en inversion. Il y a donc deux cas
a considérer :

1er cas. — f a une inversion {c,, ¢y} telle que c, et c, soient consécutifs et les valeurs critiques f(c,)
et f(c,) simples. On peut supposer vy, élémentaire. Il existe alors un chemin élémentaire (3,
d’origine f, de support disjoint de celui de vy,, réalisant le croisement de ¢, et ¢,.
On en déduit (voir fig. 5) que y, est homotope a un chemin yj*vy,*vy;, tel que le
nombre d’inversions aux extrémités de y, soit v; y est donc homotope au composé
(Vi y) % Yo% (Ya*Ys); Yi*Y: €t Ys*7vy; sont du 1€ type, et I'image de y; est contenue
dans £),.
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2¢ cas. — f est un point de croisement, et les deux points critiques ¢ et ¢’ de f qui sont au
méme niveau sont en inversion avec le point critique situé immédiatement au-dessus (ou au-dessous).
Supposons par exemple que le point critique ¢, de f situé immédiatement au-dessus de ¢
et ¢’ soit en inversion avec eux; soit j I'indice de ¢,, soit ¢ celuide cet¢’, ona j<i. Il existe
un chemin vj issu de f; réalisant le croisement de ¢, et ¢, et un chemin v; issu de f, réalisant
le croisement de ¢, et ¢’. D’apres le 1° du lemme du triangle (cf. IV, 2.2, proposition 2;
c’est la condition (2) qui est réalisée), le chemin v 'xy,%y; est homotope a un

Fig. 2

Fig. 3 Fig. 4

/0 \

e
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chemin vyi' % vy’ *y; (voir fig. 6), tel que le nombre d’inversions aux extrémités de ;'

17

soit v—1; vy est homotope & (yy# v{)* (Yi %5 *v5)* (s "*Ya)5 va*vi €t vi 'xy, sont
du 1° type, 'image de y;'* v, *y; est contenue dans &,; la démonstration est donc
achevée.

§ 2. CONNEXITE DE L’ESPACE %,

On suppose dans tout ce paragraphe que (W, V, V') est le cylindre Vx(I, o, 1)
dans lequel on a identifié Vx{o} a V. De sorte que & est ’espace des fonctions
C®:Vx(o,1) (I, o0, 1).

2.1. Résultat.

Définition des espaces F; , et F;. — Pour tout ¢ tel que o<i<n—1, et pour tout ¢>o,
on note &,  le sous-espace de F formé des fonctions de Morse ordonnées qui ont en tout
2¢ points critiques, dont ¢ sont d’indice 7 et ¢ d’indice i+1. [On notera que, d’aprés la
définition 2de V, 1.1,s1 fe&, ,

égalité entre valeurs critiques d’indice ¢41; mais toute valeur critique d’indice 7 est

il peut y avoir égalité entre valeurs critiques d’indice i,

strictement plus petite que toute valeur critique d’indice ¢41.]

On note &, ., le sous-espace de codimension 1 de & séparant &,  de &, . ;
les éléments de &, .,
d’un point de naissance ¢, d’indice 7, et de 2¢ points critiques du type de Morse, parmi

lesquels ¢ sont d’indice ¢ et sont situés en dessous du niveau de ¢, et ¢ d’indice ¢+1 et

sont les fonctions ordonnées dont I’ensemble critique se compose

situés au-dessus du niveau de c.

On pose : qlélo(fi’quﬁi,q;a)=ﬂi.

Il est clair que &, est un ouvert non vide de ’espace @ des fonctions ordonnées (lui-méme
ouvert dans &, et connexe d’apres le théoréme 1).

Théoréme 2. — Soit V une variété différentiable compacte connexe, de dimension n—1,
et soit W=V xI. Soit &F, défini ci-dessus. $i n>6, =,(V)=o, et si 2<i<n—3, alors F,
est connexe par arcs.

Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant :

Théoréme 2'. — Sous les hypothéses du théoréme 2, tout couple d’éléments de F? (c’est-a-dire
de F,nF°) peut étre joint par un bon chemin a valeurs dans FPu F}.

2.2, Principe de la démonstration.

On démontre le théoréme 2’. On utilise pour cela la filtration de ’espace des
fonctions ordonnées définie par I’ « intervalle des indices ». Pour 0<i<j<n, on note # ;
Pespace des fonctions ordonnées excellentes dont les indices des points critiques sont tous
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compris entre ¢ et j; et pour tout entier £>0, on note & ;. la partie de &} ;; formée
des fonctions dont le nombre de points critiques d’indice ¢ est inférieur ou égal a £.

Lemme 0. — St n>6 et w,(V)=o0, sien plus i<n—4, j>i+2 et k>1, alors tout
bon l_acet relatif de (F ) j1.k» F i j1sk—1) €5t homotope sur F, avec extrémités fixes, & un bon chemin
de '92:[3,:‘];7:—1'

Démonstration du théoréme 2' & partir du lemme 0. — On a la filtration :
0 . 0 0 0 0 0
Flir,n1=Fu,0,0CFa 1€ - CFL i1 CF 51 C - - - CFp e

Tout bon lacet de (F{;, #l41;) 2 son image contenue dans un certain FQ ;.,;
de sorte que, par application répétée du lemme o, on obtient le résultat suivant :

(1) 8¢ i<n—4 et j>i+2, alors_tout bon lacet de (F ) 1, Friy1,z) beut étre déformé
avec extrémités fixes en un bon chemin de F ), ;.
On en déduit par dualité :

(1) Si j>4 et j>i+2, alors tout bon lacet de (F (., FL;_1) peut éire déformé avec
extrémités fixes en un bon chemin de F( ;_,;.

Soient alors fet f’ deux points de #7; d’apreés le théoréme 1 (cf. V, 1.1) fet f’ peuvent
étre joints par un bon chemin y de Z, 0,ny5 Si i<n—3, Papplication répétée de (1) permet
de déformer v, avec extrémités fixes, en un bon chemin y’ de #{ .. Si en plus i>2,
Papplication répétée de (1') permet de déformer y’, avec extrémités fixes, en un bon chemin
de F 1y, Cest-a-dire de FJ.

1

2.3 Un systéme de générateurs pour w,(F{ ;..o F ix_1)

Définition. — Soit feZF ,;; on appelle chemin de Smale d’origine f tout bon chemin &
dont le graphique est du type ci-dessous.

Yi+?2 {
N

i+1 { \T

i { -

Autrement dit, les accidents successifs de 3 sont : une naissance d’indice 741
a un niveau intermédiaire entre les points critiques d’indice 41 et ceux d’indice -2
de f; le croisement successif du point d’indice ¢+1 nouveau-né avec tous les points
critiques d’indice ¢+1 de f, et enfin la destruction de ce point critique avec le point
critique d’indice i le plus élevé de f.
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Si fe#j n.k» Uextrémité de tout chemin de Smale d’origine 3 est dans & 1., ;.
On démontre en théorie de Smale la propriété suivante :

(#x) Sous les hypothéses du lemme 0, tout point de F ., est origine d’un chemin de
Smale.

Lemme 1. — Sous les hypothéses du lemme 0, les lacets relatifs dont les graphiques appartiennent
a Pun des cing types suivants constituent un systéme de générateurs de ,(F_ ks Flilk—1) °

i+2

Z

{ e
= s | e

1€T type 2¢ type 3¢ type (k> 2)

i+2
N

i+2{ {

4° type 5¢ type

Démonstration. — Comme pour le lemme 1 de V, 1.3, on se raméne a considérer un
bon lacet relatif v, & ¢ croisements; il est commode de supposer y « irréductible »
(c’est-a-dire tel que, saufaux extrémités, il ne soit jamais dans £ ;.. ;). CommeenV, 1.3,
on obtient une homotopie entre y et un composé (y;*3;) * (37 " # yp* &) % ... * (3,1, *y,),
ou 3, ...,98,_, sont cette fois des chemins de Smale donnés par la propriété (xx).
Les lacets relatifs tels que y; *3; sont du 5° type. Pour un lacet relatif tel que 37 % vy,* 3,
les diverses possibilités sont les suivantes :

1) Y, est un chemin de croisement :

a) le croisement se fait entre points critiques d’indice >:-2, ou entre points
critiques d’indice i autres que les deux plus élevés : le lemme des singularités indé-
pendantes (cf. IV, 1, proposition 1) raméne immédiatement 2 un lacet du 1°* type;

b) le croisement se fait entre points critiques d’indice ¢+41 : on obtient un lacet
du 2¢ type;

¢) le croisement se fait entre les deux points critiques d’indice ¢ les plus élevés :
on obtient un lacet du 3¢ type.
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2) ¥, est un chemin de naissance (ou de mort). — Le cas ol cette naissance est d’indice 7
est écarté puisqu’on a supposé y irréductible :

a) Pindice de la naissance est {41 : on obtient un lacet du 4° type;
b) pour toutes les autres valeurs de I'indice de naissance, le lemme des singularités
indépendantes raméne au 1°T type.

2.4. Démonstration du lemme o0; 17¢ étape : réduction a la queue d’aronde.

On va montrer que sous les hypothéses du lemme o, tout lacet relatif appartenant
a Pun quelconque des 5 types ci-dessus est homotope sur # 2 un composé de lacets
relatifs en queue d’aronde (cf. IV, 4.1) et de lacets dont 'image est dans .97'[2, k-1

Pour les lacets du 5° type, c’est une conséquence immédiate du lemme des singu-
larités indépendantes.

Cas des lacets du 1T type. — Voici traduites sur les graphiques les déformations
successives qu’on fait subir au lacet :

i+2 i+2

i+ / \ _7 +2
7 S

(1) (2) (3)

i+2 i+2
i+2 2 i+2 )y
== = ~——~

i+1
i1/ N\ A

(4) (5) (6)

Passages de 1 a 2, de 3 4 4 et de 5 a 6 par le lemme des singularités indépendantes.

Passage de 2 a g par une apparition de bec (IV, 3.2, proposition 3).

Passage de 4 a 5 par le lemme dua triangle (IV, 2.2, proposition 2 : c’est la condi-
tion (3) de cette proposition qui est réalisée, puisque i<n—4).

Cas des lacets du 2e type. — Le lemme du triangle (utilisé dans le méme cas que précé-
demment) permet de se ramener a un lacet du 1eT type.

Cas des lacets du 3¢ type. — De tels lacets n’existent que lorsque £>2. Soit y un tel
lacet, d’origine notée f; soit 8 un chemin de Smale d’origine f (son extrémité est
dans & ;1. _,). On déforme le lacet relatif 8 'xy (avec extrémités fixes) de fagon que
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son graphique, initialement de la forme 1 ci-dessous, prenne successivement les formes
suivantes :

X i+1
/ - -
i+1 /

"*2{—7 7\ =" 2

i

(1) (2) (3)

,'+2{ ,'+2{ i+2{

i+1 /")('77+1 ey o~ it ad

L. E i+1 XH
i+1 = - 7
/ N i
/ I
7

7

(4) (5) (6)

Passage de 1 & 2 par le lemme d’unicité des naissances (III, 1.3, corollaire 2);
la surface de niveau séparant les points critiques d’indice ¢+1 de ceux d’indice ¢ est
en effet connexe dés que o<i<n—3.

Passage de 2 2 3 par le lemme des singularités indépendantes et le lemme d’appa-
rition d’un bec.

Passage de 3 & 4 par le lemme du triangle, cas (3), utilisé deux fois.

Passage de 4 & 5 par suppression d’un bec du type naissance-descente (cf. IV, 3.2,
proposition 4, 19); pour 3<i<n—3g, on peut en effet appliquer le cas (3) de cette
proposition, car la surface de niveau séparant les points critiques d’indice ¢ de ceux
d’indice i+1 est simplement connexe pourvu que 2<i<n—3; €t pour ¢=0,1,2,
c’est le cas (1) de cette proposition qui s’applique puisque 7>6.

Cas des lacets du 4¢ type. — Par une apparition de bec, et par le lemme des singularités
indépendantes, on se raméne a un lacet relatif ayant le graphique ci-dessous.

i+2 [*2

; . T+
i+1

VA i+1 \

4 j N

i

On est donc ramené 4 un lacet du 1°f type par une suppression de bec (et le lemme
des singularités indépendantes); c’est le cas (3) du lemme de suppression des becs qui
s’applique pour 2<i<n—4, etle cas (1) pour i=o0 et i=1I.

284



STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 105

2.5. Démonstration du lemme o0; 2¢ étape : réduction de la queue d’aronde.

Soit y un générateur en queue d’aronde, d’origine f, d’extrémité f’. Si y est
homotope en tant que bon chemin a un lacet absolu, il est homotope sur & a un chemin
de FJ ;1,11 (puisque & est acyclique). Or le lemme de la queue d’aronde (IV, 4.3,
proposition 5) montre qu’il en est ainsi (puisqu’on a supposé i<n—4) dés que la surface
de niveau de f'séparant les points critiques d’indice ¢ de ceux d’indice ¢41 est simplement
connexe. Ceci se produit dans deux circonstances : a) si k=1; &) si 2<i<n—3. Il ne
reste donc a4 examiner que le casoll =0 ou =1, avec k>2. Soit alors 3 un chemin

(1) (2)

de Smale d’origine f'; le graphique de y.3 est du type (1) ci-dessus; on le déforme, avec
extrémités fixes, jusqu’a ce que son graphique soit du type (2); on utilise pour cela, outre
le lemme des singularités indépendantes, une apparition de bec, un triangle (dont les
trois « cotés » ont l'indice ¢41) et une suppression de bec du type naissance
d’indice ¢— descente d’indice i41; le cas (1) du lemme de suppression des becs est
applicable, puisque, pour i=o0 et i{=1, ona : 2t+1<n—2.
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CuariTRE VI

PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES
A LA DETERMINATION DU NERF DE %,

Ce chapitre, entiérement indépendant de ce qui précéde, fournit les modéles
algébriques qui seront utilisés au chapitre suivant. Au § 1, on rappelle la définition
(classique) du complexe &, associée au groupe symétrique S ; puis on définit le
complexe €, ; on en donne quelques propriétés dont la principale est la proposition 2.
Le § 2 est une description détaillée du 2-squelette de €, ; les points les plus importants
pour la suite sont la proposition 2’, oit 'on montre que les arétes issues d’un sommet
de @, sont en correspondance bijective (et canonique & isomorphisme affine prés) avec
les entiers; et le n® 2.4.2 ol P'on associe a tout sommet de ¢, X, un invariant entier
noté |a, ,|. Le § 3 est entiérement consacré au lemme fondamental; celui-ci est énoncé
ala fin de 3.1 et démontré en 3.2 et 3.3; la démonstration se fait par récurrence sur ¢;
elle utilise une filtration assez compliquée, définie par linvariant |a, .| et d’autres
invariants; le lemme 7 de g.3 constitue la clef de cette démonstration.

§ 1. LE COMPLEXE ALGEBRIQUE (€,

1.1. Préliminaires : propriétés élémentaires de quelques sous-groupes de

GL(q, Z).

Notations. — Soit ¢ un entier positif. On désigne par G, le groupe GL(g, Z) des
matrices inversibles d’ordre ¢ sur Z. On note T, le sous-groupe de G, formé des matrices
triangulaires inférieures.

Pour tout Je{1,2,...,¢—1}, on note T le sous-groupe de T, formé par les
matrices (ay) telles que les gy non diagonaux soient nuls pour (j—1,k)eJx]J. Pour
tout J'cJ, on a T;>Ty; en particulier, T,=T,, et Ty,  ,_1; estle sous-groupe
de G, formé des matrices diagonales; on le note Diag,. Pour tout Jc{1,2, ..., ¢—1},
on note T le sous-groupe de T, formé des matrices (ay) telles que les a; non diagonaux
soient nuls pour (j—1,%)¢Jx]J. Pour tout J'cJ, on a Tj;cTj. En particulier,
T, =Diag,, et Ty, ., 43=T,. On note :

!
TynT;=T,, ;.
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On note T, le noyau du projecteur canonique : T,—Diag,; notations analogues :
TJs :19 TJ’,J'
Pour tout je{r,2,...,¢—1}, on note s; la transposition de matrice :

(o) 1/

Pour tout Jc{1,2,...,¢—1}, on note S; le sous-groupe de G, engendré par les s,
pour jeJ. En particulier, S,={e} et S;; ,  , 1 est le groupe symétrique S,.

Lemme 1. — 1) Pour tout couple (J,]') de parties de {1, 2, ...,q—1} telles que J'c]J,
on a une décomposition avec unicité :

TJ.=T‘J.’J.T'J.Diagq.

2) La composée des applications canoniques T v, 5> Ty — T[Ty est une bijection.
Démonstration. — 1) Le morphisme T,—T; obtenu en remplagant par zéro les a;
non diagonaux tels que (j—1, k)¢]JX]J est un projecteur; par restriction, on obtient un
projecteur 'T‘J,—#T‘J,’ 5, dont le noyau est 'T‘J (puisque J'c]J); d’ou la décomposition
en produit semi-direct :
Tp=Ty ;. T;.

D’autre part, le projecteur naturel Ty —Diag, définit une décomposition en produit
semi-direct :
T; ='T; .Diag,,
d’ott la décomposition annoncée, et son unicité.
2) Du 1) on déduit aussitét une décomposition en produit semi-direct :
Tp=T; ;.T;;
la bijection annoncée en résulte.
Lemme 2. — 1) Pour tout Jc{1,2,...,q—1}, Ty est stable pour les automorphismes

intérieurs de G, définis par les éléments de S;.
2) Pour tout J'CcJ, on a:

T;.8; =S;.Ty=sous-groupe de G, engendré par Ty et S;.
3) Soient g et g’ deux éléments de G, ; pour que gSy et g'S; aient méme image dans G,[T,,
il faut et 1l suffit que g’ ~'geT;.S;.
Démonstration. — Le 1) résulte du fait que pour tout jeJ, T; est stable pour ’auto-
morphisme intérieur défini par s;. Le 2) est une conséquence immédiate du 1).
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Preuve du 3). — [Pour toute partie A de G, on note A Timage canonique de A

dans G,/T,.] Il résulte du 1) que pour teT; et seS;, on a #sS;=1tS;=S;. Récipro-
- - . . - i

quement, supposons que gS;=3S;; cela entraine en particulier g~'eS;, autrement dit,

il existe seS; et teT, tels que g=1s; on doit alors avoir L‘SJ:SJ ; et ceci entraine

teT;. [On montre en effet sans difficulté que si une matrice triangulaire ¢ n’est pas un

élément de T, alors tS; n’est pas contenu dans S;.T,.]

Lemme 3. — L’application naturelle :
S=>T\G,/T,

est injective. [T\G,/ T, désigne Pespace des doubles classes de G, a droite et a gauche
modulo T,.]

Démonstration. — Soit T(g, R) le sous-groupe de GL(¢g, R) formé des matrices
triangulaires inférieures. Il résulte d’un théoréme de Bruhat (cf. [1], p. 187) que

Papplication naturelle :
S, = T(g, R)\GL(¢, R)/T(¢, R)

est bijective; le lemme en résulte aussitot.
(Le lemme g peut également se démontrer sans difficulté par un calcul direct.)

1.2. Représentation géométrique du groupe symétrique S,; le complexe S,.

On désigne par S, le groupe symétrique de ¢ variables (groupe des permutations
de Pensemble {1, 2, ..., q}.

On désigne par A,_, ou simplement A le simplexe-type de dimension g—1 défini
dans ’espace euclidien R? par les conditions :

xz0 (j=1,2,...,9)

On fait opérer le groupe S, & gauche dans R? en posant, pour tout seS, :
(I) S. (xl, xz, “ ey xq)z(xs_,(l), xs—1(2), c ey xs_.(q)).

L’élément s de GL(g, R) défini par (1) laisse A stable; on note encore s sa restriction a A,

On désigne par Q le barycentre de A, et par #(A) la premiere subdivision bary-
centrique de A; c’est la subdivision de A déterminée par la famille d’hyperplans de R?
d’équations :

On appelle simplexe fondamental de ZB(A) celui qui est défini par les inégalités :
(2) KyZ K> 2K
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Soit #?(A) la seconde subdivision barycentrique de A. On note |K| I’étoile de Q
dans #%(A); on note K le complexe simplicial abstrait ordonné sous-jacent & |K| :
les éléments de K sont les sommets de |K|, c’est-a-dire les barycentres des simplexes
de #(A) qui contiennent Q; la relation d’ordre sur K (notée &' >b") est: « le simplexe
correspondant a 5" est une face de celui qui correspond a 4" ». On désigne par [K]
la structure naturelle de CW-complexe de | K|, dont les cellules sont les étoiles descen-
dantes des sommets de |K|; cf. pour tout ceci, au chap. VII, n° 1.2, Pétude du nerf
de la stratification naturelle d’une variété combinatoirement triangulée.

Pour tout Jc{1, 2, ..., g—1} on note F;la face du simplexe fondamental de #(A)
qui est définie par le systéme d’équations :

(3) x;=%,, pour tout jeJ.

On note b; le barycentre de F; (le barycentre b, du simplexe fondamental est noté
simplement b); on note F,; Pétoile descendante de b; dans K, et [F,;] la cellule
correspondante de [K].

On a immédiatement le

Lemme 4. — L’application J>F; (resp. Jo [F.;]) est une bijection de Iensemble des
parties de {1, 2, ...,q—1} sur celui des faces du simplexe fondamental qui contiennent Q
(resp. celui des cellules de [K] qui contiennent b).

Pour tout Jc{1,2,...,¢g—1}, on rappelle quon a noté S; le sous-groupe
de S, engendré par les transpositions s; pour jeJ.

Proposition 1. — Soit B Papplication S,—A définie par
B(s)=s(b)  pour tout seS,.
1) B est une bijection de S, sur le o-squelette [K], de [K].

2) Pour tout Jc{i,2,...,q—1} et tout seS,, B(s.S;) est le o-squelette de la
cellule s.[F,;] de [K]. En particulier, on a

(4) B(S;)=[F.la[K]-

Ceci définit une bijection entre ’ensemble des classes s.Sy et celur des cellules de [K] (lui-méme
isomorphe a celui des sommets de K); en particulier I'ensemble des sous-groupes S; correspond
par cette bijection & celut des cellules de [K] qui contiennent b (lui-méme isomorphe a celui
des faces du simplexe fondamental qui contiennent Q).

Démonstration. — 1) Tout simplexe de dimension ¢—1 de A est caractérisé par
des inégalités du type :
Fs(1)> Xo2) > + - - > Felg)>

et ces inégalités sont strictes au barycentre. Ceci définit une application [K],—S,
réciproque de B.
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2) Les sommets de F,; qui sont barycentres de faces de dimension ¢—1 de %#(A)

sont les symétriques itérés de b par rapport aux hyperplans (3) ; ceci traduit exactement (4).
On en déduit :

B(s-Sy)=5(B(S8y)) =[s(F.p)]n [K],.

Comme chaque cellule de [K] est bien déterminée par son o-squelette (cf. chap. VII,
n° 1.2, propriété 3), ceci définit une application de ’ensemble des classes s.S; dans celui
des cellules de [K]; cette application est injective puisque { est injective; elle est surjective
d’apres le lemme 4 et la surjectivité de B.

Application : définition du complexe S,. — Soit J une partie de {1,2,...,¢—1};
on dit qu’une partie de S, est une partie distinguée de type J si elle est de la forme s5.S;,
avec seS,. On note S, 'ensemble des parties distinguées de S, muni de la structure
de complexe simplicial ordonné définie par l'inclusion; en particulier, ’ensemble des
parties distinguées de type @ s’identifie canoniquement a S,.

Le complexe S, a les propriétés suivantes :

1) Pour tout Jc{i1,2,...,¢g—1}, la famille des parties distinguées de type J
est stable par toute translation a gauche de S,. Il en résulte que pour tout seS,, la trans-
lation & gauche de S, définie par s se prolonge de fagon naturelle en un isomorphisme de S, (respectant
le type de chaque élément) qu’on appelle translation & gauche de S, définie par s.

2) Il résulte de la proposition 1) ci-dessus, et de la propriété g du chap. VII,
n° 1.2, que application B :S,—[K], se prolonge de fagon naturelle en un isomorphisme
(encore noté B) de &, sur K, muni de sa structure de complexe simplicial ordonné;
pour tout Jc{1,2,...,¢g—1}, ona :

B(SJ) = FtJ'

3) La réalisation géométrique |S,| de S, a une structure de CW-complexe,
notée [S,] dont les cellules sont les étoiles descendantes des sommets de |S,[; en
particulier, le o-squelette [S,], de [&,] s’identifie & S,; B définit un isomorphisme
de [G] sur [K].

1.3. Le complexe C,.

On désigne par G, le groupe GL(g, Z) et par T, le sous-groupe de G, formé par
les matrices triangulaires inférieures. Dans ce numéro, on construit un complexe [ ]
dont le o-squelette s’identifie & I’espace homogéne G,/T,.

Pour tout geG,, on note y, application sl—»"gf} de S, dans G,/T,.

Lemme 5. — Quel que soit geG,, Papplication y, est injective.
Démonstration. — Soient seS,, s'eS, et teT,; Iégalité gs=gs't s’écrit s’ 's=t;
ceci entraine s=s’, puisque S nT,={e}.
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Lemme 6. — Soient g, et g,eG,. Lapplication y, 'oy, -coincide sur son ensemble de
définition avec une translation @ gauche de S,.

Démonstration. — L’énoncé étant trivial lorsque I’ensemble de définition de y, *oy,,
est vide, on suppose qu’il existe s;€S,, s5,€S, et teT, tels que :

(5) L1511t =85.
Comparons d’abord y,, ,, et y, , ; égalité

Hauss(8) = g,6,(5")
équivaut a : il existe #'€T, tel que

81515t = g,5,5".

Cette derniére égalité s’écrit d’apres (5)

’ 7

st =1s

ce qui entraine, d’aprés le théoréme de Bruhat (cf. VI, 1.1,lemme 3), s=s". Donc ¥, Loy, ,,

est ’application identique de son ensemble de définition, et celui-ci coincide avec I’ensemble

de définition de y, ;ox,,- Or on a, en désignant par 7, la translation 4 gauche de S,
. _ . —1 . .

définie N (j=1,2). Donc y, "oy, coincide sur tout son ensemble

de définition avec =, , .

Corollaire. — Soit A une partic de G,[T,; s’il existe Jc{1,2,...,9—1}, et geG,
tels que A soit 'image par y, d’une partie distinguée de type J de S,, alors, pour tout g'eG tel
que I'image de yx,, contienne A, A est I'image par y, d’une partie de type J de S,.

(C’est une conséquence immédiate du lemme 6 et de I'invariance par translation
a gauche du type des sous-ensembles s.S; de S,.)

Définitions. — Une partie de G,/T, qui a la propriété de I’énoncé du corollaire
ci-dessus est dite partie distinguée de type J de G,[T,.

On note €, ensemble des parties distinguées de G,/T,, muni de la structure de
complexe simplicial ordonné définie par I'inclusion; en particulier, I’ensemble des parties
distinguées de type @ s’identifie canoniquement a G,/T,.

Propriétés du complexe €,. — 1) Pour tout Jc{1,2,...,¢g—1} Lensemble des
parties distinguées de type J de G,/T, est stable par toute translation & gauche de G,/T,.
Il en résulte que pour tout geG,, la translation a gauche de G,/T, définie par g se
prolonge de fagon naturelle en un isomorphisme de €, (respectant le type de chaque
élément), qu’on appelle translation & gauche de €, définie par g.

2) Chaque y, se prolonge de fagon naturelle en une application (encore notée y,)
de G, dans €, qui détermine un isomorphisme entre G, et son image, munie de la structure
de complexe simplicial ordonné induite par celle de G,.

3) L’étoile descendante de tout élément de €, est définie par une partie distinguée
de G,/T, et tous ses sous-ensembles distingués; elle est donc contenue dans I'image d’un
certain y,; elle est donc (d’aprés la propriété 2) isomorphe a son image réciproque par y,.
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Donc I’étoile descendante de tout sommet de type J de la réalisation géométrique | €, |
de @, est isomorphe au cone d’une sphére combinatoirement triangulée, laquelle est
de dimension j—1 si card J=j. Cecidéterminesur | €, | une structure de CW-complexe,
notée [€,]; la cellule de [€,] définie par une partie distinguée A de G,/T, est notée [A];
Pensemble des cellules de [€,] est en correspondance bijective avec €5 cette correspondance est un
isomorphisme pour les structures d’ordre respectivement définies par Pinclusion des cellules et celle
des parties de G,/T,. En particulier, le o-squelette [€], de [E] s’identifie & G,/T,.
Chaque yx, détermine un isomorphisme entre [S,] et son image dans [€,]. Chaque cellule
de [C,] est déterminée par Pensemble des o-cellules qu’elle contient; a fortiori, chaque cellule est
déterminée par son bord.

4) Soient 5=[gS;] et 8 =[g'S;] deux cellules de type J de [G,]; pour que 5=3,
il faut et il suffit que g'~'geT;.S;.
(C’est dans un langage différent le résultat du g) du lemme 2, n° 1.1.)

5) Etude de Pensemble des cellules de [®)] qui contiennent une cellule donnée. — Les
notations Ty, T ;, etc., sont celles de VI, 1.1.

Proposition 2. — Soit & une cellule de [€]; soit J' le type de 3; soit J une partie de

{1,2,...,9—1}.
1) Pour qu’il existe une cellule de type J contenant 3, il faut et il suffit que J>2J'; pour
toute telle cellule v, il existe geG, tel que

y=[g5;] e 3=[gS;]. .
2) On suppose que JDJ'. Pour tout geG, tel que 8:[@], Papplication y, :

TJ', PPt [.;t—S\J]
est une bijection de T g, 5 Sur Uensemble des cellules de type J de [€,] contenant 3.

3) Soient v et ' deux cellules de type J de [G] contenant 85 on note yp;'(y)=u et
wy(Y')=u'. Lorbite de u'~".u pour les opérations de S; .Diag, (opérant dans TJ,,J par les
automorphismes intérieurs) est un invariant du triple (v, y', 8). Cet invariant est conservé par toute
translation a gauche de [C,].

Démonstration. — 1) Si JoJ', et si 8:[&;], alors [;g;] contient 3. Réciproque-
ment, supposons qu’il existe y de type J contenant §; soit ¥ un élément de G, tel que

y=[§§]. D’aprés le corollaire du lemme 6, il existe seS, tel que 3§ =[§§;] D’aprés
le lemme 5, 'inclusion 3Cy entraine sS; CSj; ceci entraine seS; et J'cJ; on pose
¥s=g; g a la propriété voulue.

2) D’aprés le 1) et la propriété 4 ci-dessus, toute cellule de type J contenant 3

est du type [‘ZS\J], avec g'egT;.S;. L’application
Tyst— [(;;S\J]
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est donc une surjection de T, sur I’ensemble des cellules de type J contenant 8. Soient ¢

—_
et t' deux éléments de T;. ; d’aprés la propriété 4 ci-dessus, pour que [gt'S;]=[gtS;],
il faut et il suffit que #~'teTy; on en déduit, par passage au quotient, une bijection
de Ty /T; sur ensemble des cellules de type J passant par 3; on obtient p, en composant

cette bijection avec la bijection T y,3—> Ty [T; donnée par le 2) du lemme 1 (cf. 1.1).

3) L’élément g (astreint a la condition [gS;]=23) est bien défini & multiplication
pres, a droite, par un élément arbitraire de S;.T;,. Or il est clair qu’on a, pour tout

seS; et tout teT‘J.’J :
(6) thas(8) = py (sts).

Soit d’autre part €Ty ; et soit t'=tt,d" la décomposition de ¢ dans le produit
T4.T;.Diag, (cf. VI, 1.1, lemme 1). La décomposition de #t dans le produit T7.T;
est

tt=(td'td' ") (d't d ~1t,d't).
Il en résulte qu'on a (pour tout #'e€T; et tout teT‘J,’J)
(7) e (8) = (8" 8" 7).
Des formules (6) et (7) on déduit
(6") oo (Y) =51, (y) .5 pour tout seS; ;
(7") e (Y)=d'""'t;" .u; M(y).d" pour tout teTj.

De la formule (6’) résulte que si on remplace g par gs, u’ ~'u est remplacé par s(u’ ~'u)s; de
la formule (7') résulte que si on remplace g par gt’, u’ ~'u est remplacé par d' ~*(u' ~'u)d’;
d’ott le résultat annoncé, puisque d’aprés le 2) du lemme 2 de VI, 1.1, appliqué avec
J={1,2,...,9—1}, le sous-groupe de G, engendré par S; et Diag, est S;.Diag,.
L’invariance par translation a gauche est immédiate.

6) Le complexe ©, est connexe : C’est une conséquence immédiate du fait que le

groupe G, est engendré par ses sous-groupes S, et T,.

1.4. Les complexes B,, [B,] et U,.

Notations. — On désigne par B, le produit ¢, X, muni de sa structure naturelle
de complexe simplicial ordonné. La réalisation géométrique de B, est munie de la
structure de CW-complexe [E,]x[C,] (cf. VI, 1.3, propriété 3)); ce CW-complexe est
noté [B,].

Opérations de G, dans B,. — Elles sont définies par la formule :
(8) g-(%9)=(g.%, &), pour tout (x y)eB,
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dans laquelle g.x désigne leffet sur x de la translation & gauche de €, définie par g
(cf. VI, 1.3, propriété 1)); et g désigne la matrice ‘g~ 2.

Le quotient B, /G, est muni naturellement d’une structure de complexe simplicial
ordonné; ce complexe sera noté ¥U,.

Remarque. — Les opérations de G, respectent la structure de CW-complexe [B];
néanmoins il n’existe pas de structure naturelle de CW-complexe sur le quotient.

Filtration de €, B, et A,. — On définit un morphisme injectif ¢,: G, ;—>G, en
posant, pour tout geG,_,:
0
(&)
Gq(g)= (6]
0...0 1
Lemme 7. — 1) L’injection o, définit naturellement un morphisme imjectif 6,: €, _,— € ;

6, envoie la classe neutre ¢ de ©,_, sur celle de €, et transforme tout élément en un élément de méme
type; S, est compatible avec les structures de CW-complexe [€, ] et [E,].

2) 6,X6&, est un morphisme injectif B, —~B,, compatible avec les structures de
CW-complexe [B,_,] et [B,].

3) 6,X &, définit naturellement un morphisme injectif o, : A,

__1—>9Iq-

Démonstration. — 1) Le morphisme d’espaces homogenes 6, : G,/T, - G,/T, défini
par ¢, est injectif, puisque
o, (Tq——l) = an Gq(Gq—l) 5

q

il définit un morphisme €,_;—CE,, car 'image de toute partie distinguée de type J
de G,_,/T,_, est une partie distinguée de type J de G,/T,.

Le 2) est immédiat.

Preuve du 3). — Les opérations respectives de G,_, et G, dans B, _, et B, donnent

lieu au diagramme
Gq_lx%q“l —> %q——l

Gg X (8g X Gg) 3g X 8q

G,x8B, —— B,
dont la commutativité permet de définir le morphisme g,.
Soient (x;, x;) (pour ¢=o0, 1) deux éléments de B,_,. On introduit (pour la suite
de cette démonstration) les notations Sy, ;, S;,,_4, Ty, , etc., qui précisent celles définies
en VI, 1.1.
Il existe, par définition de B,_;, des parties J; et J; de {1,...,g—2} et des
éléments g;, g; de G,_; tels que

’ : / - .
(9) (%, xi)=(g1'SJ,-;q——1s giSy;q-1) (E=0,1).
294



STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 115

Supposons qu’il existe geG, tel que les images de (x, %;) et (%, #;) dans B, soient
équivalentes par I’action de g. Il en résulte en premier lieu (puisque les translations de €,
conservent le type des éléments), que J,=J, et Jo=]J;; on les notera désormais J et J'.
Il résulte alors du 3) du lemme 2 de VI, 1.1 qu’il existe des éléments s et s de S;,,
et des éléments ¢ et ¢’ de T, tels que

(8- 0,(80) =0,(81) - 5t;
(IO) ( ’ — ’ 'y
g-0,(&)=0,(81) .5’
Il résulte de (10) que

teo,(G,_1) .- T,.0,(G,_4),

et par conséquent (puisque €Ty, ), ¢est dela forme eo (?) avec 7eTy, g—1 €t e=+1
ou e=—1. On en déduit d’aprés (10) que g est de la forme ec,(g), et ¢ de la forme eo, (")
avec T'GTJ,;q_l. Comme s et s’ sont respectivement de la forme 6,(3) et 5,(3") avec
s€Sy. .4 et s'eSy. 4, il résulte de (10) qu'on a

g.5%=&%71,

- a=84%"7,
ce qui entraine d’apreés (g) :

?' (%95 %0) = (%1, %)
Application. — Les injections &,, &,, ..., 6, définissent une filtration de A ; on en

déduit par image réciproque une filtration de B, ; ces filtrations jouent un réle essentiel
dans la suite de ce chapitre.

§ 2. ETUDE PARTICULIERE DU 2-SQUELETTE
DES COMPLEXES [C,] ET [B]

2.1. Le 2-squelette du complexe [S].

Le complexe S, et le CW-complexe [&,] ont été définis en 1.2; en particulier,
le o-squelette [&,], s’identifie au groupe symétrique S,. Le 1-squelette peut étre décrit
comme suit. Pour tout entier ¢ tel que 1<i<¢g—1, on rappelle qu’on désigne par s; la
transposition

Soient s et s’ deux éléments de S, ; on les joint par une aréte (unique) si et seulement
si il existe ie{1, ..., ¢g—1} tel que s'=ss;.
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Description du 2-squelette. — Les faces de dimension 2 (on dira désormais simplement
« faces ») correspondent aux parties sS; de S, pour lesquelles J est une partie de
{1, ..., g—1} ayant deux éléments; les groupes S; correspondants sont de deux espéces :

1) J est de la forme {1, j} avec |i—j|>2. On a alors la relation :
(sisj)zze,
de sorte que S;={e, s;, 8iSjs 5;}; c’est un groupe 4 4 éléments. La face correspondant

a sS; a pour sommets s, ss5;, $5;5;, $5;; on peut la définir par P’attachement d’un disque le

long du 1-cycle
g Y [s, ss;, 55,55, 555, 5]+

Les faces de cette espéce seront appelées les quadrilatéres.
2) J est de la forme {i,i+1} avec 1<i<g—2. On a alors la relation

(584 1)3 =¢,

de sorte que S;={e, 5;, % 11> 55115, S +15%> Sir1}; €est un groupe a 6 éléments. La face
correspondant a sS; a pour sommets s, $5;, 5551 1, 555415 55415, 55413 on peut la définir
par Pattachement d’un disque le long du 1-cycle

(5, $5i5 $8i8i 415 S5i8i 41555 $5i4 155 i 15 S]-

Les faces de cette espéce seront appelées les hexagones.

2.2. Le 2-squelette du complexe [C].
Le complexe ¢, et le GW-complexe [€ ] ont été définis en VI, 1.3; en particulier,
le o-squelette [ ], s’identifie & I’espace homogene G,/T,.

Description du 1-squelette. — Les couples de points de G,/T, qui sont joints par une
aréte de [E,] sont ceux qui sont 'image des extrémités d’une aréte de [S,] par une
application y, : si—+§3; ce sont donc les couples de la forme {g, 2{?,} (pour tout
ie{1, ..., qg—1} et tout geG,).

Description du 2-squelette. — Les 1-cycles auxquels est attachée une face sont de deux
espéces :
1) les cycles
[g,ﬁ,@,ﬁ,g] pour tout (i,7) tel que |[i—j|>2 et tout geGy;
2) les cycles :
(8, 5 551> 8551151 Boipidis 8541, &1 pour tout ie{1, ..., q—2} ettout geG,.

Les propriétés suivantes (aisées a vérifier directement) sont des cas particuliers
de celles établies en VI, 1.3 :

1) Chaque aréte a un #ype qui est un entier ¢ tel que 1<7<g—1. De méme chaque
face a un fype qui est une partie {i, j} de {1, ..., ¢g—1} ayant deux éléments.
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2) Tout couple de sommets auquel est attachée une aréte est formé de points
distincts. De méme les faces de premiére espéce définies ci-dessus ont 4 sommets distincts;
on les appelle des quadrilatéres. Les faces de deuxiéme espéce ont 6 sommets distincts;
on les appelle des Aexagones. Une face est un hexagone ou un quadrilatére suivant que son
type est ou n’est pas formé de deux entiers consécutifs.

3) Chaque aréte de [€] est bien déterminée par ses deux extrémités. De méme,
chaque face est bien déterminée par son intersection avec le o-squelette.

4) Chaque translation a gauche de G,/T, se prolonge naturellement en un isomor-
phisme de [€] laissant invariant le type des arétes et des faces.

5) Etude de Pensemble des arétes issues d’un sommet donné.

Notation. — Soit ie{1, ..., g—1}. On note # la « matrice élémentaire » classique-
ment notée ¢; 4 ;, c’est-a-dire la somme de la matrice unité et de la matrice (g; ;) définie
par :

@ =0 pour (j, k)*(i+1,1),

Gy, =1

Proposition 2'. — Soit ceG,[T,;

o5 S0it g un représentant de ¢ dans G; soit ie{1, ..., g—1}.
1) Lapplication p :

—

Z>5) = [‘g-t?\ﬁ gti}\si]

est une bijection de Z sur Uensemble des arétes de type 1 de [C,] issues de c.

2) La seule donnée de ¢ détermine p. & composition prés avec un isomorphisme arbitraire de
la structure affine de Z.

3) Soient o. et o' deux arétes de type i de [€] issues de ¢; on pose ™ (a) =h et p'(a')=N\".
Lentier |\—2\"| est un invariant de Uensemble {«, o'}. Cet invariant est conservé par toute translation

a gauche de [C].

Démonstration. — Le 1) de la proposition 2’ traduit le 2) de la proposition 2 de
VI, 1.3 dans le cas particulier ot J={i} et J'=@. Le 2) résulte immédiatement de la
formule (7) établie au cours de la démonstration du 3) de la proposition 2 de VI, 1.3.
Le 3) de la proposition 2’ est la traduction, dans le cas particulier considéré, du g) de la
proposition 2; c’est par ailleurs un corollaire immédiat du 2) de la proposition 2’.
Voici trois applications importantes de la proposition 2’ :

Corollaire 1 (Lemme du quadrilatére). — Sotent ¢, ¢', ¢’ trois sommets de [€,]. On suppose
que ¢ et ¢’ sont joints par une aréte de type i, et que ¢’ et ¢’' sont joints par unme aréte de type j.
Si |i—j|>2, il existe un sommet T’ et un seul de [€] tel que

¢ et T’ soient joints par une aréte de type j;
T’ et ¢'" soient joints par une aréte de type i;
le 1-cycle [c,¢',¢"”,T’, c] borde un quadrilatére de [E].
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Démonstration. — On se raméne par translation au cas ot ¢=¢. D’aprés le 1) de

., . . . . - ’
la proposition 2, il existe des entiers A et A" tels que ¢ =1#s; et ¢’ =#5"s;. On pose
#t' =g; on a
Ag N
gs=1tst

AN
g5 =15, s;,

de sorte qu’on peut prendre 7'=gs;.
L’unicité résulte du fait suivant : tout ¢t€T, qui vérifie

siisie’ T, et ssitsseT,

vérifie aussi (lorsque |i—j|>2)
s;ts;€T,.

Corollaire 2 (Lemme de Uhexagone). — Soient ¢, ¢', ¢"’, ¢'"', quatre sommets de [C].
On suppose que ¢ et ¢’ (resp. ¢’ et ¢’’’  resp. ¢’ et ¢''") sont joints par une aréte de type i (resp. i+1,
resp. ©). Il existe alors deux sommets bien déterminés T' et T'' de [€] tels que :

cetC' (resp. T’ et T', resp. T’ et ¢''') soient joints par une aréte de type 11 (resp. i,
resp. 1+1);

le 1-cycle [c, ¢, ¢, ¢, T, T, c] borde un hexagone de [C].

Démonstration. — On se raméne par translation au cas oit ¢=¢. Il existe des entiers A,

. o

N, N tels que ¢ =1, " =5t 5, et ¢ =85t 5 85 On pose :
Ao N A -
ESibii1Siv1li Siv15i=8

. ) N 2

Puisque : sitii15€T, et 5548 5,15€T,

on a aussi : geT,.

On vérifie que [, 25, 85,5415 855 +1%]=1[¢, ¢’, ¢, ¢"’'], de sorte qu’on peut prendre

T'=gs; ., et T =gs 5.

L’uricité résulte du fait suivant : tout ¢eT, qui vérifie

s,-ts,-eTq,

Si 415858 1€ Ty,
et 58 4151551156 Ty,
vérifie aussi Sip1t85;1€T,,
et 5811851156 T,.

Corollaire 3 (Lemme des trois arétes). — Sotent ¢, ¢, ¢’ trois sommets de [€,]. On suppose
que ¢ et ¢', ainsi que ¢’ et ¢'’', sont joints par une aréte de type i et que ces deux aréles sont « consé-
cutives », ¢’est-d-dire que Uinvariant défini au 3) de la proposition 2’ est égal a 1. Alors ¢ et ¢’ sont
Joints par une aréte de type 1, consécutive & [c, ¢'] ainsi qu’a [¢, ¢''].
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Remarque. — On notera que contrairement aux cas du quadrilatére et de I’hexagone,
le 1-cycle dont on établit ici I’existence (c’est-a-dire [c, ¢’, ¢'’, ¢]) ne borde aucune face
de [C].

Démonstration du corollaire 3. — D’apreés le 2) de la proposition 2, il existe geG,

’ 1 - . A hY . .
tel que [¢, ¢, ¢’"]=[gt;s;, &, g5;]. On se ramene par translation au cas ot g=e. On a
—1 —1
bt ="44""s,

et on vérifie que le terme de droite est un élément de T, ; donc

L5t s, =5, (mod T,)

—_—

de sorte que (¢, )= (45,87, 5,87 1s,)
donc ¢ et ¢’ sont joints par une aréte de type ¢. Calculons par exemple ’invariant |A'—21"|

du couple ([¢, ¢'], [¢’, ¢"']), en prenant fs; comme représentant de ¢; puisque

ts;s;=e  (mod T,
cet invariant est égal a 1.

2.3. Le 2-squelette du complexe [B].

On rappelle (cf. VI, 1.4) que [B,]~[C,]Xx[E,]; un certain nombre de propriétés
de [B,] découlent immédiatement de cette définition et des propriétés de [E] :

1) Le o-squelette de [B,] s’identifie 2 (G,/T))x(G,/T,).

2) Une aréte de [B] est dite de premiére ou de seconde espéce suivant que sa seconde

ou sa premiére projection sur [§,] est ponctuelle.

3) Toute aréte de [B,] a un type (qui est un entier ¢ tel que 1<i<g—1); Clest
le type de sa projection non ponctuelle sur [E].

4) A tout couple d’arétes de méme espéce et de méme type ayant une extrémité
commune est associé un invariant |A—2A'|.

5) Lemme des trois arétes. — Méme énoncé que le corollaire g de VI, 2.2, a ceci prés
qu’il faut préciser que toutes les arétes considérées sont de méme espéce.

6) Les faces de [B,] sont d’une part les produits face X point (ou point X face) qui
se répartissent en quadrilatéres et hexagones; et d’autre part les produits aréte X aréte,
qui sont une nouvelle sorte de quadrilatéres.

7) Lemme du quadrilatére. — Soient b, b’, b’ trois sommets de [B,]. On suppose que b et b’
sont joints par une aréte de type i, et que b’ et b’ sont joints par une aréte de type j. St ces deux arétes
sont d’espices différentes, ou si |i—j|>2, il existe un sommet b et un seul de [3B,] tel que :

b et b’ soient joints par une aréte de méme espéce et méme type que [b', b''];

B et b soient joints par une aréte de méme espice et méme type que [b, b'];

le 1-cycle [b, &', 6", 5", b] borde un quadrilatére de [B,].
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8) Lemme de Ihexagone. — Méme énoncé que le corollaire 2 de VI, 2.2, & ceci
prés que toutes les arétes considérées doivent étre de méme espéce.

9) [B,] est connexe : cela résulte de la connexité de €, (cf. VI, 1.3, proposition 6).

2.4. Opérations de G, dans le 1-squelette de [B ] et filtration de ce 1-squelette.

2.4.1. Opérations de G, dans [B],.

La formule (8) de VI, 1.4 définissant les opérations de G, dans B, donne dans le
cas particulier de [3B,], :

(1) g-(%,3)=(g.%,&.3) pour tout (&, 3)e(G,/T)x(G,/T,).
Ces opérations ont les propriétés suivantes :

1) On désigne par Tq le sous-groupe de G, formé des matrices triangulaires
supérieures et par T‘q\Gq/ T, I'ensemble des doubles classes de G, a gauche modulo T,
et a droite modulo 'T',I.

Soit le diagramme

G

q

G,x G,

(G,IT)%(G,/T,) —> TAG,/T,

ot les applications verticales sont les applications canoniques, et ol « et & sont respective-
ment définis par

a(x, y)="x.y

a(k,5)='%. pour tout (x,3)eG,xG,.
Ce diagramme est commutatif, et application & définit dans (G, /T,)x(G,/T,) la méme
relation d’équivalence que les opérations de G,. Comme & est surjective, il en résulte que [B,],/G,
est naturellement isomorphe a Pensemble T \G,/'T,.

2) Le sous-groupe de G, formé des éléments qui laissent fixe (¢, ¢) est Diag,. (En effet,

le fait pour g de laisser fixe (¢, ¢) équivaut a :

geT, et geT,

q

. 9 . X . X . .
ce qui s’écrit encore geT, T ; or on a T n'T =Diag,.)

2.4.2. L’invariant |q, | et la filtration de [B].

Le terme a,, de la matrice g=(q;;) est invariant en valeur absolue si on
multiplie g & droite par un élément arbitraire de T, et & gauche par un élément arbitraire

300



STRATIFICATION NATURELLE ET THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 121

N

de 'f'q. Ceci permet d’associer a tout élément de [%B,], un entier positif ou nul qu’on
appelle son invariant |a, ,|, et qui ne dépend que de son image dans [B,],/G,; d’aprés
la commutativité du diagramme (2), linvariant |a, ,| de I’élément (%, 3) de [B], est
égal a la valeur absolue du terme de la derniére ligne et de la derniére colonne de ‘x.y.

Lemme 1. — Pour qu’un élément de [B],/G, soit dans U'image de 5, (cf. VI, 1.4) il faut
et il suffit que son invariant | a, .| soit égal & 1. (Autrement dit, pour qu’un élément (%, y) de [B],
soit équivalent modulo les opérations de G, @ un élément qui soit dans 'image de 6,X &, il faut
et il suffit que son invariant |a, .| soit égal a 1.)

Démonstration. — 11 est immédiat que la condition est nécessaire. Réciproquement,
soit ¢ une matrice telle que |a, ,|=1; on peut alors choisir t€T, et t’e'fq de fagon
que t'gtec,(G,_4). (Il est possible de choisir ¢ (resp. t') de fagon que tous les termes
non diagonaux soient nuls & I'exception de ceux de la premiére ligne (resp. colonne).)

Lemme 2. — 1) Linvariant | a

dont le type est différent de g—1.
© 2) Pour qu’une aréte de [B] soit dans Pimage de 6,x 6 ,([B,_,1), il faut et il suffit que
Pinvariant | a,, | prenne la valeur 1 en Pune de ses extrémités, et que son type soit différent de q—1.
Démonstration. — Le 1) est immédiat, ainsi que la nécessité de la condition du 2).
Preuve de la suffisance de cette condition : soit (%, y)€[B,],, tel que 'invariant |a, |
de ‘xy soit 1; il existe alors d’apres le lemme 1, des représentants respectifs ' et " de x
et j tels que ‘x’y'ec,(G,_,); soit alors £ une aréte de [B,] d’origine (%, ); supposons
par exemple & de seconde espéce (cf. VI, 2.3, propriété 2); alors Paréte »'~'.§ a pour
seconde projection sur [€ ] une aréte y d’origine ‘#’y’; d’aprés le 1) de la proposition 2,

1. q| prend la méme valeur aux extrémités de toute aréte de [B,]

l’aréte v est du type (@ , ‘mi) ; si le type i est différent de g—1, ‘x’y'£ est dans
6,(G,_1), donc 7 est dans 'image de &, ([€,_,]).

Corollaire. — Tout point de [B], qui est dans 'image de ,X &, peut étre joint & un point
de Porbite de (¢, ¢) par un chemin dont toutes les arétes soient de premiére espéce et de type différent
de (¢g—1).

(Méme résultat en remplagant « premiére espéce » par « seconde espéce ».)

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du 2) du lemme 2 et de la
connexité de [€,_,].

§ 3. LE LEMME FONDAMENTAL

3.1. Arétes de [B ] issues de (¢, ¢); énoncé du lemme fondamental.

Soit ie{1, 2, ...,g—1}. D’aprésle 1) de la proposition 2’ (cf. VI, 2.2), les arétes

de premiére espéce de type i de [B,] issues de (¢, ¢) sont les arétes [¢, f}5]xé, ot A
décrit Z. On rappelle d’autre part que le sous-groupe de G, laissant fixe (¢, ¢) est Diag,
(cf. VI, 2.4.1).
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Lemme 1. — Pour que les arétes [, ! 5]x¢é et [é, 8 s]xé de [B,] soient équivalentes
par une opération de Diag,, il faut et il suffit que |N|=|N'|. Si |N|%|N'|, les extrémités des
arétes correspondantes ne sont pas équivalentes par les opérations de G,.

Démonstration. — Pour que (&'s;, €) et (£¥s;, é) soient équivalentes par une opération
de G, il faut et il suffit qu’il existe teT, tel que

(tilsi)_lt(tiw%)ETq;

ceci entraine teT,. Ceci prouve la seconde assertion, laquelle entraine une partie de
la premiére : la nécessité de la condition |A|=|A"|. Réciproquement, posons

/I'-_ o

! DA —1 =%

1

o .

1
—2

on a 8 =1y,
et NS =S5MNi+15

on en déduit mt,-)‘ =1 )‘Si"]1'+19

et ceci prouve que les arétes [¢, t}s5;]x¢é et [¢, £ *s5]xé sont équivalentes par Popération
de N

Lemme 2. — Pour que le point (8s;, é) de [B,], soit équivalent & (¢, é) par une opération
de G, il faut et il suffit que |N|=1.

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que
(mod T,);

tiSi = tt,i

d Y (6, 6)= (b, D) = (55 ¢
onc 5 (6, €)= (5, 1) =(t;5;, €)-

Ceci prouve que la valeur |A|=1 convient; c’est la seule d’aprés le lemme 1.

Lemme 3. — Pour tout AeZ, Pextrémité (t}s;,s;) de Paréte de seconde espéce £s;x[é, s.]
est équivalente & (€, é) par une opération de G,.
Démonstration. — La matrice £'s; est symétrique; il en résulte que

A1 A
Ls=(8s)""=5t"";
—~~

trs;, 5)-

—~—
et par conséquent ths;. (€, €)= (trs;, s;t7 V)= (t}s;,

Notations. — On désigne désormais par €, 'orbite de (¢, ¢) pour les opérations
de G,. Les lemmes qui précédent mettent en évidence certains lacets relatifs de [B,]
modulo €, :
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— d’aprés le lemme 3, le chemin composé de P'aréte de premiére espéce
—

—
[e, 8s]x é et de I’aréte de seconde espéce #'s;x[¢, s;] est un lacet relatif de [3B,] modulo € ;
on le note y; ,; on note y; ;,, (pour tout geG,) le transformé de v; , par I'opération
de g; .

— d’apres le lemme 2, I'aréte [¢, f5]xé est un lacet relatif de [B,] modulo €,;
on le note §;; on note §;,, le transformé de 3; par 'opération de geG,;

— d’apres le lemme des trois arétes (cf. VI, 2.3, propriété 5) les points (s, ¢) et
(k5,6 ), extrémités de deux arétes « consécutives » issues de (¢, ¢), sont joints par une
aréte de premiére espéce, de type . Le chemin [¢, ;, £5]x ¢ est un lacet relatif de [(3B,]
modulo €,; on le note {;; on note g, , son transformé par 'opération de geG,.

On note v; ,, 3}, &;, etc., les lacets relatifs transformés des précédents par la symétrie
naturelle de [B,]; par exemple

Yi,)\z[(g> é), (6, 8'5), (s t'5:)],
5 =éx[¢, &s5).

On vérifie qu’on a les relations suivantes :

-1,

(I) Y;,l;l?‘si=(Yi, ).) ’
(2) 8':, t;s; = (Yi, 1)_1 * 8‘5‘

Lemme fondamental. — Les lacets relatifs ¥, 5. ,, 5;., et G, (pour tout 7e{1,2, ..., g—1}

tout AeZ et tout geG,) constituent un systéme de générateurs de m,([B,], €,).

(Autrement dit, tout lacet relatif de [B,] modulo €, est homotope avec extrémités
fixes & un composé des précédents et de leurs opposés.)

3.2. Trois lemmes de déformation.

Définition. — On appelle chemin de premiére (resp. seconde) espéce tout chemin composé
d’arétes de premiére (resp. seconde) espéce.

Lemme 4. — Tout chemin ( de [B,], d’origine dans €, est homotope & un composé Y*E,
o vy est composé de chemins de type v, ., (vesp. i 3.,) et oil B est de seconde (resp. premiére)
espeéce.

Démonstration. — Démontrons par exemple ’énoncé dans lequel § est de seconde
espéce. Il résulte du lemme du quadrilatére que tout chemin de [B ] est homotope au
composé d’un chemin de premiére et d’un chemin de seconde espéce. On est donc ramené
au cas ou B est de premiere espéce, c’est-a-dire du type

B=P*PBok...xB,
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ou B, By, ..., B, sont définis par des arétes de premitre espéce. D’aprés le lemme 3,
il existe un chemin B; défini par une aréte de seconde espéce d’origine ’extrémité de B,,
tel que B,*@;, soit un vy, ,.,. Le chemin 8 est homotope &

(Bo*B)# (B 1% By* ... %B,);

il résulte du lemme du quadrilatére (appliqué r—1 fois) que le chemin B{=l#B,*... B,
est homotope a un chemin du type B'#B;, od B’ est défini par r—1 arétes de premiére
espéce, et ou B; est de seconde espéce; ceci, par récurrence, achéve la démonstration.

(Pour I’énoncé dans lequel B est de premiére espéce, la démonstration est analogue
a ceci prés qu’on utilise la formule (1) de VI, 3.1.)

Lemme 5. — Soit =[5, 8, 5", b] un lacet de [B,] défini par trois arétes orientées de
méme type qui sont deux & deux consécutives. Soit o un chemin d’origine dans §,, d’extrémité en b.
Le lacet ax B* o est homotope & un composé des lacets relatifs v, ;. ,» 8. ,, 5. 9> €t de leurs opposés.

Démonstration. — On suppose par exemple que B est de premiére espéce. D’aprés
le lemme 4, « est homotope & un chemin de type y*&, ol y est composé de chemins
du type v; »,,, €t olt ¥ est de seconde espéce; on est donc ramené au cas ou « est de seconde
espéce. Dans ce cas ’application répétée du lemme du quadrilatére montre que %% o™
est homotope & un lacet § du méme type que B, dont Porigine 5 est dans €,. Puisque la
famille des Jacets relatifs v; 5,,, etc., est stable par les opérations de G,, on peut se ramener

au moyen d’une telle opération au cas ot b =(¢, ¢).
Y P

. ~~
(t”s; &) (t;s;, t; s)
AN .
A+1 . A .
(t; s;,¢€) Al A~
(t; si. 1 sp)
. . ' /\
(e, ) (6,150

[ )

Il existe alors d’aprés la proposition 2’ (cf. VI, 2.2) un entier A tel que

. .

D [s e Al f1ws
B =[e> LSy b * Sis e]><e.
A~ 2 ~
On pose [¢, s, s, é]x 55, =P .
Le lacet B’ est homotope & 8, % B’ ~!; donc d’apres la formule (2) de VI, 3.1, il est
équivalent de montrer le résultat cherché pour B ou pour B’. Or le transformé de B’ par
lopération de ¢ est =
[é, 1 t1s;, 17 2s;, é]xé

(car ', =%s;); C’estun lacet du méme type que §, mais dans lequel Pentier X est remplacé

par A+1. On peut donc, de proche en proche, se ramener au cas ou 8 correspond a la
valeur A=o0; dans ce cas, 8 n’est autre que le composé {;* 3%
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Lemme 6. — Soit o un chemin de [B ] défini par une aréte orientée dont les deux extrémités b
et b’ soient dans 'image de G, X &, et qui ne soit pas elle-méme contenue dans cette image ; alors o
est homotope a un composé B * Bq_l;g*g o B et B sont composés d’arétes de 6,%6, ([B,_4])-

Démonstration. — D’apres le 2) du lemme 2 de VI, 2.4.2, 'aréte considérée est de
type ¢—1; supposons-la de premiére espéce. D’aprés la connexité de [E,_,], il existe
un chemin de seconde espéce B, d’origine b, tel que Pextrémité de B soit un point (noté 5'’)
de €,, et que toutes les arétes de p soient dans'imagede 6,X &,; toutesles arétes de 8 sont
donc de type #g¢—1. Soit B’ le chemin « translaté de B par a» (c’est-a-dire le chemin
d’origine b’ obtenu a partir de § par ’application répétée du lemme du quadrilatere);
soit b"'" Vextrémité de B’. Toutes les arétes de B’ sont de seconde espéce et de type +¢g—1;
elles sont donc toutes dansI'image de &,x 6, (cf. 2) dulemme 2de VI, 2.4.2).D’aprésle1)
du méme lemme, P'invariant |a, ,| prend en 5"’ la méme valeur qu’en &', c’est-a-dire 1;

de ceci et du lemme 2 de VI, 3.1 résulte que ’aréte «’ qui joint 4"" a b’ est du type 3, _,
le composé B*a’ % B~ convient donc.

H

3.3. Démonstration du lemme fondamental.

Le principe de la démonstration est le suivant : les lemmes 8, 9 et 10 ci-dessous
montrent que tout lacet relatif 8 de [B,] modulo €, est homotope au composé d’un
certain nombre de v; 5.,, 9., et §;.,, et d’'un lacet relatif qui se trouve dans I'image
de 6,x¢,; ceci, par récurrence, démontre le théoréme. Le lemme 7 sert 2 démontrer
le lemme 8.

Définition. — On dit qu’une aréte orientée [, b'] de [B,] est constante (vesp. décrois-
sante, etc.) suivant que la valeur en 4’ de 'invariant |a, ,| est égale (resp. strictement
inférieure, etc.) a la valeur de cet invariant en b.

Lemme 7. — Soit b un sommet de [B,] en lequel on ait |a, ,|>2 :

1) Il existe une aréte de premiére espéce décroissante d’origine b; toute telle aréte est de
type q—1.

2) Tout couple d’arétes de premiére espéce de type q—1 issues de b, dont Pune est décroissante,
Pautre non croissante, est consécutf.

Démonstration. — Soient x et y deux éléments de G, tels que b=(%, y); les arétes

de premiére espéce issues de & sont les [#, x£}5]X y. On sait (cf. VI, 2.4.2, lemme 2)

que toute aréte de type différent de g—1 est constante; si i=g¢—1, la valeur en &’
Pinvariant |a, ,| est

de va la,,,] |by—1, 20, 41

(ot Pon a noté (4, ;) la matrice ‘¢y). Il y a deux cas a distinguer :

a) b,y , est un multiple de b, ,.
Soit A, ’entier défini par :

bq_l)q—'_)\ob%q:o.
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L’aréte correspondant a A=», est décroissante; celles qui correspondent & A=\ +1
et A=»Xx,—1 sont constantes; toutes les autres sont croissantes.

b) b,_y,, West pas un multiple de b, ,.

Dans ce cas le réseau {b,_; ,+M, ,} ne contient pas le point zéro, de sorte qu’il
existe deux valeurs consécutives de A donnant chacune une aréte décroissante ; toutes les
autres valeurs de A donnent lieu & des arétes croissantes.

Lemme 8. — Tout lacet relatif B de [B,] modulo €, est homotope @ un composé de lacets
du type ¥; ., elc., et de lacets en lous les sommets desquels Pinvariant |a, ,| ne prend que les
valeurs o et 1.

Démonstration. — D’apres le lemme 4, on peut se borner au cas ou B est de premiére
espeéce.

Soit & le maximum des valeurs prises par I'invariant |a, ,| aux différents sommets
de B. On va montrer que si £>2, B est homotope a un composé de lacets du type v; 3.,
3;. 45 etc., et d’un lacet de premiére espéce en tous les sommets duquel P'invariant |g

1 ‘Iyql
est <€—1; ce qui démontrera le lemme par récurrence sur E.

Ire étape. — Suppression des arétes de B aux deux extrémités desquelles |a, | =E.

Soit [b, b'] une telle aréte; il faut distinguer trois cas suivant le type i de cette
aréte.

Premier cas. — 1<g—2. D’apres le 1) du lemme 7, il existe une aréte de premiére

espéce [b’, b"'] qui soit décroissante; son type est g—1. L’application du lemme du
quadrilatére a [, b’, b"’] fournit un point b";le chemin [b, b'] est homotope & [4, b', ", b'],
donc a [b, b, b"]. En 3", la valeur de Pinvariant |a, ,| est la méme qu’en 5", elle est
donc <£—1; on adonc remplacé [, 4] par un chemin homotope qui ne contient aucune
aréte du type considéré.

Deuxiéme cas. — = g—2. On prend deux arétes de premiéres espéce décroissantes,
issues 'une de b, autre de &', et on applique le lemme de ’hexagone.

Trotsiéme cas. — i=gqg—1. Soit "' comme pour le premier cas ci-dessus; d’apres
le 2) du lemme 7, les arétes [b, '] et [&’, "] sont consécutives. On décompose § comme
suit :

B=Py*[b, b']*B,.

Le chemin B est homotope au composé des deux chemins suivants :

Byx[b, ', 0", b]* B qui, d’aprés le lemme 5, est homotope & un composé des
lacets v; 3.45 0., €t Gps

B, *[b, 5", b']*B,, dont le nombre d’arétes du type considéré est inférieur d’une

unité a celui de B.
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Lemme 8
bl
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2e étape. — Suppression des sommets « isolés » o |a, | =E.
Soit 4" un tel sommet; B admet une décomposition :

B=Py*[b, ", "] * By,

ol les valeurs de |a, ,| en b et 4" sont <E—1. D’aprés le 2) du lemme 7, les arétes [', 5]
et [0, 8""] sont consécutives; b et b"' sont donc joints par une aréte, et B est homotope
au composé des deux chemins suivants :

By *[b, ', 8", b]*%B~Y, auquel s’applique le lemme 5;

By*[b, b"']*B,, dont le nombre de sommets du type considéré est inférieur d’une
unité a celui de B.

Définition : Uinvariant |a,_, ,|. — Soit g=/(g; ;) un élément de G, tel que |a, ,|=o0.
Un calcul immédiat montre que |a,_, ,| reste invariant quand on multiplie g & droite
par un élément arbitraire de T, et & gauche par un élément arbitraire de T',. Il résulte
de ceci que pour tout élément b=(%, y) de [B,], en lequel |a, ,|=o0, Pentier |a,_, |
correspondant & ‘xy est indépendant du choix des représentants x et y; on Pappelle
Vinvariant |a,_, ,| de b; il est invariant par les opérations de G, dans [B].

Remarque. — Dans les mémes conditions, on peut aussi définir 'invariant |a, ,_,|.

Lemme 9. — Soit [%q]o la partie de [B,], formée des éléments qui vérifient soit |a, | =1,
soit |a, | =o0 et |a,_y ,|=1. Tout lacet relatif B de [B,] modulo €, sur les sommets duquel | a, ,|
ne prend que les valeurs o et 1 est homotope & un lacet relatif dont tous les sommets sont dans [%q]o.

Démonstration. — Le lemme est trivial si ¢g=2; on suppose ¢>3. Soit b un sommet
de [B,] en lequel |ag, ,| soit égal & 0 ou 1; on utilisera les deux définitions suivantes :

Chemin standard de premiére espéce issu de b. — Chemin de premiére espéce, dont les

types des arétes sont tous différents de ¢—1, et qui aboutit a un point de [%q]o.

Chemin standard de seconde espéce issu de b. — Chemin de seconde espéce, dont les
types des arétes sont différents de ¢g—1 sauf éventuellement celui de la derniére aréte,
et qui aboutit & un point ot |a, |=1.

(On notera que le nombre d’arétes composant un chemin standard peut éventuelle-
ment étre nul.)

Ceci posé, on montre successivement les trois résultats suivants, d’ou le lemme
découle immédiatement :

1) Tout point b du type ci-dessus est origine d’un chemin standard de premiére espéce et d’un
chemin standard de seconde espéce.

Preuve. — On choisit dans la double classe définie par b une matrice qu’on note (b; ;) ;
(autrement dit, (b; ;) est la matrice ‘xp relative & un couple (x, y) tel que b=(%, )).

a) Chemin standard de premiére espéce. — Soit b’ 'extrémité d’une aréte de type ¢,
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de premiére espéce, issue de b; il existe dans la double classe de 4’ une matrice (b; ;)
dont les éléments de la derniére colonne soient :

bi,q, HRI ] bi——1,q> bi+1,q, bi,q+)\bi+l,q> b,,«+2’q, ey bq’q (avec KEZ).

On peut, par une suite de telles opérations correspondant toutes a des types différents
de ¢—1, remplacer b, , , soit par o, soit par I.
b) Chemin standard de seconde espéce. — Les éléments de la derniére ligne de (b; ;) :

by1>byos -5 b

e}

sont premiers entre eux dans leur ensemble; par une suite d’arétes de type 1 choisie de
maniére a appliquer a 4, , et b, , 'algorithme d’Euclide, on remplace b, , et b, , par b, ,

’

et b, , tels que b, ; soit un multiple de b, ,; il existe alors des entiers A, . .., 2, tels que :
b;,1+7\2b;,2—|—-7\3bq,3+. .. —I-)\qbq’q:I;

il existe donc une suite d’arétes de types successifs 1, 2, ..., g—1, telle qu’a Pextrémité
de la derniére aréte, la valeur de l'invariant |q, ,| soit 1.

2) Soient B’ et B deux chemins standard issus d’un méme point b; le chemin B'~'x B
est homotope (avec extrémités fixes) & un chemin dont tous les sommets sont dans [B,],.

Preuve. — On note b’ et b" les extrémités respectives de B’ et B’. D’aprés le 1),
on peut se borner au cas oit B’ et B’ sont respectivement de premiére et de seconde
espéce. L’application répétée du lemme du quadrilatére fournit deux chemins 8 et B,
respectivement « translatés » de B’ par B” et de B’ par B’. Les chemins B'~'%p" et
B %B’~'! sont homotopes. Or Iinvariant |a, .| est égal 2 1 en tous les sommets de B
(car les arétes de B’ sont de méme type que les arétes correspondantes de B’; elles sont
donc de type +¢—1, donc linvariant |g, ,| a méme valeur en chacun des sommets
de B’; or cette valeur est 1 2 origine de B’ puisque celle-ci coincide avec extrémité du
chemin standard de seconde espéce B”’). De méme Lorigine de B’ est dans [%q]o; et les

arétes de B”’, autres que la derniére, étant de types différents de g—1, ne font pas sortir

de [B,],-

3) Soit o un chemin défini par une aréte de [B,] aux deux extrémités b et b’ de laquelle la
valeur de Pinvariant | a, .| soit 0 ou 1. Il existe deux chemins standard @ et B', respectivement issus
de b et b, tels que le chemin B~ 'xa% B’ soit homotope & un chemin dont tous les sommets sotent
dans [B,),-

Preuve. — On examine les différents cas.

a) o est de type +q—1. — Supposons par exemple « de premiére espéce; on choisit
alors pour B un chemin de seconde espéce, et on prend pour B’ le chemin d’origine b’
déduit de B par application répétée du lemme du quadrilatére. L’extrémité de B et
celle de B’ sont jointes par une aréte &, homotope & B~'*a@’; Pinvariant |a, | prend
la valeur 1 aux deux extrémités de . Démonstration analogue si « est de seconde espéce.
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b) « est de premiére espéce et de type g—1. — Si |a, .| =1 a l'une des extrémités de «,
lautre extrémité est dans [‘34]0, de sorte que I'on peut prendre 8 et B’ constants. Le
seul cas non trivial est donc celui out |g, ,| =0 aux deux extrémités de .

On peut supposer (en transformant au besoin « par une opération de G,) que b est

D S
de la forme (¢, 7); b’ est alors de la forme (#;_;s,_,, ¥); il en résulte que la valeur de |a, ,|
en b’ est égale a celle de |g, 4 ,| en b; donc |a, , ,|=o0 aux deux extrémités de a.
On va montrer qu’il existe un chemin standard de seconde espéce issu de & dont le
« translaté par « » soit encore un chemin standard; on va pour cela prouver qu’il existe

un élément y'=(d;,) de G, de la forme

(1) DS s, L BT
/':'\
(avec iy, 4y, ..., 4,_y%¢—1) tel que Pinvariant |a, | de (¢, ') et celui de (&_,5, 4, ')

aient tous deux la valeur 1; ceci s’écrit

§|b;,q1=1
16—y o+ 2B | =1.

q—1,q

(2)
Ces conditions sont réalisées en particulier si on a

’
bq.q_I

(3)

’
g—1,¢=1—M

Pour réaliser (3), on détermine d’abord une matrice "’ de la forme (1) dont les deux
derniéres lignes soient

0 o1 0 O
0 o o 1 o
. ’ ’ 1—2A
puis on pose V=08, oty oSy _9S,_1-
\ . 15 .
c) o est de seconde espéce et de type ¢—1. — Si Pinvariant |a, ,| prend la valeur 1

en 'une des extrémités de «, par exemple b, le cas est trivial (on prend B constant et
Br=a"").

Si Pinvariant |a, ,| est nul aux deux extrémités de «, il en est de méme pour
Pinvariant |a, _, ,| (c’est le résultat dual de celui établi au début du 4)). Il en résulte
qu’il existe un chemin standard de seconde espéce issu de b, noté B, ayant les propriétés
suivantes : toutes ses arétes sont de type <¢— 3, saufl’avant-derniére qui est de type ¢—2,
et la derniére, qui est de type ¢—1. Soient B, B,, ..., B, les arétes qui composent {;
Iapplication répétée du lemme du quadrilatére donne «', Bi, 85, ..., B,_o tels que les
composés

ot aB kB x .. xB,_,

et Bl Bix... xB_pxa’ ™!
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soient homotopes. Puis I’application du lemme de ’hexagone donne les arétes B, _,, B,, «”/,
de types respectifs ¢g—2, ¢—1, g—2 telles que les chemins o' ~'#B,_,*fB, et
B,_,#B.*a’’ "' soient homotopes. Puisque «’’ est de type ¢—2, la valeur de I'inva-
riant |a, ,| & Pextrémité de «, est la méme qu’a celle de B,, c’est-a-dire 1.

Lemme 10. — Tout lacet relatif de [B,], modulo €, dont tous les sommets sont dans [QNS,I]O
est homotope a un composé des lacets relatifs v; 5. ,, 8. ,, ., et de leurs opposés, et de lacets relatifs
dont toutes les arétes sont dans I'image de 6,X 6.

Démonstration. — D’aprés le lemme 6, il suffit de montrer que tout lacet relatif
du type considéré dans I’énoncé est homotope a un composé des lacets relatifs v; ,.,, etc.,
et de lacets relatifs dont tous les sommets sont dans I'image de 6,X6,. La démonstration
se fait en deux étapes; elle utilise la propriété suivante (de vérification immédiate)

(*) Soit b un sommet de [®B,] en lequel |a, ,|=0 et |a,_, ,|=1. Toute aréte
de premiére espéce de type g—1 issue de b est telle qu’en son extrémité ’invariant | a
soit égal a 1.

q,ql

Premiére étape. — Déformation de B en un lacet relatif ne contenant aucune aréte aux deux
extrémités de laquelle |a, .| =o.

Soit « une telle aréte; soient 4, et b, les extrémités de «; soient o, et o, deux arétes
de premiére espece de type g¢—1 issues respectivement de &, et b,; il suffit d’apres la
propriété (*) de montrer que, pour un choix convenable de o, et oy, of'*a*o, est
homotope a un chemin en tous les sommets duquel |a, ,|=1. On examine les différents
cas possibles; celui out « est de premiére espéce et de type ¢—1 est exclu (cf. 3), &)
de la démonstration du lemme g). On note b; Pextrémité de «,, b, celle de «,.

a) o est soit de seconde espéce, soit de premiére espéce et de type <g—=2. On
choisit alors «, arbitrairement, et on prend pour «, la translatée de «, par a.

b) o est de premiere espeéce et de type ¢—2. On choisit alors «, et o, arbitraire-
ment. D’aprés le lemme de ’hexagone, b; et b; sont joints par un chemin &, %% %d,,
homotope & a;'*a*ay, o0 %, % et %, sont des arétes de premiére espéce et de types
respectifs ¢—2, ¢—1 et g—2. L’invariant |a, | ayant la méme valeur aux deux
extrémités de toute aréte de type ¢—2, le chemin & '*% %%, a les propriétés voulues.

rd . N Id Y
Seconde étape. — Suppression des sommets « isolés » de B ot |a, | =o.

Soit b un tel sommet; soit o’ ~! (resp. «’’) le chemin défini par P’aréte de B qui a

son extrémité (resp. son origine) en b; on décompose § comme suit :
B=Byxa' "tra xp,.
Il y a deux cas a distinguer :

a) o et o' sont de méme espéce. — S’il existe une aréte de seconde espéce issue de b
en Pextrémité de laquelle linvariant |a, | est égal a 1, alors la valeur en b de
invariant |a, , ,| est 1; il en résulte que le cas ol «’ et «”” sont de seconde espéce est
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dual de celui ou elles sont de premiére espéce; on peut donc se borner & ce dernier
cas.

Soit alors p ’invariant du couple (&', «’’); il existe des arétes de premiére espéce, de

type ¢—1, qu’on note a;, ..., %, 4, telles que les couples (o', o), (og, &), - -+, (%1, ")
soient consécutifs. On note &', by, ..., b, 4, b” les extrémités respectives des arétes
@, 0y, ...y &, g, &5 il Tésulte de la propriété (*) que Pinvariant |a, ,| de chacun de

ces points est égal a 1, et il résulte du lemme des trois arétes que chacun des couples

(&', by), (by, b5), - .., (by_y, b") est joint par une aréte. Le lacet relatif § est homotope au
composé des deux lacets relatifs suivants :

Buko “rxa % [b", b, 4, ..., by, b']* P, lui-méme homotope au composé de p
lacets relatifs du type considéré au lemme 5; '

Bu*[0, by, ..., 5,4, b"']*PB,, dont le nombre de sommets en lesquels |a, ,|=0
est inférieur d’une unité a celui de B.

b) o est de premiére et o’ de seconde espéce. — Toute matrice g représentant la double
classe définie par & vérifie dans ce cas (d’aprés la remarque du début du ¢)) |e, ,| =0,

la, _1,,1=]8a,,-1]=1. Un calcul immédiat montre alors qu’il existe ¢€T, (resp. t’e'T‘q)
qu’on peut en plus choisir de fagon que tous les termes non diagonaux des ¢— 2 premiéres
lignes (resp. colonnes) soient nuls, de fagon que #'gt soit du type :

0O O
(E)::
o o0

Il existe donc un chemin de premiére espéce B, issu de & dont toutes les arétes sont de
type <g—3, et dont Pextrémité 3 soit telle que la double classe qu’elle définit soit
celle de 5,_;. Soient B, et By les translatés respectifs de B, par o' et «'’; soient b et b
leurs extrémités respectives; on note [b, 6']=a" et [b,5"']=%". Le lacet relatif B est
homotope au composé :

(By ) * (" 1) (By ™" By).

Le nombre de sommets de B;*B; en lesquels I'invariant |a, ,| prend la valeur o est
strictement inférieur a celui de B; de méme en ce qui concerne By ~'*B,. Tout revient
donc & montrer que &'~!'#%" est homotope & un composé de ¥; ;.,, etc. On peut,
par Popération d’un élément convenable de G, se ramener au cas ol b ={(é, ¢); alors

b=(S;, €); soit &'’ I’aréte de seconde espéce & X[é,s]; &' ~'*%” est homotope au
~rre

composé de %'~ 'x%"" et de W' "'%%’; le premier de ces lacets relatifs n’est autre
que y,_1 9, et le second est du type considéré au a) ci-dessus.
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3.4. Un complément au lemme fondamental.

Toute homotopie entre chemins composés d’arétes de [B,] est composée d’un
nombre fini d’opérations appartenant a ’un des types suivants :

a) insertion d’un lacet composé d’une aréte et de son opposée;
b) suppression d’un lacet composé d’une aréte et de son opposée;
¢) insertion d’un lacet défini par le bord d’une face.

Toute opération du type ¢) peut étre décomposée en un nombre fini d’opérations
du type @) et en une opération appartenant a I'un des deux types suivants :

¢;) remplacement du chemin défini par deux arétes orientées adjacentes d’un
quadrilatére par le chemin de méme origine et extrémité défini par les deux autres
arétes ;

¢;) remplacement du chemin défini par trois arétes orientées deux a deux adja-
centes d’un hexagone par le chemin de méme origine et extrémité défini par les trois
autres arétes.

Il résulte donc du lemme fondamental que tout lacet relatif de [B,] modulo €,
peut étre déformé en un composé des lacets relatifs v, ,.,, etc., par une suite finie
d’opérations des types a), b), ¢;) et ¢;). Ce résultat peut étre précisé comme suit :

Complément au lemme fondamental. — Tout lacet relatif de [B,] modulo €, peut étre déformé
en un composé des lacets relatifs ; »,,, 3;., et C;. , et de leurs opposés par une suite finie d’opérations
appartenant @ Pun des types suivants : a), c¢|), ¢;) et :

by) suppression d’un lacet composé d’une aréte de seconde espéce et de son opposée.

Démonstration. — Soit B un lacet relatif de [B,] modulo €, qui admette une
décomposition de la forme B=p;*a*xa '%B,, ol « est une aréte de premiére espéce.
On peut transformer B par une suite d’opérations du type a) en le chemin
(By*aka™ tx B 1) % (B, *B,). Le chemin B, *p, est celui qu'on obtient & partir de B en
supprimant le lacet a*a~!; on pourra donc réaliser toute telle opération & laide des
opérations permises, pourvu que la propriété de I’énoncé soit vraie dans le cas particulier
des lacets du type B *a*a”'*p'. Toutes les déformations utilisées au cours de la
démonstration du lemme 4 sont du type &) ou du type ¢;); on peut donc se borner au
cas ou B, est de seconde espéce. Par des opérations du type ¢;) et b,), on se rameéne au
cas de @*%~ ', ol ¥ est une aréte de premiere espéce d’origine dans €, c’est-a-dire
du type [¢, t}\s@] X é. En procédant comme dans la démonstration du lemme 5, on montre
qu’il est équivalent de démontrer le résultat cherché pour la valeur A ou pour la
valeur A+41. On péut donc se ramener au cas o A=1; dans ce cas &*a ‘=3 *5 1.

313



CuariTre VII

ETUDE GLOBALE DE L’ESPACE #
II. STRUCTURE DU NERF DE L’ESPACE %

Le § 1 est de caractére général : on définit le nerf d’une stratification et on donne
quelques propriétés simples de cette notion. Au § 2, ces propriétés sont appliquées au
cas particulier des nerfs ®; , et ®; des espaces &, , et &, définis au chapitre V, ainsi
qu’a celui du nerf @y de ’espace Fy obtenu a partir de &; , en fixant une variété
intermédiaire. Au § 3, on définit une fleche : @y - xXE, (ot €, est le complexe défini
au chapitre VI), et on montre en utilisant essentiellement le lemme des croisements a
indices égaux que, sous certaines conditions, c’est un revétement. Au § 4, on démontre
sous les hypothéses 7n>6, m,(V)=o0, le théoréme de connexité de I’espace des fonctions
sans point critique (théoréme 3); la démonstration utilise la plupart des résultats semi-
locaux des chapitres II, ITI, IV, la connexité de &; (chap. V) et le lemme algébrique
fondamental (chap. VI). Au § 5, on en déduit (2 I'aide d’un lemme sur la « presque
isotopie ») que la fleche ®y—C€ XE, est un isomorphisme, ce qui donne également
la structure de @; , et celle de ®@; (théoréme 4; ’hypothése de dimension est ici 7>7).

§ 1. NERF D’UNE STRATIFICATION

1.1. Définition et propriétés du nerf.

Soit E un espace stratifié (cf. I, 1.1); pour tout i>o0, on note E, I'ensemble
(classiquement noté 7,(E’)) des composantes connexes par arcs de E'. On note

B,ub,u... uEu.. <E.

Soient A et B deux éléments de E; la relation A>B est une relation de préordre sur E
(en général, elle n’est pas antisymétrique), on la note A>B.

D’une facon générale, soit E un ensemble muni d’une relation de préordre >,
on appelle complexe simplicial préordonné (ordonné si > est une relation d’ordre) défini
par la relation >, ’ensemble E muni simultanément de la structure de préordre > et
de la structure simpliciale qu’elle définit naturellement (un g-simplexe est une partie
de E formée de ¢ éléments qu’on peut ranger en une suite A,, ..., A, telle que

A-A> ... >A).
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Définition 1. — On appelle nerf de Pespace stratifié E et on note N(E) le complexe
simplicial préordonné défini par la relation > sur ’ensemble E.

Propriétés du nerf. — 1. Soit E un espace stratifié dont toutes les strates sont
localement connexes par arcs; soient A et B deux éléments distincts de E; si AeEj
et BeE,, la relation A>B entraine j<k. Il en résulte que la relation > est une
relation d’ordre. Donc d’aprés la remarque 2 de I, 1.2 : 87 E est un espace stratifié localement
trivial et localement connexe par arcs, la relation > est une relation d’ordre.

2. Soit E’ un espace stratifié localement trivial; soient A et B deux éléments de E';
s’il existe un point x de B qui soit adhérent a A, alors A>B. De ceci résulte que si E
est un espace stratifié arbitraire, et f : E—E’ un morphisme, alors application f: E—E’
définie de facon naturelle par f est un morphisme : RN(E)—>N(E’). En particulier :
Le nerf définit un foncteur covariant de la catégorie des espaces stratifiés localement triviaux dans
celle des complexes simpliciaux préordonnés.

3. Soient E et E' deux espaces stratifiés ; M(E X E') est naturellement isomorphe au complexe
défini sur VXX par la relation de préordre produit de celles définissant respectivement N(E)
et N(E').

(En effet les deux relations AXA’2BxB’ et (A>B et A’>B’) se correspondent

o N .
par Pisomorphisme naturel EXE’ ~EXE'.)

4. Soit E un espace stratifié localement trivial; toute famille ({;) de cartes
transverses de E définit une structure simpliciale sur E, celle dont les simplexes sont
les parties de £ qui sont images d’un simplexe pour I'une au moins des applications
(.])j R(X) — E; cest la structure simpliciale la moins fine qui rende simpliciales toutes
les applications ij (on a noté X; la source de ¢,).

Soit E un espace stratifié localement trivial et localement connexe par arcs. Soit ({;) une
Sfamille de cartes transverses de B si pour tout A€E il existe un indice j tel que Porigine de ¥
soit dans A, alors la structure simpliciale définie sur B par la famille (nLj) est celle de M(E).

(En effet, toute application aLj est un morphisme d’aprés la propriété 2 ci-dessus;
il reste donc & montrer que pour tout simplexe ¢ de R(E), il existe un indice j tel que o
soit 'image par ij d’un simplexe de R(X;). Soient Ay, ..., A, les sommets de o rangés
dans 'ordre décroissant (i.e. A,>A,_;>...>A;). Il existe un indice j tel que origine x;
de {; soit dans A,; soit ¢;: X;XY-—>E une carte locale correspondant a ¢;; soit U
Pimage de ¢;. D’aprés la remarque 2 de I, 1.2, A;, ..., A, sont localement connexes
par arcs; donc AjnU, ..., A nU le sont aussi; il existe donc une composante connexe
par arcs bien déterminée de A;nU a laquelle ; soit adhérent, notons-la Aj; soient
de méme Aj, ..., A;; pour la stratification induite par E sur U, A{, A;, ..., A} sont
des éléments de U, et ’on a A;>A;_1> ...>A], de sorte que ¢ est dans 'image du
morphisme N(U) >N(E). Or d’apres la remarque 1 de I, 1.2, on peut choisir Y connexe
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par arcs; dans ce cas, J)j induit (d’aprés la propriété g ci-dessus) un isomorphisme
N(X;) >N(U); ceci acheve la démonstration.)

5. Si E est localement connexe par arcs et muni d’une stratification conique
(cf. I, 1.3, définition 4), le nerf d’un modéle conique (ouvert) transverse en un point x
est un invariant de la cocellule de x; d’une facon précise :

Soit E un espace localement connexe par arcs muni d’une stratification conique. Soient x et x'
deux points situés dans la méme composante connexe d’une strate de E; sotent § et §’ deux cartes
transverses de E respectivement en x et %', dont les modeéles respectifs X et X' sont des cones ouverts.

a) Il existe un isomorphisme 3 :M(X) >~N(X') tel que = 'ox. ({ désigne le
morphisme : N(X)>RN(E) défini par ¢.)

b) $i X=X', st x=x', et st { et ' sont deux sections d’une méme projection locale sur
un modéle transverse, alors {=1{'.

Démonstration. — a) On peut se borner au cas o x==x'. Soit, pour A€]o, 1], ¢,
la carte transverse composée de ¢ et de I’homothétie de rapport A de X; on a visiblement
{,={. D’autre part, E étant localement connexe par arcs, on peut choisir pour tout A
une carte locale ¢, associée a ¢,, de facon que les images U, des ¢, forment un systéme
fondamental de voisinages connexes de x. On définit de méme une famille de cartes g;,
d’images U;. Il est clair que si U, cU,,, le morphisme naturel N(U,) - RN(U,) est
un isomorphisme, et que les Uj; ont la méme propriété. On en déduit (a P’aide d’une
suite d’ensembles emboités appartenant alternativement a I’'une et 'autre famille) que
si U,cU;, le morphisme naturel N(U,) - N(U}) est un isomorphisme; on prend
pour % le composé des isomorphismes :

N(X) - NR(U,) - NR(Uy) - N(X).

b) Dans ce cas particulier, le x obtenu au @) est associé a ’homothétie de rapport A /)
de X; c’est donc l’identité.

1.2. Le nerf de la stratification naturelle d’une variété combinatoirement
triangulée.

Soit V une variété combinatoirement triangulée de dimension 7n; on a défini
en I, 1.1 la stratification naturelle de V; c’est une stratification combinatoire dont le
nerf N(V) a les propriétés particuliéres suivantes :

1. La réalisation géométrique deM (V) est naturellement isomorphe & B(V), premiére subdivision
barycentrique de V.

(L’application qui & tout élément de V associe son barycentre définit en effet un
isomorphisme de (V) sur le complexe simplicial abstrait sous-jacent a #(V).)

2. Soit BeV;; soit b le barycentre de B; I’ensemble des éléments A de V tels
que AX>B s’appelle étoile descendante de B dans M(V); le sous-complexe correspondant
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de #(V) s’appelle étoile descendante de b dans %(V); il est isomorphe au coéne d’une
(t—1)-sphére combinatoirement triangulée.

On note [#(V)]; (pour o<i<n) la réunion de toutes les étoiles descendantes
de dimension <i. Les étoiles descendantes de dimension :-+1 ont leurs intérieurs deux
a deux disjoints; le bord de chacune d’entre elles est un sous-complexe de [#(V)];
isomorphe a une i-sphére combinatoirement triangulée. Ceci définit sur #(V) une
structure naturelle de CW-complexe; ce complexe est classiquement appelé complexe dual
de la triangulation de V; on le notera [#(V)]; il a d’aprés ce qui précéde la propriété
suivante :

' Lapplication qui & tout élément B de V associe Pétoile descendante dans R (V) du barycentre

de B est une bijection de N sur Pensemble des cellules de [Z(V)]; st BeV,, la cellule correspondante
est de dimension 1.

3. Considérons Papplication v : V—-)(ensemble des parties de V,), qui 2 tout
élément B de V associe Pintersection de V, avec I'étoile descendante de B; soit ¥;
Pimage de V, par v (en particulier, ¥ s’identifie 2 V,); on pose YU ,u... u¥,=7"

L’application v définit un isomorphisme de W(V) sur le complexe simplicial ordonné défini
sur ¥ par la relation d’inclusion.

On notera que ¥; s’identifie & ’ensemble des intersections du o-squelette [Z(V)],
avec les i-cellules de [#(V)], donc chaque cellule de [#B (V)] est bien déterminée par I’ensemble
des o-cellules qu’elle contient; a fortiori, chaque cellule est bien déterminée par son bord.

1.3. Nerf d’un espace stratifié muni d’une fibration compatible avec la
stratification.

Définition 2. — Soit E un espace topologique stratifié; soit B un espace topologique;
soit p: E—B une fibration localement triviale; pour tout xeB, 'image réciproque p~*(x),
munie de la stratification induite par E, est notée F,. On dit que p est compatible avec
la stratification de E si pour tout x€B il existe un voisinage ouvert U de x dans B et une

trivialisation z: UxF, - p~*(U)

qui soit un isomorphisme (pour la stratification produit sur UXF, et la stratification
induite par E sur p~'(U)).
On peut choisir alors v de facon que =(x, )=y pour tout yeF,.

Proposition 1. — Soit E un espace topologique stratifié; soit B un espace topologique;
soit p:E—B une fibration localement triviale compatible avec la stratification de E; soit xeB.

Le groupe w,(B; x) opére a droite de fagon naturelle dans N(F,), et on a un morphisme injectif
naturel :

(1) RN(E,) [my(B; x) - R(E).
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Le morphisme (1) est surjectif si B est connexe; ¢’est un isomorphisme si les conditions sutvantes
sont en plus satisfaites :

(1) B est localement connexe par arcs;

(ii) la stratification de F, est localement triviale;

(iii) tout point de ¥, n’est adhérent qu’a un nombre fini de cocellules de F,.

Démonstration. — Soit y un chemin dans B, d’extrémités x et x'. Si y est contenu
dans un ouvert U au-dessus duquel E est trivial, le choix d’une trivialisation (compatible
avec la stratification) de E au-dessus de U définit un isomorphisme F,—F,.. Cet isomor-
phisme ne dépend en fait ni du choix de U, ni de celui de la trivialisation au-dessus
de U, car il peut étre défini a ’aide des relevements de y dans les strates de E. On note
cet isomorphisme hy; il a visiblement les deux propriétés suivantes :

a) Si y=vy, *y, est une décomposition arbitraire de vy, alors

h,=h, oh,;

b) Si y et ¥’ ont mémes extrémités et si leurs images sont contenues dans un
ouvert U de B au-dessus duquel E est trivial, alors £, =4.,.

Soit maintenant y un chemin arbitraire dans B; toute subdivision de [o, 1] en un
nombre fini ¢ d’intervalles consécutifs I, ..., I, définit une décomposition y=vy;*...*y,
de v. Si la subdivision est assez fine, &, ..., hyq existent; le composé hyq o...oh, est
(d’aprés a) ci-dessus) invariant par raffinement de la subdivision, il est donc indépendant
du choix de la subdivision, pourvu qu’elle soit assez fine; on note ce composé £,. Il est
clair que la propriété a) est encore satisfaite; et, d’aprés la propriété 5), k., ne dépend
que de la classe d’homotopie (avec extrémités fixes) de y. Ceci définit les opérations
de =,(B; x) dans R(F,).

On a d’autre part (sans hypothése supplémentaire sur la stratification de E) un
morphisme naturel R(F,) -RN(E), lequel définit dans R(F,) la méme relation d’équi-
valence que les opérations de =;(B; x). D’ou le morphisme injectif (1), qui est visiblement
surjectif lorsque B est connexe. C’est un isomorphisme si, en plus, la styucture de
préordre sur R|(E) est 'image de celle de N(F,)/=;(B; x). Or soit (A, A’) un couple
d’éléments de N(E) tels que ADA’; soit yeA’'nF,; la condition (i) entraine que y
est adhérent & AnF,; ceci, compte tenu de la condition (iii), entraine qu’il existe au
moins une composante connexe par arcs de AnF,, notée A, a laquelle y soit adhérent;
soit A, la composante connexe par arcs de » dans A'nF,; la condition (ii) entraine
KyD A;, et ceci achéve la démonstration.

1

RELATIONS ENTRE LES NERFS DE CES ESPACES

§ 2. LES ESPACES STRATIFIES %, %, %', &, %

Dans toute la suite, W est le cylindre VxI dans lequel on identifie Vx{o} a V;
on désigne par n la dimension de W.
ZF est 'espace des fonctions de classe C®: VX (I, 0, 1) — (I, 0, 1), sans point
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critique sur le bord. Les espaces &, , et &; (o<i<n—1, ¢>0) sont les sous-espaces
de & définis en V, 2.1. Ces espaces et les autres sous-espaces de # qu’on introduira
sont munis de la stratification induite par la stratification naturelle de & (cf. I, 3).

2.1. Décomposition de Pespace % , et de son nerf.

Notation. — Pour tout feZF, et pour toute variété de niveau M de f, on note Wy}
(resp. Wy) I’adhérence de la partie de W comprise entre Vx {1} (resp. Vx{o}) et M.

Définition 1. — Soit feZ,; ,; soit M une variété de niveau de f. On dit que M
est une variété intermédiaire pour f si tous les points critiques d’indice ¢+1 de f sont a
Pintérieur de Wy, et tous ceux d’indice ¢ & l'intérieur de Wy.

Lemme 1. — Soit # i o le sous-espace de F; | formé des fonctions f pour lesquelles f ‘1(%)

est une variété intermédiaire. Il existe un isomorphisme F i.q—>F . o homotope a Uinjection naturelle
(tout ceci dans la catégorie des espaces stratifiés).

Démonstration. — Soit A la partie de IXI formée des couples (, y') tels que
0<y'<y<1. Le groupe Diff I opére dans A de fagon que pour tout (y, »')eA Dlappli-
cation g g.(y,»') admette une section au-dessus de A. Le groupe Diff I opére aussi
dans &, , par la formule habituelle : (g, f)rgof; les opérations de Diff I dans &, ,
et dans A sont compatibles avec 'application «:%; —A, qui a tout f associe le
couple ( y, »") ol y est la plus petite valeur critique d’indice ¢+1 de f; et y’ la plus grande
valeur critique d’indice ¢ Il en résulte (en raisonnant comme dans la démonstration
du lemme 1 de I, 3.2) que « est une fibration qui admet une trivialisation compatible

avec la stratification de &, ,. Or F i ¢ Mest autre que «"1(A), ot A est la partie de A

définie par o<y’<%<y< 1; A et A sont contractiles et homéomorphes.

Définition 1'. — On dit qu’une sous-variété M de W est (i, q)-intermédiaire (ou
simplement intermédiaire) s’il existe fe %, , telle que M soit intermédiaire pour f.

On désigne par # I’espace des sous-variétés intermédiaires de W, muni de la
topologie habituelle des espaces de sous-variétés (c’est-a-dire la topologie quotient de
la topologie G* des espaces de plongements).

Lemme 2. — 1) L’application ﬁi’qa.j{ définie en associant & tout feﬁw la variété
. 1 o " . e e -
de niveau f _I(E) est une fibration localement triviale compatible avec la stratification de & .

2) Soit Med et soit Fy la fibre de F i g Sttube au-dessus de M. Soit F\f (resp. Fy)
Uespace des fonctions de Morse :

(Wi, M, Vx{1}) > ([_;_, 1], %, 1) (resp. (Wy, Vx{o}, M) — ([o, l], o, l))

2 2
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ayant en tout q points critiques, tous d’indice i+-1 (resp.i). Soit feFy et soient respectivement Fy ¢ ,
Gl et Py les sous-espaces de Fy, Fif et Fy formés des fonctions qui sont tangentes d’ordre
infini & f le long de M.. Dans le diagramme commutatif :

gM,f — Py

Fu X Py, —> Fy XFy

ou toutes les fléches sont les morphismes naturels, la fléche verticale de gauche est un isomorphisme;
Fy (resp. Py, resp. Fy) est isomorphe au produit de Fy ; (resp. Fyf ;, resp. Fy ;) et d’un
espace stratifié trivial.

N

Démonstration. — 1) Le groupe Diff W opére a gauche dans .9?“ et dans . de
fagon compatible avec la stratification de F i, ¢ €t avec Papplication F i g—>#. D’autre
part il résulte de [3], Appendice, théoréme 3, p. 114, que pour tout Me# 1’appli-
cation g—g.M de Diff W dans .# admet des sections locales. On en déduit le résultat
en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1 de I, 3.2.

2) L’isomorphisme Fy ;& Py ;X Fy; est clair. On définit une fibration de Fy
en associant a tout f'eZy son jet d’ordre infini le long de M; la base est un espace
topologique contractile; on montre que la fibration est triviale et compatible avec la
stratification par le méme procédé que ci-dessus, le groupe a considérer étant ici le
sous-groupe de Diff W formé des difféomorphismes qui laissent M stable; il est clair
que Fy ; est la fibre de Fy située au-dessus du jet de f. Méme démonstration pour la
décomposition de F et celle de Fy.

Corollaire. — La stratification naturelle des espaces Fyf ;, Fy 1 Puit > Fus Fu» Fi
est combinatoire.

» 4

Démonstration. — Dans le cas de F; ,, Fy, Fy, cela résulte du corollaire du
lemme 1 de I, 3.2; dans le cas de &y, et Fy,, cela résulte de la remarque finale
de I, 3.2. On passe de la a Py (, puis & Fy, par le lemme ci-dessus.

Application aux nerfs.

Notations. — Soit Me#; on conserve les notations Fy, Fy , Fy , etc., introduites
dans I’énoncé du lemme 2; on note @, ,,
stratifiés &F; ., Py, Pt > Py -

On note %y le sous-groupe de Diff W formé des difféomorphismes qui sont dans
la composante connexe de I'identité et qui laissent stable M; on pose wy(%y)=II.

@y, Df, Oy les nerfs respectifs des espaces

Proposition 2. — 1) Le morphisme @y—>®F% X Oy défini par le morphisme naturel
Fy — Ff X Fy  est un isomorphisme. '
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2) Le groupe I1 opére & gauche de fagon naturelle dans @y ; de méme le groupe mo(Diff W)
(resp. m,(Diff Wy)) opére é gauche dans @y (resp. ®y); ces opérations sont compatibles avec
les morphismes naturels ®y—0y X Oy et 1 —my(Diff W) X m,(Diff Wy).

3) Soit M, la composante connexe de M dans M ; soit F, ., la partie de F; | formée des
fonctions dont les variétés intermédiaires appartiennent & My; Oy[I1 est naturellement isomorphe
au nerf ®; .., de F;

4,4;0°

Démonstration. — 1) C’est une conséquence immeédiate du 2) du lemme 2 et du
fait que le foncteur nerf est compatible avec les produits (cf. VII, 1.1, propriété 3).

2) Les groupes %, Diff Wi, Diff Wy opérent & gauche (de la fagon habituelle)
respectivement dans %y, %, Fy de fagon compatible avec les morphismes naturels
Fu—>Ff X Fy et Gy—>Diff Wi xDiff Wy. D’on, par passage au quotient, les
opérations et la propriété de compatibilité annoncées.

3) L’espace . est localement connexe par arcs, et, d’apres le corollaire du lemme 2,
la stratification de &y est combinatoire; il résulte donc de la proposition 1 de VII, 1.3
que (4 ; M) opére a droite dans @y et qu’on a un isomorphisme naturel :

Dy [rey (M 3 M) = D; 4;0-

Soit ¢, la composante connexe de ¢ dans Diff W; soit fe % ; 'application g g(M)
est une fibration localement triviale de ¢, sur ; la fibre située au-dessus de M est %,,.
Cette fibration peut se factoriser par application g fog~! de ¢, dans Z i q;00 €t la
fibration de P}i,q;o sur 4 (on a posé ﬂi,q;onﬁi,q=ﬁi,q;o). Il en résulte que les
opérations de w,(#; M) dans @y sont composées de I’antimorphisme (A4 ; M)—II
défini par la fibration ¥,—.#, et des opérations & gauche de II dans ®y. On a donc
le diagramme commutatif

Oy fmy (M3 M) > @,

1,4;0

Oyl ———— @,
La fleche verticale de gauche est un isomorphisme, car la suite exacte d’homotopie
ooy (M5 M) > 70y (Gy) > 700(ZG,) . ..

de la fibration ¥%,—.# montre que ’antimorphisme =, (#; M)—II est surjectif. La
fleche verticale de droite est un isomorphisme d’aprés le lemme 1. Ceci achéve la
démonstration. '

Corollaire. — Pour que le morphisme naturel @y [l —®;  soit bijectif, il faut et il suffit
que Pespace M des variétés intermédiaires soit connexe.
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Démonstration. — D’aprés le 3) de la proposition 2, la bijectivité du morphisme
naturel ®y/ll—->®;  équivauta @; ,.,=®, ,; ceci équivauta F; . ,=F;

i 0 c’est-a-dire
a la connexité de .

» g2

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que .# soit connexe,
et par conséquent pour que @y/II~®; . Elle est utilisée pour la démonstration du
théoréme 4 du § 4 (structure de @; ) mais non pour celle du théoréme 3 (connexité
de lespace des fonctions sans point critique).

Proposition 3. — S w,(V)=o0, n>6 et 2<i<n—3g, Dlespace M des variétés
(1, q)-intermédiaires est connexe pour tout g=o. [On rappelle que n=dim W.]

Démonstration. — Soit feF, ,; toutes les variétés intermédiaires de f sont isotopes,
et il résulte du lemme des chemins élémentaires de croisement (cf. I1, 3.1, proposition 2)
que Pélément de w,(#) ainsi déterminé ne dépend que de la classe d’homotopie de f
dans &, . Ceci définit une application my(F; ,) —m(#) qui est visiblement surjective;
il suffit donc de montrer que deux éléments quelconques de (&, ,) ont méme image
dans wy(.#); on procéde par récurrence sur g :

a) ¢=o. Les variétés « intermédiaires » d’une fonction ayant zéro point critique
sont les variétés de niveau autres que VXx{o} et Vx{1}. Soient f et /" deux telles
fonctions; on peut déformer f’ par isotopie pour qu’elle coincide avec f au voisinage
de Vx{o} (cf. VII, 5.2, démonstration de la proposition 8); donc f et f' ont méme
image dans m,(#).

b) Soit ¢>1; supposons la propriété démontrée pour I’entier ¢—1. Soient o et o’
deux éléments de =y (F; ,). D’aprés le lemme de la base (cf. [10], théoréme (7.6), p. 92)
et le « cancellation lemma » (cf. [10], théoréme (6.4), p. 69), les conditions de ’énoncé
permettent de choisir dans o (resp. ¢’) un représentant f (resp. f') qui appartienne a &,
et qui soit origine d’un chemin de mort «, d’extrémité notée Vi (resp. o', d’extrémité
notée 7). Soit M (resp. M’) une variété intermédiaire de f (resp. 7). Par Ihypothése
de récurrence, M et M’ sont isotopes; on peut donc supposer, en modifiant au besoin f
par une isotopie, que M'=M, et que F7 et f coincident sur un voisinage ouvert U de M.
Soit B un chemin élémentaire de naissance d’origine f; a support contenu dans U;
B définit de fagon naturelle un chemin p’ d’origine f7; on note f, (resp. f) Pextrémité
de B (resp. B’). Les fonctions f; et f ont une variété intermédiaire commune; or d’aprés
le lemme d’unicité des naissances, f; est isotope a f, et f; est isotope & f'; donc f et f’ ont
méme image dans w,(.#).

2.2 Le nerf de I’espace # comme « limite » des nerfs des espaces ¥, .

On rappelle que 'espace &, a été défini en V, 2.1 comme réunion des &, , et

1

des F; ;.o OU F, ., est la sous-variété de codimension 1 de & qui sépare F,,
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de #, ,,:- La codimension d’un élément f de Z; est définie par la formule (5)
de I, 3.1

codimension f=v,(f)+v(f);

ici v;(f) est égal a 1 ou o suivant que f a ou non un point de naissance, et v,(f) est égal
au nombre de points critiques de Morse de f, diminué du nombre correspondant de valeurs
critiques. La stratification de %, est définie de la maniére habituelle : f appartient a la
strate ] si et seulement si v,(f)+vy(f)=J.

Défimition 2. — On désigne par Y le complexe simplicial ordonné défini sur
Pensemble {—1,0, 1} par la relation {—1>o0, 1>0}.

Soit y : ®—>®" un morphisme de complexes simpliciaux ordonnés; on appelle
mapping cylinder de y le quotient de la réunion disjointe de ® XY et de @’ par la relation
d’équivalence : (x, 1)~y (x) pour tout xe®.

Soit
(1) 020, >... >0 LD, ...
une suite de morphismes de complexes simpliciaux ordonnés; on note ¥, le mapping

cylinder de y,. On appelle limite télescopique de lasuite (1) le quotient de la réunion disjointe
des ¥, par la relation d’équivalence suivante :

x~(x, —1) pour tout xe®,  ,c¥, et tout g>o.

Proposition 4. — Soit, pour tout q>o, @, , le nerf de F,
St m(V)=o0, st n=6, et si 1<i<n—1, il existe une suite d’injections naturelles

et soit ®; le nerf de F,.

1]

%o X
(2) Q>0 .. D SD
et @, est naturellement isomorphe a la limite télescopique de la suite (2).

Démonstration. — Pour tout g>o, on note &, ..., la partie de &, ., formée
des fonctions qui sont extrémité d’un chemin de naissance issu de & . Soit A une
cocellule de la stratification définie sur #; U &F, UZF, ., . par lafonction a valeurs
entiéres v,. Il résulte du lemme des chemins élémentaires de croisement que A
rencontre &, ., transversalement, de sorte que An#; ., est de codimension 1 dans A.
Il en résulte que le lemme des chemins élémentaires de naissance s’applique dans A
aux chemins de traversée de An#; ., dont l'origine est dans &; . Le lemme d’unicité
des naissances s’applique donc dans toute v,-strate A, ce qui permet de définir un

morphisme

(3) ®; , XY — nerf de la stratification naturelle de (&F; ;U F,; .,V F; 1i1.06)

% g *

prolongeant I'isomorphisme naturel ®; ,x{—1} - @, ,. De méme, sous les conditions
de I’énoncé, le lemme d’unicité des morts s’applique dans toute v,-strate A, ce qui permet
de définir un morphisme réciproque de (3), de sorte que (3) est un isomorphisme et
définit, par restriction & ®; ,x{1}, un isomorphisme %, de ®;

g sur le nerf @; .,
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de &, 141,5- Comme F; . ; est réunion de cocellules de &#; ,, le morphisme naturel p,
de ®; ., dans @; ., est injectif, et le nerf de la stratification naturelle de
Fi gV Fi 1,V F; 441 est naturellement isomorphe au mapping cylinder de I'injection
X =0, de ®; , dans ®; .. Ceci définit la suite (2), et montre que pour tout g¢,
le nerfde &, UF, . ,U...UZF,  estisomorphe 2 la limite télescopique de la suite (2)
limitée & @; ,; d’ou le résultat.

2.3. Compléments sur la « structure locale » du nerf @) de %.

Conformément aux notations de VI, 1.2, on appelle A le (¢—1)-simplexe type
de R?; on appelle Q le centre de A et #(A) la premiére subdivision barycentrique de A.
La stratification symétrique de R? est canoniquement isomorphe au produit de R
(trivialement stratifié) et de la stratification induite sur A— @A par la stratification
naturelle de #(A). Il résulte donc de VII, 1.2, propriété 1, que le nerf de la stratification
symétrique de R est canoniquement isomorphe au complexe simplicial ordonné K, sous-jacent &
Pétotle de Q dans la seconde subdivision barycentrique de A.

On va appliquer la description de K faite en VI, 1.2, a I’étude « locale » du nerf
de Z; le résultat obtenu sera utilisé au paragraphe suivant (démonstration du
lemme 1 de VII, g3.1). ‘

Dffinition 3. — Soit feF{; on dit qu’un ordre p de ’ensemble critique de f est
décroissant si f(cl) Zf((fz) >... ?f(cq)-

Soit ce®j ; soit f un représentant de o et soit . un ordre décroissant de ’ensemble
critique de f. Soit J la partie de {1, 2, ..., g—1} définie par

JeJ = fg)=S(G41)-

L’ensemble J ne dépend ni du choix de f, ni de celui de w, ce qui justifie la :
Définition 3'. — L’ensemble J est appelé type de o.

Lemme 3. — Pour tout Jc{1,2,...,9—1}, on note ¥y la face correspondante du
simplexe fondamental de B(A) (cf. VI, 1.2), by le barycentre de ¥y, et F,; Pétotle descendante
de by dans K.

1) Soit ce®yf, de type J; le choix d’un représentant f de o et d’un ordre décroissant yu de
Pensemble critique de f détermine un morphisme th’ o de B,y sur Pétoile descendante de o dans @y .

2) Toute famille (n[)f w) obtenue par le procédé précédent, en faisant décrire a o tout
Pensemble ®5f, définit la structure simpliciale de @sf.

g) L’élément o et son représentant f étant donnés, I’ordre décroissant . est défini & composition
prés avec un élément arbitraire du groupe S; (sous-groupe de S, engendré par les transpo-
sitions s;, pour jeJ); les opérations de Sy dans R? laissent stables ¥ et F,;, et on a :

(4) CIJ;, uo,,:fla,, .05  pour tout seS;.
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Démonstration. — 1) Choisissons un céne ouvert X;, normal a F; dans A, de
sommet b; (de dimension card J). Les points b; et v,( ) appartiennent a la méme cocellule
de la stratification symétrique de R? Soit = une carte transverse en ,(f), de source X,
définie par composition d’une homothétie de rapport assez petit de X; par rapport a
son centre, et de la translation de R? qui transporte b; en 7,(f). D’aprés le lemme 1
de I, 3.2, I'application v, admet une section p au-dessus d’un voisinage de v,(f); et
d’apres le 4) de la propriété 5 de VII, 1.1, le morphisme N(X;) —®;f défini par pot est
indépendant du choix de p; d’autre part il est visiblement indépendant du choix de =;
on prend pour ;L,’ .. le composé de ce morphisme et du morphisme canonique F,;—%R(Xj;).

2) C’est une conséquence immédiate de la propriété 4 de VII, 1.1.

3) Il est clair que si p est un ordre décroissant, tous les autres sont les éléments
de woS;. Il résulte de la définition des opérations de S, dans R? (cf. VI, 1.2, formule (1)),
qu’'on a pour tout seS; faos =510, 3

la formule (4) ci-dessus en découle immédiatement.

§ 3. REVETEMENT DE G, xC, PAR Oy;
INVARIANT ALGEBRIQUE D’UN ELEMENT DE o,

3.1. Le morphisme &,

Les notations de ce numéro sont celles de VII, 2.1 ci-dessus et du § 1 du chapitre VI.

Soit M une variété intermédiaire de W; soit, conformément aux notations de
VII, 2.1, Wy l'adhérence de la partie de W comprise entre Vx{1} et M. On
sait que H; (Wi, M) est isomorphe a Z?; une base de H, ;(W;, M) (on dira
simplement : une base) est un isomorphisme ¢ de Z? sur H; (W), M).

Définition 1. — Soit feFy (cf. VII, 2.1, lemme 2). Une base ¢ est dite adaptée

a f s’il existe un ordre décroissant ¢, ¢, ..., ¢, de ’ensemble critique de f (cf. VII, 2.3,
définition 3) et un systéme de nappes descendantes orientées Dy, D,, ..., D, de f, issues
respectivement de ¢, ¢, ..., ¢, tels que (en désignant par (g, &, ..., ¢,) la base cano-

nique de Z%), o(s;) soit, pour tout je{1, ..., ¢}, I'image dans H;, ;(Wy, M) de la classe
fondamentale de D;.

On notera qu’a toute base ¢ adaptée a f est associé un ordre bien déterminé de
’ensemble critique de f; on note cet ordre p(¢). Si on fait opérer le groupe symétrique S,
dans Z? de la maniére habituelle (cf. VI, 1.2, formule (1)), on a

(1) w(pos)=u(p)os pour tout seS,.

Lemme 1. — Soit feFy; si @ est une base adaptée & f, alors ¢ est aussi adaptée a tout

élément fde Fy suffisamment voisin de f, et situé dans la strate de f (pour la stratification
naturelle de Zf).
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Démonstration. — Si f est assez voisin de f, alors d’aprés la propriété 2 de I, 3.2,
il existe (Z,2')eDiff WxDiff I, proche de ’élément neutre, tel que f=%"ofoZ *. On
pose Z(g)=7;; il résulte du 1) du lemme 1 de I, 3.2 que le point ( (&), ..., fc &)
est dans la méme strate de la stratification symétrique de R? que le point (f{¢,), .. ., f(c,))-

En particulier on a

f@=f@)>...>7@);
autrement dit, I'ordre (¢, ...,¢,) de I'ensemble critique de f est décroissant. D’autre
part, Z(D;) est une nappe descendante orientée de Flissue de ¢;; puisque Z est proche de

I’élément neutre, I'image dans H;, ,(Wy, M) de la classe fondamentale de Z(D;) est
la méme que celle de Dj, c’est-a-dire ¢(s;).

Le lemme 1 justifie la

Définition 1'. — Soit ¢ un élément de ®;f (nerf de ). On dit qu’une base ¢ est
adaptée & o §’il existe un représentant f de ¢ auquel ¢ soit adaptée (¢ est alors adaptée a
tout représentant de o).

Lemme 2. — Soit oce®@y ; soit J le type de o (cf. VII, 2.3, définition 3’). Soit ¢ une base
adaptée a o.

1) L’ensemble de toutes les bases adaptées @ o est contenu dans Uensemble ¢o(T;.S;);
ces deux ensembles coincident si 1<i<n—3g. (Pour la définition de Tj, cf. VI, 1.1.)

2) ¢ définit un morphisme o, : F,;—>®:f , dont P'image est Pétoile descendante de o; pour
tout seS;, on a

(2) (<pos)*=<p*os.
3) Soit E€F,;; st E est un point du simplexe fondamental, alors ¢ est adaptée a ¢,(&).

Démonstration. — 1) Soit f un représentant de o; soient ¢, ¢, ..., ¢, les points
critiques de f rangés dans un ordre décroissant; soit Dy, D,, ..., D, un systéme de nappes
descendantes orientées issues respectivement de ¢, ¢, ..., ¢,, représentant ¢. Soit M’
une variété de niveau non critique située immédiatement en dessous de ¢; (c’est-a-dire
de fagon qu’il n’y ait aucun point critique entre M’ et la variété de niveau de ¢);
soit W’ la partie de Wy située entre M et M’; on note H’ 'image du morphisme :

H; (W, M)~ ,.+1(W§, M).

Soit ]~)j une nappe descendante arbitraire issue de ¢;, orientée de fagon cohérente avec
Iorientation de D; en ¢; soient « et & les éléments de H;, (W5, M) respectivement
représentés par D; et I~)j; la classe «—a est dans H'. Il en résulte que toute base adaptée
a f (et par conséquent toute base adaptée a ¢) est de la forme ¢og, ol g appartient au
sous-groupe de GL(g, Z) engendré par S; et Ty ; or ce sous-groupe est identique & T;.S;
(ainsi d’ailleurs qu’a S;.T;; cf. VI, 1.1, 2) du lemme 2).

Si la condition 1<i<n—3 est réalisée, on sait d’aprés le lemme de la base

(cf. [10], p. 92) que I'on peut choisir ﬁj de facon que a—a soit un élément arbitraire
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de H'; on peut donc choisir ﬁl, ]32 Y ey ﬁq de facon a représenter un élément arbitraire
de ¢o(T;.S;).

2) On a vu que, pour tout représentant f de o, ¢ définit un ordre décroissant (o)
de ’ensemble critique de f; le morphisme Cpf, u(e) défini par le 1) du lemme g de VII, 2.3,
est indépendant du choix de f (puisqu’il garde la méme valeur si on remplace f par N
suffisamment voisin de f). On pose :

¢y, ule) = Pxe

On a d’aprés (1) ci-dessus et d’aprés le 3) du lemme g de VII, 2.3 :
. q)u(cpo s) = q’u(fo)os = “pu(cp)os;
ceci prouve (2).
3) Soit f un représentant de o. Soient ¢, ¢, ..., ¢, les points critiques de f dans
’ordre défini par ¢. Soit £€F,;; si £ appartient au simplexe fondamental, ses coordonnées

vérifient
BB .. 2E;

soit J' la partie de J définie par

JeJ = Ey = £j+1-
Par une petite modification de f au voisinage des points critiques ¢; (pour jeJ—J'),
on peut obtenir une fonction f; ayant méme ensemble critique que f, telle que

Fle)=f@)=...>f(e),

~ ~

et que Je) <=1 (6) =/ (641).
Une telle fonction f est un représentant de ¢,(£), et admet ¢ comme base adaptée.

Choix d’une base. — On choisit une fois pour toutes une base ¢,:2Z¢ — H,, (Wi, M).
A toute base ¢ on associe la matrice ¢; too.

Soit ce®;f; on dit qu’'un élément geGL(¢g,Z) est adapté & o s’il est de la
forme ¢;'og, ol ¢ est une base adaptée a o.

On utilise la notation G, pour GL(g, Z) ainsi que les notations T,, T}, Sy, définies
en VI, 1.1. Y

Proposition 5. — 1) Soit ce®yf, de type J; soit g une matrice adaptée a o; la partie gS
de G,|T, est indépendante du choix particulier de g.

2) Lapplication &t qui & tout oe®y associe Pélément de € ainsi défini est un
morphisme @y —~C,.

3) La réalisation géométrique | Dy | de @y a une structure naturelle de CGW-complexe,
notée [®@y], dont les cellules sont les étoiles descendantes de |y |; &t définit un mor-
phisme  [OF]1—>[C] bijectif sur chaque cellule. ([C€,] est la structure naturelle de
CW-complexe de €, (cf. VI, 1.3, propriété 3)).

4) Le morphisme &% est surjectif si 1<i<n—3.

5) Si 2<i<n—4 etsi m(V)=o0, le morphisme &* fait de [Dy] un revétement de [C)].
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Démonstration. — 1) Il résulte du 1) du lemme 2 que ’ensemble des matrices adaptées
a o est contenu dans g.T;.S;; la propriété annoncée résulte donc du g) du lemme 2
de VI, 1.1.

2) Pour montrer que ®* est un morphisme, il suffit d’aprés la propriété 4
de VII, 1.1, de montrer que toutes les applications composées

Px + ot
F*J —)'(DM _>6':q

sont des morphismes. Soit § I'isomorphisme de &, sur K défini en VI, 1.2; on sait
(loc. cit., propriété 2) que B(S;)=F,;; il suffit donc, pour montrer que @ og, est
un morphisme, de montrer que pour tout o de type J et toute base ¢ adaptée a o,
il y a commutativité dans le diagramme suivant (dans lequel g=q; ‘o, et y, désigne

le morphisme défini au début de VI, 1.3) :

B-|F
F*J -—i 6.]

(3) Px Xgle.l

v
-*&q

m+

Dy

Or tout sommet de F,; est de la forme 5.£, o seS; et ol £ est un sommet de F,; appar-
tenant au simplexe fondamental. Soit J' le type de £; on a

%o B 1(s.E) = g5, .
D’autre part, d’aprés le 2) du lemme 2, on a

@ (5. &) =(p0s).(8);

donc, d’apres le 3) du méme lemme, g@os est adaptée & ¢,(s&). Il résulte donc du 1)
du méme lemme et de la définition de &+ que

Brog,(s.E)=gsS;;

ceci prouve la commutativité du diagramme (3).

3) C’est une conséquence immédiate de la commutativité du diagramme (3) :
P’application y, étant injective (cf. VI, 1.3, propriété 2), chaque ¢, est injectif, et la
restriction de @t & D’étoile descendante de o est une bijection sur Pétoile descendante
de &t (o).

La démonstration des propriétés 4) et 5) utilise le lemme suivant :

Lemme 3. — 1) Pour tout couple (v, 8) de cellules de [ €] telles que SCvy, et tout relévement ©
de 3 dans [®y], il existe un relévement o de vy tel que ~Co.

2) 8 m(V)=o0 et 2<i<n—4, le relévement donné par le 1) est unique (lorsque v, 3 et ©
sont donnés).
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Démonstration du lemme 3. — 1) Soient J et J' les types respectifs de y et 3. D’apres
le 1) de la proposition 2 de VI, 1.3, il existe geG, tel que :

y=[g5;] et 3=[gS;].
Soit f un représentant de =; g est adapté a =, donc il existe une base ¢ adaptée a f telle

que @; 'op=g. Soit fune fonction de type J obtenue a partir de f par une déformation
qui conserve un systéme de nappes descendantes donné, représentant ¢; soit ¢ la cellule

de [®;] définie par f; o contient 7, et g est adapté & o; Pensemble des matrices adaptées

a o est donc égJ; donc &t (o)=¥.

2) On va donner la démonstration de ce résultat dans le cas particulier suivant
(le seul qui sera utilisé dans la suite) : J'=J—{j;}, ouj est le plus petit élément de J.
Soit {1,...,¢} la plus grande suite d’entiers consécutifs tels que j+1, ..., +¢
appartiennent tous a J. Soient g, f, ¢ comme ci-dessus; soient ¢, ¢, ..., ¢, les points
critiques de f dans 'ordre défini par ¢. Soient M’ et M"' les variétés de niveau de f
relatives aux valeurs f(¢ ,;)—n et f(¢, 1)+, ou le nombre positif 7 est choisi assez
petit pour que ¢ .4, ..., ¢, 4 soient les seuls points critiques de f situés dans la partie X
de Wy délimitée par M’ et M"". Considérons le diagramme suivant :

H;, (X, M) —> (ensemble des J-cellules de [®j] contenant T)

~ ~

T; ; ———> (ensemble des J-cellules de [€] contenant §)

~
\

ou T ; est défini en VI, 1.1, et ol les morphismes considérés sont les suivants :

— la fléche verticale de gauche est la composée de I’isomorphisme H,_ (X, M)~ Zf
défini par ¢ et de isomorphisme (A, Ay, ..., A) L, ou :

/r.. 0 \

(0} I

— la fleche horizontale du bas est définie par ¢ [;‘gj]; c’est une bijection d’aprés
le 2) de la proposition 2 de VI, 1.3;
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— la fléche horizontale du haut est définie comme suit. Soit %; ’espace des chemins
issus de f; réalisant le croisement de ¢; avec 'ensemble de points critiques {¢ , 1, ..., 6,1/}
(toutes les valeurs critiques égalent par ailleurs le restant). Puisque m;(V)=o0 et
3<i+1<n—4, le lemme des croisements a indices égaux (cf. II, 4.1, proposition 4)
donne un isomorphisme : H; (X, M)z n,(%;). D’autre part il est clair qu'on a
une surjection naturelle :
7o(%;) — (ensemble des J-cellules de [®;] contenant 7).

D’ou par composition la fleche du diagramme; c’est une surjection.

Pour achever de prouver le 2) du lemme 5, il reste & montrer la commutativité du
diagramme (4). Or I’élément de H;, (X, M’) dont les coordonnées dans la base définie
par ¢ sont (A, Ay, . .., A,) donne un élément de %; dont le point de croisement admet qot,
pour base adaptée, et par conséquent gf, pour matrice adaptée (¢, étant définie par (5)).

Démonstration du 4) de la proposition 5. — Dans Phypothése faite sur i, le théoréme
de la base est applicable & Wy ; I'image de &* contient donc le o-squelette de [€];
il résulte donc du 1) du lemme g que &+ est surjectif.

Démonstration du 5) de la proposition 5. — Elle se fait en grimpant sur le squelette
de [€], en commengant au 1-squelette.

Soit y une 1-cellule de [€,], soient 3 et &’ ses extrémités. D’apres le 1) et le 2)
du lemme 3, la relation « étre joints par une aréte de [@;;] » définit une bijection entre
les images réciproques de 3 et 8’ par &*; la restriction de &+ au 1-squelette de [®;f]
est donc un revétement.

Supposons démontré que la restriction de " au j-squelette (j>1) soit un revéte-
ment; soit y une (j-+1)-cellule de [€], soit J le type de v, soit J* Pensemble obtenu en
privant J de son premier élément; on choisit une cellule 8, de type J’, contenue dans v;
d’aprés le 1) et le 2) du lemme 3, &+ est un revétement (produit) au-dessus de v; donc &
est un revétement au-dessus du (j+1)-squelette de [®yf]; ceci achéve la démonstration

par récurrence.

3.2. Le morphisme @ et 'invariant algébrique d’une fonction de % ,.

On conserve les notations du numéro précédent; on rappelle qu'on a posé
dim W=n.

3.2.1. On a vu ci-dessus en VII, 3.1 que pour tout Me.Z, le choix d’une base ¢,
de H;, (Wi, M) détermine un morphisme &* :®f —-CE,. De méme, le choix d’une
base ¢, de H,_;(Wy, M) détermine un morphisme @~ :®y—C ; d’aprés le 4) de la
proposition 5 de VII, 3.1, @~ est surjectif si

1I<n—i—1<n—3g,
c’est-a-dire si

(6) 2<i<n—a.
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De méme, d’aprés le 5) de la méme proposition, @~ est un revétement si m,(V)=o et si
(7) 3<i<n—g.

Donc, compte tenu de la décomposition @y~ O x @y (cf. VII, 2.1, 1) de la proposition 2)
le choix d’un couple (o, g) de bases respectives de H;  ;(Wyt , M) et de H,_;(Wyr, M) détermine
un morphisme & de ®y dans €, XC ; © est surjectif si la condition 2<i<n—3 est vérifice;
c’est un revétement si la condition 3<i<n—4 est vérifiée et st w(V)=o.

Définition 2. — Soit (g,, ¢;) un couple de bases respectives de H,, (Wi, M) et
de H,_;(Wy, M). On dit que ¢; est la base duale de ¢, s’il y a compatibilité dans le

diagramme suivant : o
]

Z! —> H;,;(Wyi, M)

|

Z: =5 H,_(Wyg, M)

la dualité de Z? avec lui-méme étant celle définie par le produit scalaire usuel, et la
dualité entre H;, (Wif, M) et H,_;(Wy, M) étant la dualité de Poincaré.

Le couple formé par une base de H; (Wi, M) et la base duale de H, _;(Wy, M)
sera appelé simplement « couple de bases duales ». Les propriétés suivantes sont
immédiates :

1) Si (¢, 9) €st un couple de bases duales relatives & M, alors ’ensemble de
tous les autres couples de bases duales relatives & la méme variété M est celui des
couples (o8, p0g), ou g décrit G,, et g=('g)~"

2) Considérons les opérations de G, dans B, définies par la formule
(8) 8- (%, 9)=(g-%, £.).

Soit & le morphisme ®y—B, défini par le couple (q,, ¢;) de bases duales; le morphisme
défini par le couple (pyog, sog) est alors g~ !.@.

Lemme 4. — Soit Med; soit ¢, une base de H; (Wi, M), et soit ¢ la base duale
de H, _;(Wy, M); soit @ le morphisme ®y—>B, défini par (o, 9y). Il y a commautativité dans
le diagramme : Mx®y —> By

pt X @ (o]

¥
G, X8, — B,

ot les opérations de 11 =my(Gy) sont celles définies en VI, 2. 1, proposition 2, ok o™ est le composé
du morphisme naturel 11 — m0o(Diff Wyf) et du morphisme :

mo(Diff Wy )2g b 95 0g,09,€Gy,
et o les opérations de G, dans B, sont définies par la formule (8).
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Remarque. — Les opérations de Il dans @y sont compatibles avec la structure de
complexe simplicial ordonné de @y, elles définissent donc de fagon naturelle des opérations
dans la réalisation géométrique |®y| de @y, et dans le CW-complexe associé [Dy].
De méme les opérations de G, dans B, s’étendent de fagon naturelle a [B,| et [B,].
Le lemme de commutativité ci-dessus est évidemment encore valable pour ces opérations.

Démonstration du lemme 4. — On a vu (cf. VII, 2.1, 2) de la proposition 2) que les
opérations de II dans @y se font par 'intermédiaire du morphisme :

Mag > (g*, &) emo(Diff Wyt ) X my(Diff W),

et des opérations respectives de m,(Diff Wif) dans ®;f et de my(Diff Wy) dans ®y. Or

le diagramme
Oxof — of

pt X ot ot
G,xC, — G,

est commutatif; cela traduit le fait que, pour tout feZf et tout geDiff Wy, si ¢ est
une base adaptée a f, alors g0 estadaptée & fog~!. La méme propriété a lieu relati-
vement 4 @y, ¢~ et @~. Il suffit donc, pour achever la démonstration, de montrer que

—

+

e (g)=p"(g) pour tout gell.

Or cela résulte de la compatibilité du diagramme suivant :

Z0 25 H, (Wi, M) 5> H, (W, M) <2 20

— |

Z0 s H, (Wi, M) > H (Wi, M) < 20

(La compatibilité du carré central exprime que gf et g, provenant d’'un méme
difféomorphisme de W, sont compatibles avec la dualité de Poincaré; la compatibilité
des carrés latéraux traduit ’hypothése : ¢, est duale de ¢,.)

3.2.2. Application : invariant d’une fonction de #

%,q°

Le lemme 4 montre que le morphisme @ définit par passage au quotient un

morphisme
(DM/H - ‘qu/Gq = QIqs
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et la propriété 2 des couples de bases duales (cf. VII, 3.2.1) montre que ce dernier
morphisme est indépendant du couple de bases duales choisi. Soit .#, la composante
connexe de M dans 4 ; d’apres VII, 2.1, 3) de la proposition 2, ®,/II est canoniquement
isomorphe au nerf @, ,., de la partie de &, formée des fonctions dont les variétés
intermédiaires appartiennent a .#,. Le morphisme

D;, 450>,

obtenu par composition ne dépend que de 4, (on le voit en remplagant M par une
variété voisine). En procédant de méme pour chaque composante connexe de .#, on

obtient un morphisme canonique :
D;, >,

L’invariant ainsi attaché (par lintermédiaire de son image dans @; ,) & un élément
de #?, (c’est-a-dire & une fonction dont toutes les valeurs critiques sont distinctes)
appartient 2 ((G,/T,) x(G,/T,))/G,, c’est-a-dire, compte tenu de VI, 2.4.1, propriété 1),

a T\G,/T,.

Dffinition 3. — Soit feF) ; on dit que fest homologiquement primitive si son invariant
dans 'T'q\Gq/ T, est 'image ¢ de I’élément neutre ¢ de G,.

Voici quelques propriétés immédiates des fonctions homologiquement primitives :

1. Soit fe#),, soit o son image dans @, ,; pour que f soit homologiquement
primitive, il suffit qu’il existe une variété intermédiaire M de f et un couple (¢,, @)
de bases duales relatives & M, telles que (& désignant le morphisme ®y—¢, <€, défini
par le couple (g, ¢;) et é I'image dans G,/T, de I’élément neutre de G,), &(o) soit de
la forme g.(¢, ¢), avec geG,. Ceci est alors vrai pour n’importe quel choix de M et du
couple (¢,, ¢o); par un choix convenable de (¢,, ¢g) on peut obtenir pour &(s) n’importe
quelle valeur de la forme g. (¢, ¢) ; en particulier (¢, ¢). Donc, pour que f soit homologiquement
primitive, il faut et il suffit que pour toute variété intermédiaire M de f, il existe un couple de bases
duales relatives @ M qui soient adaptées a f.

Si (g, py) est un tel couple, tous les autres sont les (@yog, ¢;0g) tels que
g.(é,é)=(¢é, ¢é), c’est-a-dire tels que geDiag, (cf. VI, 2.4.1, propriété 2).

2. Rappelons qu’une fonction fe#) est dite primitive si elle est 'origine d’un
chemin dans ’espace des fonctions de Morse, ayant comme seuls points exceptionnels
¢ points de mort, et aboutissant par conséquent a une fonction sans aucun point
critique. (En d’autres termes, tous les points critiques de f peuvent se détruire successi-

vement par couples.) On montre en théorie de Smale :

a) Toute fonction primitive est homologiquement primitive.
b) Si n,(V)=o0, n>6, e 2<i<n—3g, alors toute fonction homologiquement primitive
est primitive (cf. par exemple [10], théoréme (6.1) et corollaire (6.5), p. 69-70).
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§ 4. LA CONNEXITE DE L’ESPACE DES FONCTIONS
SANS POINT CRITIQUE
4.1. Le relévement des générateurs de 7,(B,, €).
On rappelle qu’on a défini des opérations de G, dans B, par la formule :
g(x,y)=(gx, :é.y),

€, est la classe de (¢, é) pour ces opérations. On a pour tout Me# un diagramme

commutatif O, —> @y
B, — ¥%=93,/G,
Proposition 6. — On suppose w(V)=o0, n>6 et 2<i<n—3. Alors tout relévement

dans @y d’un quelconque des générateurs v; 5. ,, 3;. , et ;. , de 7, (B, €)) a ses extrémités équivalentes
par une opération de II.

Démonstration. — D’aprés le 3) de la proposition 2 de VII, 2. 1, il suffit de montrer que
les extrémités de tout relévement dans @y d’un quelconque des générateurs ont la méme
image dans ®; ,, autrement dit, peuvent étre représentés par deux fonctions qui sont
dans la méme composante de 7 ;. On se borne a faire les vérifications dans le cas j=g¢—r1;
les autres cas s’y raménent sans difficulté par le « cancellation lemma » et le lemme

d’unicité des naissances.
a) Relevement de v,_, ,,,. — Le graphique d’un bon chemin « qui est un relévement

de v,_4,1,, dans &y est du type 1 ci-dessous. On déforme « avec extrémités fixes de
facon que son graphique prenne successivement les formes 2, 3, 4, 5, 6 ci-dessous :

i+1

S]] i+

—_

-
>

(1) (2) (3)

K > <<

(4) (5) (6)
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Passage de 1 4 2 par le lemme des singularités indépendantes (IV, 1, propo-
sition 1).

Passage de 2 & g : soit o’ le chemin correspondant au graphique 2, et soit /" un point
de ’'image de o’ qui soit situé entre les deux points de croisement; il existe un couple de
bases duales relatives & f” (cf. VII, 3.2.2) dont la matrice d’intersections est s,_, ; soient ¢,_;
et ¢, (dans Pordre décroissant) les deux points critiques d’indice ¢+-1 les plus bas de f7,
et soit ¢; le plus élevé des points critiques d’indice ¢ de f”; il existe des nappes descendantes
disjointes D,_, et D, relatives a ¢,_, et ¢,, et une nappe ascendante A, relative a ¢, (toutes
trois limitées a la variété intermédiaire M) telles que le nombre d’intersection de MnA,
avec MnD,_; (resp. MnD,) soit L1 (resp. zéro). Le procédé de Whitney (cf. [10],
théoréme (6.6), p. 71) permet donc de déformer A, de fagon que MnA, rencontre
MaD,_; transversalement et en un seul point, et ne rencontre pas MnD,; on peut
alors prolonger A, jusqu’au-dessus du niveau de ¢,, et par conséquent définir un chemin o”
d’origine f” réalisant le croisement de ¢, et ¢, de fagon qu’en I’extrémité de «”, les points
critiques qui correspondent & ¢,_; et ¢; soient en position de destruction mutuelle; le
chemin correspondant au graphique 3 est ajxa’ %o’ "'say (o0 o;*oy désigne la
décomposition de o’ définie par f”).

Passage de 3 a 4 : par le cancellation lemma.

Passage de 4 & 5 : le bec de droite peut étre supprimé d’aprés le lemme de
suppression des becs (IV, 3.3, proposition 4; le bec est du type II et c’est la condition (4)
qui est vérifiée). Le bec de gauche est dual du précédent.

Passage de 5 4 6 : par le lemme d’unicité des naissances (cf. III, 1.3).

b) Relévement de 3,_,.,. — Le graphique d’un bon relévement est ici du type 1
ci-dessous; on le déforme en un chemin a graphique du type 2 par le cancellation lemma;
puis en un chemin a graphique du type g par le lemme de la queue d’aronde (IV, 4.3,
proposition 5).

<
{ T >><Z:> <

(1) (2) (3)
On termine comme au a) par le lemme d’unicité des naissances.

c) Relévement de T, ,.,. — Le graphique d’un bon relévement est du type 1.
On le déforme successivement en chemins dont le graphique est du type 2, 3, 4.
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_—/ 0 \‘-—

13 31

(1)
e RN 7 N~
— "= = & ——

(2) (3) 4)

Le passage de 1 4 2 est analogue au passage de 2 4 3 dans le cas a); le passage de 2 2 3
se fait par le cancellation lemma; le passage de 3 a 4 se fait par le lemme de suppression
des becs (appliqué dans les mémes conditions qu’au a)).

On termine comme précédemment par le lemme d’unicité des naissances.

Corollaire. — On suppose dim V=5 (ie. n>6), = (V)=o, et 3<i<n—g. Alors
tout relévement dans @y d’un quelconque lacet relatif de B, modulo €, a ses extrémités équivalentes
par II.

Démonstration. — D’aprés le lemme fondamental du chapitre VI (cf. VI, 3.1) tout
lacet relatif B de B, modulo &, est homotope 2 un composé des générateurs v; 5, €tc.
Il suffit donc, d’aprés la proposition 6, de montrer que pour tout relévement ¢ de 8
dans @y, I’homotopie de B donnée par le lemme algébrique fondamental peut se relever
en une homotopie de ¢. Cela est clair lorsque 3<i<n—4, car alors @y est un revéte-
ment surjectif de B, (cf. VIL, 3.2.1). Lorsque 3<:< n—g (donc en particulier dans le
cas n=6, i=3), le morphisme @ est surjectif, et le morphisme @~ : ®y -, est un
morphisme de revétement (surjectif). D’aprés le complément au lemme algébrique
fondamental (cf. VI, 3.4), I’homotopie de B peut étre décomposée en homotopies
élémentaires des types (a), (b,), (¢i) et (¢;). Les opérations du type (a) se relévent d’apres
le 1) du lemme g de VII, 3.1; celles du type (b,) se relévent puisque &~ est un revétement;
celles des types (cj) et (c) se relévent d’aprés le lemme des singularités indépen-
dantes (IV, 1) et le lemme du triangle (IV, 2.2).

4.2. Le théoréme de connexité.

Théoréme 3. — On suppose w,(V)=o0 et dim V=5. Alors Pespace des fonctions
C*:Vx(I,o0,1)— (I,0, 1) ayant zéro point critique est connexe.

(On sait (cf. Introduction) que ceci entraine que dans le groupe Diff V, les relations
d’isotopie et de pseudo-isotopie sont les mémes.)
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Démonstration. — Soient f et f’ deux fonctions ayant zéro point critique. On sait

(cf. V, 2.1, théoréme 2) que I’espace &; est connexe; il existe donc dans &; un bon

chemin B joignant f 4 f’; le chemin B ne rencontre &#* qu’en un nombre fini de points,

donc en particulier il n’a qu’un nombre fini de points de naissance; il existe donc un
entier ¢ tel que 'image de B soit contenue dans :

FioVF 0,4V F;1V...0VF, UVF, VZF, .

—1;a
Soient « et «’ deux chemins de &, d’origine respective f et f’, composés ’un et ’autre
de g chemins de naissance, de sorte que f'Jet f", extrémités respectives de « et o,
appartiennent & %, ,. Je dis que le chemin o~ % B*a’ peut étre déformé (avec extrémités fixes)
en un chemin B de F.; - (Soient en effet f,, fo11, « -5 for—1> Sp+, des points exceptionnels
consécutifs de a'*B* o, tels que f, soit une mort, f,, , une naissance, foiy, - - -, forr—1
des croisements; le lemme des singularités indépendantes permet de faire passer f,.,,
successivement avant f,., i, ..., f,+1; on peut alors appliquer le lemme d’unicité des
naissances, ce qui permet de supprimer f, et f, ., ; on continue ainsi de proche en proche
tant qu’il existe au moins un point du chemin en lequel le nombre de points critiques
est strictement plus petit que 2¢.)

Soit alors M une variété intermédiaire de f; tout chemin de croisement de deux
points critiques d’indice ¢ (ou de deux points critiques d’indice ¢+ 1) issu de fest homotope
a un chemin élémentaire dont le support ne rencontre pas M. Il en résulte que, de proche
en proche, B peut étre déformé avec origine fixe en un bon chemin B’ contenu dans Fy,
de telle fagon que le chemin «’ décrit par Pextrémité de § au cours de la déformation
reste dans # . Le chemin B’ définit un chemin ¢’ composé d’arétes de @y ; les extrémités
de B’ sont des fonctions primitives, elles sont donc homologiquement primitives
(cf. VII, 3.2.2), leur invariant dans 9, est donc ¢. Donc d’aprés la commutativité du

diagramme :
Oy — D,

.

B, — Y,

'image de ¢’ dans B, est un lacet relatif de B, modulo §,. Il résulte donc du corollaire
de la proposition 6 que 'image de ¢’ dans ®; , est un lacet; autrement dit, les deux
extrémités de B’ sont dans la méme composante connexe de &, ; donc fet f’ sont dans
la méme composante connexe de &, ,. On en déduit, par ¢ applications successives du
lemme d’unicité des morts, que f et f’ sont dans la méme composante connexe de I’espace
des fonctions ayant zéro point critique.

Remarque. — On peut donner a cette démonstration une forme différente, dans
laquelle les lemmes d’unicité des naissances et des morts interviennent par 'intermédiaire
de la proposition 4 de VII, 2.2. Soit B comme ci-dessus, et soit ¢ le chemin composé
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d’arétes de ®; qui lui correspond; étant donné que ®; est isomorphe & la « limite
télescopique » des ®; ,, il est équivalent de montrer que ¢ est un lacet, ou de montrer
que sa projection ¢’ sur ®; , définie pour ¢ assez grand, est un lacet.

§ 5. STRUCTURE DU NERF DES ESPACES %, , ET %
5.I. Surjectivité du morphisme o*.

Proposition 7. — On suppose n>6, m,(V)=o0 et 2<i<n—3g. Soit MeM et soit ¢,
une base de H; ,(Wy, M); le morphisme oF : 1 -G, défini par ces données (cf. VII, 3.2,
lemme 4) est surjectif.

Démonstration. — Le groupe G, est engendré par la réunion de Diag,, des
transpositions s; et des matrices élémentaires 4 (=1, 2, ..., g—1).

a) Tout élément de Diag, se reléve dans II. — Le groupe Diag, est engendré par les
matrices ; (j=1,2,...,¢) ou v; est la matrice diagonale définie par

ak,k=(_l)8j’k;

il suffit donc de montrer que chaque matrice v; se reléve.

Soit @ le morphisme ®y—>%B,, défini par ¢, et la base duale ¢;. Soit cea™'(¢, é)
et soit fe Y un représentant de o. Soient ¢, ¢, . . ., ¢, les points critiques d’indice i+ 1
de f, mis dans Pordre décroissant; soient ¢, ¢, ..., ¢, les points critiques d’indice ¢
mis dans 'ordre croissant. La fonction f est homologiquement primitive; elle est donc
primitive (cf. VII, g.2.2, propriété 2b). Il existe donc une famille C,, C,, ..., G,
de « cylindres » (i.e. de sous-variétés de W difféomorphes & D"~'xI), deux a deux
disjoints, situés dans U'intérieur de W, tels que, pour tout j, G; contienne ¢; et ¢, et qu’il
existe un chemin de mort d’origine f dont le support soit contenu dans C;. On note,
pour tout j, MnC,=M;, et on désigne par G et G les adhérences des deux parties
en lesquelles M; coupe C;. Soit 3, une base de H,,,(Wy, M) dont le ;" élément soit
Pimage d’un générateur de H;,,(Cj", Mj); soit §; la base duale. Le couple (9, ¢;) est un
couple de bases duales adaptées a f; donc, d’aprés VII, 3. 2.2, propriété 1, $; 'oq,eDiag,;
on peut méme supposer, par un choix convenable du signe de chaque générateur de
Hi+1(c‘;-, Mj)’ que :50:(?0'

Or Pun des résultats que ’on démontre en méme temps que le lemme de la queue
d’aronde (cf. IV, 4.3, lemme 3) est le suivant : il existe dans le groupe des difféomor-
phismes de C; tangents d’ordre infini & Iidentité le long du bord, un élément g;, situé
dans la composante connexe de I’élément neutre, laissant f (et par conséquent M)
stables, et tel que 'automorphisme gy de H; . ;(C;", M;) défini par g; soit la multiplication
par —1. Notons g; le difféomorphisme de W obtenu en prolongeant g par lidentité,
et g son effet sur H; ;(Wy, M). Il est clair que :

1=
Po ©4;x°Po = M-
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) b? Tout s;(j=1, ..., ¢—1) se reléve. — Les extrémités du chemin vy; , sont (¢, ¢)
et (s;,5.); on a . .
(555 53)3 5. (€,€)=(3;, $;)-

La proposition 6 montre qu’il existe gjéH tel qu’on ait :
" (g) - (6, 6)=(;, 5;)-

Il en résulte que s;. (p*(g;)) laisse fixe (¢, é), et par conséquent appartient & Diag, ; donc
compte tenu du a), s5; se releve dans II.

] c) Tout 't (j=1,...,q—1) se reléve. — Les extrémités du chemins §; sont (¢, ¢)
et (fj?j,é);ona o s ]
ttj'(é’e):(ttj3 tj—l)z(tj‘%‘9é)'

On termine comme au b) ci-dessus.

5.2. Presque isotopie.

On démontre dans ce numéro un résultat indépendant de ce qui précéde, relatif
aux triades compactes sur lesquelles il existe une fonction ayant ¢ points critiques tous
de méme indice.

Proposition 8. — Soit (W, V, V') une triade compacte de dimension n. On suppose (sans
quoi I’énoncé qui suit est vide) qu’il existe deux entiers i et q tels que Hj(W, V) =0 pour j¥i
et IL(W, V) ~Z?. On note .9?,-, ¢ Vespace des fonctions de Morse W, v, V'Y > (1,0,1) ayant
exactement g points critiques, fous d’indice i. On suppose :

(1) 7"1(\7) =0;

(2) 2<i<n—3.

Alors pour tout couple (f, f') de points de t}??,q tels qu’il existe une base de Hy(W, V) adaptée
a la fois a f et a f', et pour tout voisinage U de V' dans W, il existe un chemin (f}) dorigine
dans ﬁgq, tel que f; coincide avec f sur W—U. [On dit que f et f’ sont presque isotopes
dans %pr 7]

Remarque. — 11 résulte du théoréme g que st =,(V)=o0 et n>6, alors la presque

isotopie de deux éléments de ] | entrafne leur isotopie.

Démonstration. — On démontre, par récurrence sur ¢, que la propriété est vraie
pour Pentier ¢ et pour toute triade compacte.

a) Cas g=0. — Le seul cas ol ’énoncé n’est pas vide est celui ot W est difféomorphe
au cylindre VxI. Soit ¢ le groupe des difféomorphismes de W induisant I'identité
sur V; on sait (cf. Introduction) que pour tout couple (f, f’) de fonctions sans point

critique, il existe ge? tel que f=f"og. Le procédé de la « rétraction d’Alexander »
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fournit, pour tout voisinage U de V' dans W, un chemin (g) dans &, d’origine g, tel
que g, induise P'identité sur le complémentaire de U; on pose fog '=f.

b) Cas ¢>1. — Supposons la propriété démontrée pour ’entier ¢g—1. Soient f
et f' comme dans I’énoncé; soit ¢ (resp. ¢’) le point critique de niveau le plus bas de f
(resp. f). On modifie f par I’effet d’une isotopie du but [o, 1] de fagon que f(¢)=f"(¢');
soit A cette valeur commune. Soit ¢ un plongement : (Df, S"=1) — (W, V), tel que si
on désigne par p la fonction distance euclidienne au centre dans DY, il y ait commutativité
du diagramme

D— =W

2

[o, 1]

L’image de ¢ est alors une nappe descendante de f relative a ¢; nécessairement, ¢(0)=c,
$(S*1) c V. On définit de méme le plongement ¢, relatif a f” et ¢’ D’aprés I’hypotheése
faite sur le couple (f, f), 'image de la classe fondamentale de (D, $**) par le morphisme
U, s Hy(DY, 8 1) — Hy(W, V) est au signe prés la méme que par le morphisme ¢,;
on modifie au besoin ¢’ par une symétrie de fagon que ces deux images soient les mémes.
Les conditions (1) et (2) de I’énoncé entrainent nl(W)zo; il résulte donc du théoréme
de Hurewicz relatif que ¢ et ¢’ sont homotopes. La condition (2) et le théoréme d’isotopie
de Hudson (énoncé en [7], théoréme (10.2), p. 199, dans la catégorie PL, mais valable
également dans la catégorie DIFF) entrainent que ¢ et ¢’ sont zsotopes. Il existe alors
une isotopie (y,) de W telle que yo'=1{, de sorte que f'oy; ! et f coincident sur ¢(D?);
on est donc ramené au cas ou f et f’ ont en commun une nappe descendante N de leur
point critique de plus bas niveau, et coincident sur cette nappe, et ol on a choisi ¢’
égal 4 . Il existe alors une isotopie (y;) de W telle que f'oy{~! coincide avec f au voisinage
de N. (En effet, ¢ peut se prolonger en un plongement ¢ : M,;»>W du modele standard
de Morse, adapté a f et a la fonction quadratique standard % sur M;, ce qui signifie qu’il
existe un plongement ¢ : [—1, +1]—>[o0, 1] rendant commutatif le diagramme

M,.—i—>\7v

h f

¥ s ¥
[—1, +1] — [o, 1]

De méme ¢ peut se prolonger en ¢’, adaptée a f” et a k; le plongement 3’ correspondant
A ¢’ coincide avec § sur [—1, 0], et d’aprés le lemme g de II, 1.2, on peut modifier ¢
de fagon que ¢’ coincide avec § au voisinage de [—1, o]. Il résulte du théoréme d’unicité
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des voisinages tubulaires, appliqué & un voisinage tubulaire de D' dans M;, qu’il existe

une isotopie (y]) de W telle que vjo(9p'o@™!) induise Pidentité au voisinage de N. La
comparaison du diagramme ci-dessus et du diagramme

~

Y109’
M —2* . W

h fovit

~,

[—1, +1] — [o, 1]

montre que f'oy;~! coincide avec f au voisinage de N.)

On se trouve donc ramené au cas ol f et f’ coincident sur un voisinage U de N;
soit T un voisinage de Morse de ¢, contenu dans U, définissant la nappe descendante N;
soit a la borne supérieure de f sur T. Le complémentaire de T dans f~!'([—1, a]) est
difféomorphe a un cylindre; par la méthode du a) ci-dessus, on déforme f” de facon que

A

sa restriction & T reste invariable, et que sa restriction & W—T coincide avec f, sauf
sur un petit voisinage de f~'(a). On a ainsi déformé f” en une fonction qui coincide avec f
entre V et une variété de niveau vl, située au-dessus du niveau de ¢; on est donc ramené
au méme probléme pour le cas ¢—1, ce qui achéve la démonstration de récurrence.

Corollaire. — Soit W la triade compacte V X (1, 0, 1), de dimension n. Soit MeM et
soit Fy le sous-espace correspondant de F,; , (cf. 2.1). On suppose :

(1) (V) =0;
(2") 3<i<n—4  (ce qui entraine n>7).

Alors pour tout couple (f, f') de points de Fy) tel qu’il existe une base de H; (Wi, M) et une
base de H,_;(Wy, M) qui soient adaptées a la fois a f et a f', il existe un chemin (f)') d’origine f*
dans Fy) tel que f; coincide avec f sauf sur un voisinage arbitrairement petit de OW. [On dit que f
et f' sont presque isotopes dans Fy.]

Démonstration. — On applique le lemme 1 successivement & Wif et Wy ; on trouve
les conditions 1<i<n—4 et g<i<n—a2.

5.3. Structure du nerf de %, , et de #,.

Théoréme 4. — Soit V une variété compacte sans bord et soit W le cylindre V X 1; on désigne
par n la dimension de W. Les espaces fonctionnels F; ,, F,; et Fy sont ceux définis en 'V, 2.1
et en VII, 2.1; on désigne par ®; ,, ©; et Oy leurs nerfs respectifs. Les complexes B, et W, sont
définis en VI, 1.4. On suppose =, (V)=o, n>7, 3<i<n—4. Alors

10 Le morphisme & : ®y—B, défini en VII, 3.2 est un isomorphisme pour tout MeM et
pour tout choix de la base d’homologie ¢, définissant .
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20 Le morphisme ®; —W, défim par passage au quotient de & est un isomorphisme.
3° @; est isomorphe a la limite télescopique de la suite

oW, . oUW ...

(définie en VI, 1.4, lemme 7).

Démonstration. — 1° Il résulte de la proposition 5 de VII, 3.1 que, sous les hypothéses
du théoréme 4, & est un morphisme de revétement (surjectif). Soient ¢ et ¢’ deux éléments
de @y situés au-dessus de (¢, ¢); soient fet ' des représentants respectifs de o et ¢’ dans F;.
D’aprés le corollaire ci-dessus, fet f” sont presque isotopes dans #y. D’aprés le théoréme 3,
la presque isotopie dans & entraine l'isotopie dans le méme espace, autrement dit,
f et f’ sont dans la méme composante connexe de Fy; donc o=¢". Donc ®y est le
revétement identique de B,.

2° On a le diagramme commutatif

IXx®y —> By —> Byl

G,xB, — B, — 9,

D’aprés la proposition § de VII, 2.1 (et le corollaire de la proposition 2 de VII, 2.1)
@y /I1 est naturellement isomorphe a ®; ,. Or d’aprés le 1° ci-dessus et la surjectivité
de p* (cf. proposition 7), le morphisme naturel ®,/II—%, est un isomorphisme.

3° Notons @, le morphisme désigné ci-dessus par &; on a le diagramme commutatif :

L 0 s D>

Lo U s Uy >

ol toutes les fleches verticales sont des isomorphismes d’apres le 2° ci-dessus; il suffit donc
d’appliquer la proposition 4 de VII, 2.4, d’apres laquelle ®; est isomorphe a la limite
télescopique des ®; ,.

Corollaire. — Sous les hypothéses du théoréme 4, les éléments de F) , [ fonctions « de
type (i, q) » ayant toutes leurs valeurs critiques distinctes] sont classifiés a isotopie prés par leur
invariant dans Tq\Gq /T,

Démonstration. — La restriction de I'isomorphisme ®@; —A,, donné par le 2)
du théoréme 4, au o-squelette de [®; ], est un isomorphisme : wy(F},) — 'f'q\Gq /T,

Remarques. — 1. 11 résulte de sa définition méme (cf. VII, 3.2) que I’ « invariant »
d’un élément de F7 , est invariant par tout difféomorphisme de Vx(I, o, 1). Le corollaire
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ci-dessus a donc la conséquence suivante : si deux éléments de F7 , sont transformés Pun de
Pautre par difféomorphisme, alors ils sont isotopes. Ceci est la généralisation 2 %7 du résultat
du théoréme 3, concernant les fonctions sans point critique.

2. On peut donner d’autres applications du théoré¢me 4 du méme type que le
corollaire précédent, par exemple la classification des fonctions de type (i, ¢) ayant
toutes leurs valeurs critiques d’indice ¢ et toutes leurs valeurs critiques d’indice 741
respectivement égales.

3. Il est possible de démontrer directement le théoréme 4, et d’en déduire ensuite
le théoréme g comme cas particulier (¢=o0). Mais la démonstration est rendue difficile
par le fait que rien ne permet d’affirmer a prion que @; , est un revétement de .
D’autre part la démonstration directe du théoréme g est la seule applicable au cas zn=6.
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APPENDICE

LEMMES DE FIBRATION ET D’ACYCLICITE

On a rassemblé ici, avec des indications sur leur démonstration, divers énoncés
de « topologie différentielle élémentaire »; il s’agit essentiellement de généraliser les
théorémes classiques de fibration et d’acyclicité des espaces de plongements (cf. par
exemple [2] ou I’appendice de [3]) aux espaces de plongements qui sont adaptés a une
fonction de Morse, ou qui la laissent invariante.

§ 1. COMPLEMENTS AU THEOREME
DE FIBRATION DE MATHER

Proposition 1. — Soit W une variété a bord compacte. Soit f une fonction de Morse W—R
(ce qui implique en particulier que f n’a pas de point critique sur oW).

10 Soit & Pespace des fonctions de Morse W —R  qui ont mémes points et valeurs critiques
que f et qui sont tangentes d’ordre infini & f le long de OW. Soit G le groupe des difféomorphismes
de W qui laissent fixes tous les points critiques de f et qui sont tangents d’ordre infini & lidentité
le long de OW. Les opérations naturelles de 9 dans & admettent des sections locales continues.

20 Soit X une sous-variété fermée de W; on suppose que pour tout ceX qui est un point
critique de f, Pespace tangent & X en ¢ ne rencontre pas (en dehors de Uorigine) le cone f®=o
[f® est la forme quadratique bitangente & f en c]. Soit & (resp. %) le sous-espace de &
(resp. 9) défini par la condition de coincider avec f (vesp. avec Uidentité) sur X. Les opérations
de Yy dans &x admettent des sections locales continues.

Démonstration. — 1° Elle se fait par recollement a ’aide du lemme local suivant :
Soit aeW; 1l existe un voisinage U de a dans W, un voisinage U de f dans F et une application
continue f'v>@p de U dans Uespace des plongements de U dans W, tels que f'oq; coincide avec f
sur U, et que o soit Pinjection de U dans W.

Le lemme local se démontre comme suit : si @ est non critique, on choisit au voisi-
nage de a des coordonnées locales (¥, ..., #,) dans lesquelles f(x¥)=x,. On pose pour f’
voisin de f :

q)f’(x):(xi, ) xn—l)f,(xh ceey xn));

le théoréme des fonctions implicites uniforme montre qu’on peut inverser ¢, sur un
voisinage U de 4, valable pour tous les f* assez voisins de f; on pose ¢r'|V=¢,. Sia
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est un point critique de Morse, on choisit des coordonnées locales dans lesquelles on a
f(x)=u(x), ou u est une forme quadratique; on applique alors & tout f’ assez voisin de f
le procédé standard de mise sous forme canonique au voisinage de a (utilisant la formule
de Taylor avec reste sous forme d’intégrale); on met ainsi f'(x) sous la forme w0y, (%),
ol u. est une forme quadratique et y, un difféomorphisme local, dépendant I'un et
Pautre contintment de f”, tels que u,=u et y,=identité; donc f'(x) est de la
forme wuofy oy, ol 4. est un élément de SL(n) dépendant continiment de f'; on pose
{poyy = et on termine comme dans le cas non critique.

20 Il suffit d’apporter au lemme local le complément suivant : si X est une sous-
variété passant par a et satisfaisant a la condition de I’énoncé, on peut imposer a ¢
d’étre 'identité sur X lorsque f’ coincide avec fsur X. Il n’y a aucune difficulté lorsque a
est non critique. Lorsque a est un point critique de Morse, on choisit une décomposition
locale x=(y, z) telle que I’équation locale de X soit y=o0, et que f soit de la
forme o(x)+w(y), ou v et w sont deux formes quadratiques. Le lemme local du 1°
montre alors que toute fonction f' assez voisine de f est localement de la forme v(£) 4w(x),
ol v s’annule avec y, et ou &=x lorsque f’ et f coincident pour y=o.

Proposition 1'. — Soit W une variété a bord compacte; soit A un fermé de 'W—oW.
Soit f une fonction de Morse W —>R; soit J un ouvert de R tel que, pour tout te], f~(t) soit
transversal & OW. Alors a tout g'eDiffp; R (groupe des difféomorphismes de R induisant

Pidentité sur le complémentaire de J), proche de I’élément neutre, on peut contindment associer
geDiff,W tel que, sur tout un voisinage de OW, on ait :

g'of=fog.

La démonstration de la proposition 1’ est immédiate; voici quelques conséquences
des propositions 1 et 1’ :

Corollaire 1. — Soit W une variété a bord compacte; soit J un ouvert de R ; soit f une fonction
de Morse W—R telle que :

a) les valeurs critiques de f appartiennent a J;

b) les variétés de niveau critiques de f coupent transversalement OW.

Soit & Pespace des fonctions de Morse : W—>R qui vérifient a) et b) et qui sont tangentes
d’ordre infini & f le long de OW nf~*(]). Il existe alors, au-dessus d’un voisinage de f dans &,
une section pour Papplication (g, g') —g ofog™' de Diff Wx Diﬁ'[: ;R dans Uespace des fonctions
de Morse : W—R.

Corollaire 2. — Soit M, le modéle de Morse d’indice © de R" et soit k la forme quadratique
correspondante (cf. 11, 1.1). A toute fonction k' suffisamment voisine de k et tangente d’ordre infini
a h le long de OW; on peut associer de fagon continue un élément (§, ') de Diff M; x Diff [—1, +1]

tel que :
Y lohop =h'.
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Corollaire 3. — Soient M; le modéle de Morse d’indice i de R", h la forme quadratique
correspondante, et (h,) le chemin descendant standard (cf. II, 1.1). Soit W une variété compacte
de dimension n, soit f une fonction : W—R, et soit ¢ un point critique de Morse de f. Pour tout Ael,
on note P, lespace des plongements M;—>W adaptés a h, et f en ¢, et on note P la réunion
(pour Ael) de tous les P,. Les applications naturelles :

(1) 2 —>1 (dont les fibres sont les &,);
(2) Py~ Plgt([—1, +1], I);

sont des fibrations triviales.

Démonstrations. — Celle du corollaire 1 est immédiate, et le corollaire 2 en est un
cas particulier. Voici la démonstration du corollaire 3.

Cas de (1). — Soit ¢e2,; ladaptation de ¢ a k, et f signifie qu’il existe
¢’ ePlgt([—1, +1], I) tel que ¢'oky,=foqp; en particulier (puisque £,(0)=—2Ae) on a :

¢’ (—2e) =1(c)

ce qui montre la continuité de (1). D’autre part le corollaire 2 donne un chemin
continu (¢,, ¢3) dans Diff M; X Diff[—1, 4+1] tel que pour tout Ael

A\ lohody=bh,.

L’application (X, ) — (@ot,, ¢'od)) de IXZ, dans &# est une trivialisation de £
au-dessus de I.

Cas de (2). — La trivialité de la fibration (2) est une conséquence immédiate de
celle de la fibration

(2) Diff M, — Diff[—1, 41],

ou Diff;M; est le groupe des difféomorphismes de M, adaptés a k. Pour montrer la
trivialité de (2'), il suffit de montrer I’existence de sections au voisinage de e. Soit T
un voisinage tubulaire du bord de M; a tout {’eDiff[—1, +1], proche de ¢, la propo-
sition 1’ permet d’associer JeDiff M;, laissant fixe un voisinage de o, tel que {0k
et ko$ coincident sur T'; on termine en appliquant la proposition 1 a $oho Y, quia
méme point et valeur critique que % et qui coincide avec % au voisinage de oM.

Cas de (3). — La trivialité est une conséquence immédiate de celles de (1) et (2).

§ 2. FIBRATION DES ESPACES DE PLONGEMENTS ADAPTES
SUR LES ESPACES DE NAPPES

Soit W une variété compacte; soit f : W-—>R une fonction de Morse, et soit ¢
un point critique de f. On note & (resp. &, resp. #) 'espace des nappes ascendantes
(resp. des nappes descendantes, resp. des binappes) de f issues de ¢. On rappelle la
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définition de la topologie de ces espaces : & et & sont munis de la topologie habituelle
des espaces de sous-variétés, c’est-a-dire la topologie quotient de la topologie C® des
espaces de plongements correspondants; # s’identifie au sous-espace de /X2 défini
par la condition de conjugaison des variétés tangentes en c.

Remarque. — 11 résulte immédiatement de la contractilité de I’espace des sous-
variétés tangentes en ¢ aux nappes ascendantes (ou descendantes) que % a méme type
d’homotopie que & XZ.

Proposition 2. — Soient W, f, ¢, o/, D, B comme ci-dessus. Soit G, le groupe des difféo-
morphismes de W qui laissent f invariante. Les opérations & gauche de G, dans o/, D et B admettent
des sections locales continues.

Démonstration. — Démontrons-le par exemple pour &. Soit Aes/, et soit A’
voisine de A. D’aprés le théoréeme de fibration des espaces de plongements sur les espaces
de sous-variétés (cf. [3], p. 114, théoréme 3), il existe dans le groupe Diff W un élément g,,
dépendant continiment de A’, tel que g,(A)=A’; les restrictions a A des fonctions f
et fog, ont chacune le point ¢ pour unique point critique, et coincident sur le bord;
il existe donc d’apres le 1° de la proposition 1, un difféomorphisme g, de A, laissant
fixe ¢, dépendant continiment de g, tel que fog,og, coincide avec f sur A; on peut
prolonger g, en un difféomorphisme g, de W dépendant continiment de g,. D’aprés
le 20 de la proposition 1, il existe un difféomorphisme g; de W laissant fixe A, dépendant
continiment de g,0g,, tel que fog,og,08,=f; ceci achéve la démonstration, puisque
£1°8:08(A) =g, (A)=A".

Corollaire 1 [Notations de la proposition 2]. — Soit & Pespace des plongements de M,
(modéle de Morse d’indice ¢) dans W qui sont adaptés a f et & la forme quadratique standard h.
Les applications naturelles : P—>A, P—->D, P> sont des fibrations localement triviales.

Corollaire 2. — Soient V,, et V, deux variétés de niveau de f situées au-dessus de ¢, V, étant
au-dessus de Vy; soit o (resp. ) la partie de sf formée des nappes dont le bord est dans V,
(resp. Vy). Lapplication naturelle : of,—<l, est une fibration localement triviale. [Résultat
analogue pour les nappes descendantes et les binappes.]

Les deux corollaires sont des conséquences immédiates de la proposition 2.

§ 3. FIBRATION DES ESPACES DE PLONGEMENTS ADAPTES
SUR LEURS ESPACES DE JETS

Lemme. — Soient W une variété de dimension n, f : W—R une fonction de Morse, et ¢
un point critique d’indice 1 de f. Si un plongement ¢ : M;—>R" est adapté a h et f en c, alors
Papplication R"—& (W) tangente d ¢ en o est adaptée a h et a la forme quadratique bitangente
afen c.
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Démonstration. — On rappelle que « ¢ adapté & k& et f » signifie qu’il existe un
plongement ¢': [—1, +1]—>R tel que ¢'oh=fop. On se rameéne, en choisissant des
coordonnées locales définies par un prolongement de ¢ a R" entier, au cas ot W=R"
et f=h. Alors hop—¢™Woh est le terme du second ordre dans le développement
hop—q'oh, c’est donc zéro.

Proposition 3. Sotent W, f, ¢, n, i comme dans le lemme ci-dessus. Soit P espace
des plongements du modéle de Morse M; dans W qui sont adaptés & f en c et dont Iorientation
en o est donnée. L application naturelle P ]3P de P sur Pespace des 1-jets en o de ses éléments
est une fibration localement triviale.

Meéme résultat pour les espaces suivants : P, (sous-espace de P formé des plongements pour
lesquels Papplication ¢’ : [—1, +1] >R correspondante est donnée); %, (groupe des difféo-
morphismes de M; qui laissent le bord fixe et h invariant) ; 9, , (groupe des difféomorphismes de M;
qui laissent invariantes les fonctions 2-+...+xf et 2 ,+...+x2). En plus on a des
tsomorphismes canoniques :

Ji? =~SO(i, n—i)x]o, oo[;
1P, ~JH(9,)~SO(, n—i);
J6%1,.~ O(i) X O(n—1i).

Démonstration. — Démontrons par exemple les résultats qui concernent %,. Soit &£,
le sous-groupe de SL(n) formé des applications qui sont adaptées a la forme quadra-
tique #; le groupe %, est canoniquement isomorphe a SO(7, n—i)x R}. D’aprés le
lemme ci-dessus, il existe une application naturelle %,—~.%,, qui se factorise par
Pintermédiaire de J§ %, ; il suffit donc de montrer ’existence de sections locales %,—%,
au voisinage de tout point de %;. Le théoréme classique de fibration des espaces de
plongements sur les espaces de jets (cf. [3], théoréme 2, p. 114) donne des relevements
locaux a valeurs dans le groupe de tous les difféomorphismes de M, qui laissent fixe le
bord; on modifie ce relévement de fagon qu’il prenne ses valeurs dans %, (c’est le
procédé déja utilisé ci-dessus au § 2, a ceci prés qu'on doit ici utiliser la proposition 1
complétée par la remarque suivante : soit %, C% (resp. &,C¢&) défini par la condition
qu’en tous les points critiques de f le 1-jet est celui de I'identité (resp. le 2-jet est celui
de f); ¥, opére dans &, et ces opérations admettent des sections locales continues).

Le cas de ¢, , est plus simple, car O(;)xO(n—1) s’identifie 2 un sous-groupe
de ¥, ,. Le cas des espaces de plongements adaptés se raméne a celui des groupes de
difféomorphismes adaptés par le procédé habituel (cf. [3], p. 115, lemme 1).

§ 4. ACYCLICITE DE CERTAINS ESPACES
DE PLONGEMENTS ADAPTES OU DE NAPPES

Proposition 4. — Soit W une variété de dimension n; soit f : W—>R une fonction de Morse;
s0tt ¢ un point critique d’indice 1 de f. Soient V et V, deux variétés de niveau de f situées la premiére
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au-dessus, la seconde au-dessous de ¢, telles que ¢ soit Punique point critique de la partie fermée W,
de W délimitée par V, et V,.
1° Soit M; le modele de Morse d’indice i; soit P espace des plongements de

(M;, bord supérieur de M;, bord inférieur de M) dans (Wy,, V,, V,)

qut sont adaptés & f en c, et dont le 1-jet en o est donné. L’espace P est acyclique. Méme résultat
pour le sous-espace P , de Py formé des plongements pour lesquels I'image de la binappe standard
de M, est donnée.

20 Soit o/ (resp. D, resp. &) Uespace des nappes ascendantes (resp. des nappes descendantes,
resp. des binappes) de f issues de c, limitées @ V, et V,. Les espaces o/, D, B sont acycliques.
Méme résultat pour les espaces oL 5, Dy, By obtenus en fixant la variété tangente (ou le couple
de variétés tangentes) en o.

Démonstration. — L’acyclicité de Z; et celle de #; entrainent celle de #; , d’apres
le corollaire 1 de la proposition 2 (cf. § 2). L’acyclicité de &7 entraine celle de .,
puisque P'espace des variétés linéaires tangentes en o aux éléments de &/ est acyclique;
de méme Pacyclicité de Z; entraine celle de 2, celle de #; entraine celle de &, et on
sait que Z;x ;X P;5. On est donc ramené a démontrer P’acyclicité de Z; et celle
de 7;; les deux démonstrations sont analogues; voici la démonstration de I’acyclicité
de Z;. Soit #; lespace des plongements M;—W,, qui sont adaptés a f en ¢ et dont
le 1-jet en o est donné; d’aprés le corollaire g du § 1, 'acyclicité de £} entraine celle
de Z;. Soit U un voisinage de Morse de ¢ dans l'intérieur de W, ; soit 4 un compact
de Z}; par composition avec une rétraction de M, laissant fixe un voisinage de l’origine,
on peut déformer X jusque dans Z;nPlgt(M;, U), de fagon que les éléments de
A aPlgt(M;, U) restent dans Plgt(M;, U) au cours de la déformation. On est ainsi
ramené au cas ou W=R", f=#h et c=o0; d’aprés le corollaire § de la proposition 2,
il suffit de montrer Iacyclicité du sous-espace Z;,, de &#; formé des plongements qui
laissent % invariant. La méthode classique de rétraction par « transmutation par les
homothéties », utilisée pour démontrer I’acyclicité de I’espace des plongements avec 1-jet
fixe en o0 de M; dans R", donne également ’acyclicité de Z;,;, car cet espace reste stable
au cours de la rétraction; en effet, si koo =4, alors pour tout A>o0, on a :

h(%cp(lx) ) =%lzocp()\x) — %h(kx) = h(%).
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Adapté(e) : voir base, matrice, métrique, plongement.

Ame (d’un chemin de Whitney), 35.
Aréte constante, croissante, décroissante, 125.

Base, 145.

— adaptée, 13, 145.
— duale, 151.

Bec, 8o.

Binappe, 41.

— standard, 41.

Bon (chemin), 10, 18.

Carte locale, transverse (d’une stratification), 16.
Chemin ascendant, descendant standard, 41.
— de multicroisement, de p-croisement, 48.

— de naissance, 65, 66.

— de traversée, 11, 18.

— de traversée croissant, décroissant, stationnaire, g6.

— de Whitney, 35.

— élémentaire, 20, 28.

— élémentaire ascendant, descendant, 42.
— élémentaire de mort, 71.

— élémentaire de naissance, 66.

— élémentaire descendant de p-croisement, 48.
— en queue d’aronde, 86.

— standard de naissance, 65.

— standard de suppression, 34.
Cocellule, 11, 15.

Codimension d’un point critique, 10, 23.
— d’une valeur critique, 10, 23.

— d’une fonction, 10, 24.

Complexe dual d’une triangulation, 137.
— simplicial ordonné, 134.

Cone ouvert, 16.

Consécutives (arétes), 118.

Croissant(e), décroissant(e) : voir aréte, chemin, ordre.

Distinguée (partie de S;), 110.
Dual(e) : voir base, complexe.

Espéce (d’une aréte de By), 119.
— (d’un chemin), 123.

— (d’un chemin standard), 128.
Etoile descendante, 136-137.

Fibration compatible avec une stratification 137.
Filtration de Smale, 11.

Fonction de croisement, de naissance, 24.

— de Morse, 25.

— de type (i, ¢), 13, 162.

— excellente, 10, 24.

— ordonnée, 11, g5.

-— primitive, homologiquement primitive, 153.

Graphique, 11.

Hauteur (d’une naissance), 67.
Hexagone, 117, 119.

Indépendant(e)s (chemins, singularités), 75.
Indicatrice, 33.

Indice d’un point critique, 23.

— d’un chemin de naissance, 67.
Intermédiaire (variété), 13, 139.

Invariant |4 4|, 121.

— lag_q,q|, 128.

— d’un élément de 37"?’(1, 153.
Isotope, isotopie, 7.

Isotopes (fonctions de Morse), 25.

Lemme d’acyclicité, 168.

— d’apparition d’un bec, 83.

— de fibration plongements adaptés-jets, 168.
— de fibration plongements adaptés-nappes, 167.
— de la queue d’aronde, 93.

— de P’hexagone, 118, 120.

— de suppression d’un bec, 84.

— des chemins élémentaires, 20.

— des singularités indépendantes, 76.

— des trois arétes, 118, 119.

— d’unicité des morts, 73.

— d’unicité des naissances, 67.

— du quadrilateére, 117, 119.

— du triangle, 78.

— fondamental, 123.

Lemmes semi-locaux, 11.

Matrice adaptée, 147.

Métrique riemannienne adaptée, 57.
Modé¢le transverse d’une stratification, 16.
— de Morse, 4o0.

Nappe ascendante, descendante, 41.

— ascendante (descendante) saturée, 68.

— ascendante (descendante) standard, 41.

Nappes en bonne position, — saturées enfbonne posi-
tion, 68.

Nerf (d’une stratification), 13, 135.

Ordonné(e) : voir complexe, fonction.

Plongement adapté du modele de Morse, 41.
-— du modéle de naissance, 66.

— du mode¢le de Whitney, 28.

Plongement horizontal, 56.

— linéairement adapté, 55.

— linéairement adapté de gradient, 57.
Point critique de naissance, 10, 23.

— critique du type de Morse, 10, 23.

— critique du type queue d’aronde, 23, 86.
— triple (de P’espace fonctionnel), 76.
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Préordonné (complexe simplicial), 134.
Presque isotopie, 159.
Pseudo-isotope, pseudo-isotopie, 7, 8.

Quadrilatére, 117, 119.

Simplexe fondamental, 108.

Sommet de Morse, 33.

Strate, 10, 15.

Stratification, 10, 15.

— combinatoire, 17.

— conique, 17.

— de codimension 1, 17.

— induite, 16.

— localement triviale, 16.

— naturelle (d’un espace fonctionnel), 10, 23.
— naturelle (d’une triangulation), 15.
— produit, 16.

— symétrique de RY, 26.

— triviale, 16.
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Télescopique (limite), 143.

Théoréme de connexité de I’espace des fonctions
ordonnées, g6.

— de connexité de 'espace F;, 100.

— de connexité de ’espace des fonctions sans point
critique, 156.

— de fibration de Mather, 24, 164.

— de la pseudo-isotopie, 8.

— de structure du nerf de &, ,, 161.

Translaté (d’un chemin de premiére espéce), 129.

Type d’une aréte de By, 119.

— d’une aréte de €, 116.

— d’un élément de ®F, 144.

— d’une partie distinguée de Sy, 110.

Voisinage de Morse, 41.
— double, — double saturé, 68.
— double saturé standard, 71.



INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

Les espaces fonctionnels sont en général désignés par une majuscule cursive. On utilise également les
notations Plgt(V, W) (espace de plongements) et Diff V' (groupe de difféomorphismes). Tous ces espaces sont
munis de la topologie C®.

&, & (espace des fonctions sans point critique), 9. Gy, Ty, T;, Ty, Diagg, T,,, ;, 106.
éoéd‘?;lg ‘?—%’ )g.%a’ )‘30_1’810' Ty, Ty, T, 'f.r',.ﬁ s> Sq, Sy, 107.
itions (ay), , 18.
(W, V, V) (tgiadclcompacte de dimension n), 22. zq\;g/Tq (f;space des doubles classes), 108.
M; (modéle de Morse d’indice i), 40. & l(K)’ 8 EF
h(x), k(x), 40. > s (K], Fy, by, b, Fyy, [Fyl, 109.
hy(%), 41. S, 110.
w(x), (), 43. Qg5 [&gl, 111, 112,
P, B, & (chemins élémentaires), &f, (arcs élémen- By, [B,l, Ay, 113, 114.
taires), 43. £, 114.
r1(x), r5(x), 44- oy (morphisme), 114.
SO(i, n—i), SO*(i,n—i), 46. ¥ 120
#', o', D' (espaces de binappes, de nappes), 52. 2’ :
{; (morphisme), 56. €, 122.
5[‘2 (métrique riemannienne adaptée), 57. Yi, & 8is L5 Yi,nigs Bizgs Cisgr 123
o;, B;, v; (morphismes), 58. E;, E, 134.
A(x), 64. RN(E) (nerf), 135.
{5 :a(x), 65. . M (variété intermédiaire), Wi, Wy, #, 139.
ij~(modéle de naissance), 65. ®; 4, Oy, O, Oy (nerfs), 140.
U, U; (voisinage double saturé standard), 71. G ™(Gy) = I, 140.
O (espace des fonctions ordonnées), 95. ot (morppisme), 147.
Fioo Fiqiar Fi» 100 @ (morphisme), 151.
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