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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX
DES GROUPES DE CHEVALLEY SUR UN CORPS p-ADIQUE

par FRANÇOIS BRUHAT

Le but de ce travail est d'étendre les résultats de [3] aux groupes semi-simples
généraux. Nous n'y sommes encore parvenu que pour les groupes dits « du type Tohoku »
ou « déployés » sur le corps de base. Nous définissons pour un tel groupe G une classe
« naturelle » de sous-groupes K possédant de bonnes propriétés (th. 12.1 et prop. 15.1).
Un tel sous-groupe K est défini comme l'ensemble des éléments de G laissant invariant
un certain réseau stable par le crochet dans l'algèbre de Lie de G (« réseau de Chevalley») ;
on trouvera la définition et l'étude des réseaux de Chevalley au II. Cette étude a
nécessité l'établissement de variantes du théorème de Jacobson-Morozov (dans le cas
d'un anneau de base, ou d'un corps de caractéristique non nulle) qu'on trouvera en I.

Pour les conséquences importantes des propriétés des sous-groupes K, au point
de vue des représentations unitaires de G et de la théorie des fonctions sphériques, nous
renvoyons à [3] et [10].

Remarquons que le corps de base P utilisé ici n'est pas nécessairement localement
compacta mais seulement value complet pour une valuation discrète. Le sous-groupe K
n'est plus alors compact maximal, mais « borné » maximal. Par ailleurs, nous devons
nous restreindre à la caractéristique zéro, car nous utilisons des résultats de Borel-Tits
(sur la conjugaison des tores décomposés maximaux par exemple) qui semblent n'avoir
été établis que sur un corps de base parfait.

Signalons enfin que les résultats qui suivent ont été partiellement énoncés dans [4].

NOTATIONS

P : corps value complet pour une valuation v discrète normée.
0 : anneau des entiers de P.
p : idéal maximal de 0.
n : générateur de p (« uniformisante »).
p désigne la caractéristique du corps résiduel 0/p si celle-ci est non nulle et le

symbole +°° si la caractéristique de 0/p est nulle.
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LE THÉORÈME DE JACOBSON-MOROZOV

Dans ce paragraphe, la lettre A désigne un anneau commutatif intègre avec
élément unité et la lettre M désigne un A-module unitaire sans torsion de type
fini sur A. La lettre K désigne le corps des fractions de A. On suppose que les
éléments i, 2, . . ., p—i sont inversibles dans A : par suite K est de caractéristique o
ou q^-p.

i. L'algèbre de Lie standard de dimension 3 et ses représentations.

Nous désignerons par I et appellerons « Algèbre standard » sur A, une A-algèbre
de Lie, qui est un module libre de dimension 3 sur A, possédant une base X, Y, H
satisfaisant aux relations classiques :

(S) [H, X] = 2X [H, Y] == - 2Y [X, Y] = H.

Soit p une représentation-linéaire de I dans M. Les relations suivantes sont bien
connues et d'ailleurs triviales (pour r, s entiers naturels et ÀeA) :

( T ) (p(H) -WX)8 = ̂ WW) -^ + 2sy
(2) (p(H)-À) rp(Y)s=p(Y)8(p(H)-À-2.) r

Pour Uel, nous désignerons par N^(p, U) le noyau de (p^)—^ et par
N^(p, U) la réunion des N;^ pour k entier ^i . Il résulte aussitôt de ( i ) et (2) que :

(3) P(X)N^(p,H)cN^^(p,H)

(4) P(H)No^(p,X)cNo,,(p,X)

(5) P(Y)N,.,(p,H)cN,_^,(p,H)

(6) P(H)No,,(p,Y)cNo^(p,Y)

Si A est un corps de caractéristique o, ces relations entraînent immédiatement
que p(X) et p(Y) sont niipotents. Si A est un corps de caractéristique p, Jacobson a
montré [9] que la théorie classique des représentations de I se généralisait bien, à
condition de supposer a priori que ^X)m==^Y)m=o avec m^—i. Nous allons dans
ce numéro généraliser ces résultats.
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 47

Lemme (1.1). — Si p(X)w==o, avec m^p—i, on a pour o^r^m :

(7) ( H (p(H)+m-J))p(X)m-r-o.
l^y^2r- l

£"̂  particulier, on a :

(8) II (p(H)+^-j)=o.
l<?<2w-l

La démonstration donnée par Jacobson dans le cas d'un corps est valable sans
changement ([9], Lemme i).

Introduisons maintenant les représentations « classiques » de I, obtenues par
changement d'anneau de base à partir des représentations bien connues de l'algèbre
standard sur Z : pour tout entier j^ i, nous désignerons par p. la représentation linéaire
de I dans le A-module A défini par les formules suivantes (où <?i, e^ . . ., ^ désigne la
base canonique de A^) :

p,(X)^=o, p,(X)^==î(j—i)^ pour ï<i<^j—î
(9) • 9j{îï)ei={j—^+I)^ pour ï^i<^j

P,(Y)^=^+i P0111' ^^J—1? 9^)^=°

On vérifie immédiatement que ces formules définissent bien une représentation de I.

Lemme (1.2). — Soit p une représentation de I dans M telle que pÇX^^^Y^^o avec
m^p—i. Le module M est somme directe de sous-modules M.y invariants (pour i^j^m) tels
que la restriction de p à My soit équivalente au produit tensoriel de la représentation py de \ dans A.
par la représentation nulle de \ dans un A-module My^.

Si A est un corps, ce résultat est classique en caractéristique o et est dû à Jacobson
en caractéristique q^p ([9], théorème i). Dans le cas général, considérons M comme
plongé dans le K-espace vectoriel de dimension finie M^ = K®^ M et I comme plongée
dans la K-algèbre de Lie standard I^=K®^I. La représentation p se prolonge en une
représentation p^ de 1̂  dans M^ qui, d'après le résultat de Jacobson, est complètement
réductible et somme directe de représentations du type p. pour i^j^m. Soit W- le
sous-espace de M^ composant isotypique de type p , et soit Wy ^ (pour i^i^j) le
sous-espace propre associé à la valeur propre j—2î+i de la restriction de PK:(H)
à W,.

Nous allons montrer par récurrence sur m que M est somme directe des sous-
modules M^==W^nM : c'est évident si m=ï puisque W^=MK. Soit alors

m m—1

x=f^+zeM, .y.eW,,., ^.SW,.

m—1

Comme p(X)w - l=p(Y)m - l=o sur S W,, on déduit aussitôt des formules (9) :

(10) p(Y)s- lp(X)w- lp(Y)w-s(^=( II k(m-k}\y, (pour i^m).
l^ks^m—l
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48 F R A N Ç O I S B R U H A T

Comme le coefficient de y^ au second membre de (10) est inversible dans A, on voit
que les yg et ^ appartiennent à M, ce qui montre que M est somme directe des
M^(i^^m) et de Mo S W, d'où notre assertion.

' ls^js^m—1

De plus, les formules (9) montrent que, pour ï^i^j—i, PK:(Y) est un isomor-
phisme de W, ^ sur W-^^, l'isomorphisme réciproque étant la restriction de
i'1^'—i—i^pg^X) à W^_^. Gomme i~l(j—i—I)~leA pour î^i^j—i<j&, il en
résulte que p(Y) définit un isomorphisme de M^ sur M^.^ (pour ï^i^j—i), ce
qui entraîne immédiatement que My==SM^ est isomorphe au produit tensoriel

M- i®A^î ^a restriction de p à M- étant le produit tensoriel de la représentation nulle
par la représentation p^..

Remarque. — II résulte des formules (9) que le noyau No^(pî X) de pCX)^ est
somme directe des sous-modules My ̂  pour i^i^inf(j, A). D'autre part p(X) est un
isomorphisme de M^ sur M^_i pour i<i^j. Par suite, l'image p(X)(N^) est la
somme directe des M^ pour i^i^inf(j, k)—i et est facteur direct dans No^_i, un
supplémentaire étant la somme directe des M .̂ pour ï^js^k—i.

Nous allons maintenant faire une hypothèse de niipotence sur p(X) seul :

Lemme (1.3). — Si p(X)w==o avec 2m^j&+i, alors le module M. est somme directe
dessous-modules N^_^==N^_^i(p, H) noyaux des opérateurs p ( H ) + m — k pour î^k^^m—i.

Si 2m^p—i, on a de plus p(Y)w==o et le Lemme 1.2 s'applique.
La première assertion est une conséquence du lemme i . i et de la remarque

suivante. Si u est un endomorphisme de M tel que îl (u-^m—j)=o (avec k^p)
l^js^k

alors M est somme directe des noyaux de u-}-m—j pour ï^j^k. Ceci est évident
pour A;=i . Pour Â;>I, posons v= II (u^-m—j). Soit Q le polynôme à

ls^j^k-1

coefficients entiers quotient de la division euclidienne de II (X+m— j ) par
X+m—k. On a v{u-\-m—k)==o et "^^

(n) ' v—Q^{u)(u+m—k)= îl (k—j)
ls^j^k—1

et le second membre de (n) est inversible puisque ï^k—j^p—i. Par suite M est
somme directe du noyau de u-\-m—k et du noyau de v, d'où notre assertion par
récurrence sur À.

Si maintenant 2m ̂ p—i, les entiers —m et — m — i ne sont congrus modulo p
à aucun des entiers k—m pour i^ k ̂ ^m—i.

Par suite N_^(p, H) =N_,_^(p, H) ={o}.
Comme la formule (5) entraîne p(Y)7lN^_^cN_^ et p(Y)^_i_^CN__i_^, on

en conclut que p(Y)m=o.
Remarque. — II est facile de voir que m== {p—1)/2 est la meilleure valeur possible

pour la deuxième assertion du Lemme i . 3 : si l'on prend pour A un corps de carac-
téristique i l , et si l'on considère la représentation py avec j==i6, on trouve p^(X)6==o
et p^Y^+o.
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 49

2. Réduction module un idéal premier.

Soit p un idéal premier de A. Nous désignerons par À l'anneau quotient A/p,
qui satisfait aux mêmes conditions que A. On posera de même M= M/pM et I==I/pI;
on désignera par x—>x l'application canonique de A sur A, etc., et par p la représen-
tation de la A-algèbre de Lie 1 dans M déduite de p par réduction modulo p. Si
p(X)w=p(Y)w=o, avec m-^p— i, il résulte du Lemme i .3 que la réduction modulo p
de p possède toutes les propriétés que l'on peut désirer : le module M est somme directe
des modules My dans lesquels "p" induit une représentation équivalente à la représentation
de 1 dans M .̂ ̂ ®^A? produit tensoriel de o et de la représentation p .̂ de 1 dans Ay.

En particulier, l'application x->~x de M sur M induit un isomorphisme de
N^(p,X)=N^(p, X)/pNo,,(p, X) sur le noyau ^(-p, X) de -pÇX^ dans M. Si par
exemple A est un anneau principal et p un idéal maximal, alors tous les modules envisagés
sont libres de type fini et on a :
(12) dim^No^(p, X) =dim^No^Cp, X).

Nous allons maintenant faire une hypothèse de niipotence sur "p seulement :

Lemme (2.1). — Supposons M libre (de type fini). Si p^X^^o avec 2m^p—i,
alors p(X)w=p(Y)w=o.

On peut supposer p maximal.
r*^i f^

Soit K la clôture algébrique du corps des fractions K de A et soit A la clôture
/"»»<» /<^—' y^/ /* î>/

intégrale de A dans K. Plongeons M dans M==K(8)^M et 1 dans la K-algèbre de Lie
standard 1 =K®^I, et prolongeons p en une représentation ̂  de 1 dans M. Soit ^un

<-»»»/ ^^/

idéal maximal de A tel que p n A = p (on sait qu'il existe de tels idéaux puisque A est
'"̂ -' rsfc/ ^«^/

entier sur A). Le corps Â:==A/p est alors une clôture algébrique du corps Â;==A/p.
Soit d'autre part ^, . . . , ^ s une base du A-module M, qui est aussi une base

/—^ 1"^W/

du K-espace vectoriel M. Puisque ^(H) laisse stable M, la matrice de ̂ (H) par rapport
à cette base est à coefficients dans A, ce qui entraîne que les valeurs propres de ^(H)

/-^
appartiennent à A. _

/̂ s>^ /̂ »^ /-«^ ^^^ /••»•/ ———

Par ailleurs le A:-espace vectoriel M=A/p®^M s'identifie d'une part à A®^M,
y-^/ '̂ s^d'autre part au module obtenu par réduction modulo p de AOO^M, ces identifications

étant compatibles avec les représentations évidentes de 1 ̂ A^I/^A®!)^^®^!, repré-
sentations notées ̂  ou 'p . _

— —— <-̂ w' r>^

Par suite, les valeurs propres de^(H) dans le A-espace vectoriel M sont les images
/">^

dans k des valeurs propres de^(H).
r^i

Supposons alors que p(X)w4=o. II existe donc un ÀeA, un entier h^-i et
un xeîf-^ ^(^ H) tel que ^(X)^^) 4= o. Il résulte alors de (3) que les éléments X,
X + 2, . . ., X + 2m sont valeurs propres de^(H), donc que leurs images À, À +2, . . ., X+ 2m
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50 F R A N Ç O I S B R U H A T

dans k sont valeurs propres de ^(H). Mais puisque 'p'(X)w==o^ les valeurs propres
de^(H) sont des entiers compris entre i — m et m—i (Lemme 1.3) et la différence
de deux valeurs propres de ^(H) ne peut donc pas être égale à 2m (puisque
2m^p—i).

3. Le théorème de Jacobson-Morozov (A quelconque).

Dans ce numéro, nous allons adapter la démonstration donnée par Jacobson du
théorème de Jacobson-Morozov dans [8] de manière à obtenir un énoncé valable pour
une A-algèbre de Lie sur un anneau A quelconque mais satisfaisant aux conditions
indiquées au début du paragraphe.

Nous appelons matrice de Jordan une matrice carrée (^-) dont tous les éléments
sont nuls sauf les éléments a^^^ qui sont égaux à i.

Lemme (3.1). — Soit X une matrice carrée d'ordre n à éléments dans A. Si X est un
tableau diagonal de matrices de Jordan, il existe deux matrices carrées d'ordre n, H et Y, à coefficients
dans A, et satisfaisant aux relations (S).

On se ramène aussitôt au cas où X est une matrice de Jordan et on prend pour H
la matrice diagonale (^.) définie par h^==o si j^i et h^==n-\-i—2i et pour Y la
matrice (^.) définie par j^==o pour i^j+i et ^•4-1,,=^—J) (p0^ i^J^-—i).

Lemme (3.2). — Soit Q une A-algèbre de Lie et soient X, Heg, satisfaisant aux conditions
suivantes :

(i) [H,X]-2X;
(ii) H appartient à l'image de Q par V endomorphisme Ad X;
(iii) (AdX^-^o.
Alors, il existe Yeg satisfaisant aux relations (S).
Remarquons que si X==o, on a H==o et on peut prendre Y=o. Si X=(=o,

alors H 4=0 et on a nécessairement j&^5. Soit Zeg avec [X,Z]=H.
On a [[H, Z], X] == [H, [Z, X]] + [Z, [X, H]] =—2[Z, X], ce qui montre que

U==[H,Z]+2Z appartient au noyau N== (Ad X^^o) de Ad X. Or l'existence
d'un Y satisfaisant à (S) est équivalente (en posant Y = = Z — V ) à l'existence d'un VeN
tel que U == [H, V] + 2V. Il suffit donc de démontrer que la restriction de Ad H + 2
à N est un automorphisme du A-module N (il est clair que N est stable par Ad H
d'après (i)). Or les calculs de Jacobson dans [8] restent valables et montrent que

(13) (z+i)(AdH-^)(M,)cM,^

en posant :
M^Ad^aMAdX)-^).

Comme (î'+i) est inversible dans A pour o^i^p—3, on a aussi

(AdH+2—(î+2)) (M,)cM^i pour o^'^—3.
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 51

Mais l'hypothèse (iii) entraîne que les sous-modules M()=N, M^, . . ., M 3, M ^=={o}
forment une suite de composition dans le A-module N (décroissante au sens large) et
comme i+2 est inversible dans A pour o^i^p—3, il en résulte que la restriction de
Ad H + 2 à N est inversible, d'où le Lemme.

Nous allons supposer maintenant que Q satisfait à la condition suivante :
(T) // existe une représentation linéaire p de Q dans un A-module M libre de type fini

telle que la forme bilinéaire symétrique Tr^(p(X)p(Y)) définisse un isomorphisme de Q sur
le A-module dual Q*. (Nous dirons que cette forme bilinéaire est fortement non dégénérée.)

Lemme (3.3). — On suppose que Q satisfait à (T). Soit Xeg tel que (AdX)p~2==o
et qu'il existe une base de M par rapport à laquelle la matrice de p(X) est un tableau diagonal de
matrices de Jordan. Alors, il existe Y, Heg satisfaisant à (S).

Il est clair que (T) entraîne que p est un isomorphisme de Q sur son image p(g).
Soit û l'ensemble des endomorphismes u de M tels que Tr^(^p(X)) ==o pour tout Xeg :
l'hypothèse (T) entraîne que l'algèbre E des endomorphismes de M est somme directe
des sous-modules p(g) et a, et on a :

(^ [pCa)^)]^) [p(9).a]ca.

D'autre part, il existe d'après le Lemme i des éléments Hg, Y^eE satisfaisant aux
relations (S) (où l'on remplace X par Xo=p(X)) et il existe H, Zeg tels que Ho=sp(H)
modulo a, Yo=sp(Z) modulo a. On a alors :

(15) p([H,X:])EE[Ho,p(H)]=2p(X) module a

(16) p([X,Z])=E[p(X),Yo]=Ho=p(H) module a

grâce à (14). On en déduit aussitôt [H, X] = 2X et H = [X, Z], ce qui permet d'appli-
quer le Lemme 2.

Remarque. — Si A est un corps de caractéristique o ou q^p, la condition imposée
à p(X) signifie simplement que p(X) est niipotent.

4. Le cas A==0.

Dans ce numéro, nous prenons comme anneau de base l'anneau D des entiers
du corps P et nous reprenons les notations du n° 2.

Lemme (4.1). — Soit g un 0-algèbre de Lie satisfaisant à la condition (T) {avec A=0).
Soit X^eg, satisfaisant à (AdX^^^o (avec 2m^p—i) et tel que p(Xo) soit niipotent.
Alors il existe trois éléments X, Y, H de g satisfaisant aux relations {S) et tels que X = Xg
modulo pg.

Remarquons que (T) entraîne que p est une injection de g dans le 0-module libre
de type fini des endomorphismes de M. Par suite g est un 0-module libre de type fini,
donc est séparé et complet pour la topologie p-adique.
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52 F R A N Ç O I S B R U H A T

Nous allons construire par récurrence sur l'entier q^o des éléments X , Y et
H^eg satisfaisant à :

(17-?) X^i=X, modulo pî^g
(i8-î) Y, ^EEY, module p^ig

(i9-?) H^[X,,YJ
(20-^) [H,, XJ = 2X, modulo p^g

(21-?) [H,,YJ=-2Y, modulo p^g

II est clair que les éléments Xç (resp. Yç, H^) convergeront dans g vers un X
(resp. Y, H) satisfaisant aux relations cherchées. Pour ?==o, nous appliquerons le
Lemme 3.3 à g == g/pg et à Xg que nous supposerons 4= o, le cas Xç = o étant trivial.
On trouve ainsi deux éléments Yo et Hgeg satisfaisant avec X^ aux relations (S).

On relève arbitrairement YQ en un élément Y^eg et on pose H()==[XO, Yo] : il
est clair que (19-0), (20-0) et (21-0) sont satisfaites.

Supposons donc X^ et Yç déterminés et posons

(22) [H,, XJ ̂ X^+^U [H,, YJ ̂ -^Y^^Y

et calculons [Yç, [Xç, îïq}] : on trouve d'une part

[Y,, [X,, HJ] = ̂ X^+^^U, YJ ^H^+TT^U, Y,]

d'autre part :
[Y,, [X,, HJ] = [[Y,, XJ, HJ + [X,, [Y,, HJ]

^[X^Y^-^Wl^H^+T^r^XJ
D'où la relation :

(23) [X,,V]=[Y,,UJ.

Posons maintenant X^l=X,+^+ lA et Y^^Y^+Tt'^B, H^i== [X^i,Y^i].
Les conditions ( i7 - (<?+i ) ) à. (i9-(y+1)) sont satisfaites et on a modulo p24'1^ :
(24) [H^i, X^i] =[H,+^+i[A, Y,] ̂ -^LX,, B], X,+^+iA]

=2X,+^+i(U+[[A, Y,], XJ +[[X,, B], XJ+[H,, A])
saX^.+Tt^^U-aA+EX,, [Y,, A]]-[X,, [X,, B]]+[H,, A])

(25) [îî^,Y^]=-2y^+^(V+2B+[Y,,[Y,,A]]-[Y^[X,,-S]}+[ïl,,-K-\)

Par suite (2o-(ç'+i)) et ( 2 i - (<7+ i ) ) sont équivalentes aux deux conditions :

(26) U== (AdX^B)^- (2-Ad Ho-Ad XoAd Yo)(Â)

(27) ^-(AdYtO^^+AdHo-AdYoAdXoKB).

Mais d'après les Lemmes 1.2 et 1.3 et l'hypothèse (AdXQ)"l=o avec 2OT<^>—i,
la restriction à la sous-algèbre 1 engendrée par Xo, Yg et H(, de la représentation adjointe
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 53

de g est complètement réductible et somme directe de représentation du type py avec
i ̂ j^m. Pour montrer l'existence de A et B satisfaisant à (26) et (27)3 il nous suffit donc

r == ; r = j

de démontrer ceci : si u == S u^Cy et v == S y^y. sont deux éléments de A7 satisfaisant à
r==l r= 1

(23^) p,(Xo)(.)=p,(Yo)(^)

alors il existe a ==2^^. et é ==2é^ dans ^ satisfaisant à des équations analogues à (26)
et (27). En utilisant les formules (9)3 on trouve que les équations sont équivalentes au
système d'équations (i^^j) :

(Ir) Ur={r+i){r+i-j){a,+r(r-j)b^,)

W ^=-^_2-(r-2)(r-2-;)^

(en posant par convention a_-^==ao==b^^== ̂ 3=0)3 tandis que (23 bis) donne les
conditions :
(G,) ^ = = ( r + I ) O t — r — I ) ^ + 2 pour i^r^j—2

(G') ^=^==0.

Mais (G^) montre que ïy et 11^.4.2 sont équivalentes pour i ^ r ^ j — 2 et on y satisfait
en prenant par exemple ^4.2==° et ^ r ^ — ^ + 2 - Les équations I^_i et lï^ se réduisent
à u.-^==o et ^2=0 et sont donc conséquences de (G').

Enfin les équations 1̂  et II^ donnent

^=:U+ï)aj ^==—{j+i)b^

et déterminent a^ et éi puisque j^m<p—i (^._i et b^ sont arbitraires).
Remarquons que l'on peut appliquer à la sous-algèbre 1 engendrée par X3 Y, H

les résultats des n08 i et 2 : en particulier3 la représentation adjointe de 1 dans g est
somme directe de représentations du type p^ (i ̂ j^m) et se réduit module p sans aucune
pathologie.

Nous allons maintenant montrer qu'en imposant à Xeg des conditions de
niipotence encore plus fortes3 on peut plonger X lui-même dans une sous-algèbre de Lie
standard3 ce qui sera fondamental dans la suite. Supposant toujours que g satisfait à (T),

nous désignerons par S (m) (pour un entier m^-(p—i)) l'ensemble des Xeg, tels que

X^pg et que {AdX)m=^{X)m=o. Pour XeS(w), le noyau No,,(p, X) dep(X) restun
sous-0-module facteur direct dans M (comme tout noyau d'endomorphisme d'un module
libre de type fini sur un anneau principal). Nous poserons ^(X) =rang de No^(p, X)
et 7î(X) = (^(X), . . . 5 7^_i(X)). Mettons sur S(m) le préordre image réciproque par
l'application X->^(X) de l'ordre lexicographique sur N^^^ L'ensemble des ^(X) étant
fini, il y a des éléments maximaux dans S(m), dès que S(w) n'est pas vide.

Lemme (4.2). — Si X est un élément maximal de S (m) [avec 2m ̂ :p— i) alors il existe Y
et H dans g satisfaisant aux relations (S).
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D'après le Lemme 4.1, il existe Xo, Y(), H^eg satisfaisant aux relations (S) et
à Xo == X modulo pg. On a de plus pÇX^ == o et les Lemmes 2. i et i . 2 montrent que M
est somme directe de sous-modules M^ {i^j^m, i^i^j) qui sont libres de type fini.
On en déduit qu'il existe une base (^5) (pour i^j^m, i^i^j et i ̂ s^d{j) ==rang
de M^,) telle que les opérateurs p(Xo), p(Yo) et p(Ho) soient donnés par des formules
analogues à (9) (où l'on remplace ^ par e. ^ 5).

Soit alors r un entier compris entre i et m et soit L^ le sous-0 -module de M sous-
tendu par les Cy , g pour r<i^j : le module M est somme directe de Ly. et du noyau N() ^(p, Xo)
de pÇXo)-.

Montrons que L^nNo^(p, X) ={0} : supposons en effet qu'il existe un x 4=0
appartenant à L^nNo ̂ (p, X). Comme L,. et N() ^ sont facteurs directs dans M, on peut
supposer que ^^pM, ou encore AÏ" 4=0. Mais ceci est impossible, car ïeLy.nNo y('p', X^)
qui est réduit à {o}.

Il en résulte que la somme L^+Noy(p ,X) est directe et que :

n,(X) =rang No,,(p, X)^rang M—rang L,=rang No,,(p, Xo) =n,(Xo).

Mais comme XoeS(w) et que X est maximal dans S(7n), on a nécessairement
T^(X) =^(Xo) ==dim^No^(^, X). Il en résulte que l'image de N9 y(p, X) dans M coïncide
avec No^Cp,X).

Par suite chaque élément ^g (pour i^j^m et ï ^ s ^ d ( j ) ) est image d'un
élément /^eNoj(p, X). Comme les images 'p'(X)^y^ des éléments p(X)iyy^ forment
(pour i ̂ j^m, o^i^j—i et î^s^dÇj)} une éû^ de M, il résulte de lemme de Nakayama
que les éléments p(X)^. g forment une base de M, et la matrice de p(X) par rapport
à cette base convenablement numérotée est un tableau diagonal de matrices de Jordan puisque
p(X) 7 t •g=o. II ne reste plus alors qu'à appliquer le Lemme 3.3.

630



II

RÉSEAUX DE CHEVALLEY

Nous supposons désormais que P est de caractéristique ^éro et que la caractéristique p
du corps résiduel est différente de 2 5 3, 5 et 7.

5. Rappels sur les algèbres de Lie anticompactes (voir [5]).

Soit Q une algèbre de Lie réductive sur P. Une sous-algèbre de Cartan I) de g est
dite décomposée si les opérateurs Ad H sont diagonalisables (sur P) pour Hel). Nous
dirons que g est anticompacte (1) si elle possède une sous-algèbre de Cartan décomposée,
ce que nous supposons désormais. On sait que deux sous-algèbres de Cartan décomposées
sont conjuguées par un automorphisme de g et que tout élément Heg tel que l'opé-
rateur Ad H soit diagonalisable sur P est contenu dans une sous-algèbre de Cartan
décomposée.

Soit g' l'algèbre (semi-simple) dérivée de g et posons I^^ng' : on obtient une
sous-algèbre de Cartan décomposée de g'. On sait que si p est une représentation linéaire
de g', la restriction de p à I)' est somme directe de représentations de dimension i, ou
encore de formes linéaires (définies sur P) qui sont les poids de p relatifs ai) ' . Les poids
des différentes représentations de g' forment un sous-groupe additif du dual de I)', appelé
groupe des poids. C'est un groupe commutatif libre de rang égal au rang de g', c'est-à-dire
à la dimension de I)'. Un élément Hel)' est appelé un copoids si œ(H)eO pour tout
poids co. Les copoids forment un sous-0-module de I)', libre de rang égal à la dimension
de I)', c'est-à-dire un réseau de I)'.

Par ailleurs, on appelle racine de g suivant I) les poids =t= o de la restriction de la
représentation adjointe de g à t). On notera 2 (g, I)) (ou 2 (g)) l'ensemble des racines
de g suivant I) et un élément Hel) sera appelé dans ce travail une cor acmé si a(H)eO
pour tout aeS(g).

Pour toute racine a, le sous-espace g^ des éléments radiciels attachés à a, c'est-à-dire
des Xeg tels que [H, X]=a(H)X pour tout Hel), est de dimension i et g est somme
directe de I) et des g^. Il existe dans I) un élément H^ unique appartenant à [g^, g_J
et satisfaisant à oc(HJ==2. Cet élément est un copoids. Plus précisément, soit 04, . . ., a,.
un système fondamental de racines (c'est-à-dire un système de r racines linéairement
indépendantes tel que toute racine soit combinaison linéaire à coefficients entiers tous

(1) Ou encore « déployée ».
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