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CHAPITRE O (suite) (V)

PRELIMINAIRES

Sommaire

§ 14. Dimension combinatoire d’un espace topologique.

§ 15. Suites M-régulie¢res et suites & -réguliéres.

§ 16. Dimension et profondeur dans les anneaux locaux noethériens.
§ 17. Anneaux réguliers.

§ 18. Compléments sur les extensions d’algébres.

§ 19. Algebres formellement lisses et anneaux de Cohen.

§ 20. Dérivations et différentielles.

§ 21. Différentielles dans les anneaux de caractéristique p.

§ 22. Critéres différentiels de lissité formelle et de régularité.

§ 23. Anneaux japonais.

La presque totalité des paragraphes précédents est consacrée a I’exposé de notions
d’Algebre commutative qui seront utilisées au cours du chapitre IV. Bien qu’une bonne
partie de ces notions figure déja dans plusieurs ouvrages ([1], [12], [13], [17], [30]),
on a pensé qu’il serait plus commode pour le lecteur d’en avoir une exposition suivie
et 4 peu pres indépendante. Joints aux §§ 5, 6 et 7 du chapitre IV (ou est utilisé le
langage des schémas), ces paragraphes constituent, & l'intérieur de notre Traité, un
petit Traité spécial, & peu pres indépendant des chapitres I a ITI, et qui vise a présenter
sous une forme cohérente les propriétés des anneaux qui « se comportent bien »
relativement & des opérations telles que la complétion ou la fermeture intégrale, en
rattachant systématiquement ces propriétés & quelques conceptions générales (?).

(%) On rappelle que le symbole Oy (resp. Erry) référe a la partie du chapitre o (resp. la liste d’Errata)
jointe au chapitre N.

(3) La plupart des propriétés dont il s’agit ont été découvertes par Chevalley, Zariski, Nagata et Serre.
L.a méthode utilisée ici a d’abord été développée en automne 1961, dans un cours professé & Harvard University,
par A. Grothendieck.
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6 A. GROTHENDIECK Chap. o

§ 14. DIMENSION COMBINATOIRE D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE

4.1. Dimension combinatoire d’un espace topologique.

(x4.x.x) Soit I un ensemble ordonné; une chaine d’éléments de I est par définition
une suite finie strictement croissante 7,<<;;<<...<i, d’éléments de I (n>0); par
définition la longueur de cette chaine est n. Si X est un espace topologique, I’ensemble
de ses parties fermées irréductibles est ordonné par inclusion, d’oli la notion de chaine de
parties fermées irréductibles de X.

Définition (14.x.2). — Soit X un espace topologique. On appelle dimension combinatoire
de X (ou simplement dimension de X s’il ne peut y avoir de confusion) et on note dimc(X),
ou simplement dim(X), la borne supérieure des longueurs des chaines de parties fermées irréductibles
de X. Pour tout xeX, on appelle dimension combinatoire de X en x (ou simplement dimension
de X en x) et on note dim,(X) le nombre inf(dim(U)), ot U parcourt I’ensemble des voisinages
ouverts de x dans X. v

Il résulte de cette définition que l'on a

dim(g) =—o0

(la borne supérieure dans R de la partie vide étant —o0). Si (X,) est la famille des
composantes irréductibles de X, on a

(14.1.2.1) dim(X) =sup dim(X,)

car toute chaine de parties fermées irréductibles de X est par définition contenue dans
une composante irréductible de X, et inversement ces composantes sont fermées dans X,
donc toute partie fermée irréductible d’'un X, est une partie fermée irréductible de X.

Définition (14.1.3). — On dit qu’un espace topologique X est équidimensionnel si toutes
ses composantes irréductibles ont méme dimension (égale alors a dim(X) par (14.1.2.1)).

Proposition (14.x.4). — (i) Pour toute partie Y d’un espace topologique X, on a
dim(Y)<dim(X).

(i1) 87 un espace topologique X est réunion finie de parties fermées X, on a
dim(X) = sup dim(X).

Pour ;oute partie fermée irréductible Z de Y, I’adhérence Z de Z dans X est
irréductible (0, 2.1.2) et ZAY=2Z, d’ou (i). D’autre part, si X=iL_JlX,., ou les X,

sont fermés, toute partie fermée irréductible de X est contenue dans un des X; (0, 2.1.1),
et par suite toute chaine de parties fermées irréductibles de X est contenue dans un
des X;; d’ou (ii). _
On déduit de (14.1.4, (i)) que pour tout xeX, on peut aussi écrire
(r4.1.4.1) dim,(X) =lim dim(U)
U

la limite étant prise suivant I’ensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de x
dans X.
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§ 14 PRELIMINAIRES 7

Corollaire (14.1.5). — Soient X un espace topologique, x un point de X, U un voisinage
de x, Y;(1<i<n) des parties fermées de U telles que xeY; pour tout i et que U soit réunion
des Y;. Alors on a

(x4.1.5.1) dim,(X) = sgp(dimx(Y,-)).

I} résulte de (14.1.4, (ii)) que 'on a dim,(X) =inf(sup(dim(Y;nV))) lorsque V
Voo

parcourt I'ensemble des voisinages ouverts de x contenus dans U; de méme on a
dim,(Y;) =inf(dim(Y;nV)) pour tout i. Le corollaire est donc évident si
v

sup(dim,(Y,)) = +;

dans le cas contraire, il y a un voisinage ouvert VocU de x tel que dim(Y;nV) =dim,(Y,)
pour 1<i<n et pour tout VcV,, d’ou la conclusion.
Proposition (14.x.6). — Pour tout espace topologique X, on a dim(X) = sup dim,(X).

zEeX
Il résulte de la définition (14.1.2) et de la prop. (14.1.4) que dim,(X)<dim(X)
pour tout xeX. D’autre part, soit Z,CZ,C...CZ, une chaine de parties fermées
irréductibles de X, et soit xeZ;; pour tout ouvert UcX contenant x, UnZ, est irré-

ductible (0,, 2.1.6) et fermé dans U, et comme on a U_nz,:zi dans X, les UnZ,
sont distincts deux a deux; donc on a dim(U)>n, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (14.1.7). — St (X,) est un recouvrement ouvert de X, ou un recouvrement fermé
localement fini de X, on a dim(X) =sup (dim(X,)).

Si X, est un voisinage de xeX, ona dim,(X)<dim(X,), d’oula premiére assertion.
D’autre part, si les X, sont fermés et si U est un voisinage de xeX qui ne rencontre qu’un
nombre fini d’ensembles X, on a dim,(X)<dim(U) =sup (dim(UnX,)) < sup (dim(X,))
d’aprés (14.1.4), d’ou la seconde assertion. * *

Corollaire (14.1.8). — Soit X un espace de Kolmogoroff (0, 2.1.3) noethérien, et soit F
Uensemble des points fermés de X. Alors dim(X) =sup dim,(X).

z€F
Avec les notations de la démonstration de (14.1.6), il suffit de remarquer qu’il

existe dans Z, un point fermé (0;, 2.1.3).

Proposition (14.1.9). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien non vide. Pour que
dim(X) =o, il faut et il suffit que X soit fini et discret.

Si un espace X est séparé (et a fortiori si X est un espace discret), les seuls ensembles
fermés irréductibles de X sont réduits a un point, donc dim(X)=o0. Inversement,
supposons que X soit un espace de Kolmogoroff noethérien tel que dim(X)=o0; comme
toute composante irréductible de X contient un point fermé (0;, 2.1.3), elle doit étre
réduite a ce point. Comme X n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, il est
fini et discret.

Corollaire (14.1.10). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien. Pour qu’un point xeX
soit isolé, il faut et il suffit que dim,(X)=o.

La condition est évidemment nécessaire (sans hypothése sur X). Elle est suffisante,
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8 A. GROTHENDIECK Chap. o

car il en résulte que dim(U) =0 pour un voisinage ouvert U de x, et comme U est un
espace de Kolmogoroff noethérien, U est fini et discret.

Proposition (x4.x.1x). — La fonction x->dim,(X) est semi-continue supérieurement
dans X.

Il est clair que cette fonction est semi-continue supérieurement en tout point
ou elle vaut 4-oo. Supposons donc dim,(X)=n<4oc0; alors, la formule (14.1.4.1)
montre qu’il existe un voisinage ouvert Uy de x tel que dim(U) =n pour tout voisinage
ouvert UCU, de x. Cela étant, pour tout yeU, et tout voisinage ouvert VCU, de y,
on a dim(V)<dim(Uy) =n (14.1.4); on déduit donc de (14.1.4.1) que dim,(X)<n.

Remarque (14.1.12). — Si X, Y sont deux espaces topologiques, et f:X —Y
une application continue, on peut avoir dim(f(X))>dim(X); on en a un exemple
en prenant pour X un espace discret a 2 éléments a, b, pour Y I’ensemble {4, b} muni
de la topologie pour laquelle les ensembles fermés sont o, {a} et {a, b}; si f:X->Y
est Papplication identique, on a dim(Y)=1 et dim(X)=o0. On notera que Y est le
spectre d’un anneau de valuation discréte A, dont a est 'unique point fermé et b le
point générique; si K et k£ sont le corps des fractions et le corps résiduel de A, X est le
spectre de P'anneau kXK et f l'application continue correspondant a I’homomor-
phisme (¢, ¢) : A>kXK, ol ¢ : A—k et ¢ : A—>K sont les homomorphismes cano-
niques (cf. IV, 5.4.3).

14 .2. Codimension d’une partie fermée,

Définition (14.2.1). — Etant donnée une partie fermée irréductible Y d’un espace topo-
logique X, on appelle codimension combinatoire (ou simplement codimension) de Y dans X, et
on note codim(Y, X) la borne supérieure des longueurs des chaines de parties fermées irréductibles
de X, dont Y est le plus petit élément. Si Y est une partie fermée quelconque de X, on appelle
codimension de Y dans X, et on note encore codim(Y, X) la borne inférieure des codimensions
dans X des composantes irréductibles de Y. On dit que X est équicodimensionnel si toutes les parties
Sfermées irréductibles minimales de X ont méme codimension dans X.

Il résulte de cette définition que Codim(g, X)= 4 oo, la borne inférieure de la
partie vide de R étant +oc0. Si Y est fermé dans X et si (X,) (resp. (Yg)) est la famille
des composantes irréductibles de X (resp. Y), tout Y, est contenu dans un X,, et plus
généralement toute chaine de parties fermées irréductibles de X dont Y, est le plus
petit élément est formée de parties d’'un X,; on a donc

(r4.2.1.1) codim(Y, X) =inf(sup(codim(Y,, X,)))
[} o
ou pour chaque B, « parcourt I’ensemble des indices tels que YzCX,.

Proposition (14.2.2). — Soit X un espace topologique.
(1) i @ est Uensemble des parties fermées trréductibles de X, on a

(r4.2.2.1) dim(X) =sup (codim(Y, X)).
YED
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§ 14 PRELIMINAIRES 9

(i1) Pour toute partie fermée non vide Y de X, on a
(14.2.2.2) dim (Y) + codim (Y, X)<dim (X).

(ii) St Y, Z, T sont trois parties fermées de X telles que YCZCT, on a
(14.2.2.3) codim (Y, Z) +codim (Z, T)<codim (Y, T).

(iv) Pour qu’une partie fermée Y de X soit telle que codim(Y, X)=o, il faut et il suffit
que Y contienne une composante irréductible de X.

Les assertions (i) et (iv) sont des conséquences immédiates de la définition (14.2.1).
Pour démontrer (ii), on peut se borner au cas ol Y est irréductible, et alors la formule
résulte des définitions (14.1.1) et (14.2.1). Enfin, pour démontrer (iii), on peut, en vertu
de la définition (14.2.1), se borner d’abord au cas ou Y est irréductible; alors
codim (Y, Z)=sup (codim (Y, Z,)) pour les composantes irréductibles Z, de Z conte-

«

nant Y; il est clair que codim (Y, T)>codim(Y, Z), donc l'inégalité est vraie si
codim (Y, Z)= +o00; sinon, il existe un o tel que codim (Y, Z)=codim(Y,Z,) et en
vertu de (14.2.1), on peut se borner au cas ou Z est lui aussi irréductible; mais alors
I'inégalité (14.2.2.3) est conséquence évidente de la définition (14.2.1).

Proposition (14.2.3). — Sotent X un espace topologique, Y une partie fermée de X. Pour
tout ouvert U dans X, on a

(14.2.3.1) codim (Yn U, U)>codim (Y, X).

En outre, pour que les deux membres de (14.2.3.1) soient égaux, il faut et il
suffit que, si (Y,) est la famille des composantes irréductibles de Y rencontrant U, on ait
codim (Y, X) = igf (codim(Y,, X)).

On sait (0,2.1.6) que Z~>Z est une bijection de l’ensemble des parties
fermées irréductibles de U sur l’ensemble des parties fermées irréductibles
de X rencontrant U, et en particulier fait correspondre aux composantes irréductibles
de YnU les composantes irréductibles de Y rencontrant U; si Y, est une de ces
derniéres, on a donc codim (Y,, X)=codim(Y,nU, U), et la proposition résulte alors
de la définition (14.2.1).

Définition (14.2.4). — Soient X un espace topologique, Y une partie fermée de X,
x un point de X. On appelle codimension de Y dans X au point x et on note codim,(Y, X) le
nombre sup (codim(YnU, U)), ot U parcourt Pensemble des voisinages ouverts de x dans X.

U

En vertu de (14.2.3), on peut aussi écrire
(14.2.4.1) codim, (Y, X) =lilrln(c0dim (YnU, U))
la limite étant prise suivant ’ensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de x
dans X. On notera que I'on a

codim, (Y, X)=-+ow si xeX—Y.



10 A. GROTHENDIECK Chap. o

Proposition (14.2.5). — Si (Y.)1<i<, est une famille finie de parties fermées d’un espace
topologique X, et Y la réunion de cette famille, on a

(14.2.5.1) codim (Y, X)= irilf(codirn (Y;, X)).

En effet, toute composante irréductible de I'un des Y, est contenue dans une
composante irréductible de Y, et inversement toute composante irréductible de Y est
aussi composante irréductible de 'un des Y; (0, 2.1.1); la conclusion résulte donc de
la définition (14.2.1) et de l'inégalité (14.2.2.3).

Corollaire (14.2.6). — Soient X un espace topologique, Y un sous-espace fermé localement
noethérien de X.

(1) Pour tout xeX, il n’existe qu'un nombre fini de composantes irréductibles Y, (1<i<n)
de Y contenant x, et 'on a codim, (Y, X):irilf (codim (Y;, X)).

(i1) La fonction x~>codim, (Y, X) est semi-continue inférieurement dans X.

En effet, par hypothése il y a un voisinage ouvert U, de x dans X tel que YnU,
soit noethérien, donc n’ait qu’'un nombre fini de composantes irréductibles, qui sont
traces sur U, de composantes irréductibles de Y; a fortiori il n’y a qu’'un nombre fini
de composantes irréductibles Y, (1<i<n) deY contenant x, et on peut, en remplacant U,
par un voisinage ouvert UCU, de x ne rencontrant aucun des Y; qui ne contiennent
pas x, supposer que les Y;nU sont les composantes irréductibles de YnU; pour tout
voisinage ouvert VCU de x dans X, les Y;nV sont alors les composantes irréductibles
de YNV, et (14.2.3) montre alors que codim(Y;, X)=codim(Y;nV,V), ce qui
prouve (i). En outre, pour tout x’eU, les composantes irréductibles de Y contenant x’
sont certaines des Y;, donc codim, (Y, X)>codim,(Y, X), ce qui démontre (ii).

14.3. La condition des chaines.

(x4.3.1) Dans un espace topologique X, nous dirons qu’une chaine Z,CZ,C...CZ,
de parties fermées irréductibles est safurée s’il n’existe pas de partie fermée irréductible Z’
distincte des Z; et telle que Z,CZ’'CZ,, , pour un indice £.

Proposition (14.3.2). — Soit X un espace topologique tel que, pour deux parties fermées
irréductibles quelconques Y, 7. de X telles que YCZ, on ait codim (Y, Z)<+oco. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Deux chaines saturées de parties fermées irréductibles de X, ayant mémes extrémités, ont
méme longueur.

b) St Y, Z, T sont trois parties fermées irréductibles de X telles que YCZCT, on a

(r4.3.2.1) codim (Y, T)=codim (Y, Z) 4 codim (Z, T).
Il est immédiat que a) entraine b). Réciproquement, supposons b) vérifiée, et
démontrons que si deux chaines saturées de mémes extrémités ont pour longueurs m

et n<m, on a nécessairement m=n. Raisonnons par récurrence sur n, la proposition
étant évidente pour n=1. Supposons donc zn>1,n<m, et soit Z,CZ,C...CZ, une
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§ 14 PRELIMINAIRES 11

chaine saturée telle qu’il existe une autre chaine saturée d’extrémités Z,, Z et de
longueur m. Comme codim(Z,, Z,)>m>n et que codim(Z,, Z,)=1, il résulte de b)
que codim(Z,, Z,)=codim(Z,, Z,) —1>n— 1, ce qui contredit ’hypothése de récurrence.

Lorsque les conditions de (14.3.2) sont remplies, on dit que X satisfait a la
condition des chafnes, ou encore est un espace caténaire. 11 est clair que tout sous-espace fermé
d’un espace caténaire est caténaire.

Proposition (14.3.3). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien de dimension finie.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) Deux chaines maximales de parties fermées irréductibles de X ont méme longueur.

b) X est équidimensionnel, équicodimensionnel, et caténaire.

c) X est équidimensionnel, et pour deux parties fermées irréductibles Y, Z de X telles
que YCZ, on a

(x4.3.3.1) dim(Z) =dim(Y) +codim(Y, Z).

d) X est équicodimensionnel et pour deux parties fermées irréductibles Y, Z de X telles
que YCZ, on a

(14.3-3.2) codim(Y, X) =codim(Y, Z) + codim(Z, X).

Les hypotheéses sur X entrainent que les extrémités d’une chaine maximale de
parties fermées irréductibles de X sont nécessairement un point fermé et une composante
irréductible de X (0;, 2.1.3); en outre, toute chaine saturée d’extrémités Y, Z (avec YCZ)
est contenue dans une chaine maximale dont les éléments autres que ceux de la chaine
donnée, ou bien sont contenus dans Y ou bien contiennent Z. Ces remarques établissent
aussitot ’équivalence de a) et b), et prouvent aussi que si a) est vérifiée, on a, pour toute
partie fermée irréductible Y de X

(14.-3.3-3) dim(Y) + codim(Y, X) =dim(X);

comme (14.3.2.1) a lieu, on déduit aussitot (14.3.3.1) et (14.3.3.2) de (14.3.3.3).
Inversement, (14.3.3.1) entraine (14.3.2.1), donc (14.3.3.1) entraine la condition
des chaines en vertu de (14.3.2); en outre, en appliquant (14.3.3.1) au cas o Y est
réduit & un point fermé x de X et Z a une composante irréductible de X, on obtient
codim({x}, X) =dim(Z); on en conclut que ¢) entraine 5). De méme, (14.3.3.2)
entraine (14.3.2.1), donc la condition des chaines; en outre, avec le méme choix de Y
et Z que ci-dessus, (14.3.3.2) entraine encore codim({x}, X)=dim(Z), donc (toute
composante irréductible de X contenant un point fermé en vertu de (0, 2.1.3)),
d) entraine b).

On dit qu’un espace de Kolmogoroff noethérien est biédquidimensionnel s’il est de
dimension finie et s’il vérifie les conditions équivalentes de (14.3.3).

Corollaire (14.3.4). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien biéquidimensionnel ;
alors, pour tout point fermé x de X et toute composante irréductible Z de X, on a

(14.3.4.1) dim(X) = dim(Z) = codim({x}, X) = dim,(X).
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12 A. GROTHENDIECK Chap. o

La derniére égalité résulte de ce que si Y,={x}CY,C...CY, est une chaine
maximale de parties fermées irréductibles de X et U un voisinage ouvert de x,
les UnY, sont des parties fermées irréductibles de U deux a deux distinctes (puisque
UnY;=Y,), dou dim(U)=dim(X) en vertu de (14.1.4).

Corollaire (x4.3.5). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien; si X est
biéquidimensionnel, il en est de méme de toute réunion de composantes irréductibles de X et de toute
partie fermée irréductible de X. En outre, pour toute partie fermée Y de X, on a alors

(14.3.5.1) dim(Y) 4 codim(Y, X) = dim(X).

Toute chaine de parties fermées irréductibles de X étant contenue dans une
composante irréductible de X, la premiére assertion découle aussitot de (14.3.3).
En outre, si X’ est une partie fermée irréductible de X, X' vérifie trivialement les
conditions (14.3.3, ¢)), d’oll la seconde assertion.

Enfin, pour démontrer (14.3.5.1), remarquons que ’on a vu dans la démons-
tration de (14.3.3) que cette relation est vérifiée lorsque Y est irréductible;si Y, (1<i<m)
sont les composantes irréductibles de Y, celle des Y, pour laquelle dim(Y;) est le plus
grand est aussi celle pour laquelle codim(Y;, X) est le plus petit; donc (14.3.5.1)
résulte des définitions de dim(Y) et de codim(Y, X).

Remarque (14.3.6). — Le lecteur remarquera que la démonstration de (14.3.2)
s’applique & un ensemble ordonné quelconque, le fait qu’il s’agit de parties fermées
irréductibles d’un espace topologique n’intervenant pas dans cette démonstration. Il en
est de méme de la démonstration de (14.3.3) dans un ensemble ordonné E tel que pour
tout xeE, il existe un z<x qui soit minimal dans E, et ou la longueur des chaines
d’éléments de E est bornée.

§ 15. SUITES M-REGULIERES ET SUITES #-REGULIERES

15. 1. Suites M-réguliéres et suites M-quasi-réguliéres.

(x5.1.1) Soient A un anneau, N un A-module; dans ce qui suit, nous noterons
N[T,, ..., T,], pour abréger, le A-module gradué No®,A[T,, ..., T,] (T, indéter-
minées), out N est gradué par la graduation triviale et A[T,, ..., T,] par le degré total.

Soient M un A-module, f; (I <i<n) desélémentsde A, J= §1 fiA l'idéal de A engendré

K3

par les f;, et munissons M de la filtration J-préadique; on définit alors un homomorphisme
gradué surjectif de A-modules gradués, de degré o,

(x5.x.1.1) ¢ : (81o(M))[Ty, ..., T,] —gr.(M)

de la facon suivante : si Eegr,(M) est la classe mod. JM d’un élément xeM, au
couple formé de £ et d’un polynéme P[T,, ..., T,] homogéne de degré k, on fait
correspondre la classe mod. J**'M de P(f;, ...,f)x; il est immédiat que cette classe
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ne dépend que de £ et de P, et si S, est ensemble des polynémes homogeénes de degré &
dans A[T,, ..., T,], on a ainsi défini une application A-linéaire

@y gL (M)®, 5, — gr, (M),

qui est surjective par définition de J*M.

Nous dirons dans ce qui suit qu'un élément feA est non diviseur de zéro dans un
A-module M si 'homothétie fy : x~>fx de M est injective.

Lemme (x5.1.2). — Soient M un A-module, f un élément de A, et munissons M de la
Sfiltration ( fA)-préadique. St f est non diviseur de zéro dans M, I’homomorphisme canonique défini
dans (15.1.1) :

(r5.1.2.1) ¢ (M/fM)[T] — gr.(M)

est bijectif. La réciproque est vraie si M est séparé pour la topologie ( fA)-préadique.

Onaici gr,(M) = f*M/f***M; dire que ¢ est injective signifie que pour tout xeM
et tout £, la relation f*xef**'M implique xefM; il est clair qu’il en est bien ainsi si f
est non diviseur de zéro dans M. Inversement, remarquons que ’homothétie fy : x> fx
définit par passage aux quotients, des homomorphismes gr,(M) — gr,,,(M), donc un
homomorphisme gradué g de degré 1 de gr,(M) dans lui-méme; et dire que ¢ est injectif
exprime encore que g est injectif. Si on suppose la filtration de M séparée, il en résulte
que fy est injective (Bourbaki, Alg. comm., chap. I1I, § 2, n° 8, cor. 1 du th. 1).

Corollaire (15.1.3). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini.
Pour que f soit non diviseur de zéro dans M, il faut et il suffit que ¢ soit bijectif.

On doit seulement démontrer que la condition est suffisante; pour prouver que fy
est injective, il suffit de montrer que pour tout idéal premier p de A, ’homothétie de
rapport f'=f[/1eA’=A, dansle A -module M,=M’" estinjective (Bourbaki, Alg. comm.,
chap.1I, § 3,n° 4, th. 1). Orona f/*M'[f"* M’ = (f*M/f*T'M)®,A’, etil estimmédiat
que ’homomorphisme canonique ¢’ : (M'/f'M')[T] — gr,(M’) estégala ¢®1,,; si ¢ est
injectif, il en est donc de méme de ¢’ (0, 1.3.2). On est donc ramené au cas ou A est
un anneau noethérien local, dont nous désignerons par m l'idéal maximal. Si fé¢m,
alors f est inversible et il n’y a rien & démontrer. Si fem, on sait que M est séparé pour
la topologie (fA)-préadique (0, 7.3.5), et il suffit donc d’appliquer (15.1.2).

Définition (x5.1.4). — Sotent A un anneau, M un A-module. On dit qu’un élément feA
est M-régulier (resp. M-quasi-régulier) si f est non diviseur de zéro dans M (resp. si I’homo-
morphisme (15.1.2.1) est bijectif).

Nous venons donc de démontrer que tout élément M-régulier est M-quasi-régulier,
et que la réciproque est vraie si A est noethérien et M un A-module de type fini. Lorsqu’on
ne suppose plus M de type fini, cette réciproque peut étre en défaut : par exemple, si A
est un anneau principal qui n’est pas un corps, K son corps des fractions et M le
A-module K/A, on a fM=M pour tout f#o dans A, donc les deux membres
de (15.1.2.1) sont réduits a o, mais f est alors diviseur de zéro dans M.
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(x5.1.5) Supposons maintenant M muni d’une filtration (M,) telle que M, =M,
et désignons par gr,(M) =k6>')0 M,/M,,,; le A-module gradué associé. Les notations étant
celles de (15.1.1), posons, pour tout k>o,

(15.1.5.1) M,=M,+3M,_,+ ... +F M, +JM,.

I1 est clair que (M) est une filtration sur M. Lorsque M, =2*M, ou £ est un idéal de A,
la filtration (M) n’est autre que la filtration (J -+ &)-préadique. Nous noterons gr/(M)
le A-module gradué associé a (M;). Notons encore (gr,(M)®,(A/3J))[Ty, ..., T,] le
produit tensoriel de A-modules gradués (IL, 2.1.2) (gr,(M)®, (A/J))®,A[T;, ..., T,].
On définit un homomorphisme gradué surjectif de A-modules gradués, de degré o,

(15.1.5.2) b2 (gr. (M)®, (A/IN[Ty, - o5 T,] > gri(M)

de la fagon suivante : si acA/J est la classe d’un élément acA, Ee M, /M, la classe
d’'un élément xeM, et P[Ty, ..., T,] un polynéme homogéne de degré %, on fait
correspondre au triplet («, &, P) la classe mod. M;_ .., de P(f;, ..., f)ax; on vérifie
encore aussitot que cet élément ne dépend bien que de &, « et P, et cela définit ’homo-
morphisme gradué (15.1.5.2), qui est surjectif en vertu de la définition (15.1.5.1).
On retrouve ’homomorphisme (15.1.1.1) en considérant la filtration sur M telle
que M, =o.

Lemme (15.1.6). — On garde les notations de (15.1.5) et on suppose n=1, en
posant f=f,. Sif est gr,(M)-régulier, I’homomorphisme (15.1.5.2) est bijectif.

Soit Q , (resp. Q%) le sous-A-module des termes de degré £ au premier (resp. second)
membre de (15.1.5.2). Munissons Q , de la filtration
(15.1.6.1) (Qui= X (gn_;(M)®,(A/fA))T

i<k—i
de sorte que (Q,)o=Q, et (Q4)r =0, et pour cette filtration, on a
gri(Qy) = (gr(M)®, (A/fA)) T*L

Munissons Q’, de la filtration formée des ¢((Q,);) = (Q%);. Comme ces filtrations sont
finies, il suffit de prouver que les homomorphismes ¢y, : gr;(Q ;) — gr;(Q%) déduits de ¢,
sont injectifs (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 8, cor. 1 du th. 1). Or on a
gr(Qy) = (MM ) O (A[fA) T = (My/ (fM; + M, ))T" 5 d’autre part, (Q})iyq
est 'image de

M, + /M, _ + ...+ M,
dans M;/M;,;. On est donc ramené a écrire que, pour xeM;, la relation
(15.1.6.2) SErixeMy+ M e STIM L M

implique xefM;+M,,,. Or, le second membre de (15.1.6.2) est contenu dans
M,.,+M;,,, et en vertu de (15.1.5.1), M;,, est contenu dans M, + f*"'""M.
L’hypothése sur f entraine que f est non diviseur de zéro dans M/M, pour tout %
(Bourbaki, loc. cit.). La relation f*~ixef**'~*M -+ M, , entraine donc (en raisonnant
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dans M/M,, ;) lexistence d’'un yeM tel que x*—fyeM,;,,, et comme xeM,;, on a
freM;, d’oti (enraisonnant dans M/M,), yeM,, etfinalement xefM;+ M, ,. C.Q.F.D.

Défimtion (15.1.7). — Soit (f)i<i<c, une suite d’éléments de A. On dit quelle est
M-réguliére si, pour 1<i<n, f; est (M[( X f;M))-régulier. On dit que la suite (f;) est

i
1<i<i—1
M-quasi-réguliére si I’homomorphisme canom’quejcp défini dans (15.1.1.1) est bijectif.
Lorsque M=A, on dit simplement « suite réguliére » et « suite quasi-réguliére ».
Proposition (15.1.8). — Les notations étant celles de (15.1.5), on suppose que la
suite (f)i<i<n €t gr.(M)-réguliére. Alors I’homomorphisme canonique (15.1.5.2) est bijectif.

La proposition n’est autre que (15.1.6) pour n=1; raisonnons par récurrence
n—1

sur n. Posons J”"= X f;A, de sorte que JI=J"'+f A, et soit
i—1 :

My =M, +3 " M_;+... +F" M+ I M,;
on peut donc écrire
M, =M +f, M/ + ... + LM+ M.

Notons gr.'(M) le A-module gradué associé a la filtration (M;') de M. On peut
écrire, a des isomorphismes canoniques pres

(gr.(M)®(A/J))OA[T, ..., T,]= (gr. M)® (A/I")[T;, ..., T, 41O (AlLA)OA[T,]
et par suite (15.1.5.2) se factorise en
(15.1.8.1) (gr'(M)® (A[fA))[T,] — gri(M)

et
(gr.(M)® (A/F"DITy, - - -, T,_1])© (ALA)DA[T,] “=> grl/(M)® (A[f,A)©A[T, ]

¢’ étant I’application (15.1.5.2) ou 'on remplace n par n—1, J par J" et gr.(M)
par gr./(M). L’hypothése de récurrence entraine que ¢’ est bijective et il reste donc a
voir qu’il en est de méme de (15.1.8.1). En appliquant (15.1.6), il suffit de montrer
que f, est gr’(M)-régulier. Mais gr.’(M) s’identifie 2 (gr,(M)®(A/J") [Ty, ..., T,_41;
par hypothése, ’homothétie de rapport f, dans gr,(M)®(A/J"’) est bijective; il en est
par suite de méme de ’homothétie de rapport f, dans gr.’'(M), puisque A[T;, ..., T, ]
est un A-module libre.

Proposition (15.1.9). — Soient M un A-module, (f);<;<, une suite d’éléments de A.
87 la suite (f;) est M-réguliére, elle est M-quasi-réguliére. La réciproque est vraie lorsqu’ on suppose
en outre que les A-modules M, M/fiM, ..., M/( X f,M) sont séparés pour la topologie

n 1<j<n—1
S-préadique (o J= X f;A).
i—1

La premiére assertion résulte de (15.1.8), ou I'on prend M;=o0, et par suite
I’homomorphisme (15.1.5.2) se réduit a (15.1.1.1). Inversement, supposons que

n—1

’homomorphisme ¢ de (15.1.1.1) soit bijectif. Notons que si on pose I’ = X fA,
=1
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N

et si on désigne par gr.’(M) le A-module gradué associé & M filtré par la filtration
J'’-préadique, ¢ se factorise en

(15.1.9.1) (gr. (M)®(A[£,A))[T,] — gr.(M)
et en ¢'®1, ol ¢’ est ’homomorphisme canonique
(gry’ M))[Ty, ..., T, 4] - grl'(M).

Comme ces deux homomorphismes sont surjectifs, ils sont bijectifs si ¢ est supposé bijectif,
donc ¢’ est nécessairement injectif, et par suite bijectif puisqu’il est surjectif. On peut
alors raisonner par récurrence sur n (le cas =1 résultant de (15.1.2)), car sur

n—2
M, M/fiM, ..., M/( Z f;M) la topologie J'-préadique est plus fine que la topologie
=1

J-préadique, et par suite est séparée. On voitdonc que lasuite (f); <;<n—1 €st M-réguliére.
D’autre part, montrons que I’hypothése entraine que si yeM/JI'M est tel que
fEyefE+1(M/J'M), alors ona yef,(M/J''M). En effet, si x est un représentant de y,
montrons que ’'on a fFxeJ***M; notre assertion résultera alors du fait que (15.1.9.1)
est injectif. L’hypothése entraine ffxefF+'M 4 " MCJIM, d’ot, puisque ¢ est injectif,
f¥1xeJM; par récurrence, on obtient ainsi xeJM, d’ou finalement fFxeJ*+'M.
On termine le raisonnement comme dans (15.1.2) : sur M/J"" M, la filtration J-préadique
est identique a la filtration ( f,A)-préadique, donc est séparée par hypotheése, et on conclut
que ’homothétie de rapport f, dans M/J"’M est injective, ce qui achéve de montrer
que la suite (f);<;<, e€st M-réguliére.

Corollaire (15.1.10). — Avec les notations de (15.1.9), supposons que pour tout A-module N
de type fini, M®,N soit séparé pour la topologie J-préadique. Alors, pour que la suite (f;) soit
M-réguliére, il faut et il suffit qu'elle soit M-quasi-réguliére.

On notera que I’hypothése de (15.1.10) entraine que, si la suite (f;);<i<, st
M-réguli¢re, il en est de méme de la suite (f,;) pour toute permutation ¢ de
Pintervalle [1, n].

Corollaire (x5.x.xx). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,
(fi)i<i<n une suite finie d’éléments contenus dans le radical de A. Alors, pour que la suite ( f;)
sott M-réguliére, 1l faut et il suffit qu’elle soit M-quasi-régulicre.

C’est un cas particulier de (15.1.10), puisque tout A-module de type fini est alors
séparé pour la topologie J-préadique (0, 7.3.5).

Remarques (15.1x.12). — (i) Lorsque A est un anneau local noethérien, M un
A-module de type fini, et lorsque les f; sont contenus dans I'idéal maximal de A, la
notion de suite M-réguliére a été introduite par J.-P. Serre sous le nom de M-suite [17].

(ii) Méme si A est noethérien et M =A, une suite (f, g) de deux éléments de A
qui est quasi-réguliére n’est pas nécessairement réguliére. Par exemple, la suite (o, 1)
est quasi-réguliére, puisqu’alors J=fA 4+ gA=A, donc gr,(A)=o0; maissi A+o elle
n’est pas réguliére; on notera toutefois que dans ce cas la suite (1, 0) est réguliére, car 1
n’est pas diviseur de o dans A, et comme A/A=o0, o n’est pas diviseur de zéro dans

ce module (cf. (15.1.1)).
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(iii) Dans (15.1.6), on ne peut en général remplacer I’hypothése que f est
gr,(M)-régulier par I’hypothése qu’il est gr,(M)-quasi-régulier. Pour le voir, reprenons
I'exemple (15.1.4) ou A est un anneau principal de corps des fractions K=+ A et
prenons M=K, la filtration (M,;) de M étant définie par M=M =K, M;=A, M,=o
pour k>2, d’ou gr,(M)=K/A, gr;(M)=A, gr,(M)=o0 pour k>2. Si f+o0 dans A, on a
vu que f n’est pas gr,(M)-régulier, mais comme ona f¥gr (M)/f**1gr (M) =f*A/f**1A,
il est immédiat que I’homomorphisme (15.1.2.1) (ot M est remplacé par gr,(M)) est
injectif, donc f est gr (M)-quasi-régulier. Mais avec les notations de (15.1.6), on a
alors M;=K pour tout k>0, donc gr.(M)=o, tandis que le premier membre
de (15.1.5.2) n’est pas réduit a o.

Proposition (15.1.13). — Soient A un anneau, M, N deux A-modules, (f),<i<, une
suite d’éléments de A. Si la suite ( f;) est M-réguliére et si N est un A-module plat, alors la suite ( f;)
est M® N-réguliére. La réciproque est vraie st N est un A-module fidélement plat.

i—1
En effet (sans hypothése sur N), (M®,N)/( X f,(M®,N)) est isomorphe a
i—1 j=1

(M/( 2 f;M))®,N; il suffit alors d’appliquer (0;, 6.1.1) et (0, 6.4.1) a ’homothétie
=1

i—1
de rapport f; dans M/( Z f;M).
j=1
Corollaire (15.x.14). — Sotent A un anneau, M un A-module, (f;),<;<, une suite finie
d’éléments de A. Soient o : A—B un homomorphisme d’anneaux, M'= M5 =M&,B, fi=0(f)
pour 1<i<n. Si B est un A-module plat et si la suite ( f;) est M-réguliére, alors la suite (f}) est

M'-réguliére; la réciproque est vraie si B est un A-module fidélement plat.
i—1 i—1
Eneffet, M'/( X fiM’) s’identifiea (M/( 2 £;M))®,B, etI’homothétie de rapport f;
i=1 i—1 j=1

dans le B-module M'/( X f’M’) a I’homothétie de rapport f; dans le A-module
i—1 =1

(M/( Z f;M))®,B; lassertion résulte donc de (15.1.13).
=1

Proposition (15.x.15). — Soient A un anneau, B une A-algébre commutative, (f;); <<,
une suite finie d’éléments de B, M un B-module. Supposons que la suite (f;) soit M-réguliére et que

chacun des A-modules M|/ (‘il SM) (1<i<n) soit plat. Alors, pour tout homomorphisme d’anneaux
p: A—>A’, si Uon pose éT;BC@AA’, M'=M®,A’ et f/=f®1 (1<i<n), la suite (f]) est
M’-réguliére et les A’-modules M'/(:g‘llj;’M') (1<i<n) sont plats.

Considérons la suite (exacte par hypotheése)

o >MEM MM >0

(la fléche MM étant Phomothétie de rapport f; dans M). L’hypothése que M/f;M
est A-plat entraine que la suite

0 > M®,A’ 22 MO,A’ > (M/AM)®,A’ — 0
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est exacte (0, 6.1.2). Cela montre que I’homothétie de rapport f;' dans M’ est injective.
Posons ensuite, pour 1<i<n—1, M;=M/( 2 M), M;=M'/( X f/M’); ona M;=M;®,A’,
=1 i=1

M,/fi .1 My=M,; y, M{/f' . M{=M;_,; il suffit de remplacer dans le raisonnement précé-
dent M et f; par M; et f;,; pour conclure que ’homothétie de rapport f;, ; dans M;
est injective, en raison de la platitude de M,/f;,;M,. La derniére assertion résulte
de (0, 6.2.1).

Proposition (15.1.16). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, ¢ : A—B un homomorphisme local, M un B-module de type fini. Soit (f);<;<, une suite
d’éléments de Iidéal maximal de B, et pour tout 1, soit g; 'image de f; dans B®,k. Les conditions
sutvantes sont équivalentes : ;

a) La suite (f;) est M-réguliére et les quotients M;=M/[( X f;M) sont des A-modules
plats pour 1<i<n. =

b) La suite (f;) est M-réguliére et le A-module M, est plat. ‘

c) Le A-module M est plat et la suite (g)1<i<, est (M®, k)-régulicre.

d) Le A-module M est plat, et pour tout homomorphisme d’anneaux o : A—>A’, si on
pose B'=B&, A", M'=MQ,A’, f/=f®1 (1<i<n), la suite (f;') est M’'-réguliére.

I1 est clair que a) entraine %); pour montrer que b) entraine d), il suffit, en vertu
de (15.1.15), de montrer que b) entraine que les M; sont des A-modules plats
pour o<i<n—1 (en posant M;=M). Comme M, =M, f, {M;, on est ramené,
par récurrence descendante, 2 prouver que si /4 est un élément de 'idéal maximal de B
tel que ’homothétie de rapport 2 dans M soit injective et que M/AM soit un A-module
plat, alors M est un A-module plat; mais cela n’est autre que (0, 10.2.7%). Il est clair
que ¢) est le cas particulier de d) obtenu en prenant A’=k. Reste donc & prouver
que ¢) entraine a). Comme M est un A-module plat et un B-module de type fini, il
résulte de ¢) et de (0, 10.2.4) que ’homothétie de rapport f; dans M est injective
et que son conoyau M/f{M=M; est un A-module plat. Raisonnons par récurrence
sur ¢ et supposons démontré que M, est un A-module plat; comme I’homothétie de
rapport g;,, dans M;®,k est injective par hypothese, il résulte encore de (Oyy, 10.2.4)
que ’homothétie de rapport f;,; dans M; est injective et que M,/ f;, ;M;=M,_; estun
A-module plat, ce qui achéve la démonstration. On notera que la démonstration du fait
que ¢) entraine a) n’utilise pas le fait que les f; appartiennent a 'idéal maximal de B.

Corollaire (15.1.17). — Les hypothéses sur A et B étant celles de (15.1.16), soient M
un B-module de type fini, plat sur A, R un sous-B-module de M tel que N=M/|R so0it un A-module
plat. Soit (f)i<i<, une suite d’éléments de I'idéal maximal de B ayant les propriétés suivantes :

(1) fMcR pour 1<i<n.

(i) St g est Pimage de f; dans B®,k, la suite (g)<;<, est (M®,k)-réguliére.

(iii) La somme des sous-(B®k)-modules g;(M®,k) de M®,k est I’image canonique
de R®,k dans M@,k (égale au noyau de I’homomorphisme canonique M®,k —-N®,k).

Alors la suite (f;) est M-réguliére et on a R= 2 fM.
i=1
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Comme N est un A-module plat, il résulte de l’exactitude de la suite
0—->R—+>M-—->N-—o0 que la suite 0>R®,kt—>M®,k—>N®,k—>0 est exacte (0, 6.1.2);
on a donc R®Ak=2g‘,(M®Ak). Comme M est un B-module de type fini et que B est

noethérien, R est aussi un B-module de type fini, ot R=2fM en vertu du lemme
de Nakayama, les f; appartenant a 1'idéal maximal de B. ’

Lemme (x5.1.38). — Sotent A un anneau, M un A-module muni d’une filtration séparée
et exhaustive (M), et soit feA un élément gr (M)-régulier. Alors :

(i) f est M-régulier.

(ii) Pour tout k, on a MynfM =fM,, et I’image canonique M;, de M, dans M’ =M/|fM
est donc canoniquement isomorphe @ M,/ f M,.

(iii) La suite :
o—>M, i [f My, —>M[fM;—~gr,(M)/f.gr,(M)—o

est exacte, et st on munit M’ de la filtration quotient (M;), gr,(M’) est donc canoniquement
isomorphe @ gr,(M)/f.gr.(M).

L’assertion (i) résulte de I’hypothése sur f et de Bourbaki, 4Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 8, cor. 1 du th. 1. Comme gr,(M/M,) est facteur direct de gr,(M), fest gr,(M/M,)
régulier pour tout £, donc (M/M,)-régulier par (i), ce qui établit (ii). Pour prouver (iii),
il suffit de voir que P’application M, ,/fM, ;—~M,/[fM, est injective : or, si xeM, .,
est tel que xef M, il résulte de (ii) que x€f M, (, ce qui achéve de prouver le lemme.

Proposition (15.1.19). — Soient A un anneau, M un A-module muni d’une filtration (M),
telle que My=M, (f;);<i<, une suite gr,(M)-réguliere d’éléments de A. Supposons en outre que
pour o<i<n—1, la filtration quotient de (M,) sur M| (§ SM) soit séparée. Alors la suite ( f;)

i<i

est M-réguliére, et si Pon pose M'=M/[( % fM) et que Uon munit M’ de la filtration quotient

<n
de (M,), gr.(M’) est canoniquement isomorphe & gr,(M)/( % f,gr,(M)).
<n
Pour n=1, la proposition résulte du lemme (15.1.18). Raisonnons par récurrence
sur 7, en posant N=M/( X f,M) et en désignant par (N,) la filtration quotient de (M,,)

<n—1
sur N, qui est séparée par hypothése; en outre gr,(N) est isomorphe a

gr.(M)/( X Jigr.(M)).

<n—

Par hypothése f, est donc gr,(N)-régulier, et il résulte donc du lemme (15.1.18) appliqué
a N que f, est N-régulier et gr,(M’) isomorphe & gr (N)/f gr,(N), ce qui démontre la
proposition.

La proposition (15.1.19) s’appliquera en particulier pour les filtrations vérifiant
I'une ou Pautre hypothése suivante :

10 La filtration (M,,) est finie et séparée (puisque cela entraine M, =o0 pour k assez
grand);

20 A est un anneau noethérien, § un idéal contenu dans le 1adical de A, M un A-module

de type fini et (M,) la filtration J-préadique (0;,7.3.5).
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Corollaire (15.1.20). — Soient A un anneau, M un A-module, (f) <<, une suite
M-réguliére d’éléments de A. Alors, quels que sotent les entiers v;> 1, la suite { f) est M-réguliére

et M/ (.Z S+M) a une suite de composition dont les quotients sont isomorphes & M)/( fM).

<N iI<n
Raisonnons par récurrence sur n; pour n=1 les assertions sont immeédiates

puisque fM/fi*!M est isomorphe & M/fM, ’homothétie de rapport f dans M étant
injective par hypothése. Posons alors N=M/( X f;"M); par ’hypothése de récurrence,
i<n—1

N admet une filtration finie (N,) pour laquelle les gr,(N) sontisomorphesa M/( X f£M);
1

<n—

par hypothése f, est donc gr,(N)-régulier; il résulte par suite de (15.1.19) que f, est
N-régulier. Appliquant le cas n=1 démontré au début, on en conclut que f," est
N-régulier et que N/f,”N admet une suite de composition dont les quotients sont
isomorphes & N/f,N; mais pour la filtration de N/f,N quotient de la filtration (N,),
gr,(N/f,N) estisomorphe & gr,(N)/f,gr,(N) par (15.1.19) pour tout k£, donc & M/( % £ M),
ce qui prouve le corollaire. isn

Proposition (15.1.21). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—~B un
homomorphisme local, M un B-module de type fini, (f)i<icn une suite A-régulitre formée
d’éléments de I'idéal maximal de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat.

b) St est l'idéal § SfA, M/IM est un A|J-module plat et la suite (f,) est M-réguliére.

Le fait que a) entraine b) résulte de (15.1.13) et de (0y;, 10.2.2). Inversement,
si la suite (f;) est M-réguliére, elle est M-quasi-réguliere (15.1.9), donc ’homomor-
phisme (15.1.1.1) est bijectif. Mais comme la suite (f);<;<, e€st aussi supposée
A-réguliére, elle est A-quasi-réguliére (15.1.9), etI’homomorphisme canonique (15.1.1.1)
correspondant (A/J)[T,, ..., T,]—gr.(A) est bijectif. On en conclut que ’homomor-
phisme canonique (0, 10.1.1.2)

gro(M)®, 5gr,(A) —gr.(M)

est bijectif. La conclusion résulte alors de (0, 10.2.2), les f; étant dans I'idéal maximal
de A et ’homomorphisme ¢ étant local.

15.2. Suites .#-réguliéres.

(15.2.1) Soient X un espace annelé, & un Ox-Module, f;(1<i<n) une suite de
sections de Oy au-dessus de X, # I'Idéal de Oy engendré par les f; (image de 0} par
I’homomorphisme 0% >0y défini canoniquement par les f; (0, 5.1.1)). Les sous-Ox-
Modules ¢#*# définissent sur & une filtration, et on pose encore gr,(F)= F*F| F*1 F;
si S, est l’ensemble des polynémes homogénes de degré total £ dans I’an-

neau Z[T,, ..., T], S, peut étre considéré comme un faisceau simple sur X, et on
définit comme dans (15.1.1) un homomorphisme canonique
(r5.2.1.1) @y & 8L(F)®, S, — gr(F)
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de la fagon suivante : pour tout ouvert U de X (ou d’une base de la topologie de X),
on considére ’homomorphisme (15.1.1.1)

o0+ 8L(T(U, F))8,8, - gr(I'(U, #))

défini par les n sections f;|Uel'(U, O), le I'(U, Ox)-module T'(U, %) étant filtré
par les sous-modules (I'(U, #))*I'(U, &). Le Ox-Module gr,(#) étant associé au pré-
faisceau U-»gr(I'(U, #)) pour tout £, les ¢, définissent un homomorphisme de
Ox-Modules (15.2.1.1). En vertu des propriétés d’exactitude des limites inductives de
modules et de leur commutation aux produits tensoriels, il résulte de ce qui précede
que pour tout xeX, ’homomorphisme (¢,), des fibres des deux membres de (15.2.1.1)
au point x s’identifie & I’homomorphisme de (15.1.1)

(15.2.1.2) gry(Z,)®; S, — gri(#F,)

défini par la suite ((f;),)1<i<n, d’éléments de O,.
(r5.2.2) Les notations étant celles de (15.2.1), nous dirons que la suite (f;);<;<,

est F-réguliére si, en désignant par f;# le sous-Oy-Module de # image de I’endo-
i—1

morphisme de # défini par f;, ’endomorphisme de #/ (i§1 f;#) défini par f; est injectif
pour 1<i<n; nous dirons que la suite (f;) est F-quasi-réguliére si les homomor-
phismes (15.2.1.1) sont injectifs. Il résulte de ces définitions et des remarques de (15.2.1)
que pour que la suite (f;) soit & -réguliére (resp. & -quasi-réguliére), il faut et il suffit
que, pour tout xeX, lasuite ((f;),)1<i<n SOt F -réguliére (resp. F -quasi-réguliére). Toute
suite Z-réguliére est donc F-quasi-réguliere (15.1.9); la réciproque est vraie si F
est un Ox-Module de type fini, si les 0, sont des anneaux noethériens pour tout xeX et
si en outre les (f;), appartiennent au radical de 0, pour tout xeX (15.1.11).

Si X =Spec(A) est un schéma affine, et 5‘7=ﬁ, il résulte de (I, 1.3) que pour
que la suite (f;) soit & -réguliére (resp. #-quasi-réguliére) il faut et il suffit qu’elle soit
M-régulie¢re (resp. M-quasi-réguliere). ‘

Lorsque &% =0y, on supprimera la mention de # dans Jes définitions précédentes.

Remarqgue (15.2.3). — Lorsque X =Spec(A) et J =«;Zl fiA, lasuite (f)) est quasi-
réguliére pour tout A-module M dans tout ouvert U ne rencontrant pas V(3), car en tout
point x€U, on a2 J,=0, et les deux membres de (15.2.1.2) sont nuls. La notion de
suite I\N/I-réguliére n’a donc d’intérét qu’au voisinage des points de V().

Proposition (15.2.4). — Sotent X un espace annelé, F un Ox-Module cohérent, x un point
de X, (fi)i<icn une suite d’éléments de T'(X, Ox). Si la suite ((f;).)1<cicn €St F -réguliére,

il existe un voisinage ouvert U de x tel que la suite (f;|U);<;<, soit (F |U)-réguliére.
i—1

En effet, pour 1<i<n, le Ox-Module &/ ('21 f;F) est cohérent (0;, 5.3.4), donc
7=

il en est de méme du noyau de ’endomorphisme de ce Ox-Module défini par f; (0;, 5.3.4);
comme la fibre au point x de ce noyau est nulle, il en est de méme de sa restriction a
un voisinage de x (0;, 5.2.2).
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Proposition (x5.2.5). — Soit u=(§,0) : XY un morphisme plat d’espaces annelés
(0,6.7.1); soient F un Oy-Module, G=u(F), (f)i<i<n une suite d’éléments de
(Y, Oy), (8)1<i<n la suite de leurs images g;=0(f;)el'(Y, u (0x)) =T'(X, Ox). Silasuite ( f))
est F -réguliere, la suite (g;) est G-réguliére. La réciproque est vraie si u est un morphisme fidélement
plat (0;,6.7.8).

Soient x un point de X, y=u(x)={¢(x); on a

Go=U(F )P0y et (&) =0E(%((f),);

comme par hypothése 6f :{;(0,)—~0, fait de 0, un {,(0,)-module plat, et que le
foncteur " est exact, la premiére assertion résulte de l’assertion correspondante
de (15.1.14); il en est de méme de la seconde, compte tenu de ce que I’hypothése que u
est fidelement plat signifie que ¢ est surjectif et que 6% fait de @, un {;(0,)-module fidéle-
ment plat.

§ 16. DIMENSION ET PROFONDEUR
DANS LES ANNEAUX LOCAUX NOETHERIENS

16 . 1. Dimension d’un anneau.

(x6.x.1) On appelle dimension (ou dimension de Krull) d’'un anneau A et on note
dim A la dimension (combinatoire) de son spectre Spec(A) (14.2.1); comme les parties
fermées irréductibles de Spec(A) sont les V(p), ou p est un idéal premier de A
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, n® 3, cor. 1 de la prop. 14), il revient au méme
de dire que dim(A) est la borne supérieure des longueurs des chaines (14.1.1)

PoCPLC...Cp,

d’idéaux premiers de A. Si A+o0, ona dim A>o. Un anneau artinien % o (en particulier

un corps) est de dimension o (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7); un

anneau de Dedekind qui n’est pas un corps (en particulier Z ou un anneau £[T] de

polynémes a une indéterminée sur un corps k) est de dimension 1 (Bourbaki, Alg. comm.,

chap. VII, § 2). Un anneau noethérien n’est pas nécessairement de dimension finie [30].
Si (p,) est la famille des idéaux premiers minimaux de A, on a (14.1.2.1)

(x6.x.1.1) dim(A):st;p(dim(A/pa)).

(x6.1.2) Pour tout idéal a de A, les idéaux premiers de A/a correspondent
biunivoquement aux idéaux premiers de A contenant a, donc

(16.1.2.1) dim(A/a)<dim(A).

Si en outre a n’est contenu dans aucun idéal premier minimal p, de A, toute chaine
d’idéaux premiers de A contenant a peut étre complétée par un des p,, donc on a

(16.1.2.2) 1 +dim(A/a)<dim(A).
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(x6.1.3) Si S est une partie multiplicative de A, les idéaux premiers de S™!A
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, donc
on a

(x6.1.3.1) dim(S7'A)<dim(A).
Pour tout idéal premier p de A, on a, par définition (14.2.1)
(16.1.3.2) dim(Ap) = codim(V(p), Spec(A)).
Ce nombre est encore appelé hauteur de I’idéal premier p et noté ht(p). Plus généralement,
pour tout idéal a de A, on appelle hauteur de a le nombre
(x6.1.3.3) ht(a) =codim(V(a), Spec(A)).

Si (p,) est la famille des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a,
on a donc (14.2.1)

(16.1.3.4) ht(a) :irxlf(ht(px)).
On a évidemment
(16.1.3.5) dim(A) =sup(dim(A,,))

ol m parcourt ’ensemble des idéaux maximaux de A.
(x6.1.4) Pour tout idéal premier p de A, on a (14.2.2.2)

(16.1.4.1) dim(A,) +dim(A/p)<dim A.

On dit que A est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéquidimensionnel)
lorsque Spec(A) est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéqui-
dimensionnel). Lorsque A est noethérien et biéquidimensionnel, les deux membres
de (16.1.4.1) sont égaux pour tout idéal premier de A (14.3.5).

Pour tout idéal a de A, les idéaux premiers de A/a correspondent biunivoquement
aux idéaux premiers de A contenant a, donc, si A est caténaire, il en est de méme de Ala.
De méme, pour toute partie multiplicative S de A, les idéaux premiers de S™'A corres-
pondent biunivoquement aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, donc sz A est
caténaire, il en est de méme de STA.

En outre, comme les idéaux premiers de A contenus dans un idéal premier p
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A, pour que A soit caténaire,
il faut et il suffit que A, le soit pour tout p. Dirc que A est caténaire signifie donc
((14.3.2) et (16.1.3.2)) que pour tout couple d’idéaux premiers p, q de A tels
que qCp, on a

(16.1.4.2) dim(A,) +dim(A,/qA,) =dim(A,).
Si A est biéquidimensionnel, il en est de méme de A, pour tout idéal premier p
de A.

Proposition (16.1.5). — Soit o : A—>B un homomorphisme d’anneaux faisant de B une
A-algébre entiére. Alors on a dim(B)<dim(A); si de plus o est injectif, on a dim(B)=dim(A).
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Si n est le noyau de p, p(A) est isomorphe a A/n, donc dim p(A)<dim(A)
par (16.1.2.1), et comme B est entier sur o(A), on peut se borner 2 démontrer la
seconde assertion lorsque AcB. Si pgcpic...cp, est une chaine d’idéaux premiers
de B, les p;nA sont alors des idéaux premiers distincts dans A (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 2, n° 1, cor. 1 de la prop. 1), donc forment une chaine d’idéaux premiers.
Inversement, pour toute chaine p,cp,cC...cp, d’idéaux premiers de A, on sait qu’il
existe pour chaque ¢ un idéal premier p; de B tel que p;nA=p, et que p.Cp;.,
pour o<i<m—1 (loc. cit., cor. 2 du th. 1). D’ou la conclusion.

Proposition (16.x.6). — Soient B un anneau intégre, A un sous-anneau local de B, m son
idéal maximal. Supposons que A soit intégralement clos et que B soit entier sur A; alors, pour tout
idéal maximal n de B, on a dim(B,) =dim(A).

La premiere partie du raisonnement de (16.1.5) montre que dim(B,)<dim(A).
Inversement, considérons une chaine d’idéaux premiers p,Cp;C...cCp,=m de A; on
sait que nnA=m (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° 1, prop. 1) et en vertu des
hypothéses faites, on peut appliquer le second théoréme de Cohen-Seidenberg (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n® 4, th. 3), qui prouve l’existence d’une chaine d’idéaux
premiers p;Cp;C...cp,=n de B telle que p;nA=p; pour tout ¢; on en déduit
aussitét dim(B,)>dim(A), d’ou la proposition.

(x6.x.7) Soit M un A-module; on appelle dimension de M et on note dim,(M)
ou dim(M) la dimension de I’anneau A/Ann(M) (isomorphe a I’anneau des homo-
théties Ay de M). On a donc dim(M*) =dim(M) pour tout £>o0. Si M est de type fini,
les idéaux premiers de A contenant Ann(M) sont exactement ceux qui appartiennent
a Supp(M) (0, 1.7.4) et ce dernier est fermé dans Spec(A), donc on a alors

(x6.1.7.1) dim(M) = dim(Supp(M))<dim(A).
Si M, N sont deux A-modules tels que NCM, on a
(16.1.7.2) dim(N)<dim(M), dim(M/N)<dim(M).

Si S est une partie multiplicative de A et si M est de type fini, on a
(16.1.7.3) dimg_.,(S~*M)<dim, (M).

En effet, on a Ann(S™'*M)=S"'Ann(M) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2,
n° 4) et S7!A/ST'Ann(M)=S"'(A/Ann(M)).

Par ailleurs, toute chaine maximale d’idéaux premiers contenant Ann(M) se
termine par un idéal maximal m, donc sa longueur est égale a celle de la chaine des
idéaux premiers correspondants de A,, (qui contiennent Ann(M,)=(Ann(M)),); de
cette remarque et de (16.1.7.3), on tire

(x6.x.7.4) dimA(M)zs:lp(dimAm(Mm))

ou m parcourt ’ensemble des idéaux maximaux de A.
On dit que M est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéquidimensionnel)

lorsque A/Ann(M) Dest.
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Proposition (16.x1.8). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, p un idéal
premier de A. On a alors

(16.1.8.1) dim, (M) dim,(M/pM) < dim,(M).

Ona Ann(M,)=(Ann(M)),, donc les idéaux premiers de A, contenant Ann(M,)
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A contenant Ann(M) et contenus
dans p. D’autre part, si Ann(M)=n, V(Ann(M/pM))=V(p+n) (0, 1.7.5), donc les
idéaux premiers de A contenant Ann(M/pM) contiennent p+n; d’ou la conclusion.

Cette derniére remarque montre en outre que l'on a

(16.1.8.2) dim, ,(M/pM) =dim, (M/pM).

Proposition (x6.x.9). — Soient A un anneau noethérien, o : A—~B un homomorphisme
d’anneaux, M un B-module tel que My, soit un A-module de type fini. Alors on a
(16.1.9.1) dim, (M) = dimg(M).

En effet, I’anneau By des homothéties du B-module M s’identifie 4 un sous-
anneau de C=ZEnd, (M), et C est un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° 1, lemme 2), donc il en est de méme de By; d’ailleurs ’anneau Ay
des homothéties du A-module M, est un sous-anneau de By, image canonique de A
dans C, donc By est fini sur Ay; la conclusion résulte donc de (16.1.5).

(x6.x.310) Soit A un anneau noethérien; si M est un A-module de longueur finie,
on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7 et cor. 1 de la prop. 7)
que Supp(M) est un espace fini discret, donc dim(M)=o0 si M4+ o0; réciproquement,
si M est un A-module de type fini tel que dim(M)=o, tout point de Supp(M) est fermé,
autrement dit est un idéal maximal de A, donc (loc. cit., prop. 7) M est de longueur finie.

16 . 2. Dimension d’un anneau semi-local noethérien (1).

(x6.2.1) Soient A un anneau semi-local noethérien, v son radical; rappelons qu’un
idéal de définition q de A est un idéal tel que qCr et que q contienne une puissance de r;
il revient au méme de dire que les seuls idéaux premiers contenant q sont maximaux,
ou que A/q est un anneau artinien. Soit M un A-module de type fini; pour tout

n—1

entier n>>0, M/q"M est un A-module de longueur finie, égale & ‘Zolong(gri(M)), ou gr,(M)
est le (A/q)-module gradué associé 2 M muni de la filtration g-préadique. On sait qu’il
existe un polynéme Q(n) a coeflicients rationnels tel que long(gr,(M))=Q(n) pour =
assez grand (IOI, 2.5.4); on en déduit aussitét qu’il existe un polynéme P,(M, ) en n, a
coefficients rationnels, tel que long(M/q"M) =P,(M, n) pour n assez grand; il est clair que
ce polynoéme est unique et que son coefficient dominant est >0 si M=*o0; on dit que
c’est le polyndme de Hilbert-Samuel de M pour la filtration g-préadique.

(1) Ce numéro reproduit ’exposé donné par Serre dans un cours au Collége de France en 1958.
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Lemme (x6.2.2.x). — Soit (M,) une filtration g-bonne de M (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IIlL, § 3, n°® 1); alors long(M/M,) est égal, pour n grand, & un polynéme en n dont le
degré et le coefficient dominant sont les mémes que ceux de P,(M, n).

En effet, il existe n, tel que M, ,=qM, pour n>n,, dou les inclusions
q"t*McM,,, =q"M, Cq"MCM, pour n grand, ce qui entraine

Py(M, n+n) > long(M/M, ) > Py(M, n)> long(M/M,)

et par suite la conclusion.

Si q' est un second idéal de définition, on a q'Dq™ pour un entier m, donc
P, (M, n) <P,(M, mn) ; par suite le degré de P,(M, n) ne dépend pas de I'idéal de définition q
considéré; on le note d(M).

Lemme (16.2.2.2). — Soit 0 > M’ - M — M" — 0 une suite exacte de A-modules de
type fini. Alors le polynéme Py(M, n) —P,(M’, n) —P (M"’, n) aundegré <d(M') —1<d(M)—1.

En effet, la filtration des M,=M'nq"M’ est g-bonne (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° 1, prop. 1); comme long(M/q"M) =long(M"'/q"M"’) 4+ long(M'/M,)
le lemme résulte aussitét de (16.2.2.1) appliqué a M'.

Théoréme (16.2.3) (Krull-Chevalley-Samuel). — Soient A un anneau semi-local
noethérien, v son radical, M= 0 un A-module de type fini, d(M) le degré du polynéme de Hilbert-
Samuel de M (pour un idéal de définition quelconque de A); soit d’autre part s(M) la borne inférieure
des entiers n tels qu’il existe des éléments x,, ..., x, de v pour lesquels M[(x; M+ ... +x,M)
soit de longueur finie. Alors on a

d(M) = s(M) = dim(M).

Lemme (16.2.3.1). — Pour tout xecr, soit M le sous-module de M formé des éléments
annulés par x. Alors :
(i) On a s(M)<s(M/xM) +1.
(i1) Sotent p, les idéaux premiers appartenant @ Supp(M) et tels que
dim(A/p;,) =dim(M) (1<i<m).

St x¢p, pour tout i, on a dim(M/xM)<dim(M)—1.
(ii1) S7 q est un idéal de définition de A, le polynéme
P (M, n) —P,(M/xM, n)

est de degré <d(M)—1.

L’assertion (i) est triviale, car si (%);<;<, ©st tel que pour le module
N=M/xM, N/(x;N+ ... +x,N) soit de longueur finie, il suffit d’observer que ce
module est isomorphe & M/(xM+x M+ ... +x,M).

Pour prouver (ii), on remarque que, si a est ’annulateur de M, les idéaux premiers
qui contiennent I’annulateur de M/xM sont ceux qui contiennent a+Ax (0, 1.7.5);
aucun des p, ne peut donc contenir a-+ Ax et par définition de dim(M) (16.1.7) toute
chaine d’idéaux premiers contenant a-+Ax a donc une longueur <dim(M)—1.
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Enfin, pour démontrer (iii), on note que 'on a deux suites exactes

o> M->M3xM—>0, o0->sM->M->M/xM—o0

et Passertion découle aussitét du lemme (16.2.2.2).

La démonstration de (16.2.3) se fait en trois étapes :

(x6.2.3.2) On a dim(M)<d(M).

Raisonnons par récurrence sur d(M), le cas d(M) =o étant trivial. Supposons donc
d(M)>1, etsoit p,eSupp(M) tel que dim(A/p,) =dim(M). Cela entraine que p, est un
élément minimal de Supp(M), donc il est associé & M (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1,
no 4, th. 2) et M contient par suite un sous-module N isomorphe a A/p, (loc. cit., § 1,
no 1); comme d(M)>d(N) par (16.2.2.2), on est ramené a prouver que dim(N)<d(N).
Soit donc p,Cp; C. .. Cp, une chaine d’idéaux premiers distincts dans A, et montrons que
n<d(N). C’est évident si #=o0. Sinon, il existe xep,nt tel que x¢p,, car la relation
P2 p,NY entrainerait p,Ot puisque P, ne contient pas p,, donc P, serait maximal, ce qui
est absurde. On a p;eSupp(N/xN), pour i> 1, donc n— 1 < dim (N/xN) (16.1.7). Comme
AN =0 en vertu du choix de x, on a d(N/xN)<d(N)—1 par (16.2.3.1, (iii)). L’hypo-
thése de récurrence implique alors d(N/xN) =dim(N/xN)>n—1, donc n— 1<d(N) — 1.

(16.2.3.3) On a dM)<s(M).

Soit en effet (x);<;,<, une famille d’éléments de r telle que, si 'on pose
a=xA+ ... +xA, M/aM soit de longueur finie. Les idéaux associés a M/aM sont
alors maximaux (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7) et comme ce sont les
seuls idéaux premiers contenant q=a -+ (tnAnn(M)), A/q est artinien (loc. cit., prop. g)
et q est un idéal de définition de A. Maison a ¢"M/q"*'M =a"M/a""'M, et si M est
engendré par r éléments z;, ”M/a”**M est un (A/q)-module engendré par les images

(m—{—n—l

canoniques des xj'xy*...xmz; ou Xv;=m, donc par 7
m—+n—1
n—1

degré de P,(M, n) est <n; d’ou d(M)<s(M).
(16.2.3.4) On a s(M)<dim(M).
Notons d’abord que n=dim(M) est fini par (16.2.3.2). Raisonnons par récurrence

) éléments; sa longueur
7

est par suite <ar( ), ol a est une constante, et on en déduit aussitét que le

sur n; la proposition est évidente pour n=o, puisque M est alors de longueur
finie (16.1.10). Supposons zn>1, et soient p,(1<i<m) lesidéaux premiers de Supp(M)
tels que dim(A/p;,) =n; la définition des p, montre que ce sont des éléments minimaux
de Supp(M), donc en nombre fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n® 4, th. 2).
Comme n>1, les p;, ne sont pas maximaux, et il existe donc xer tel que x¢p; pour
tout ¢ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2). En vertu de (16.2.3.1),
on a sM)<s(M/sM) +1 et dim(M)>dim(M/xM) +1; I’hypothése de récurrence
entraine que s(M/xM)<dim(M/xM), d’ou la conclusion.
Corollaire (16.2.4). — Sous les hypothéses de (16.2.3), on a

A~

(16.2.4.1) dim3; (M) =dim, (M).
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En effet, M/t"M et M/f"M sont isomorphes, donc d(M) =d(M).

Corollaire (16.2.5). — La dimension d’un anneau semi-local noethérien A est finie et égale
au nombre minimum d’éléments du radical de A engendrant un idéal de définition.

C’est I'égalité s(M)=dim(M) pour M=A.

En particulier :

Corollaire (16.2.6). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,
k=Alm son corps résiduel; on a
(16.2.6.1) dim(A)<rg,(m/m?).

En effet, on sait que siles x; (1<i<n) sont des éléments de m dont les classes mod. m?
forment une base du k-espace vectoriel m/m?, les x; engendrent m (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 4).

Proposition (16.2.7). — Soient k un corps, B une k-algebre graduée de type fini & degrés positifs engendrée par ses éléments
homogénes de degré 1 et telle que By=k; soient E un B-module gradué de type fini, de sorte (I, 2.5.4) que, pour n
assez grand, rg,(E,)=r(n) est de la forme ®(n)—D(n—1), o2 D est un polyndme en n de degré d. Alors il existe
dans B une famille (1)) <;<q de d éléments homogénes de degrés >1 tels que EJ( X 4E) soit de rang fini sur k.

®
Soit g I'idéal maximal @ B, de B, et, pour tout n, soit E, le sous-B-module ® E, de E. Tout
n=1 hz2n+1

élément de B—q détermine une homothétie injective dans le B-module artinien E/E;, et cette homothétie est
donc bijective (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3), ce qui entraine que (E/E;)q s’identifie
a E[E,; comme le corps résiduel de B est k, on déduit de I’hypothése que lonng((E/E{,)q) est un polynéme
en n de degré d. D’autre part, comme E est un B-module de type fini et que B est engendré par ses éléments
homogenes de degré 1, la filtration (E,) sur E est g-bonne (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 1, n° 3, lemme 1),
donc la filtration ((E,)q) sur Eq est aBy-bonne. Puisque B est un anneau local noethérien, on conclut de (16.2.3)
et de (16.2.2.1) que 'on a dim(E;) =d. Raisonnons alors par récurrence sur d, le lemme étant évident
si d=o0. Supposons d> 1, et observons que les idéaux premiers minimaux p; (1<i<r) dans Ass(E) sont
gradués (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 3, n°® 1, prop. 1), et que q est distinct de la réunion des p; puisque d>1;
il y a donc un élément homogéne t €q n’appartenant A aucun des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 1, n° 4,
prop. 8). Comme les idéaux premiers (p;), sont les éléments minimaux de Ass(Eq) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 2, prop. 5), on a dim(Ey/t,E;) =d—1 (16.3.4). Il suffit alors d’appliquer ’hypothése de
récurrence au B-module gradué E/¢E pour obtenir la conclusion.

16 . 3. Systémes de paramétres dans un anneau local noethérien.

Proposition (16.3.1). — Soient A un anneau noethérien, p un idéal premier de A, n un
entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ht(p) =dim(A,)<n;

b) 1l existe n éléments x; de A (1<i<n) tels que p soit minimal dans I’ensemble des idéaux
premiers contenant I'idéal a engendré par les x; (autrement dit V(p) est une composante irréductible
de V(a)).

La condition &) entraine que aA, est un idéal de définition de A, d’ou a) en vertu
de (16.2.5). Inversement, si a) est vérifiée, il existe un idéal de définition b de A, engendré
par n éléments x,/s, avec seA—p. En vertu de la correspondance biunivoque entre
idéaux premiers de A, et idéaux premiers de A contenus dans p, V’idéal a de A engendré
par les x; vérifie 5).
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Pour n=1, on obtient le cas particulier :

Corollaire (16.3.2) (« Hauptidealsatz »). — Pour qu’un idéal premier dans un anneau
noethérien soit de hauteur <1, il faut et il suffit qu’il soit minimal dans ensemble des idéaux
premiers contenant un idéal principal convenable.

Corollaire (16.3.3) (Artin-Tate). — Soit A un anneau intégre noethérien. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) A est un anneau semi-local de dimension < 1.

b) Il existe f+o0 dans A tel que A, soit un corps.

La condition a) équivaut a dire que A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers
m;#+ 0, et que ces idéaux sont tous maximaux (o étant un idéal premier). Comme le
produit des m; n’est pas nul, puisque A est intégre, un élément f+o de ce produit
appartient & tous les m,;, donc (o) est le seul idéal premier de l’anneau intégre A,,
autrement dit A, est un corps. (On notera que cette partie de la démonstration n’utilise
pas le fait que A est noethérien.) Prouvons maintenant que b) entraine a); I’hypo-
these b) signifie que tout idéal premier p+o0 de A contient f. Soient p; (1<i<n) les
idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent f (qui sont en nombre fini
puisque A/fA est noethérien); il suffit de prouver que les p; sont des idéaux maximaux,
car alors tout idéal premier # o contient nécessairement un des p;, donc lui est égal.
Supposons donc qu’il existe un idéal maximal m contenant un des p; et distinct des p;;
m n’est donc pas contenu dans la réunion des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1,
n° 1, prop. 2), autrement dit il existe gem n’appartenant a aucun des p;. Soit q un
des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent g; il résulte du « Haupt-
idealsatz » (16.3.2) que q est de hauteur 1, donc # o0; il contient par suite f, donc aussi
un des p;, et comme geq et que g n’appartient a aucun des p;, q est distinct des p;; il serait
donc de hauteur >2, ce qui est contradictoire.

Proposition (16.3.4). — Sotent A un anneau semi-local noethérien, t son radical, M un
A-module de type fini, p; les éléments de Supp(M) tels que dim(A[p;) =dim(M). Alors les p,
sont des éléments minimaux de Ass(M), et Pon a dim(M/p,M) =dim(M). Pour tout x€x, on a

(16.3.4.1) dim(M/xM)>dim(M) —1.

En outre, pour que les deux membres de (16.3.4.1) soient égaux, il faut et il suffit que x
n’appartienne d aucun des p,.

La premiére assertion est immeédiate, car les p; sont par définition des éléments
minimaux de Supp(M) (16.1.6), et ces derniers sont aussi éléments minimaux de Ass(M)
(Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 4, th. 2). En outre, Supp(M/p;M) est I’ensemble
des idéaux premiers contenant p; (04, 1.7.5), donc dim(M/p;M) =dim(A/p;) = dim(M).

Posons N=M/xM. Six,, ...,x, sontdesélémentsde rtelsque N/(x, N+ ... 4+x,N)
soit de longueur finie, cela signifie que M/(xM +x M+ ... +x M) est de longueur
finie, d’ou I'inégalité (16.3.4.1) en vertu de (16.2.3).

Le fait que les deux membres de (16.3.4.1) soient égaux lorsque x n’appar-

N

tient 4 aucun des p, résulte de (16.3.4.1) et de (16.2.9.1). Inversement, si
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dim(M/xM) =dim(M)—1, aucun des p, ne peut appartenir 2 Supp(M/xM), et les
idéaux premiers de ce support sont ceux qui contiennent Ann(M) + Ax; comme les p,
contiennent Ann(M), ils ne peuvent contenir x.

Corollaire (x6.3.5). — Avec les notations de (16.3.4), pour tout idéal aCyp,, on a
dim(M/aM) =dim(M) et si on pose N=M/aM, la relation dim(M/xM)=dim(M) —1
entraine dim(N/xN) =dim(N) —1.

En effet, Supp(N) est U'ensemble des idéaux premiers contenant a- Ann(M),
donc p; appartient a Supp(N) et comme dim(N)<dim(M)=dim(A/p;,), on a
dim(A/p;) =dim(N); en outre les idéaux premiers qeSupp(N) telsque dim(A/q) =dim(N)
sont certains des p;; si ¥ n’appartient a aucun des p,, on a donc dim(N/xN) =dim(N)—1
en vertu de (16.3.4).

Définition (16.3.6). — Soient A un anneau semi-local noethérien, v son radical, M un
A-module de type fini, et posons n=dim(M). On appelle systéme de paramétres pour M tout
systéme  (X%,)y <i<n, de n éléments de v tel que M|(x, M+ ... 4+x M) soit de longueur finie.

On a vu (16.2.3) qu’il existe toujours de tels systémes. n

On a vu au cours de la démonstration de (16.2.3.3) que si 3=i21xiA est tel

que M/3IM soit de longueur finie, q=3J -+ Ann(M) est un idéal de définition de A, et
réciproquement, s’il en est ainsi, M/JM est un module de type fini sur ’anneau arti-
nien A/q, donc est de longueur finie. Il revient donc au méme de dire que (x;);<;<,
est un syst¢tme de paramétres pour M ou pour A/Ann(M) (ou encore que leurs images
dans A/Ann(M) forment un systéme de paramétres pour cet anneau). Si (%;);<;<, est
un systtme de paramétres pour M, il en est de méme de (x¥) pour tout entier k>1,
car on peut se borner, en vertu de ce qui précéde, au cas ot M =A, et si J est un idéal

n
de définition de A, I'idéal X x*A contient J*", donc est aussi un idéal de définition.

i=1

Proposition (16.3.7). — Soient A un anneau semi-local noethérien, v son radical, %, ..., x,
des éléments de v, M un A-module de type fini.

On a alors
(x6.3.7.1) dim(M/(x;M + ... +xM))>dim(M) —k.

En outre, pour que les deux membres de (16.9.7.1) sotent égaux, il faut et il suffit qu’il
existe des éléments x; (k+1<i<n=dim(M)) de v tels que (x;)y<i<, S0t un systtme de
paramétres pour M.

L’inégalité (16.3.7.1) résulte de (16.3.4.1) par récurrence sur k. Si les deux
membres de (16.3.7.1) sont égaux, et si x4, ..., %, estun systtme de paramétres pour
M/(x,M~+ ... +xM), il est clair que M/¥xM+ ... +xM+x,_  M+...+xM)
est de longueur finie, donc (x,);<;<, est un systtme de parameétres pour M; récipro-
quement, il existe des «x; (k+1<i<n) ayant cette propriété et si l'on pose
N=M/xM+ ... +xM), il est clair que N/(x, ;N+...4+xN) est de longueur
finie, donc dim(N)<n—#%, et les deux membres sont égaux en vertu de (16.3.7.1).

126



§ 16 PRELIMINAIRES 31

Proposition (16.3.8). — Soient A un anneau semi-local noethérien, X =Spec(A) son
spectre, a un idéal de A distinct de A tel que codim(V(a), X)=r>o0. Il existe alors
r éléments xy, ..., x, de a, faisant partie d’un systéme de paramétres de A, tels que

codim(V(a), V(Ax; + ... +Ax)) =o.

Soient p; (1<i<m) les idéaux premiers minimaux de 'anneau A, q; (1<i<n)
les idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a; on a (14.2.1)
codim(V(a), X) =i1j1f(codim(V(qi), X)) =i1j1f(dim(qu)) (16.1.3.2). L’hypothése r>o
entraine que a n’est contenu dans aucun des p;; par suite il existe xea qui n’appar-
tient a aucun des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n°® 1, prop. 2). On a
comme ci-dessus codim(V(a), V(Ax)) =i17;f (dim((A/Ax)qi,Ax)) =iI;1f (dim(qu/qux)); mais
comme x/1 n’est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux de Aq]_ on a
dim(qu/qux)zdim(Aq’_)—I (16.3.4), d’ou codim(V(a), V(Ax))=r—1. Pour la
méme raison, on a dim(A/Ax)=dim(A)—1. Raisonnons maintenant par récur-
rence sur 7; si r>1, il existe r—1 éléments x; (2<i<7r) de A’=A/Ax, faisant partie
d’un systtme de parameétres de cet anneau, appartenant a a/Ax et tels que
codim(V(a/Ax), V(A'x;+ ... +A'x;)) =o0. Soit (x]),,1<i<, un systtme d’éléments
de A’ tel que (x}),<;<, SOit un systéme de parametres de A’; pour tout ¢ tel que 2<i<s,
soit x; un élément de la classe x; dans A, avec x;ea pour 2<i<r; il est immédiat que
A/(Ax+ Ax,+ ... +Ax,) estdelongueur finie, et comme dim(A)=s, onvoitque x, =x
et les x; d’indices :>2 répondent aux conditions de I’énoncé.

Proposition (16.3.9). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m ’idéal maximal
de A, k son corps résiduel, ¢ : A—B un homomorphisme local.

(1) On a
(16.3.9.1) dim(B) <dim(A) +dim(B®, ).

(i1) Sotent M=o un A-module de type fini, N+o0 un B-module de type fini. On a
(x6.3.9.2) dimy(M®, N) <dimy (M) +dimg g (N ®,k).

Soient m la dimension de A, (5);<;<n» un systéme de parametres de A (16.3.6),
de sorte que si a———ZsiA, A/a est un A-module de longueur finie. Alors I’anneau A/a

est artinien, donc l’idéal maximal m/a de cet anneau est nilpotent; I’idéal mB/aB
de B/aB, image de (m/a)®,B, est donc lui aussi nilpotent, et par suite on a
dim(B/aB) =dim(B/mB) (les spectres de ces deux anneaux ayant méme espace sous-
jacent). D’autre part .B/aB=B/(s;B+...+s,B), etlesimagesdess;dans B appartiennent
a lidéal maximal de B. Par suite (16.3.7), on a

dim(B) <m + dim(B®, k)

ce qui n’est autre que (16.3.9.1).
Pour prouver (16.3.9.2), notons que si t (resp. s) est 'annulateur de M (resp. N)
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dans A (resp. B), on a dim, (M) =dim(A/x), dimg(N) =dim(B/s) par définition (16.1.7);
d’autre part, Supp(M®,N) est un sous-ensemble fermé de Spec(B) qui s’iden-
tifie (I, 9.1.13) & Supp(M) XgpeeuSupp(N) = Spec((B/s) ®, (A/r)) = Spec(B/(s + tB)).
Comme N®,k est un B-module de type fini, on a dimB®Ak(N ®,k) =dimg(N®, k)
(16.1.9), et Supp(N®,k) est égal & Spec(B/(s+mB)) par le méme raisonnement
que ci-dessus. Appliquant (16.3.9.1) 2 A/r et 3 B/(s-+1B) il vient
dim(B/(s + rB)) <dim(A/x) + dim(B/(s + mB))

ce qui n’est autre que (16.3.9.2).

Corollaire (16.3.10). — Sous les hypothéses de (16.3.9), si mB est un idéal de définition
de B, on a dim(B)<dim(A); st de plus A est intégre et dim(A) =dim(B), ¢ est injectif.

La premicére assertion résulte de (16.3.9) puisque alors dim(B/mB)=o0. On peut
d’ailleurs remplacer A par ¢(A), donc dim(B)<dim(p(A)); si a=Ker(p)=+o0, etsi A

est intégre, on a dim(p(A)) =dim(A/a)<dim(A) (16.1.2.2), donc on ne peut alors
avoir dim(A)=dim(B) que si a=o.

16 . 4. Profondeur et coprofondeur (1),

Proposition (16.4.1). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini. Alors toute suite M-réguliere (%), <;<, (15.1.7) formée d’éléments de
m, fait partie d’un systéme de paramétres pour M.

Raisonnons par récurrence sur r; considérons le A-module

N=M/(x;M+...4+=x,_;M);

par hypothése =x,...,x,_, font partie d’un systtme de paramétres pour M, donc
dim(N)=dim(M)— (r—1) (16.3.7). Comme par hypothése I’homothétie de rapport x,
dans N est injective, x, n’appartient & aucun des idéaux premiers associés a N,
donc (16.3.4) on a dim(N/x,N)=dim(N)—1, ce qui s’écrit aussi

dim(M/(x, M+ ... +x,M))=dim(M) —r;

la conclusion résulte donc de (16.3.7).

Pour un A-module M=o, une suite M-réguliere d’éléments de m a donc
au plus dim(M) éléments.

Lemme (16.4.2). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k= A/m
son corps résiduel, M un A-module. Pour qu’une suite M-réguliére (%,);<;<, d’éléments de m
soit maximale, il faut et il suffit que Pon ait Hom,(k, M/(x; M+ ... +x,M))+o0.

Dire que (x;) est maximale signifie que, pour aucun xem, I’homothétie de
rapport x dans N=M/(x; M +...+x,M) n’est injective, ou encore que m est contenu
dans la réunion des idéaux premiers associés a N (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 1,
n® 1, cor. 2 de la prop. 2), donc égal a un de ces derniers, puisque c’est un idéal

(*) Dans la ge partie du chap. III, nous développons la notion de profondeur du point de vue cohomo-
logique et dans un cadre plus général.
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maximal (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2); autrement dit, il y a un
élément zeN dont ’annulateur est m, et par suite le sous-module Az de N est isomorphe
a A/m=k; d’ou le lemme.

Lemme (16.4.3). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k= A|m
son corps résiduel, M un A-module, (%;);<;<, une suite M-réguliére d’éléments de m. Alors
les A-modules Hom,(k, M/(x, M +...+x,M)) et Ext}(k, M) sont isomorphes, et pour n>1,
ils sont aussi isomorphes & Ext}~'(k, M/x;M).

Raisonnons par récurrence sur z, la proposition étant évidente pour n=o.
Posons N=M/x;M; la suite (%),<;<, €st N-réguliére, donc

Hom, (k, M/(x, M + ... +x,M)) =Hom, (£, N/(x,N + ... +x,N))
est isomorphe & Ext7~'(k, N) en vertu de I’hypothése de récurrence. Considérons alors

la suite exacte 0 M 3 M — M/x;M =N — 0; on en déduit la suite exacte des Ext
(16.4.3.1)  Ext’~'(k, M) — Ext}~(k, N) — Ext?(k, M) 3 Ext}(k, M).
En vertu de hypothése de récurrence, Ext?~!(k, M) est isomorphe &
Hom, (k, M/(x; M +...+x,_,M)),

qui est nul, puisque (%);<;<,_; N’est pas une suite M-réguliére maximale (16.4.2).
D’autre part, comme x;em, I’homothétie de rapport %, dans le A-module Hom, (%, T)
est nulle pour tout A-module T, donc il en est de méme de I’homothétie de rapport x,
dans tout A-module Ext}(k, T); les assertions du lemme découlent donc aussitét de la
suite exacte (16.4.3.1).

Corollaire (16.4.4). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k= A[m
son corps résiduel, M un A-module de type fini =+o. Toutes les suites M-réguliéres maximales
d’éléments de m ont le méme nombre d’éléments, qui est le plus petit entier n tel que Exty(k, M) % o.

Définition (16.4.5). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini. On appelle profondeur de M, et I’on note prof, M ou prof(M) la borne
supérieure du nombre d’éléments d’une suite M-réguliére formée d’éléments de m.

On a donc prof(M)= 4o si et seulement si M=o, et, par (16.4.1)

(16.4.5.1) prof(M)<dim(M) si M=o.

On a évidemment prof (M*) = prof (M) pour tout £>o.

Proposition (16.4.6). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,
M un A-module de type fini.

(1) Pour que prof(M)=o, il faut et il suffit que meAss(M) (ou encore qu’il existe
un sous-module de M isomorphe au corps résiduel £=A/m de A).

(i) Pour tout élément M-régulier x appartenant a m, on a

(16.4.6.1) prof(M/xM) =prof (M) —1.
(iii) St M=o, on a
(x6.4.6.2) prof (M) <pei1{ls€(M) dim(A/p)<dim(M).
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(iv) On a prof,(M) = prof; (M).

(i) Dire que prof(M)=o signifie qu’il n’existe aucun xem tel que ’homothétie
de rapport x dans M soit injective, autrement dit que tout xem appartient & un idéal
premier associé a M (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2);
mais m ne peut étre réunion des idéaux premiers associés 8 M que s’il est égal & 'un
d’eux (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2).

(i) Si (%);<i<m est une suite (M/xM)-réguliére formée d’éléments de m, la suite
formée de x et des x; est M-réguliere, et i résulte de la définition qu’elle est maximale
lorsque la suite (x;);<;<, estune suite (M/xM)-réguliere maximale; d’ott la conclusion.

(iii) Raisonnons par récurrence sur n=prof(M), l’assertion étant évidente pour
n=o0. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (16.4.6.3). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,
teA un élément M-régulier. Alors, pour tout peAss(M), tout idéal premier minimal parmi ceux
qui contiennent P + At est associé @ M[tM.

On sait qu’il existe une suite exacte

o-M—->M->M"—o0

telle que Ass(M’') ={p}, Ass(M")=Ass(M)—{p} (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 1, n° 1, prop. 4); comme ¢ est M-régulier, il est aussi M’'-régulier et M"'-régulier
(loc. cit., § 1, n® 1, cor. 2 de la prop. 2). On en déduit que la suite

0—>M'/tM’>M/tM—>M" [tM"' >0

est exacte (15.1.18). Par suite, ona Ass(M’/tM’) CAss(M/tM). Mais les idéaux premiers
de A contenant p sont les points de Supp(M’) (loc. cit., § 1, n° 3, prop. 7), donc les
idéaux premiers contenant p --At¢ sont les points du support de M'/tM’'=M'®, (A[tA)

(0;, 1.7.5); un élément minimal de l’ensemble de ces idéaux premiers appartient
donc a Ass(M'[tM’) (Bourbaki, loc. cit., § 1, n° g, cor. 1 de la prop. 7), et a fortiori
a Ass(M/tM).

Ce lemme étant établi, revenons a la démonstration de (iii). Soit xem un
élément M-régulier, de sorte que prof(M/xM)=n—1 par (ii); pour tout peAss(M),
il résulte du lemme qu’il y a un idéal p’ associé a M/xM et contenant p+ xA; mais
comme x est M-régulier, on a x¢p, d’ou p’=+p et par suite dim(A/p’)<dim(A/p)—1.
Or P’hypothése de récurrence montre que n—i1<dim(A/p’); on en conclut que
n<dim(A/p) pour tout peAss(M).

' (iv) On peut se borner au cas ot M=o0. Rappelons que I\?I=M®AA a un iso-
morphisme canonique prés (0;, 7.8.3); comme A est un A-module plat, on a des
isomorphismes canoniques Exti(k, M)®,A S Ext%(k, M®,A) puisque k=k®,A A un
isomorphisme canonique pres (0, 12.3.5). L’assertion (iv) résulte donc de (16.4.4)
et du fait que A est un A-module fidélement plat (0;, 7.3.5).

(16.4.6.4) On notera que si p est un idéal premier de A, on peut avoir aussi
bien propr(Mp)<profA(M) que propr(Mp)>profA(M); pour un exemple du premier cas,
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il suffit de prendre pour A un anneau local intégre de dimension >1; ona prof(A)>1
mais prof(K)=o0 pour le corps des fractions K de A. Pour un exemple du second cas,
considérons un anneau local noethérien intégre A, de dimension >2, d’idéal maximal m,
et soit k=Ay/m, son corps résiduel; soit A=A ®JF I'extension triviale de A, par le
Ag-module £ (18.2.3), I'idéal J étant Aj-isomorphe & £ (de sorte que la multiplication
dans A est donnée par (x,z)(x’,2") = (xx', 2" +x'2)). Il est clair que J est le nilradical de
A et A/J est isomorphe a A, de sorte que tout idéal premier p de A est de la forme p,®3,
ou p, est un idéal premier de Aj; en particulier m=m,®J est I'unique idéal maximal
de A. Comme tout élément de m, annule J, on a prof(A) = prof(A,) =o0; au contraire,
si PoF My, les éléments de J sont annulés par ceux de my,—p,, donc A, est canoni-
quement isomorphe a (Ay),,, et comme A, est intégre, prof(A,) =prof(A,), >1 si p,+o.

Corollaire (x6.4.7). — Pour qu’un anneau local noethérien réduit A soit de profondeur o,
il faut et il suffit que A soit un corps.

En effet, comme l'intersection des idéaux premiers minimaux de A est o, A n’a
pas d’idéaux premiers associés immergés; en vertu de (16.4.6, (1)), si prof(A)=o, I'idéal
maximal m de A est aussi idéal premier minimal, donc est le seul idéal premier de A,
et comme A est réduit, m=o.

Proposition (16.4.8). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, o :A—B un
homomorphisme local, M un B-module tel que M, soit un A-module de type fini. Alors on a
(16.4.8.1) prof, (M,,;) = profy(M).

On peut se borner au cas M+ o; supposons que prof,(My;)) =n Si (%);<i<n
est une suite (M,)-régulitre maximale formée d’éléments de I'idéal maximal de A,
les p(x;) constituent une suite M-réguliere formée d’éléments de I'idéal maximal
de B, et on a donc, en posant N=M/(p(%)M + ... + o(x,) M), profy(N) = profy(M) —n
(16.4.6, (ii)); de méme Ny ,;=Mp,/(xM;+ ... +xMy;) et profy,(Ny)=o0; on est
ainsi ramené 4 démontrer la proposition lorsque n=o0. Soit £ le corps résiduel de A;
comme k est un quotient de A, le A-module P=Hom,(k, M) est un sous-module
de Hom,(A, M) =M, et hypothése entraine que P+o0 (16.4.6, (i)); en outre,
P est un A-module de type fini (puisque M, est un A-module de type fini), donc
un k-espace vectoriel de type fini, étant annulé par I'idéal maximal de A, et finalement
un A-module de longueur finie. D’autre part, P est aussi un sous-module du B-module M, et
puisqu’il est de longueur finie en tant que A-module, il I’est a fortiori en tant que B-module.
Comme il est # 0, il contient un sous-B-module simple, c’est-a-dire isomorphe au corps
résiduel de B; on conclut alors de (16.4.6, (i)) que 'on a bien profz(M) =o.

Définition (x6.4.9). — Sotent A un anneau local noethérien M un A-module de type fini.
Si M=o, on appelle coprofondeur de M et on note coprof,(M) ou coprof(M), lentier fini
dim, (M) —prof,(M)>0 (16.4.5.1). S M=o, on pose coprof(M)=o.

On a coprof (M*) = coprof (M) pour tout £>o.

Proposition (16.4.10). — Sotent A un anneau local noethérien, M un A-module de

type fini.
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\

(i) Pour tout élément M-régulier x appartenant a [Pidéal maximal de A, on a
coprof(M/xM) = coprof(M).

(ii) On a coprof,(M) = coprofy(M).

En effet, (i) résulte de (16.3.4) et (16.4.6, (i), et (ii) de (16.2.4) et
(16.4.6, (iv)).

Nous montrerons plus tard (IV, 6.11.5) que pour tout idéal premier p de A, on
a copropr(Mp) < coprof, (M).

Proposition (16.4.11). — Sous les hypothéses de (16.4.8), on a
(16.4.11.1) coprof, (M;,;) = coprofy(M).

Cela résulte de (16.1.9) et (16.4.8).

16 . 5. Modules de Cohen-Macaulay.

Définition (16.5.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit qu'un A-module de
type fint M est un module de Cohen-Macaulay si coprof(M)=o, autrement dit si M =0 ou
si M=% oet dim(M) =prof(M). On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay si le A-module A
est un module de Cohen-Macaulay.

Un A-module de longueur finie est un module de Cohen-Macaulay puisqu’il est
de dimension o (16.1.10). Un anneau local réduit A de dimension 1 est un anneau de
Cohen-Macaulay, car alors son idéal maximal m ne peut étre associé & A (Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 10), donc prof(A) =1 en vertu de (16.4.6, (i)).
Si A est un anneau local intégre et intégralement clos de dimension > 2, on a prof(A)>2 : en effet,
si £+ 0 estun élément de m, on sait (Bourbaki, 4lg. comm., chap. VII, § 1, n° 4, prop. 8)
que les idéaux premiers associés a A/xA sont de hauteur 1, donc distincts de m, et leur
réunion est par suite distincte de m (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2);
il existe donc des suites (x, ) qui sont-A-réguliéres et formées d’éléments de m, d’ot1 notre
assertion. On en conclut qu’un anneau local intégralement clos de dimension 2 est un anneau
de Cohen-Macaulay.

Proposition (16.5.2). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
Jfini. Pour que M soit un module de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que M soit un A-module
de Cohen-Macaulay.

Cela résulte aussitot de (16.4.10, (ii)).

Proposition (16.5.3). — Sous les hypothéses de (16.4.8), pour que M soit un B-module
de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que M, soit un A-module de Cohen-Macaulay.

Cela résulte de (16.4.11).

Proposition (16.5.4). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini 0. ST M est un A-module de Cohen-Macaulay, on a dim(A/p)=dim(M) pour tout
idéal premier peAss(M); en particulier aucun idéal premier associé & M n’est immergé.

Cela résulte aussitot des inégalités (16.4.6.2).

On peut encore dire que M (ou Supp(M)) est équidimensionnel (16.1.7).
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Proposition (16.5.5). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini + o, x un élément de m. Supposons que M soit un module de Cohen-Macaulay ;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) x est M-régulier;

b) dim(M/xM) =dim(M)—1;

c) x mappartient & aucun élément minimal de Supp(M).

En outre, M[xM est alors un modulede Cohen-Macaulay.

On a vu (16.5.4) que tous les éléments p de Ass(M) sont minimaux dans Supp(M)
et que dim(A/p) =dim(M); Déquivalence de a) et c) résulte donc de Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2; I’équivalence de b) et c) résulte
de (16.3.4). Le fait que M/xM soit un module de Cohen-Macaulay résulte enfin
de (16.4.10, (i)).

Corollaire (16.5.6). — Sous les hypothéses de (16.5.5), soit (x;);<;<, une suite d’éléments
de m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La suite (x;) est M-réguliére.

b) On a dim(M/(x,M+ ... 4+x,M)) =dim(M)—r.

c) Les x; font partie d’un systéme de paramétres de M.

En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites, N=M[(x; M+ ... +x,M) est un module
de Cohen-Macaulay, donc, pour tout idéal peAss(N), on a dim(A/p) =dim(M)—r.

On sait déja que b) et ¢) sont équivalentes (16.3.6) et que @) entraine ¢) (16.4.1)
sans hypothése sur M. Pour voir que ¢) implique a) et prouver la derniére assertion de
Pénoncé, raisonnons par récurrence sur 7, I’assertion étant triviale pour r=o. Puisque %,
fait partie d’un systéme de parameétres, dim(M/x; M) =dim(M)—1 (16.3.6), donc #; est
M-régulier et M/x;M est un module de Cohen-Macaulay par (16.5.5). Comme la
suite (%;),<;<, fait partie d’un systéme de paramétres pour P=M/x;M, I’hypothése de
récurrence montre que (%;),<;<, estune suite P-réguliére et que P/(x,P4-... +x,P)=N
est un module de Cohen-Macaulay; en outre (x;);<;<, est M-réguliére.

Remarque (16.5.7). — 1l résulte de (16.5.6) qu’il y a identité entre les systemes
de paramétres pour M et les suites M-réguli¢res maximales d’éléments de m lorsque M est un
module de Cohen-Macaulay. Inversement, il résulte de (16.4.1) que si un A-module
de type fini non nul est tel qu’il y ait une suite M-réguliére qui soit un systéme de parameétres
pour M, alors M est un module de Cohen-Macaulay. La derniére propriété énoncée
dans (16.5.6) caractérise aussi les modules de Cohen-Macaulay :

Proposition (16.5.8). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini. On suppose que pour toute suite (%;);<;<, d’éléments de A faisant partie d’un systéme de
paramétres pour M, et tout idéal premier p associé @ N=M/(x;M+...4+xM), on ait
dim(A/p) =dim(N). Alors M est un module de Cohen-Macaulay.

Soit (;);<i<y un systéme de paramétres pour M; il suffit de montrer que la suite ( ;)
est M-régulié¢re. Raisonnons par récurrence sur n=dim(M), la proposition étant triviale
pour n=o0. Par hypothése (appliquée avec r=0) les idéaux premiers p; associés a M
sont tous tels que dim(A/p;)=dim(M); comme y, fait partie d’un systéme de paramétres
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pour M, il résulte de (16.3.7) et (16.3.4) que », n’appartient & aucun des p;» donc
est M-régulier. Si on pose P=M/y; M, (5;)s<;<, ©st un systéme de paramétres pour P,
et il est immédiat que P vérifie ’hypothése de 1’énoncé; appliquant I’hypothése de
récurrence, on voit donc que (;),<i<, ©st une suite P-réguliere, ce qui démontre la
proposition.

Proposition (16.5.9). — Sotent A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini; on suppose que M soit un module de Cohen-Macaulay. Soit peSupp(M), et posons
r=dim(M)—dim(M/pM). Alors il existe une suite M-régulidre (x;),<;<, formée d’éléments de p;
pour toute suite ayant ces propriétés, on a

dim(M/(x;M+...+x,M)) =dim(M/pM) =dim(A/p),

et p est un élément minimal de Ass(M/(x; M +. ..+ x,M)).

Prouvons d’abord Dexistence des x;; il n’y a rien 4 démontrer pour r=o.
Pour r>o0, procédons par récurrence sur 7. Comme pour tout idéal premier q; associé
a M on a dim(A/q)=dim(M) (16.5.4), 'hypotheése dim(M/pM)<dim(M) entraine
que p ne peut étre contenu dans un des q;, ces derniers étant les idéaux premiers
minimaux parmi ceux qui contiennent Ann(M) (16.1.2.2 et 16.1.7); on en conclut
que p n’est pas non plus contenu dans la réunion des q; (Bourbaki, 4lg. comm., chap. 11,
§ 1, nO 1, prop. 2), et par suite il existe un x,€p qui est M-régulier (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2). On déduit donc de (16.5.5) que N=M/x;M
est un module de Cohen-Macaulay, de dimension dim(M)—1; comme x;€p, on a
d’ailleurs N/pN =M/pM, d’ou dim(N)—dim(N/pN)=r—1; on peut par suite appli-
quer a N l'hypothése de récurrence, et si (¥),<;<, est une suite N-réguliere formée
d’éléments de p, il est clair que (x;);<;<, est une suite M-réguliére formée d’éléments
de p. Si on pose P=M/(x;M+...+xM), ona P/pP=M/pM puisque les x; sont
dans p, et dim(P) =dim(P/pP) par (16.5.6); mais comme P est un module de Cohen-
Macaulay, on a aussi dim(P)=dim(A/p’) pour tout p’cAss(P) (16.5.4). Comme
peSupp(P) (0;, 1.7.5), p contient un des idéaux p’cAss(P) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1,n04,th. 2), et comme dim(P)=dim(P/pP)<dim(A/p)<dim(A/p’) =dim(P),
on a nécessairement p=p’ (16.1.2.2), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (16.5.10). — Sous les mémes hypothéses que dans (16.5.9) :

(i) M, est un A -module de Cohen-Macaulay.

(ii) On a
(16.5.10.1) dim(M) =dim, (M/pM) +dimAp(Mp).

Avec les notations de (16.5.9), soient x/ les images canoniques des x; dans
A, (1<i<r); comme les x; appartiennent a I'idéal maximal de A, et forment une suite
M, -réguliére par platitude (15.1.14), on a

propr(Mp) >r=dim(M) —dim(M/pM)> dimAp(Mp)

(en vertu de (16.1.8.1)). Mais compte tenu de (16.4.5.1), les trois termes de cette
inégalité sont nécessairement égaux, d’ou le corollaire.
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Corollaire (16.5.xx). — Soit A un anneau local noethérien; supposons qu’il existe un

A-module de type fini M de support Spec(A), qui soit un module de Cohen-Macaulay. Alors,
pour tout idéal premier p de A on a

(6.5.1x.1) dim(A) =dim(A/p) +dim(A,).

En effet, Supp(M/pM)=Spec(A/p) (0, 1.7.5) et Supp(M,)=Spec(A,); la
relation (16.5.11.1) est donc un cas particulier de (16.5.10.1).

Corollaire (16.5.12). — Tout anneau quotient d’un anneau local noethérien A vérifiant
les conditions de (16.5.11) (en particulier tout anneau quotient d’un anneau local de Cohen-
Macaulay) est caténaire.

Il suffit évidemment de prouver que A lui-méme est caténaire c’est-a-dire que, pour
deux idéaux premiers pCq de A, ona (16.1.4.2)

dim(A,) =dim(A,) +dim(A,/pA,).

Or, en vertu de (16.5.10, (i)) A, vérifie les mémes hypothéses que A, et la relation
précédente n’est donc autre que (16.5.11.1) appliquée a A, et al’idéal premier pA,de A,.

(x6.5.13) Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. On dit
que M est un A-module de Cohen-Macaulay si, pour tout idéal premier p de A, M, est
un A -module de Cohen-Macaulay; en vertu de (16.5.10) cette définition coincide
avec (16.5.1) lorsque A est local. On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay si tous
les A, le sont. Il est clair que si M (resp. A) est un A-module de Cohen-Macaulay (resp. un
anneau de Cohen-Macaulay), S ' M est un S ~*A-module de Cohen Macaulay (resp. S™'A
est un anneau de Cohen-Macaulay) pour toute partie multiplicative S de A.

§ 17. ANNEAUX REGULIERS

17.1. Définition des anneaux réguliers.

Proposition (x7.x.1). — Soient A un anneau local noethérien de dimension n, m son idéal
maximal, k= A[m son corps résiduel. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’homomorphisme canonique surjectif de k-modules gradués (15.1.1.1)

¢ : Sy(m/m?) — gri,(A)

(ot le second membre est le k-module gradué associé @ A muni de la filtration m-préadique) est
bijectif.

b) Or a rg,(m/m?®) =n.

c) L’idéal m admet un systtme de générateurs de n éléments.

d) L’idéal m admet un systéme de générateurs qui est une suite A-réguliere.

En vertu du lemme de Nakayama, rg,(m/m?) est le plus petit nombre d’éléments
d’un systtme de générateurs de m, donc b) et ¢) sont équivalentes. D’autre part,
si (%)1<i<, €st un systtme de générateurs de m dont les classes %, mod. m® forment
une base du k-espace vectoriel m/m? 8'(m/m?) est isomorphe a4 l’anneau de poly-
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némes £[T;, ..., T,]; compte tenu de ce que tout A-module de type fini est séparé pour
la filtration m-préadique (0;, 7.3.5), il résulte de (15.1.9) que les conditions a) et d)
sont équivalentes; en outre, comme toute suite A-réguliére d’éléments de m a au plus
n éléments (16.4.1), on voit que d) entraine ¢). Reste & prouver que ¢) entraine a).
Posons pour abréger S=8'(m/m?)=£[T;, ..., T,], G=gr;,(A), et considérons la suite
exacte 0 >JF =S 5G - 0, oule noyau J de ¢ est donc un idéal gradué de S. Pour
tout entier s>o0, on a donc
(r7.x.1.1) (s —:_n__l I) =long(S,) =long(G,) +long(,)-

Supposons J= o, de sorte qu’il existe un élément homogeéne ueJ de degré 1> o;
. 3, contient uS,_, pour s>k, et comme u+0 et que S est integre, uS,_, est isomorphe

a S,_, comme k-espace vectoriel; on aurait donc long(J,)> long(S,_,) = (S—k tri_ I) ,
d’ol pour s>4, g

(r7.1.1.2) long(Gs)<(S_I—n_l)—(sﬁ_h—}—n_l).

n—1 n—I

Or, le second membre de (17.1.1.2) est un polyndéme en s de degré <n—2; mais
ona G,=m‘/m**!, et pour s assez grand, long(G,) est un polynéme en s de degré exac-
tement égal & n—1 dont le coefficient dominant est >0 (16.2.1), ce qui contredit

Pinégalité (17.1.1.2). C.Q.F.D.

Définition (x7.1.2). — On dit qu'un anneau local noethérien qui vérifie les conditions
équivalentes de (17.1.1) est régulier.
Corollaire (x7.x.3). — Un anneau local régulier est intégre, intégralement clos, et un

anneau de Cohen-Macaulay.

La derniére assertion résulte de (17.1.1, d)); d’autre part, si A est régulier,
gr;,(A) est intégre et complétement intégralement clos, étant isomorphe a £[T;, ..., T,];
on en conclut que A posséde aussi ces deux propriétés (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° g, cor. de la prop. 1 et chap. V, § 1, n® 5, prop. 15).

Exemples (177.1.4). — (i) Un anneau local régulier de dimension o, étant intégre
par (17.1.3), est nécessairement un corps, et réciproquement.

(ii) Pour qu’un anneau local noethérien de dimension 1 soit régulier, il faut et il
suffit qu’il soit un anneau de valuation discréte : en effet, dire qu’un anneau local noethérien
de dimension 1 est régulier signifie que son idéal maximal est principal et la conclusion
résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 6, prop. 9.

(iii) Soit £ un corps; ’anneau de séries formelles A =£[[T;, ..., T,]] estun anneau
régulier de dimension n; en effet, il est clair que les T; (1<i¢<n) engendrent I’idéal maximal m
de A et forment une suite A-réguliere, car A/(T;A+4...+T;A) est isomorphe
a KT .q, ..., T

Proposition (17.%.5). — Pour qu’un anneau local noethérien A soit régulier, il faut et il
suffit que son complété A le soit.
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En effet, I'idéal maximal de A est mA et on sait que m*/m"*! et (mA)"/(mA)"+!
sont des k-espaces vectoriels isomorphes; la condition a) de (17.1.1) est donc la méme
pour A et A.

Définition (17.1.6). — Etant donné un anneau local noethérien A, d’idéal maximal m, on
appelle systeme régulier de paramétres de A un spsteme de paramétres pour A (16.3.5) qui
engendre m.

L’existence d’un tel systéme équivaut au fait que A est régulier (17.1.1);si (%,);<;<n
est un systéme régulier de parametres, c’est un syst¢tme minimal de générateurs de m,
dont les classes mod. m* forment une base de m/m?® sur k; en vertu de (17.1.1, a)) et
de (15.1.9), (x;) est une suite A-réguliére maximale (d’ot la terminologie).

On prendra garde toutefois que, dans un anneau régulier, un systéme de parameétres
pour A qui est aussi une suite A-réguliére n’est pas nécessairement un systéme régulier de
parametres, comme le montre I’exemple des puissances k-iémes d’un systéme régulier de
paramétres (15.1.20).

Proposition (17.x.7). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k= A/m
son corps résiduel, (%;);<;<, une suited’élémentsde m, J idéal % A+ ... +x,A. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) A est régulier et les x; font partie d’un systeme régulier de paramétres de A.

a’) A est régulier et les classes x; des x; mod. m* sont linéairement indépendantes sur k.

b) Les x; font partie d’un systéme de parametres pour A et Al est un anneau régulier.

En outre, lorsque ces conditions sont vérifibes,  est un idéal premier.

La derniére assertion résulte trivialement du fait que A/S, étant régulier, est
intégre (17.1.3). Posons n=dim(A). L’équivalence de a) et a’) est immédiate; en effet,
les classes mod. m® des éléments d’un systéme régulier de paramétres forment une base
de m/m?® par rapport a £, et réciproquement, si les x; (1<i<r) sont linéairement indé-
pendants sur £, on peut trouver n—r éléments x;em (r 4 1<i<n) telsque les x; (1<i<n)
forment une base de m/m? donc (x;);<;<, €st un systéme régulier de paramétres. Pour
voir que a) entraine ), remarquons que puisque les x; font partie d’un systéme de
paramétres de A, on a dim(A/J)=n—r (16.3.6); soit n=m/J I'idéal maximal
de A/J. On a une suite exacte

(x7.1.7.1) o—(m?+ J) /m*—>m/m?—n/n*—>o0

puisque m*= (m®>+J)/S; Lhypothése a) entraine que rg,((m?+ J)/m?) =r, donc
rg,(n/n?) =n—r=dim(A/J), ce qui prouve b) en vertu de (17.1.1, b)).

Inversement, pour prouver que b) entraine a), notons que le fait que les x;
font partie d’un systtme de paramétres entraine que dim(A/J)=n—r (16.3.6);
I’hypothése que A/J est régulier implique d’autre part rg,(n/n®)=n—r (17.1.1);
par ailleurs on a évidemment rg,((m®>+ J)/m?)<r, donc on tire de (17.1.7.1) que
rg,(m/m?)<r+ (n—r)=n; donc A est régulier en vertu de (16.2.6) et (17.1.1). En
outre la relation rg,(m/m?)=n entraine alors rg,((m?+ J)/m?)=r, et par suite les x;
sont linéairement indépendants sur k. C.Q.F.D.
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Corollaire (x7.1.8). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, t un
élément de m. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) AJtA est régulier et t est non diviseur de zéro dans A.

b) A est régulier et t¢m>.

C’est le cas particulier r=1 de (17.1.7) (compte tenu de ce qu’un élément de m
non diviseur de o fait partie d’un systéme de paramétres (16.4.1)).

Corollaire (17.1.9). — Sotent A un anneau local régulier, m son idéal maximal, § un
idéal de A contenu dans m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’anneau AT est régulier.

b) J est engendré par une suite (x;);<;<, faisant partie d’un systéme régulier de paramétres
de A.

On a déja vu (17.1.7) que b) entraine a). Inversement, supposons que A/J soit
régulier (ce qui entraine que J est premier) et soient n=dim(A), n—r=dim(A/J);
avec les notations de (17.1.7), la suite exacte (17.1.7.1) donne rg,((m?+3J)/m?) =7,
donc il existe une suite (¥;);<;<, d’éléments de J faisant partie d’un systéme régulier
de parameétres de A. Posons J =wx A+ ...+4x,A; il résulte de (17.1.7) que J’ est
un idéal premier de A et que A/J' est régulier et de dimension n—r; mais comme
Al3=(A/F)](J/J') et que J/J' est premier dans ’anneau intégre A/J’, les dimensions
de A/J et de A/J’ ne peuvent étre égales que si J=3J' (16.1.2.2).

17.2. Rappels sur la dimension projective et la dimension injective des
modules.

(r7.2.1) Soient A un anneau, M un A-module. Rappelons (M, VI, 2) qu’on
appelle dimension projective (resp. dimension injective) de M et que I'on note dim. proj(M)
ou dim. proj,(M) (resp. dim.inj(M) ou dim. inj,(M)) le plus petit n (entier ou égal
a +oo) tel qu'il existe une résolution projective gauche (resp. une résolution injective
droite) de M qui soit de longueur n. Il revient au méme (loc. cit.) de dire que n est le plus
petit nombre tel que pour tout A-module N, on ait Exti(M, N) =o (resp. Extj(N, M) =o)
pour tout :>n, ou seulement pour i=n- 1. Pour tout facteur direct M’ de M, on a donc
dim. proj(M’)<dim. proj(M) puisque Exti(M’, N) est facteur direct de Ext{(M, N);
de méme dim. inj(M’')<dim. inj(M). Une condition équivalente a dim. proj(M)=mn
(resp. dim. inj(M) =n) est que = est le plus petit nombre tel que, pour toute suite exacte

o>R—>P _,»>...>P,>M->o0

(resp.o>M—->Q,— ... >Q,_, - C — o), ou tous les P, pour o<i<z sont projectifs
(resp. tous les Q, pour 0<i<n sont injectifs), alors R est projectif (resp. G est injectif).
Remarques (17.2.2). — (i) Dire que M est un A-module projectif (resp. injectif)
équivaut donc a dire que dim. proj(M) =o (resp. dim. inj(M) =o).
(ii) Soit T un foncteur covariant additif de la catégorie des A-modules dans une
catégorie abélienne. Il résulte aussitét des définitions de (17.2.1) et de celle des
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foncteurs dérivés que si  dim. proj(M)<n (resp. dim. inj(M)<n), on a L‘T(M)=o
(resp. R'T(M) =0) pour tout i>n.

(iii) Si on suppose A noethérien et M de type fini, la derniére interprétation de la
dimension projective donnée dans (17.2.1) montre que si dim. proj(M) =n, M admet
une résolution gauche de longueur » formée de modules projectifs de ¢ype fini. Si de plus A
est un anneau local noethérien, M admet une résolution de longueur n par des modules
libres de type fini, un A-module projectif de type fini étant alors libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5).

Lemme (17.2.8). — Sotent A un anneau, M un A-module. Pour que dim. inj(M)<n,
il faut et il suffit que pour tout A-module monogéne N, on ait Ext;™!(N, M) =o.

Avec les notations de (17.2.1), il s’agit de prouver que C est injectif; pour tout
A-module N, Ext};**(N, M) estisomorphe 2 Ext; (N, C) (M, V, 7), doncona Ext{(N, C) =o
pour tout A-module N de la forme A/J, ot J est un idéal quelconque de A. La suite
exacte des Ext montre alors que ’homomorphisme canonique Hom(A, C) — Hom(S, C)
est surjectif pour tout idéal J§ de A, ce qui implique que C est un A-module injectif
M, I, 3.2).

Lemme (17.2.4). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. Pour
que dim. proj(M)<n, i faut et il suffit que pour tout A-module monogéne N, on ait
Ext; (M, N) =o.

On sait en effet (M, VI, 2.5) que la condition dim. proj(M)<n est équivalente
a Ext3™'(M, N)=o0 pour tout A-module N de type fini; pour voir que la condition de
Pénoncé est aussi suffisante, on raisonne par récurrence sur le nombre de générateurs m
de N : il y a un sous-module N; de N engendré par m— 1 éléments et tel que N, =N/N,
soit monogéne; de la suite exacte 0 — N; - N — N, -+ 0, on déduit alors la suite exacte
Ext?*Y(M, N;) - Ext:*{(M, N) — Ext;*(M, N,) et ’hypothése de récurrence montre
que la condition de I’énoncé entraine bien Ext;*!(M, N)=o.

Corollaire (17.2.5). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module. On a

(17.2.5.1) dim. inj, (M) =sup (dim. inj, (M,,))

et si M est de type fini

(17.2.5.2) dim. proj, (M) =sn:1p (dim. projAm(Mm))

o m parcourt ensemble des idéaux premiers (ou Uensemble des idéaux maximaux) de A.

En effet, si N est un A-module de type fini (donc de présentation finie), on a,
pour toute partie multiplicative S de A et pour tout >0

S—1Exti (N, M) =Ext{_,,(S7'N, S™*M)
par platitude, en considérant une résolution libre de M et en utilisant le fait que la
relation précédente est vraie pour i=o (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2,
n® 7, prop. 19). En particulier Ext:;m(Am/ﬁAm, M,,) = (Exti(A/J, M)),, pour tout idéal
premier m et tout idéal I de A; si I'on tient compte de (17.2.3) et de ce que tout
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idéal de A, est de la forme JA,, pour un idéal convenable § de A, on déduit la
formule (17.2.5.1) de ce qui précede et de Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 3, n° g, th. 1.
On procede de méme pour (17.2.5.2) en utilisant cette fois (17.2.4) et en échangeant
les roles de M et de N.

Pour les anneaux noethériens et les modules de type fini, I’étude de la dimension
projective ou de la dimension injective est donc ramenée par (17.2.5) au cas des
anneaux locaux. On a alors le

Lemme (17.2.6). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel, M un
A-module de type fini. Pour que dim. proj(M)<n, il est nécessaire que Tor(M, k) =0 pour
i>n, et il suffit que Tork (M, k)=o.

La nécessité est un cas particulier de la remarque (17.2.2 (ii)), appliquée au fonc-
teur covariant M-~>k®, M. Pour prouver que la condition est suffisante, il s’agit,
avec les notations de (17.2.1), d’établir que R est projectif lorsque les P; sont supposés
de type fini; or Tor?, (M, k) est isomorphe & Tor}(R, k) (M, V, 7); et on sait que,
puisque R est de type fini, la condition Tor{(R, k) =0 entraine que R est libre (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5).

Corollaire (x7.2.7). — Sous les hypothéses de (17.2.6), soit x un élément M-régulier
de A appartenant a l’idéal maximal de A; alors on a

(r7.2.7.1) dim. proj(M/xM) = dim. proj(M) + 1.

En effet, de la suite exacte 0 - M > M — M/xM — o définie par la multiplication
par x dans M, on déduit la suite exacte des Tor ¢

TorA(M, k) > Tor*(M, k) — Tor}(M/xM, k) — Tort (M, k) > Tort_,(M, k)

pour tout i>1. Or, pour tout A-module N, I’homothétie de rapport x dans M®, N
provient aussi bien de ’homothétie de rapport x dans M que de ’homothétie de rapport »
dans N; on en conclut aussitt, puisque I’homothétie de rapport x dans % est nulle par
définition, que, pour tout i, ’homomorphisme Tor#(M, k) > Tor}(M, k) est nul; autre-
ment dit, on a la suite exacte

o — Tor*(M, k) — Tor}(M/xM, k) — Tor}_,(M, k) — o.

Si dim. proj(M)=n, ona Tor2(M, k) + 0 et Tor,_ (M, k) =Tors ,(M, k) =0 envertu
de (17.2.6). 1l résulte donc de ce qui précéde que 'on a Tory ,(M/xM, k)+o0 et
Tor?_ ,(M/xM, k) =0, donc dim. proj(M/xM)=n+1 par (17.2.6).

Proposition (17.2.8) (M. Auslander). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Tout A-module est de dimension projective <n.

a') Tout A-module de type fini est de dimension projective <n.

b) Tout A-module est de dimension injective <n.

c) Pour tout couple de A-modules M, N on a Ext;*'(M, N)=o.

c') Pour tout couple de A-modules M, N tel que M soit de type fini (ou seulement
monogéne), on a Ext;*'(M, N)=o.
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Cela résulte aussitét de (17.2.1) et (17.2.3).

Le plus petit nombre 7 (entier ou 4 o) pour lequel les conditions équivalentes
de (17.2.8) sont satisfaites est appelé dimension cohomologique globale (ou simplement
dimension cohomologique) de A et noté dim. coh(A).

Proposition (17.2.9). — Soit A un anneau noethérien. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) dim. coh(A)<n.

b) Tout A-module de type fini est de dimension injective <n.

c) Pour tout couple de A-modules de type fini, M, N, on a Ext;*'(M, N)=o.

Cela résulte aussitét de la définition et de (17.2.4).

Corollaire (17.2.10). — Si A est un anneau noethérien, on a

(17.2.10.1) dim. coh(A) =sup (dim. coh(A,,))

ot m parcourt le spectre de A (ou I’ensemble des idéaux maximaux de A).

Cela résulte de (17.2.9) et (17.2.5).

Proposition (x7.2.x1). — Sotent A un anneau local noethérien, k son corps résiduel. Pour
que dim. coh(A)<n, il est nécessaire que Tort(k, k)=o, pour i>n, et il suffit que
Tork, ,(k, k) =o.

Compte tenu de (17.2.6), il suffit de prouver que les relations dim. coh(A)<n
et dim. proj,(k)<n sont équivalentes. Il est clair que la premieére entraine la seconde
par définition. Inversement, si dim. proj,(k)<n, on a Tor}(M, k)=o0 pour i>n et
pour tout A-module M en vertu de (17.2.2, (ii)); donc dim. proj(M)<n, ce qui prouve
la proposition en vertu de (17.2.8).

Corollaire (17.2.12). — Soit A un anneau noethérien. Pour que I'on ait dim. coh(A)<n,
il est nécessaire que, pour tout idéal maximal m de A, on ait TorPm(Ajm, Ajm) =o0 pour i>n,
et il suffit que ces relations soient vérifides pour i=n- 1.

Cela résulte aussitét de (17.2.11) et (17.2.10).

Proposition (17.2.13). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—~B un
homomorphisme local faisant de B un A-module plat. Alors on a
(r7.2.13.1) dim. coh(A)<dim. coh(B).

Supposons que dim. coh(B)=n soit finie; il suffit de prouver que pour tout
couple (M, N) de A-modules de type fini, on a Tor}(M, N)=o0 pour i>n (17.2.11).
Comme B est un A-module fidélement plat (0;, 6.6.2), il revient au méme (0, 6.4.1)
de montrer que l'on a

(x7.2.13.2) Tor* (M, N)®,B=o.
Or, si L =(L;,) est une résolution droite de M par des A-modules libres, il
résulte de ce que B est un A-module plat que L,®,B=(L,®B) est une réso-

lution droite du B-module M®,B par des B-modules libres; en outre, on a
(L;®,B)®;(N®,B) = (L,®N)®B, d’ott on conclut aussitét que le premier membre
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de (17.2.13.2) est égal a Tor}(M®,B, N®,B); I’hypothése sur B entraine que
ce B-module est nul pour ¢>n (17.2.2, (ii)), d’ou la conclusion.

(x7.2.14) Soient (X, O) un espace annelé, # un Ox-Module; on appelle dimension
projective {resp. injective) ponctuelle de F et on note dim. proj(F ) (resp. dim. inj(#)) le nombre
sgg(dim. proj(#,)) (resp. sgg(dim. inj(#,))). On appelle dimension cohomologique ponctuelle

de X et on note dim. coh(X) lenombre sup(dim. coh(@,)). Ilrésultede (17.2.5) et (17.2.10)
ze€X '

que lorsque A est un anneau noethérien, M un A-module de type finiet X = Spec(A), ona

~

dim. proj(M) =dim. proj(M), dim. inj (IVI) =dim. inj(M) et dim. coh(X) =dim. coh(A).
On appelle dimension projective (resp. injective) de F en un point xcX la dimension projective
(resp. injective) de F,, dimension cohomologique de X en un point x la dimension cohomo-
logique de 0.

Proposition (17.2.15). — Sotent X, Y deux espaces annelés en anneaux locaux noethériens,
f:X—>Y un morphisme plat. St dim. coh(X)<n, alors Y est de dimension cohomologique <n
en tout point de f(X).

Cela résulte aussitét de (17.2.13).

17.3. Théorie cohomologique des anneaux réguliers.

Théoréme (x7.3.1) (Hilbert-Serre). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que A
sott de dimension cohomologique finie, il faut et il suffit que A soit régulier; on a alors

(r7.3.1.1) dim. coh(A) =dim(A).

Supposons A régulier; soient m son idéal maximal, x = (x;);<,;<, unsystéme régulier
de paramétres de A (17.1.6); considérons le complexe de I'algebre extérieure K (x)
(I, 1.1.1), qui est formé de A-modules libres, avec K;(x) =0 pour :>nz; comme (x;)
est une suite réguliére, on a H(K, (x))=o0 pour >0 (I, 1.1.4 et 1.1.3.3) et
H,(K,(x)) =A/(%A+...+xA)=A/m=Fk; les K;(x) forment par suite une résolution
libre de k de longueur n. Or, le fait que les x; appartiennent & m entraine aussitot que dans le

complexe K, (x, k) =K, (x)®,k, 'opérateur bord est nul en toutes dimensions, si bien que

’on a, par définition, Tor}(k, k) =/\(k"); V'égalité (17.3.1.1) résulte donc aussit6t de
(17.2.11) (ce résultat est essentiellement le « théoréme des syzygies » de Hilbert).

Montrons maintenant que si A est un anneau local noethérien, m son idéal
maximal, et si dim. proj,(m) est finie, alors A est régulier, ce qui achévera de
démontrer (17.8.1). Nous procéderons par récurrence sur n=rg,(m/m?). Pour n=o,
on a m=o0 et l’assertion est triviale.

Lemme (17.3.1.2) (Nagata). — Si fout élément de m—m?® est diviseur de zéro dans A,
il existe c+o0 dans A tel que cm=o0 (autrement dit on a meAss(A)).

On peut se borner au cas oi m=0, donc m=m2 L’hypothése entraine que
m—m? est contenu dans la réunion des idéaux p, de Ass(A) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 1, cor. g de la prop. 2); donc m est contenu dans la réunion de m®
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et des p;, donc dans 'un des p; puisque md¢m?® (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 1,
n 1, prop. 2); m étant maximal, cela prouve le lemme.

Lemme (x7.3.1.3). — St aecm—m?, m/Aa est isomorphe & un facteur direct de mjam.

Il existe un systtme minimal de générateurs de m contenant a (dont les images
dans m/m?® forment une base de ce k-espace vectoriel); soit b I'idéal engendré par les
éléments de ce systéme autres que 4. Comme la relation xaeb entraine xem (en
considérant I'image de xa dans m/m®), on a bnAaCam d’ot un homomorphisme
b/(bnAa)—>m/am déduit de l'injection b—>m par passage aux quotients, et qui est
injectif. En outre, b+ Aa=m, et ’homomorphisme composé

m/Aa= (b + Aa)/Aa > b/(bnAa) - m/am — m/Aa

est I'identité; d’ou le lemme.

Lemme (17.3.x.4). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, E un
A-module de type fini et de dimension projective finie. St acm est A-régulier et E-régulier, alors E[aE
est un (AlaA)-module de dimension projective finie, au plus égale & dim. proj,(E).

Raisonnons par récurrence sur h=dim. proj,(E), le cas h=o0 étant trivial
puisque alors E est un A-module projectif, donc E/¢E un (A/aA)-module projectif. Il
existe une suite exacte

o0—+N—-L—-E-—o

ou L est libre et dim. proj,(N)=k—1 (17.2.2, (iii)), N étant de type fini. En outre,
la suite
0—->N/aN —L/aLL -E[aE —o0

est exacte (15.1.18). Comme a est A-régulier, il est aussi N-régulier puisque L est libre;
Phypothése de récurrence entraine que N/aN est un (A/aA)-module de dimension projec-
tive <h—1, et comme L/aL est un (A/aA)-module libre, E/aE est un (A/aA)-module de
dimension projective <#A.

Examinons maintenant deux cas :

I. — Supposons d’abord que tout élément de m—m? soit diviseur de zéro dans A,
auquel cas (17.3.1.2) il existe ¢ o0 dans A tel que ¢m =o0. Montrons alors que m=o.
S’il n’en était pas ainsi, notons d’abord que m ne pourrait étre un A-module projectif,
car il serait libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § g, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui
contredit la relation ¢m=o0. On aurait donc n=dim. coh(A)>1. Comme meAss(A),
il existerait une suite exacte de A-homomorphismes

o—>k—>A—->E—o.

Mais cela est absurde, car en vertu de la relation n>1, la suite exacte des Tor donnerait
la suite exacte o —Tor?_ | (E, k) — Tor2(k, k) —o0; orona Tor2 ,(E, k)=o0 (17.2.2, (ii))
et Tor2(k,k)#+0 (17.2.11) et nous avons abouti & une contradiction.

II. — On peut donc se borner au cas ol il existe aem—m? qui est un élément
A-régulier, et par suite aussi m-régulier. Considérons ’anneau A’=A/aA et son idéal
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maximal m’=m/aA; il est clair que rg,(m’'/m’?)=n—1. En vertu de (17.3.1.4),
nt/am est un A’-module de dimension projective finie, donc il en est de méme de m’ = m/aA,
qui en est un facteur direct (17.8.1.8 et 17.2.1). L’hypothése de récurrence entraine
par suite que A’=A/aA est régulier, ce qui prouve par (17.1.8) que A est régulier.

Corollaire (17.3.2). — Si A est un anneau local régulier, A, est régulier pour tout idéal
premier p de A.

En effet, on a vu (17.2.10) que dim. coh(A,)<dim. coh(A), donc la conclusion
résulte aussitot de (17.3.1).

Proposition (17.3.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, o : A—B un
homomorphisme local, m (resp. n) l’idéal maximal de A (resp. B), k= A/m (resp. k' =B/n) le
corps résiduel de A (resp. B). On a donc un homomorphisme canonique de k'-espaces vectoriels

(7.3.3.1) § : (Mm@ .

(1) St B est régulier et st B est un A-module plat, A est régulier.

(1) Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) B est régulier et ’homomorphisme ¢ (17.9.3.1) est injectif.

b) A et B sont réguliers, et pour un systéme régulier de parameétres (x;),<; <, de A, les o(x;)
font partie d’un systéme régulier de paramétres de B (auquel cas cette propriété a lieu pour
tout systéme régulier de parametres de A).

¢) B et B,k sont réguliers, et B est un A-module plat.

d) A et B,k sont réguliers, et B est un A-module plat.

e) A et B®,k sont réguliers, et Pon a

(17.3.3.2) dim(B) =dim(A) 4 dim(B®,k).

(i) On a dim.coh(A)<dim.coh(B) par (17.2.13), donc il suffit d’appliquer
(17.3.1).

(ii) Lorsque A est supposé régulier et que (x;) est un systéme régulier de parameétres
de A, dire que B est un A-module plat équivaut, en vertu de (15.1.21) a dire que la suite
des y;=o¢(x,) est B-réguliere (puisque B®,k est un k-module plat). D’autre part,
comme dim(A)=m, et que la suite (,) engendre I’idéal mB, la relation (17.3.3.2),
qui s’écrit aussi dim(B/mB) =dim(B) —m, équivaut a dire que la suite (3;);<;<n fait
partie d’un systéme de parameétres de B (16.3.7). On voit donc que les conditions 4),
d) et e) équivalent respectivement aux suivantes :

b’) A et B sont réguliers et ( ););<;<, fait partie d’un systéme régulier de paramétres
de B.

d’) A est régulier, B/(

I'M 3

9B) est régulier et la suite () est B-réguliére.
1

-,

M 3

¢') A est régulier, B/(
de paramétres de B.

= 9;B) est régulier et la suite ( ;) fait partie d’un systéeme

Or, b’) et ¢’') sont équivalentes en vertu de (17.1.7), et comme d’) entraine ¢’)
(16.4.1) et est entrajnée par b’) (17.1.7), elle leur est équivalente. La conjonction
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de b) et d) implique trivialement ¢), et en vertu de (i), ¢) entraine d); on a donc
prouvé I'équivalence de b4), ¢), d) et ¢). En outre, il est clair que 4) entraine a),
les classes des x; dans m/m® formant alors une base de ce k-espace vectoriel et
les classes des y; dans n/n® un systtme libre de ce A’-espace vectoriel. Reste donc
a prouver que a) entraine ¢). Posons V=m/m% W=n/n?; il est immédiat que ’on
a Y(V®,k')=(n®+mB)/n>. On a d’une part, en vertu de (16.3.9)

(x7-3-3.3) dim(B) <dim(A) + dim(B®,k);
en second lieu, d’aprés (16.2.6), on a
(17.3.3.4) dim(A) <rg, (VOL).

Enfin, dans ’anneau local B®,k=B/mB, n’=n/mB est I'idéal maximal, £’ le corps
résiduel et n’/n"? estisomorphe & n/(n®+mB) = W/{(V®,k'); onadonc,d’apres (16.2.6)
(17-3-3.5) dim (B®,k) <rg,y W—rg, 4 (VO£).

Enfin, puisque B est supposé régulier, on a dim(B) =rg,W (17.1.1); on conclut
donc de (17.3.3.3), (17.3.3.4) et (17.3.3.5) que l'on a

rg, W<dim(A) 4 dim(B®,k) <rg,W +rg, (VO k') —rg (VL)
et dire que les deux termes extrémes de cette inégalité sont égaux signifie que ¢ est injectif.
La condition ) entraine donc nécessairement que dans chacune des relations (17.3.3.3),
(17.3.3.4) et (17.3.3.5), les deux membres sont égaux; or, Pégalité dans (17.3.3.4)

(resp. (17.8.3.5)) signifie que A (resp. B®,k) est régulier (17.1.1); on a donc bien
prouvé que a) entraine ¢).

Proposition (17.3.4). — Sotent A un anneau local régulier de dimension n, m son idéal
maximal. Pour tout A-module non nul de type fini M, on a
(17.3.4.1) prof(M) +dim. proj(M) =n.

Raisonnons par récurrence sur m=prof(M). Si m=o, on sait (16.4.6, (1))
qu’il existe un sous-A-module N de M isomorphe & £=A/m; appliquant la suite exacte
des Tor a la suite exacte o - N - M — M/N — o, on obtient une suite exacte

Tor?, ,(M/N, k) — Tora(N, k) — Tory(M, k),

et ’hypothése que A est régulier entraine Tor?, ;(M/N, k) =o0 ((17.3.1.1) et (17.2.6)),
donc TorA(k, k) est isomorphe a4 un sous-A-module de Tor?(M, k); appliquant de
nouveau (17.3.1.1) et (17.2.6), on voit que Tor*(M, k) +o0, donc dim. proj(M)>n
(17.2.6); mais comme dim. proj(M)<n par (17.3.1.1), on a bien dim. proj(M)=n.
Supposons maintenant m>o, et soit x un élément M-régulier appartenant a m; on
sait alors (16.4.6, (1)) que l'on a prof(M/xM)=m—1, et d’autre part (17.2.7)
dim. proj(M/xM) =dim. proj(M) +1; I’hypothése de récurrence prouve aussitét la
relation (17.3.4.1).
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Corollatre (17.3.5). — (i) Soit A un anneau local régulier de dimension n; pour qu'un
A-module M=+ o0 de type fini soit libre, il faut et il suffit que M soit un A-module de Cohen-
Macaulay de dimension n.

(ii) Soient A un anneau local régulier, B un anneau local, o : A—B un homomorphisme
local faisant de B un A-module de type fini. Pour que B soit un A-module libre, il faut et il suffit
que B soit un anneau de Cohen-Macaulay et que o soit injectif (ou, ce qui revient au
méme (16.1.5), que dim(B)=dim(A)).

(i) Cela résulte de (17.3.4.1) et du fait que pour un A-module de type fini,
il revient au méme de dire que ce module est projectif ou libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5); les A-modules libres de type fini M sont donc
caractérisés par la relation dim. proj(M)=o0 (17.2.2, (i)).

(ii) Dire que B est un anneau de Cohen-Macaulay équivaut 4 dire que B est
un A-module de Cohen-Macaulay (16.5.3), donc il suffit d’appliquer (i), puisque
dim B=dim A (16.1.5).

(x7.3.6) On dit qu’un anneau noethérien A est régulier si pour tout idéal premier p
de A, lanneau local A, est régulier; lorsque A lui-méme est un anneau local, il résulte
de (17.3.2) que cette définition est équivalente a celle de (17.1.2). Pour que A soit
régulier, il suffit, en vertu de (17.3.2), que A, soit régulier pour tout idéal maximal m de A.
En outre, il résulte aussitot de cette définition que pour toute partie multiplicative S de
A, ST'A est régulier.

Proposition (17.3.7). — Si A est un anneau noethérien régulier, tout anneau de polyndmes
A[Ty, ..., T,] est régulier.

Il suffit évidemment de prouver que I’anneau de polynémes B =A[T] est régulier;
comme B est un A-module libre, pour tout idéal premier q de B, B, est un A, -module
plat, ot p=qnA (0, 6.3.1); il suffit donc, en vertu de (17.1.10), de prouver que
B,/pB, est régulier, et comme cet anneau est un anneau local en un idéal premier
de A [T]/pA,[T]=A[T] (ot k est le corps résiduel A, /pA,), il suffit de prouver que
C=k[T] est régulier; or, C étant principal, les anneaux locaux en les idéaux premiers
de C sont des anneaux de valuation discréte ou un corps (pour l'idéal (o)), donc régu-
liers (17.1.4), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (17.3.8). — Si A est un anneau régulier, tout anneau de séries formelles
A[[Ty, ..., T,]] est régulier.

Soit J I'idéal engendré par les T; dans ’anneau de polynémes A[T,, ..., T,];
comme ce dernier est régulier par (17.3.7), et que A[[T,, ..., T,]] est le complété
de A[T,, ..., T,] pour la topologie J-préadique (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 12, Exemple 1), la conclusion résulte du

Lemme (17.3.8.1). — Soient A un anneau régulier, 3 un idéal de A, A le séparé complété
de A pour la topologie -préadique. Alors A est régulier.

Il suffit en effet (17.9.6) de voir que pour tout idéal maximal n de A, Panneau
local A, est régulier; on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, prop. 8) que n

146



§ 18 PRELIMINAIRES 51

est de la forme mA, ot m est un idéal maximal de A contenant J, et que ’homomorphisme
canonique A—A donne un homomorphisme injectif A, —A,, tel que la topologie
nAn-préadique de A, induise sur A, la topologie mA  -préadique, et que A,, soit dense
dans A, pour la topologie nAn—préadique; par suite les complétés des anneaux locaux
noethériens A, et A, sont canoniquement isomorphes. Or, par hypothése A,, est régulier,
donc il en est de méme de son complété (17.1.5) et comme le complété de A, est régulier,
il en est de méme de A, par (17.1.5).

Corollaire (17.3.9). — Soit A un anneau noethérien, quotient d’un anneau noethérien
régulier B. St C est une A-algébre de type fini, tout anneau de fractions S—'C de C est quotient
d’un anneau régulier.

En effet, C est quotient d’'un anneau de polynémes A[T,, ..., T,]; comme A=B/J,
ou J estunidéalde B,ona A[Ty, ..., T,]=B[Ty, ..., T,]/3B[T;, ..., T,]; en vertu
de (17.3.7), on peut donc se borner au cas ou C est quotient d’un anneau régulier B’;
mais si S’ est I'image réciproque de S dans B’, S’ est une partie multiplicative de B’
et C est un anneau quotient de S’~'B’, si bien que finalement tout revient & voir que
lorsque C est régulier, il en est de méme de S™'C, ce qu’on a vu en (17.3.6).

L’importance des quotients d’anneaux réguliers tient entre autres a la propriété
précédente et au fait que ce sont des anneaux caténaires (16.5.12).

Tous les anneaux importants dans les applications a la Géométrie algébrique
sont des quotients d’anneaux réguliers.

§ 18. COMPLEMENTS SUR LES EXTENSIONS D’ALGEBRES

Ce paragraphe rassemble un certain nombre de constructions fonctorielles sur Jes
anneaux, qui seront utilisées de facon répétée aux §§ 19 et 20; il ne contient aucun
résultat non trivial.

18 . 1. Images réciproques d’anneaux augmentés.

(18.1.1) Etant donné un anneau A (non nécessairement commutatif), la catégorie
des A-anneaux a pour objets les couples (B, p) formés d’un anneau B et d’un homo-
morphisme d’anneaux ¢ :A—B, pour morphismes (dits aussi A-homomorphismes) les
homomorphismes d’anneaux u:B—C tels que, si p:A—>B et 6:A—-C sont les
homomorphismes (dits structuraux) définissant la structure de A-anneau sur B et C respec-
tivement, le diagramme

B % C

(18.1.1.1) '}\ /f
A

soit commutatif. Le noyau § de u est un idéal bilatére qui est un A-bimodule (pour p).
Si f:A’—>A est un homomorphisme d’anneaux, pour tout A-anneau (B, p),
(B, pof) est un A’-anneau, et si u : B>C est un A-homomorphisme du A-anneau (B, p)
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dans le A-anneau (G, o), c’est aussi un A’-homomorphisme du A’-anneau (B, pof) dans
le A’-anneau (C, oof) ; on définit ainsi un foncteur canonique de la catégorie des A-anneaux
dans celle des A’-anneaux.

(18.x1.2) Soient B, E, F trois A-anneaux, f:E—B,g:F—-B deux A-homo-
morphismes. Rappelons que l'on appelle produit fibré de E et F sur B (pour
les A-homomorphismes f et g) et que 'on note E XzF le sous-anneau G de I’anneau
produit EXF, formé des couples (x, ) tels que f(x) =g(»); les restrictions p, : G—E,
ps: G—F des projections pr; et pry, a G sont encore appelées les projections canoniques ;
la structure de A-anneau de G est définie par I’homomorphisme o—>(p(a), o(x))
(o p: A—E et o:A—F sontles homomorphismes structuraux), qui applique effec-
tivement A dans G en vertu de (18.1.1). La propriété caractéristique de E xzF est
que, pour tout couple de A-homomorphismes u: C—E,v: C—F tels que fou=goy,
il existe un A-homomorphisme et un seul w : C—G tel que u=p,ow, v =pow. On peut
encore dire que E X F est limite projective du systeme projectif formé de B, E, F et
des A-homomorphismes f, g, dans la catégorie des A-anneaux (0;;, 8.1.9).

(x8.1.3) Soit J I'idéal bilatere de E, noyau de f; il est immédiat que le noyau '
de p, : G—>F est’idéal formé des éléments (x, 0) o x€J; la restriction ¢; : J' - de p,
est donc un isomorphisme d’anneau sans élément unité, et aussi un isomorphisme de
A-bimodules. De méme, si & est le noyau de g, le noyau & de p, : G—>E est I’idéal des
éléments (0, y) ou yeK, et la restriction i,: R -8R de p, est un isomorphisme (au
méme sens). Enfin, il est clair que le noyau du A-homomorphisme ¢=fop, =gop, de
ExzF dans Best Ix K= @K', de sorte que ’on a le diagramme commutatif

0 0 0
N Lo

JoOR — K = K

(18.1.3.1) J« \\ il p“l
o—>% — G — F

g nl N

B

o — 3 — E—f—)

Les définitions et résultats de (18.1.2) et (18.1.3) s’étendent aussitét au produit
fibré d’une famille quelconque (E,),c; de A-anneaux défini par une famille de A-homo-
morphismes f, : E,—~B. Nous laissons la formulation de ces résultats au lecteur.

(x8.1.4) Conformément a la terminologie de (M, VIII), nous appellerons A-anneau
augmenté sur B un A-anneau E muni d’un A-homomorphisme surjectif (dit augmentation
de E), f: E—B; le noyau J de f est appelé I'idéal d’augmentation. On dit que le A-anneau
augmenté E est trivial s’il existe un A-homomorphisme de A-anneaux s : B—E qui est inverse
a droite de l'augmentation f:E-—-B (autrement dit fos=13). La suite exacte de
A-bimodules

0—->3—~E LBso
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est alors scindée; autrement dit, on peut identifier le A-bimodule E 2 Bx J, et la multi-
plication dans E est alors donnée par

(b: Z) (b,’ Z’) = (bb', bz’ +zb’ +ZZ'),
3 étant considéré comme B-bimodule au moyen de s: B—E.

(x8.1.5) Avec les notations de (18.1.2), supposons que le A-homomorphisme f
soit surjectif, autrement dit fasse de E un A-anneau augmenté sur B. Alors il est clair que
ps: G—>F est aussi surjectif, autrement dit définit sur G une structure de A-anneau
augmenté sur F, que I’'on appelle I’image réciproque par ¢ : F—B de ’anneau augmenté E.

Proposition (x8.1.6). — Pour que ['image réciproque G=EXF par g:F—>B du
A-anneau augmenté E soit un A-anneau augmenté trivial, il faut et il suffit qu’il existe un A-homo-
morphisme u : F—E rendant commutatif le diagramme

F
Z/ ifl
E*f—>B

La condition est évidemment nécessaire, en prenant u=p,os, ou s:F—->G est
un A-homomorphisme inverse a4 droite de p,. Inversement, s’il existe un A-homomor-
phisme u vérifiant la condition de I’énoncé, ’existence de I'inverse a droite s de p, résulte
de la propriété universelle du produit fibré (18.1.2) appliquée aux A-homomorphismes
u:F—-E et 15:F->F.

Ce résultat entraine en particulier que si E est un anneau augmenté #vial, il en
est de méme de toutes ses images réciproques.

(x8.1.7) Reprenons la situation décrite en (18.1.2) et (18.1.3); on a évidemment
sur & une structure de G-bimodule, provenant de sa structure de F-bimodule et de
I’homomorphisme d’anneaux p,: G—~F. Comme i, est bijectif on a en outre une
injection O =joiy ' : R—G, qui est un homomorphisme de G-bimodules. Nous allons voir
inversement que, lorsqu’on suppose en outre que f et g sont surjectifs, autrement dit que E
et F sont des A-anneaux augmentés sur B, la donnée d’un tel homomorphisme 6 permet
de reconstituer ’anneau augmenté E (sur B) & partir de ’anneau augmenté G (sur F).

De fagon précise, donnons-nous un A-anneau F augmenté sur B et un A-anneau G
augmenté sur F, les idéaux d’augmentation étant notés K et J' respectivement :

0
!

!

Y|

(x8.x.7.1) 0—3JF —G—F-—o0

K

B

!

0
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L’homomorphisme % définit sur tous les idéaux de F (et en particulier sur K) une structure
de G-bimodule. Soit 0 : 8 G un homomorphisme de G-bimodules rendant commutatif
le diagramme (18.1.7.1); cela implique que 0 est injectif et que JF'NOB(K) =o;
comme 6(R) est un idéal bilatére de G, et que %£(0(R)) =K, ’homomorphisme composé
goh : G—>B se factorise en G > G/O(8) —’)B, ou f est surjectif; en outre 'image J
de J" dans E=G/6(R) est le noyau de f (celui de gok étant J'®0(RK)), et la restriction
a J' de ’homomorphisme canonique ¢:G—E est injective. On peut donc former
le produit fibré G’ =E X3F, et comme les deux A-homomorphismes ¢ : G—E et 4 : G—>F
sont tels que foq=goh, ils définissent un unique A-homomorphisme u:G'—~G par la
propriété universelle de G’ (18.1.2); nous allons voir que u est bijectif. Il suffit de le
prouver lorsque u est considéré comme homomorphisme de A-bimodules; mais on
notera alors que u est compatible avec les filtrations finies sur G’ et G formées respec-

oy

tivement par G’ et J''=Ker(G'—F), et par G et J'; en outre, on a vu (18.1.3) que

gr,u : F—>F est 'identité et que gryju: §'—3J  est bijectif, donc u lui-méme est bijectif
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. 1).

18 . 2. Extensions d’un anneau par un bimodule,

(x8.2.1) Soient E un A-anneau augmenté sur B, f:E-—B l’augmentation,
S =Ker(f) l'idéal d’augmentation. Sil’on a J*=o0, 3 est non seulementun E-bimodule
mais aussi un B-bimodule puisque B est isomorphe a E/J; de fagon précise, tout beB est
de laforme f(x) avec x€E, etsiz, z'sontdans Jon a (x-+2)2' =x2" (resp. 2'(x 4 z) =zx)
de sorte que la valeur de xz’ (resp. z’x) ne dépend pas de I’élément xef~'(b), et peut
s’écrire bz’ (resp. 2'b) ce qui définit la structure de B-bimodule considérée. Inversement,
si ¥ est muni d’une structure de B-bimodule telle que xz'=f(x)z’ et z'x=2z'f(x) pour
xeE et 2’e€J, il est clair que J=o.

(x8.2.2) On appelle A-extension d’un A-anneau B par un B-bimodule L une suite
exacte d’homomorphismes de A-bimodules

O—->L—j>E-/—>B-—>O

ou E est un A-anneau, f un A-homomorphisme d’anneaux et I'on a, pour xcE
et zel,

I =5(2),  J&f(¥)=j(2)*

d’ol résulte (18.2.1) que j(L) est un idéal bilatere de carré nul de E. Par abus de
langage on dira aussi que E est une extension de B par L. On dit que deux A-extensions E,
E’ de B par L sont A-équivalentes s’il existe un isomorphisme de A-anneaux z:ESE’
(dit aussi A-équivalence de A-extensions) rendant commutatif le diagramme

E
N
(18.2.2.1) oL i *Bo

N
E’/
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(x8.2.3) On dit qu'une A-extension E de B par un B-bimodule L est A-triviale
si E est un A-anneau augmenté (sur B) trivial (18.1.4). On définit sur le A-bimodule
produit B XL une structure de A-anneau en posant (x, s)(, t) = (xy, 2t +s9), comme
on le vérifie aussitot, et il est immédiat que les applications canoniques j: L—-BxL
et f:BXxL—B définissent une A-extension de B par L qui est A-triviale, application
canonique ¢ :B—B XL étant un A-homomorphisme inverse a droite de f. On dit que
cette extension est ’extension triviale type de B par L et on la note Dy(L); il est immédiat
que toute A-extension A-triviale de B par L est A-équivalente a Dy(L).

On notera que toute extension du A-anneau A lui-méme par un A-bimodule est
nécessairement A-triviale.

A ’ . j l ’ j’ ’ ' ’ N
(18.2.4) Etant données deux A-extensions L LESB L LE B , un morphisme

de la premiere dans la seconde est par définition un triplet d’homomorphismes
de A-bimodules (u, v, w) tel que le diagramme

o—L E 5B —so0
(18.2.4.1) wl ui vl
o —> L'f()E'?B'—-—>O
]
soit commutatif, # et v étant des A-homomorphismes d’anneaux et w étant tel que
w(bz) =v(b)w(z) et w(zb) =w(z)v(b) pour zeL et beB (en d’autres termes, le
couple (v, w) constitue un di-homomorphisme du B-bimodule L dans le B’-bimodule L');
il est clair que si («, v', @’) est un morphisme de L'—E’—B’ dans une A-extension
L"—E"—B", (u'ou, v'ov, w'ow) est encore un morphisme, ce qui justifie la terminologie.
La considération des deux carrés commutatifs du diagramme (18.2.4.1) va nous
conduire 2 deux opérations sur les extensions de A-anneaux.
(x8.2.5) En premier lieu, considérons une A-extension E’ de B’ par L’

o->L HE LB 5o
et un A-homomorphisme d’anneaux v:B—B’,et soit F=E'XzB limage réciproque
par v du A-anneau augmenté E’ (18.1.5), de sorte que I'on a un diagramme commutatif

P
o — L, —F B —> o0

| -

o——>L’T>E’—r—>B’—>0
dont les lignes sont exactes, p;, et p, étant les homomorphismes canoniques; on a
vu (18.1.3) que 7 est bijectif et il résulte aussi de la définition (18.1.2) que Li=o, de
sorte que on peut considérer que F est une A-extension de B par L', que l'on appelle
image réciproque par v de Pextension E’ de B’ par L’ (L’ étant naturellement considéré
comme B-bimodule au moyen de I’homomorphisme d’anneaux v). Le caractére fonc-
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toriel du produit fibré vis-a-vis de chacun des facteurs montre en outre que si I'on a un
morphisme de deux extensions de B’

o— Li—E —B — o0

T

o—> L, — E, — B — o
on en déduit un morphisme image réciproque par v

o> L - EXzB—>B o0

hi gXBIIBl les

oL, > EXxzB—>B—>o0

En particulier, si E; et E, sont des A-extensions A-équivalentes de B’ par L, leurs images
réciproques par v sont des A-extensions A-équivalentes de B par L’.

La définition du produit fibré montre que lorsque ’on a un morphisme (18.2.4.1)
de A-extensions, il se factorise & travers I'image réciproque de E’ par v; de fagon précise,
il existe un A-homomorphisme unique u,:E—F=E’Xy;B rendant commutatif le
diagramme

0o — L ' E 5B — o

Wl e

P,
o— L —F —B — o0

A sl

0——>IJ'—j¢—>E'T>B'—>O
ou w, est la restriction de u, a L et p,ou,=u, tow,=w.

(18.2.6) Etudions en particulier les images réciproques d’extensions par des
A-homomorphismes surjectifs. Considérons un A-homomorphisme surjectif v : B—>B’, une
A-extension F de B par un B-bimodule L, et I'idéal bilatére & de B, noyau de v (qui peut
étre considéré comme F-bimodule au moyen de ’augmentation F—B); onavu (18.1.7%)
que tout homomorphisme de F-bimodules 6 : ~>F rendant commutatif le diagramme

!

o

F—B
détermine une extension E’ de B’=B/R par L dont I’image réciproque par v : B—B’
est équivalente a F, et que toute A-extension E’ de B’ par L ayant cette derniére propriété
s’obtient ainsi (4 une A-équivalence prés). En outre, pour que deux homomorphismes 6, , 6,
de F-bimodules de | dans F donnent deux A-extensions A-équivalentes de B par L, il faut
et il suffit qu’il existe une A-équivalence u de la A-extension F sur elle-méme telle que
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0,=uof;; cela résulte aussitét de ce qu’'on a vu dans (18.2.5) et de la définition de la
bijection canonique de F sur le produit fibré E’'x;B (18.1.7).

(x8.2.7) Considérons maintenant le carré de gauche de (18.2.4.1), et rappelons
d’abord la notion de somme amalgamée dans la catégorie des A-bimodules : étant donnés
trois A-bimodules X, Y, Z et deux A-homomorphismes f: XY, g: X—Z, la somme
amalgamée Y@y Z est limite inductive du systéme inductif formé par X, Y, Z et les
A-homomorphismes f, g dans la catégorie des A-bimodules (0;;, 8.1.11). On définit
ce A-bimodule comme quotient du produit YXZ par le sous-A-bimodule M image
de X par I’homomorphisme x-~>(f(x), —g(x)). Sa propriété caractéristique est que,
pour tout couple d’homomorphismes de A-bimodules u:Y—T,»:Z—>T tels que
uof =uvog, il existe un homomorphisme et un seul w:Y®yxZ T tel que u=uwoj, et
v=wojy, ou j;:Y>Y®yZ et j,:Z—->YDyZ sont les applications canoniques.

(x8.2.8) Considérons maintenant une A-extension E de B par un B-bimodule L :

o>LAELBSo

et soit d’autre part w : L —~L’ un homomorphisme de B-bimodules. Soit H le A-bimodule
somme amalgamée E®;L’; montrons comment on peut munir ce A-bimodule d’une
structure de A-anneau et définir une A-extension

o—~L'"-H->B—o.

Notons pour cela que L’ est muni d’une structure de E-bimodule au moyen de
I’homomorphisme d’augmentation E —B; on peut donc former la A-extension triviale
type G=Dg(L’) (18.2.3). Considérons alors I’application 0 :z->(j(z), —w(z)) de L
dans G; c’est un homomorphisme de G-bimodules (L étant considéré comme G-bimodule
au moyen de I’homomorphisme canonique p : G —E). En effet, pour (x,2")eG et zeL,
ona (j(z), —w(z))(x, 2') = (j(2)%, j(2)2' —w(2)x); or j(z)2'=[(j(2))z'=o0 par définition
de la structure de E-bimodule sur L', et j(z)x =j(zf(x)) et w(z)x =w(zf(x)); on vérifie
de méme que 0 est un homomorphisme de G-module a gauche. On peut alors appliquer
au diagramme commutatif

AN

O« <«—tm<«—F«—o0
)

\CD

o—>L — G —

=
-

le résultat de (18.1.%7). Comme H=G/0(L) par définition, notre assertion est une
conséquence immédiate de (18.1.7).
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On dit que la A-extension H de B par L’ est déduite de E au moyen de I’ homomorphisme
w: L—L'. Le caractére fonctoriel de la somme amalgamée en chacun des sommandes
montre en outre que si ’on a un morphisme d’extensions

o—-L—-E —- B - o

wltool ol

o—-L > E, > B, >o0

on en déduit canoniquement un morphisme d’extensions

oL - E&L - B - o

ot e ]

o> L - E®L - B, - o

En particulier, si E, et E, sont des A-extensions A-équivalentes de B par L, les extensions
de B par L' qu’on en déduit au moyen de w sont A-équivalentes.

Lorsque ’on a un morphisme (18.2.4.1) de A-extensions, il se factorise a travers
la A-extension H de B par L’ déduite de E au moyen de ’homomorphisme w : L —L’
(L’ étant considéré comme B-bimodule au moyen de I’homomorphisme v :B —>B’)
en effet, la définition de la somme amalgamée montre qu’il existe un A-homomorphisme

unique u,: H—E’ de A-bimodules, rendant commutatif le diagramme

o — 6—>H7>B—>o
J2 ()
joz luo iv
oL —-E —B — o

avec u= uyof;, w=Jow,, j; et j, étant les homomorphismes canoniques; on vérifie immé-
diatement que u, est aussi un homomorphisme d’anneaux. )
Notons enfin les propriétés fonctorielles relatives aux extensions triviales :
Proposition (18.2.9). — Soient B, B’ deux A-anneaux, L un B-bimodule, L' un
B’-bimodule, v :B—>B’ un A-homomorphisme d’anneaux, w :L—L' un homomorphisme de
A-bimodules tel que (v, w) soit un di-homomorphisme de bimodules. Alors, 1l existe un A-homomorphisme
unique d’anneaux u : Dy(L) —>Dyg (L") rendant commutatif les diagrammes

Dy(L) > Dy(L)  DgL) > D?(L')

B—— P L — L

ot les fleches verticales sont les injections canoniques.
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En effet, u ne peut étre que P'application (x, s)->(v(x), w(s)) et il reste a vérifier
que c’est un A-homomorphisme d’anneaux, ce qui résulte trivialement de la défini-
tion (18.2.3). On notera que u rend aussi commutatif le diagramme

Dy(L) - Dy (L)

| |

¥ ¥
B —— B

v

ou cette fois les fleches verticales sont les augmentations.

Proposition (18.2.10). — Sotent B un A-anneau, L. un B-bimodule, E une A-extension
de B par L. On définit une application bijective de I’ensemble G des homomorphixmés de B-anneaux
de B dans E (autrement dit, I’ensemble des A-homomorphismes inverses a droite de
Paugmentation E->B) sur Pensemble G’ des A-équivalences de Dy(L) sur E en faisant corres-
pondre & tout geG la A-équivalence g’ : (x,s)~>g(x)+s; Uapplication réciproque fait corres-
pondre a tout g'eG’ le B-homomorphisme x—>g'(x,0).

Ceci résulte aussitot des définitions.

18.3. Le groupe des classes de A-extensions.

(18.3.1) Considérons un A-anneau B et un B-bimodule I. fixés; alors la
relation « E et E’ sont A-équivalentes» entre A-extensions E, E’ de B par L est une relation
d’équivalence, et pour cette relation on peut parler de Iensemble des classes de A-extensions
A-équivalentes de B par L. Il suffit pour le voir de remarquer que si, pour tout xeB,
¢, est un élément de E dont I'image dans B est x, tout zeE s’écrit d’'une maniére et
d’une seule sous la forme ¢,+¢, ou teL, et lon peut écrire ¢, =c¢, +¢,+o(x, ),
€y = 6,0, + (¥, »), ol @(x, y) et Y(x, ») sont des éléments de L, les applications ¢ et ¢
de BxB dans L devant vérifier des conditions exprimant que E est un A-anneau, qu’il
est inutile d’écrire ici. Toute A-extension de B par L est donc A-équivalente a une
A-extension dont Bx L est 'ensemble sous-jacent, d’ou on tire aussitot notre conclusion.

(x8.3.2) Le A-anneau B étant fixé, désignons provisoirement par T(L) ’ensemble
des classes de A-extensions de B par L. Pour tout B-homomorphisme w :L—L’' de
B-bimodules, on définit canoniquement une application T(w) : T(L) — T(L’) en faisant
correspondre a la classe d’une A-extension E de B par L la classe de la A-extension E® L’
déduite de w, en vertu de (18.2.8). Si w’:L’—L" est un second homomorphisme
de B-bimodules, on a en outre

(18.3.2.1) T(wow) =T (w')oT(w).
En effet, on sait qu’il existe un isomorphisme canonique de A-bimodules
Ee L" = (E® L)@, L"

en vertu des propriétés générales de limites inductives (cf. par exemple (I, 3.3.9)),
et il est immédiat de vérifier que c’est bien une A-équivalence de A-extensions, d’ou
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la relation (18.3.2.1). Si Cy désigne la catégorie des B-bimodules, on voit qu’on a ainsi
défini un foncteur covariant T : Cy—>Ens. "

(x8.3.3) Considérons maintenant une famille (L,),c; de B-bimodules et leur
produit L:aI;IIL“ ; les projections pr,: L—L, définissent des applications

T(pr,) : T(L) > T(Ly),
d’oli une application canonique

(18.3.3.1) ITr,) : TL) - HIT(LG).

Nous allons voir que cette application est bijective. En effet, pour tout ael, soit E,
une A-extension de B par L, et soit F le produit fibré des E, sur B (18.1.3); il est immédiat

que F est une A-extension de B par L= II L, et que si 'on remplace chaque E, par
acl

une A-extension A-équivalente E;, le produit fibré F’ des E; sur B est A-équivalente
a F. On a ainsi défini une application II T(L,) — T(L) etil est clair que cette application
acl

est réciproque de (18.3.3.1), d’ou notre assertion. On identifiera canoniquement T (L)
a II'T(L, par Papplication (18.3.3.1). On vérifie en outre immédiatement que
acl

si (L;)ge; est une seconde famille de B-bimodules et, pour chaque «, w, : L,—>L, un
homomorphisme de B-bimodules, alors, en posant w=Ilw,:L - L'=1II L,, T(w)
a acl

s'identifie 2 II T(w,) quand on fait I'identification piécédente.
aclI

(18.3.4) Cela étant, pour un B-bimodule L, ’addition est un homomorphisme
s : LxL—L de B-bimodules, et il en est de méme de la symétrie ¢ : L—L de laloi additive
de L. On en déduit une loi de composition

T(s) : T(L) x T(L) — T(L)

dans T(L) en vertu de (18.3.3), et cette loi est une loi de groupe commutatif dont T(¢)
est la symétrie, comme il résulte de la définition d’un objet en groupes au moyen de
diagrammes commutatifs (0, 8.2.5 et 8.2.6). Nous désignerons par Exan,(B, L) le
groupe commutatif ainsi défini et nous dirons que c’est le groupe des classes de A-extensions
de B par L.

(x8.3.5) Désignons par K la catégorie dont les objets sont les triplets (A, B, L)
ol A est un anneau, B un A-anneau et L un B-bimodule; les morphismes de cette catégorie

sont les triplets (u, v, w) ol u : A’—>A et v : B'—B sont deux homomorphismes d’anneaux
rendant commutatif le carré de gauche du diagramme

A — B L
A > B L

ou les fleches horizontales sont les homomorphismes structuraux; enfin w : L—L’ est
un homomorphisme de groupes commutatifs tel que 'on ait w(v(b')z) =b'w(z) et
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w(zv(b')) =w(z)b’ quels que soient zeL et b'eB’ (en d’autres termes, w est un homomor-
phisme de B’-bimodules lorsqu’on munit L de la structure de B’-bimodule définie par v).
La composition des morphismes est définie par (¢, v’, w’)o(u, v, w) = (uou’, vov', wow),
qui se justifie aussitot. Nous nous proposons de montrer que

(18.3.5.1) (A, B, L) ~> Exan, (B, L)

est un foncteur covariant de la catégorie K dans la catégorie Ab des groupes commutatifs. Il
s’agit donc pour tout triplet (u, v, w) comme ci-dessus, de définir un homomorphisme de
groupes commutatifs

(u, v, w), : Exan, (B, L) - Exan,,(B’, L").
En vertu de la définition des morphismes dans K, on peut écrire
(4, 9, w) = (1, 15/, w)o(1y, v, 1) 0 (4, Iy, 1)

ou, dans le premier facteur, L. est muni de sa structure de B’-bimodule définie par v;
nous définirons donc d’abord (u, v, w), lorsque deux des homomorphismes u, v, w sont
réduits a l’identité. ‘

(x8.3.6) Nous prendrons d’abord pour (1,, 15, w), lapplication
(18.3.6.1) w, : Exan, (B, L) — Exan, (B, L")

notée T(w) dans (18.9.2); il est immédiat de vérifier que c’est un homomorphisme
de groupes, cette propriété s’exprimant par la commutativité de diagrammes, trans-
formés par T de diagrammes analogues pour L et L'.

L’application (1, 2, 1), est ’application
(x8.3.6.2) v* : Exan, (B, L) — Exan,(B’, L)

définie de la fagon suivante : si E est une A-extension de B par L, on a vu que E XgB’
est une A-extension de B’ par L (18.2.5) et que si 'on remplace E par une A-extension
A-équivalente E’, E’xB’ est A-équivalente & E xpB’; I'image par ¢ de la classe de E
est la classe de E xzB’. On vérifie aussitot que si w : L—L’ est un homomorphisme
de B-bimodules, le diagramme

Exan,(B,L) —» Exan,(B’, L)

(18.3.6.3) w. w,

Exan, (B, L) —> Exan, (B’, L")

est commutatif, L et L’ étant considérés comme B’-bimodules au moyen de v dans la
colonne de droite. Remplagant L et L’ respectivement par L X L et L, et w par I’addition s
dans L, on en conclut que " est bien un homomorphisme de groupes.
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Enfin, Tapplication (u, 15, 1;), est ’application
(18.3.6.4) " : Exan,(B, L) — Exan,.(B, L)
qui s’obtient en faisant correspondre 4 une A-extension E de B par L ’anncau E considéré
comme A’-anneau au moyen de u (18.1.1), qui est évidemment une A’-extension de B
par L, B étant aussi considéré comme A’-anneau au moyen de u; il est clair qu’une
A-équivalence est aussi une A’-équivalence, d’ou I'application (18.3.6.4), qui, pour
tout homomorphisme w : L.—~L’ de B-bimodules, rend encore commutatif le diagramme

Exan,(B,L) —» Exan,(B, L)

(18.3.6.5) ws s

Exan,(B, L) — Exan,.(B, L")

d’olt 'on conclut comme ci-dessus que u* est un homomorphisme de groupes.

Cela étant, on pose (u, v, w) = (1, Iy, w) o(14, 0, 1y) o(u, 1y, 1), et Pon vérilie
facilement, en raison de la commutativité des diagrammes (18.3.6.3) et (18.3.6.5),
que Pon a (uou’, vodv', wow) = (u', v', w’) o(u, v, w) , ce qui achéve de prouver que
(18.3.4.1) est un foncteur.

L’existence de ’homomorphisme de groupes (18.3.6.1) montre en particulier
que si E est une A-extension iriviale de B par L, 'extension E® L’ de B par L.’ définie
dans (18.2.8) est aussi triviale, ce que 1’on vérifie d’ailleurs sans peine de fagon directe.

D’autre part, pour tout élément z du centre Z de B, I’homothétie A, : y~> yz=2y
est un endomorphisme du B-bimodule L, donc (4,), est un endomorphisme du groupe
commutatif Exan,(B, L), et par fonctorialité, ces endomorphismes définissent sur
Exan, (B, L) une structure canonique de Z-module.

(x8.3.7) Soient A, A’ deux anneaux, #:A’—>A un homomorphisme, B un
A-anneau et L. un B-bimodule. Le noyau de ’homomorphisme de groupes

«" : Exan, (B, L) — Exan, (B, L)

est formé par définition des classes de A-extensions de B par L qui sont A’-triviales quand
on les considére comme A’-extensions au moyven de u. On désigne ce noyau par la
notation Exan,,.(B, L) quand cela ne préte pas a confusion.

Si A est un anneau, et si on a un diagramme commutatif de A-homomorphismes
de A-anneaux

B — B
(x8.3.7.1) T T
A — A
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on en déduit canoniquement des homomorphismes
(18.3.7.2) Exan, (B, L) — Exan,,, (B, L) — Exan,,,(B’, L)
qui proviennent de la commutativit¢ du diagramme

Exan, (B, L) — Exan,.(B, L) — Exan, (B, L)

l

Exan, (B, I.) -» Exan,(B,L) — Exan,(B’, L)

ou les fleches sont déduites de celles de (18.3.7.1) par fonctorialité.

Proposition (18.3.8). — Soient B un anneau, J un idéal bilatére de B, C=B|J [’anneau
quotient; 3|32 est alors canoniquement muni d’une structure de C-bimodule. Pour tout C-bimodule L,
soit Homy(J/J%, L) le groupe additif des homomorphismes de C-bimodules de 3|3 dans L.
On définit alors un isomorphisme canonique de groupes commutatifs

(18.3.8.1) 7, : Homg(J/J?, L) = Exang(C, L)

en faisant correspondre & tout C-homomorphisme w : J|JF* — L (qui est a fortiori un B-homo-
morphisme) la classe de Uextension (B|J?)® gL déduite de Pextension B|J® de C par J|F
au moyen de w; [isomorphisme réciproque fait correspondre a la classe d’une B-extension E de G

par L Phomomorphisme w tel que le composé S — S L soit la restriction & § de Ihomo-
morphisme structural B—E.

Soit F=B/J, qui est une B-extension de C par J/J*. Pour toute B-extension
0o>LAELC>0 deC par L, ’homomorphisme structural f: B—E est tel que le
composé BLELC soit I’homomorphisme canonique B — B/J=C. Comme l’image
de J par pof est nulle, f(J) est contenu dans le noyau de p, c’est-a-dire j(L}, et comme j(L)

est de carré nul, on a f(3?) =o0; donc fse factorise en B — B/2=F > E, et si w est
la restriction de u & J/J% on a un diagramme commutatif

o — 3P —F 5 C — o

o — L — E — C — o
j P

autrement dit (u, 15, w) est un morphisme d’extensions (18.2.4). On en déduit un
morphisme d’extensions

o — L —FEF —C — o

YN

o —» L —E ——C — o
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ou E'=F®yqL (18.2.8); il s’agit de prouver que u’ est une B-équivalence, ce qui
établira que 7y, est bijectif. En vertu de la construction faite dans (18.2.8), tout revient
a prouver (compte tenu de (18.1.7)) que I'image réciproque G de I’extension E de C
par ’homomorphisme canonique g:F—>C est F-triviale, ce qui est évident puisque g
se factorise en F>ESC (18.1.6).

Il reste & voir que 7, est un homomorphisme de groupes; or, pour tout B-homo-
morphisme % :L—L’, il est immédiat que le diagramme

L

Hom(3/32%, L) = Exang(C, L)

Hom(1, h) ha

Homg (/3 L) —> Exang(C, L)

est commutatif. Il suffit d’appliquer cette remarque & ’homomorphisme L xL—L
définissant ’addition pour conclure.

18 . 4. Extensions d’algébres.

(x8.4.1) Soit A un anneau commutatif. La catégorie des A-algébres est alors une
sous-catégorie pleine de celle des A-anneaux, caractérisée par le fait que les homo-
morphismes structuraux p : A—B sont centraux.

Si B est une A-algébre, L un B-bimodule, il est immédiat que la A-extension
triviale type Dg(L) est une A-algébre. De méme, dans la construction de (18.2.5)
(resp. de (18.2.8)), si B, B’ et E’ (resp. B et E) sont des A-algebres, il en est de méme
de E’'XxpB (resp. de E®;L’). Enfin, il est clair que si B est une A-algébre et E une
A-extension de B par un B-bimodule L qui est une A-algébre, toute A-extension de B
par L, A-équivalente & E, est aussi une A-algebre. On déduit alors aussit6t de la défini-
tion (18.3.4) que les classes de A-extensions équivalentes de B par L qui sont des
A-algébres forment un sous-groupe, noté Exal,(B, L), de Exan,(B,L). Soit K’ la sous-
catégorie pleine de la catégorie K définie dans (18.3.5), dont les objets (A, B, L) sont
tels que A soit commutatif et B une A-algebre. Alors ce qui précéde montre que

(A, B, L) ~ Exal, (B, L)

est un foncteur covariant de K’ dans Ab. Les résultats de (18.3.7) sont inchangés lorsqu’on
remplace partout Exan par Exal.

(x8.4.2) Supposons toujours ’anneau A commutatif. Les remarques de (18.4.1)
restent valables lorsque l'on remplace « algébre » par « algébre commutative » et
« bimodule » par « module ». Si B est une A-algébre commutative et L un B-module,
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les classes de A-extensions équivalentes de B par L qui sont des A-algébres commutatives
(ou, ce qui revient au méme, des A-anneaux commutatifs) forment un sous-groupe de
Exal, (B, L), noté Exalcom,(B, L). Si K"’ est la sous-catégorie pleine de K’ formée des
triplets (A, B, L) ou A et B sont commutatifs et L un B-module,

(A, B, L) ~ Exalcom, (B, L)

est encore un foncteur covariant de K'* dans Ab. On peut aussi dans (18.3.7) remplacer
partout Exan par Exalcom. Enfin, si dans (18.3.8), on suppose que B soit un anneau

commutatif et que L soit un C-module, le méme raisonnement donne un isomorphisme
canonique

(18.4.2.1) Hom,(3/3? L) = Exalcomg(C, L)

ou le premier membre est le groupe des homomorphismes de C-module.

(x8.4.3) Soit A un anneau commutatif. Un cas important d’extensions de
A-algebres est formé des A-algeébres E, extensions d’une A-algébre B par un B-bimodule L
telles que E, en tant que A-module, soit une extension triviale du A-module B par
le A-module L; autrement dit, la suite exacte de A-modules o—~E—L-—>B—0 est scindée.
On dit alors que E est une extension de Hochschild de B par L. Ce sera toujours le cas
lorsque B est un A-module projectif, et en particulier lorsque A est un corps commutatif.
En tant que A-module, on peut identifier E 4 BXL, la multiplication dans E étant
donnée par (x,s5)(, t) = (xy, xt+sy+f(x,9)) avec f(x,9)eL. Si I'on écrit que cette
multiplication définit sur B XL une structure de A-algébre, on trouve (M, XIV, 2)
que f doit étre une application A-bilinéaire de BXB dans L, telle que

(18.4.3.1) S (0, 2) +f(x, )2 =%f( 9, 2) +f (%, 92)

autrement dit, f est un 2-cocycle sur B a valeurs dans L, au sens de Hochschild; pour que
Iextension E soit A-triviale, il faut et il suffit que I'on ait

(18.4.3.2) (%, 9) = xg(y) —&8(%p) +g(x)y

ou g est une application A-linéaire de B dans L, autrement dit f doit étre un 2-cobord
au sens de Hochschild. On en déduit aussitot que les classes d’extensions de Hochschild
de B par L forment un sous-groupe de Exal, (B, L), isomorphe au groupe de cohomologie
de Hochschild H%(B, L).

Si B est une A-algébre commutative, et L un B-module, les extensions de Hochschild
commutatives de B par L correspondent aux 2-cocycles symétriques, c’est-a-dire tels que
f(», x) =f(x,9). Les classes d’extensions de Hochschild commutatives de B par L forment
donc un sous-groupe de Exalcom, (B, L), isomorphe au sous-groupe de Hj (B, L) image
du groupe des 2-cocycles symétriques, que nous noterons HZ (B, L)°.

(x8.4.4) Bornons-nous au cas ou A et B sont commutatifs et L. un B-module,
et rappelons dans ce cas la définition équivalente des groupes de Hochschild
Hi(B, L) (M, IX, 6). On considére un complexe P, ,=(P),5, de B-modules,
ot P=B®"*Y—=B®,B®...®,B (n+1 fois), la structure de B-module étant définie
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par x(,®9,®...9y,, ) = (1)®,®...®y,,,; ladérivation, de degré — 1, d,: P, -P, _,,
est définie par

4, (0, ®%,® . . . B, 1) = (X1%)Oxs® . . . @k, — X, (%3%)® ... ®%, + ...+
(—1)" ' ®x,® .. ®%, _ @ (%,%, 1) + (—1)" (%, 1 15%)®x,® . . . Ox,

qui est bien B-linéaire puisque B est commutatif.

Un 2-cocycle de ce complexe a valeurs dans L est une application B-linéaire /4 de
B®B®B dans L telle que A(d;(x®y®2z®t)) =0; mais comme A(x®y®z) =xh(1®Qy®7),
le cocycle h est déterminé par l’application A-bilinéaire (9, z)~>f(, 2)=h(1®y®2)
de BxXB dans L, et en écrivant la condition précédente pour A, on retrouve pour f
la condition (18.4.3.1). De méme, un 2-cobord sera une application de la forme
x®@y®z~>h'(dy(x@y®2)), ou k&' :B®,B—>L est linéaire, et ici encore A’ est déter-
miné par Papplication B-linéaire g:»~>A'(1®y) de B dans L; on obtient alors
b (dy(1®x®9)) = xg( y) —g(xy) +yg(x), ce quiredonne (18.4.3.2). On proce¢de de méme
pour tout 7, et ’on voit ainsi que I'on a

(18.4.4.1) H: (B, L) = Hi(Hom,(P,, L)).

(x8.4.5) Sous les conditions de (18.4.4), on peut interpréter de la méme fagon
le groupe H3 (B, L)* (18.4.3). Pour cela, modifions le complexe P, en degré 3, en consi-

dérant un nouveau complexe “ .
P.:P; > P, > Py
nous prendrons P;=P,®(B®,B®,B), d; coincidant avec d; sur P,, et étant donné

dans B®,B®,B par
dy(x®@y® 2) = x@y® 7 — x®2®y.

La relation dyd;=o0 résulte de la commutativité de B. Avec les notations intro-
duites ci-dessus, un 2-cocycle de P! correspond maintenant a une application
A-bilinéaire f:BxB—L qui est symétrigue et vérifie (18.4.3.1); par suite, on a
H; (B, L)*=H?*(Homy(P,, L)).

(x8.4.6) Dans le cas particulier ou ’on considére un corps commutatif £, une extension
K de k, on a Exti(M, L)=o0 quels que soient les K-espaces vectoriels L, M, et par suite
(M, VI, 3.3 a)), on a un isomorphisme canonique

(18.4.6.x) Hi(K, L)  Homg(H,(P,), L)
et de méme

(18.4.6.2) Hi(K, L)* = Homy(Hy(P)), L).

18.5. Cas des anneaux topologiques.

(x8.5.1) Soient A, B deux anneaux fopologiques dont la topologie est linéaire,
¢ : A>B un homomorphisme continu, L. un B-bimodule topologique, et supposons qu’il
existe un idéal bilatere ouvert K, de B tel que K,.L=L.K;=o0, de sorte que L peut étre
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considéré comme un (B/R)-bimodule pour tout idéal ouvert RcK,. Soient alors RcRK,
un idéal bilatére ouvert de B, J un idéal bilatére ouvert de A tel que o(J)cK, de sorte
que B/ peut étre considéré comme un (A/J)-anneau discret. La remarque précédente
prouve que le groupe Exan,4(B/R, L) est défini; en outre, si K'cf, J'cI sont deux
idéaux bilatéres ouverts de A et B respectivement tels que p(J’)CR’, on a par (18.3.5.1)
un homomorphisme canonique

(18.5.1.1) Exan,5(B/R, L) - Exan, (B/S, L).

L’ensemble des couples d’idéaux ouverts (J, &) tels que p(J)cKRCK, est évi-
demment ordonné filtrant & droite pour la relation « J2J" et KOK’ » et les appli-
cations (18.5.1.1) définissent un systéme inductif de groupes additifs ayant cet ensemble
pour ensemble d’indices. On pose, par abus de notation (car il ne s’agit plus d’un groupe
en correspondance biunivoque naturelle avec un ensemble d’extensions)

(x8.5.1.2) Exantop, (B, L) =li_m> Exan, 4(B/R, L).

Dire que le second membre de (18.5.1.2) est nul signifie donc que, pour tout
couple d’idéaux ouverts JcA, KcB tels que p(J)cKRcK, et toute (A/J)-extension E
de B/ par L, il existe deux idéaux ouverts J'cJ, R cRK tels que p(J')cK’ et que
I'image réciproque par I’homomorphisme B/R’—B/R de E soit triviale.

Nous laissons au lecteur la définition analogue des limites inductives Exaltop, (B, L),
Exalcotop, (B, L) a partir de Exal,(B/f, L) et de Exalcom,q(B/f, L) pour le cas
ou A est commutatif et B une A-algebre (resp. une A-algébre commutative) topologique.

(x8.5.2) Si 'on a un diagramme commutatif d’homomorphismes continus
d’anneaux

B — B
(.
A — A

on en déduit canoniquement deux homomorphismes de groupes additifs
Exantop, (B, L) — Exantop,.(B, L) — Exantop,.(B’, L)
par passage a la limite inductive & partir de (18.3.5.1).

En vertu de I’exactitude du foncteur h_r)n dans la catégorie des groupes commutatifs,
le noyau de ’homomorphisme

Exantop, (B, L) ~Exantop,.(B, L)

est la limite inductive des noyaux des homomorphismes
Exan, 5(B/R, L) — Exan,,5(B/R, L)

ol on a pris pour J’ I'image réciproque de J; on note ce noyau Exantop,, (B, L). On
définit de méme Exaltop, ,.(B, L) et Exalcotop,, (B, L). Enfin, si on a un homomorphisme
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continu de B-bimodules L—L’, on en déduit canoniquement un homomorphisme de
groupes additifs
Exantop, (B, L) — Exantop, (B, L")

par passage a la limite inductive & partir de (18.5.6.1).

(18.5.3) Etant donnés un anneau topologique C et deux C-bimodules topo-
logiques M, N, on note Hom. cont;(M, N) le groupe additif des C-homomorphismes
continus de M dans N.

Lemme (x8.5.3.1). — Sotent C un anneau topologique, E, L deux C-bimodules topologiques ;
on suppose que les topologies sont linéaires, que L. est discret et annulé par un idéal bilatére ouvert
de C. Alors on a un isomorphisme canonique

(18.5.3.2) h_n)l Homg4(E/V, L) = Hom. conty(E, L)

ot dans le premier membre la limite inductive est prise suivant ensemble ordonné filtrant des
couples (], V) tels que K soit un idéal bilatére ouvert de C, V un sous-C-bimodule ouvert de E,
tels que R L=L.& =0, . ECV,E.RCV.

Comme C/S et E/V sont discrets, on a des homomorphismes canoniques
wy y : Homgq(E/V, L) — Hom. conty(E, L) formant un systéme inductif, d’ott un homo-
morphisme (18.5.3.2) par passage a la limite inductive. Comme 1’homomorphisme
E/V'—>E/V est surjectif pour V’'CV, il résulte aussitét de la définition que I’homomor-
phisme Homq(E/V, L) — Homg4(E/V’, L) (avec 8. L=L.{ =0, R ECV’, E.RCV’)

est injectif, et il en est évidemment de méme de I’homomorphisme
Homg(E/V, L) — Homg (E/V, L)

pour R'CRK; on en conclut que I’homomorphisme (18.5.8.2) est injectif. D’autre
part, si « est un C-homomorphisme continu de E dans L, son noyau est un sous-bimodule
ouvert V, de E, et si &, est un idéal bilatére ouvert de C tel que K;,.L=L.K;=o0 et
K,-EcV,, E.],CV,, il est clair que u est 'image canonique d’un (C/8K;)-homomor-
phisme de E/V, dans L, donc (18.5.5.2) est surjectif.

Cela étant, la proposition (18.3.8) se généralise comme suit aux anneaux topo-
logiques :

Proposition (18.5.4). — Soient B un anneau topologique linéairement topologisé, J un
idéal bilatére de B, C=B|J [lanneau topologique quotient; J| 3 (o J est muni de la topologie
induite par celle de B et J|J* de la topologie quotient de celle de J) est alors canoniquement muni
d’une structure de C-bimodule topologique. Pour tout C-bimodule discret L annulé par un idéal ouvert
de C, il existe alors un isomorphisme canonique

(18.5.4.1) Hom. conty(J/J?, L) = Exantopg(C, L).

En effet, pour tout idéal ouvert & de B tel que (J-4R)/J annule L, on a,
d’apreés (18.3.9), un isomorphisme canonique

Homys (3 + K)/(F* + §), L) = Exanyq(B/(3 + K), L)

et il suffit de passer a la limite inductive, en tenant compte de (18.5.3.1).
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§ 19. ALGEBRES FORMELLEMENT LISSES ET ANNEAUX DE COHEN

19 . 0. Introduction.

(x9.0.1) Au chapitre IV, nous introduirons et étudierons entre autres une classe
importante de morphismes de préschémas, les morphismes lisses(*). Une de leurs propriétés
fondamentales (et qui, jointe 4 une condition de finitude, les caractérise) est une propriété
de relévement des morphismes : si f:X—Y est un morphisme lisse, g:Y'—»Y un
morphisme, alors pour tout morphisme £ :Y”—Y’ faisant de Y’ un préschéma « peu

différent » de Y, tout Y-morphisme Y''—~X se factoriseen Y'' LY - X. De facon précise,

bornons-nous au cas ot Y =Spec(A), X =_Spec(B) sont affines; B est alors appelée une

A-algebre formellement lisse si, pour toute A-algébre C et tout idéal nilpotent J de C, tout

A-homomorphisme B—C/J sereléveen B — C — C/J. En d’autres termes, P’application
Hom, (B, C) — Hom, (B, C/J)

est surjective. Dans beaucoup d’applications, X apparaitra comme objet représentant
un foncteur contravariant représentable Y'~>F(Y') de la catégorie des Y-préschémas dans
celle des ensembles, de sorte (0, 8.1.8) que ’on aura F(Y’) =Homy(Y’, X). Dans le
cas affine, si I’on pose F°(C)="F(Spec(C)), la vérification du fait que, sous les conditions
ci-dessus, F°(C) —> F°(C[J) est surjectif (qui peut se faire méme sans savoir que F est
représentable) établira que f est lisse, pourvu que la condition additionnelle de finitude
soit remplie.

(x9.0.2) Pour les algébres topologiques sur un anneau topologique A, il y a une
notion analogue d’algébre formellement lisse que nous ne préciserons pas ici (cf. 19.3.1).
L’étude de ces notions est faite d’abord d’un point de vue élémentaire au § 19, puis,
a l'aide des propriétés des différentielles qui seront développées aux §§ 20 et 21, des
théorémes plus délicats seront prouvés au § 22. Résumons ici les principaux résultats
sur les algeébres formellement lisses :

I. — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—~B un homomorphisme
local, k le corps résiduel de A, et soit B,=B®,k; on munit A, B et B, de leurs topologies
préadiques et k de la topologie discréte. Alors, pour que B soit une A-algebre formellement
lisse, il faut et il suffit que B soit un A-module plat et que B, soit une k-algébre formellement
lisse (19.7.1). Ce théoréme raméne donc la lissité formelle, pour les anneaux locaux
nocthériens, & la méme question pour les anneaux locaux noethériens qui sont des algebres
sur un corps.

II. — Soient £ un corps, A un anneau local noethérien qui est une k-algébre.
Pour que A soit formellement lisse, il faut et il suffit que A soit géométriquement régulier
sur £, c’est-a-dire que pour toute extension finie k' de £, ’anneau semi-local A®, %’ soit

(1) Aussi appelés morphismes simples dans certains travaux récents (en s’inspirant de la terminologie classique
de « point simple ») ; cette terminologie préte cependant & confusion, notamment en théorie des groupes algébriques.
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régulier (22.5.8); le complété A de A est alors un anneau isomorphe a un anneau de
séries formelles K[[T,, ..., T,]] (19.6.5). En outre, la structure de k-algébre de A,
lorsque A est supposé étre complet et formellement lisse sur £, est entiérement déterminée
par le corps résiduel K de A et la dimension de A; celle-ci peut d’ailleurs étre arbitraire
a condition de satisfaire a l'inégalité dim(A)>rg,(Yx,), ou Y, est le « module
d’imperfection » de K (22.2.6).

En particulier, pour qu’une extension K de k£ soit formellement lisse, il faut et il
suffit que K soit une extension séparable de k (19.6.1).

III. — Soient A un anneau local noethérien, J un idéal de A distinct de A,
Ay=A/J, B, un anneau local noethérien complet, A,—>B, un homomorphisme local
faisant de By une Ag-algébre formellement lisse. Alors il existe un anneau local noethérien
complet B, un homomorphisme local A—B faisant de B un A-module plat, et un
Ag-isomorphisme B®, Ay B, (de sorte que, par I), B est une A-algebre formellement lisse) ;
en outre B est déterminé par ces propriétés a isomorphisme prés (19.7.2). Ce théoréme
contient en particulier les théorémes de Cohen sur la structure des anneaux locaux noethé-
riens complets (19.8), qui joueront un rdle important dans les §§ 6 et 7 du chapitre IV.

IV. — L’intérét de I’étude des anneaux locaux noethériens formellement lisses
sur un autre provient de la caractérisation « ponctuelle » suivante des morphismes lisses :
si X et Y sont des préschémas localement noethériens, f: X—Y un morphisme localement
de type fini, alors, pour que f soit lisse, il faut et il suffit que pour tout xe X, I’anneau 0,
soit formellement lisse sur @y,. En particulier, si Y = Spec(k), o £ est un corps parfait,
dire que f est lisse équivaut a dire que X est un préschéma régulier.

V. — Enfin, nous verrons aux §§ 20, 21 et 22 que la notion d’algeébre formellement
lisse s’introduit de fagon naturelle dans la théorie des différentielles de Kdhler, les deux
théories s’éclairant mutuellement.

(x9.0.3) Dans tout ce paragraphe et les suivants, les anneaux et modules topo-
logiques seront supposés linéairement topologisés (0;, 7.1.1); les anneaux topologiques
considérés seront supposés commutatifs, sauf mention expresse du contraire. Rappelons que
si A et B sont deux anneaux topologiques, ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux
définissant sur B une structure de A-algébre, on dit que B est une A-algébre topologique
si p est continu pour les topologies envisagées.

Pour abréger, dans un anneau topologique A (resp. un A-module topologique M),
nous dirons « systéme fondamental d’idéaux (resp. sous-modules) ouveris » au lieu de « systéme
fondamental de voisinages de o formé d’idéaux (resp. sous-modules) ».

Etant donnés un anneau topologique A et un A-module M, les ensembles JM,
ou J parcourt un systéme fondamental d’idéaux ouverts, forment un systéme fondamental
de sous-modules ouverts d’une topologie sur M faisant de M un A-module topologique,
et que P'on dit déduite de la topologie de A.

Soit M un A-module topologique dont la topologie est moins fine que la topologie
déduite de celle de A; alors, si N est un sous-module ouvert de M, le A-module discret M/N
est annulé par un idéal ouvert de A, car par hypothése il existe un tel idéal & tel que {. MCN.

166



§ 19 PRELIMINAIRES 71

Si M et N sont deux A-modules topologiques dont les topologies sont toutes deux
déduites de celle de A, alors fout A-homomorphisme u:M-—N est continu, car pour
tout voisinage V de o dans N, il existe par hypothése un idéal ouvert I de A tel
que JNCV, et 'on a donc u(IJM)CINCV.,

Lorsque B est une A-algébre topologique, la topologie sur B déduite de celle de A
est plus fine que la topologie donnée, car pour tout idéal ouvert & de B, il y a par hypothése
un idéal ouvert J de A tel que JBCSK.

19.1. Epimorphismes et monomorphismes formels.

Proposition (19.x.1). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topo-
logiques, {W,) un systéme fondamental de sous-modules ouverts dans N, u : M—N un A-homo-
morphisme continu, M, N les séparés complétés de M et N, U :M-N e prolongement continu
de u aux séparés complétés.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) u(M) est dense dans N.

a’) (M) est dense dans N.

a’) Pour tout », I’homomorphisme composé M->N—>N/W, est surjectif.

(i1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

b) L’image réciproque par u de la topologie de N est égale a la topologie de M.

b’) @& est un isomorphisme du A-module topologique M sur le sous-A-module topologique
(M) de N (qui est nécessairement fermé).

b"") Les u=*(W,) forment un systéme fondamental de voisinages de o dans M.

Cela résulte immédiatement de la définition des séparés complétés, et du fait
que N/W, est discret.

(19.x.2) Lorsque les conditions équivalentes de (i) (resp. (ii)) dans (19.1.1)
sont remplies, on dit que u est un épimorphisme formel (resp. un monomorphisme formel).
On dit que u est un bimorphisme formel s’il est & la fois un monomorphisme formel et un
épimorphisme formel; il revient au méme, en vertu de (19.1.1), de dire que % est un
isomorphisme du A-module topologique M sur le A-module topologique .

Proposition (19.1.3). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topo-
logiques, u: M—~N un A-homomorphisme continu. On suppose qu’il existe deux systémes fonda-
mentaux de sous-modules ouverts, (V,), (W,) dans M et N respectivement, ayant méme ensemble
d’indices et tels que u(V,)CW, pour tout \; soit u, : M/V,—>N|W, [homomorphisme déduit
de u par passage aux quotients. Alors :

(1) Pour que u soit un épimorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout N, u, soit surjectif.

(1) Pour que u soit un monomorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout A, il existe
un w tel que V,CV, et que Ker(u,) soit contenu dans le noyau V,[V, de Uapplication canonique
M/)V,—>M/V,.

(iii) Pour que u soit un bimorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout N, u, soit
surjectif et qu’il existe un y tel que V,CV, et que I’homomorphisme canonique M[V,—M/[V,
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se factorise en M/VuziN/WueM/Vl (o Uhomomorphisme N|W,—>M|V, est nécessai-
rement unique).

L’assertion (i) est immédiate; d’autre part, Ker(u,)=u"'(W,)/V,, et le noyau
de P'application canonique M/V,—>M/V, est V,/V,; la condition de (ii) revient donc
a dire que «~'(W,)CV,, et lassertion (ii) en découle aussitot; enfin, lorsque u, est
surjectif, il revient au méme de dire que Ker(x,) est contenu dans V,/V,, ou de dire
que M/V,—M/V, se factorise en vou,, ol v est un homomorphisme N/W,—>M/V,,
puisque N/W, s’identifie alors 2 (M/V,)/Ker(x,).

Corollaire (19.x.4). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topologiques
dont les topologies sont déduites de celle de A, u: M—>N un épimorphisme formel. Soit (J,)
un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour que u soit un bimorphisme formel, il faut
et il suffit que pour tout N, I’homomorphisme u, : M|J,M — N3N déduit de u par passage
aux quotients soit bijectif.

On a en effet 4(JM)CJ,N et on peut appliquer le critére (19.1.3, (iii)); mais

si Pon a une factorisation M/SUMEN/SuN—L M/3,M, limage de J,M/J,M par u,
est J,N/J,N, donc 'image de J,N/J,N par v est o et v se factorise en

N/3N—N/FN->M/5M;
mais alors ’automorphisme identique de M/J, M se factorise en
o~ A o~ v o~
M/3,M—N/J,N—->M/J,M,

ce qui montre que u, est injectif, et comme on sait déja qu’il est surjectif, cela prouve le
corollaire.

Proposition (19.1.5). — Soient A un anneau topologiqgue, M, N deux A-modules topo-
logiques, u:M—>N un A-homomorphisme continu. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout A-module topologique discret E et tout A-homomorphisme continu v : M—E,
il existe un A-homomorphisme continu w : N—E fel que v=wou.

b) Pour tout sous-module ouvert V' de M, il existe un sous-module ouvert W'' de N, un
sous-module ouvert V' CV'nu~'(W") et un homomorphisme h:N/W"'—M|[V' tels que
U homomorphisme canoniqgue M|V’ —M/[V' se factorise en

MV S NW S MV

ot u'' est déduit de u par passage aux quotients.

Pour voir que a) entraine 4), il suffit d’appliquer a) 8 E=M/V’ et a ’homomor-
phisme canonique »: M—M/V’; alors W’ =w"'(0) est un sous-module ouvert de N et
V" =u"*(W") un sous-module ouvert de M contenu dans V’; ces sous-modules et ’homo-
morphisme £ : N/W” - M/V’ déduit de w par passage au quotient répondent a la
question. Inversement, pour montrer que &) entraine a), on peut se limiter au cas ou »
est surjectif, en remplacant E par o(M); alors V'=XKer(v) est un sous-module ouvert
de M, donc E est isomorphe au A-module discret M/V’, et en appliquant 4), on obtient
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le A-homomorphisme continu w cherché en prenant le composé N—aN/W"—';M/V',
le diagramme
M Y5 N

‘¢

M/V” — N/W”
étant commutatif.

Lorsque les conditions équivalentes de (19.1.5) sont remplies, nous dirons que u
est formellement inversible @ gauche; comme la condition 4) de (19.1.5) implique que
u= (W) CV’, u est alors un monomorphisme formel. La terminologie est en outre justifiée
par les corollaires suivants :

Corollaire (19.1.6). — Sil existe un A-homomorphisme continu s : N—>M tel que soti = 15,
alors u est formellement inversible & gauche.

On notera que # est alors un isomorphisme topologique de M sur un facteur direct
topologique de N. Pour prouver (19.1 .6), il suffit de noter qu’avec les notations
de (19.1.5, a)), v:M—E se prolonge en un A-homomorphisme continu % : M—E
puisque E est discret; soient j: M—M et j/: NN les homomorphismes canoniques;
alors, en posant w=7os0j’, on a wou=7yosolioj="0oj=u1.

Corollaire (19.1.7). — Supposons que les topologies de M et de N soient déduites de celle
de A, et soit (3,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour que u soit formellement
inversible & gauche il faut et il suffit que, pour tout X, I’homomorphisme u, : M|J, M — N/J, N,
déduit de u par passage aux quotients, soit inversible @ gauche (autrement dit, soit un isomor-
phisme de M/J, M sur un facteur direct de N/J,N).

En effet, la condition est suffisante, car, pour V'=3, M dans la condition )
de (19.1.5), on répond & la question en prenant W'=3J,N, V'=V’' et & tel
que fhou, soit l'identité dans M/J, M. Inversement, si u est formellement inversible
a gauche, alors, pour tout 2, il y a, en vertu de (19.1.5, b)), un p tel que J,CJ,
et un homomorphisme k:N/J,N—>M/J,M tels que I’homomorphisme cano-

u, h
nique M/J,M — M/J, M se factorise en M/SuM—‘;N [S.N—>M/J, M; mais comme
A(SA(IN/J,N)) =33 b(N/J,N) C3(M/J, M) =0, k se factorise canoniquement en
N/J.N—-N [F,NS>M/S, M, et il est immédiat que s est inverse 4 gauche de u,.
Proposition (19.x.8). — Soit A un anneau topologique admettant un systéme fondamental

dénombrable décroissant (J,) d’idéaux ouverts. Soient M, N deux A-modules topologiques dont
les topologies sont déduites de celle de A, u : M—N un A-homomorphisme. Posons M, =M/J, M,

N,=N/J,N et soit u,: M,—N, le (A[J,)-homomorphisme déduit de u par passage aux

quotients. Supposons que, pour tout n, P, = Coker(u,) soit un (A[J,)-module projectif et que M
sott séparé et complet. Alors, pour que u soit formellement inversible & gauche, il faut et il suffit que u soit
inversible & gauche (et u est alors un isomorphisme topologique de M sur un facteur direct
topologique de N).
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En vertu de (19.1.7), on a des diagrammes commutatifs

u p
0o — M, —", N,

P, o

o— M,,, — N,y — P, — o0
Up 41 pn+1

ou les lignes sont des suites exactes scindées, autrement dit, il existe pour chaque n un

homomorphisme s, : P,—~N, tel que p,o5,=1p . Nous allons montrer que I'on peut,

par récurrence sur 7, définir un homomorphisme s, : P,—N, tel que p,05,=1, et que
n

les diagrammes

P, —> N,

h

g
| S o Npyy

n+1
soient commutatifs. En effet, gos,, ;—s0kh est un homomorphisme de P, , dans
(M) =, {(M,, 1) [3nthy 41(M,, 1) ; comme P, est un (A/J, . )-module projectif, cet
homomorphisme se factorise en

tn+1
Pn+1 - un+1(Mn+1) g un+1(Mn+1)/3nun+1(Mn+1)
d’olt 'on conclut aussitdét que s,,,=s,,,—1%, ., répond a la question. Cela étant, de
la décomposition de N, en somme directe de u,(M,) et de s,(P,), on déduit aussitét un
homomorphisme ), : N,—~M, inverse a gauche de u, et tel que les diagrammes

wn
N, — M,

I

Nosi —> May,
n+1

soient commutatifs. Le systtme projectif (w,) admet alors une limite projective
#w:N>M=M, d’ou par composition avec ’homomorphisme canonique N-N, un
homomorphisme w : N—-M tel que, pour tout n, I’endomorphisme (wou), de
M, =M/J,M déduit de wou par passage aux quotients soit I'identité; cela entraine
que wou=1, puisque M est séparé et complet.

Proposition (19.x.9). — Soient A un anneau topologique préadmissible (0;, 7.1.2),
R un idéal de définition de A, (J,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts de A. Soient M, N
deux A-modules topologiques dont les topologies sont déduites de celles de A, et tels que pour tout \,
N/3J, N soit un (A[3,)-module projectif (cf. (19.2.3)). Soit u: M—N un A-homomorphisme.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) u est formellement inversible & gauche.

b) L’homomorphisme u, : M/@M—>N/QN  déduit de u par passage aux quotients est
inversible a gauche.

On a vu (19.1.7) que la condition @) équivaut a dire que u, est inversible & gauche
pour tout A; comme g est un idéal ouvert, donc contient un J,, on en déduit aussitdt
que u, est inversible a gauche. Pour montrer inversement que 4) entraine a), notons que
pour tout A, £/J, est par hypothése un idéal nilpotent de A/J,. Notre assertion
résultera de la proposition suivante :

Proposition (x9.x.10). — Sotent A un anneau, M, N deux A-modules, N étant projectif,
u:M—>N un A-homomorphisme. Soit I un idéal de A; on suppose vérifiée 'une des conditions
sutvantes :

(1) J est nilpotent.

(i) J est contenu dans le radical de A et M est de type fini.

Alors, pour que u soit inversible & gauche, il faut et il suffit que Uhomomorphisme
Uy : M/IM—->N/IN de (A]J)-modules, déduit de u par passage aux quotients, soit inversible
a gauche.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu’elle est suffisante. Soit 7,

un inverse 3 gauche de u,; ’homomorphisme composé N—N/IN3M/IM se factorise

en N—U>M—>M/3M puisque N est projectif; alors w=vou est un endomorphisme
de M tel que I’endomorphisme w, de M/JM déduit par passage aux quotients soit
identité, et il suffit de prouver que w est lui-méme bijectif (car alors w™'os sera un
inverse a gauche de u). Distinguons maintenant les deux cas.

(i) Pour tout n on a le diagramme commutatif

(3n/3n+1)®AI3 (M/sM) — SnM/S”+1M

1® gro(w) gri(w)

(33" 1) @5 (MIIM) = JIM/I" M

ou les fleches horizontales sont surjectives, et comme gr'(w)=uw, est identité, il en
est de méme de gr*(w) qui, a fortiori, est bijectif. La filtration J-préadique sur M étant
finie puisque J est nilpotent, on en conclut que w est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, cor. § du th. 1).

(ii) Il suffit de montrer que pour tout idéal maximal m de A, ’endomorphisme w,,
de M,, est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° g, th. 1) et comme JA,,CmA,,,
et A, /I3A,=(A/J)n, on est ramené i prouver la proposition lorsque A est un anneau
local. En outre, on peut supposer que 3 est I'idéal maximal J, de A, car si 4, est inversible
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a gauche, il en est de méme de uy : M/JM — N/JM obtenu par tensorisation de
avec Iy, puisque 'on 2 M/JM = (M/IM)®, 5(A/T,). Supposons donc J maximal,
de sorte que A/J est un corps. Il suffit évidemment de montrer que M est un A-module
libre sous les conditions de I’énoncé : en effet, det(w,) est alors I'image canonique de det(w)
dans A/J, donc det(w) n’appartient pas & ’idéal J et est par suite inversible. Or le (A/J)-
espace vectoriel M/JM étant libre de type fini, il y a un A-module de type fini L et
un A-homomorphisme f:L—-M tel que ’homomorphisme f; : L/JL — M/IM déduit
de f par passage aux quotients soit bijectif. Comme M est de type fini, on en conclut
tout d’abord que f est surjectif par le lemme de Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11,
§ 3, n° 2, cor. 1 de la prop. 4); en outre, si g=wuof, ’homomorphisme g, : L/JL — N/IN
déduit par passage aux quotients est inversible a gauche, et puisqu’ici L est libre, la
remarque du début prouve que g est lui-méme inversible a gauche; or cela entraine
évidemment que f est injectif, ce qui achéve la démonstration.

Mentionnons en passant les corollaires suivants de (19.1.10) :

Corollaire (x9.x.11). — Soient A un anneau local, k son corps résiduel, M un A-module
de type fini, N un A-module projectif, u: M—N un homomorphisme. Pour que u soit inversible
a gauche, il faut et il suffit qu’il existe un systtme de générateurs (%;)1<;<m de M tel que les
images par u®1 : M®,k — N®,k des x®1 soient linéairement indépendantes dans N®k;
les x; forment alors une base de M.

La condition est évidemment nécessaire, car si # est inversible & gauche, M est
un A-module projectif de type fini, donc libre. Inversement, si la condition est satisfaite,
il est clair que les x;®1 forment une base de M®,k et que u®1 est inversible a gauche;
il suffit donc d’appliquer (19.1.10) & I'idéal maximal J de A.

Corollaire (x9.x.12). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N un
A-module projectif, u : M—N un homomorphisme. Pour tout idéal premier peSpec(A), les condi-
tions sutvantes sont équivalentes :

a) L’homomorphisme wu,: M, — N, est inversible & gauche.

b) L’homomorphisme u®1 : M®,k(p) - N®,k(p) est injectif (on rappelle que k(p)
désigne le corps résiduel de A en p).

c) Il existe un systeme fini d’éléments x,eM (1<i<m) tel que les images des x; dans M,
engendrent M, et un systéme de m _formes linéaires y; sur N (1<i<m) tel que det(< 9 u(%)>)¢p.

d) I existe feA—p tel que Ihomomorphisme w,: M, — N, soit inversible a gauche.

En outre, Uensemble des peSpec(A) vérifiant ces conditions est ouvert dans Spec(A).

La derniére condition est conséquence triviale de d). Comme N est projectif]
il est facteur direct d’'un A-module libre A”; en outre, comme M est de type fini, u(M) est
contenu dans un sous-module de A? de la forme A" pour n fini; comme chacun des
énoncés a), b), ¢), d) est équivalent a 1’énoncé correspondant ou I'on remplace N
par N®P (u étant toujours supposé appliquer M dans N), on est ramené au cas ou N
est libre de type fini. 11 est trivial que d) entraine a), et a) et ) sont équivalentes en vertu
de (19.1.11); d’ailleurs @) entraine que M, est libre (19.1.11), donc a) entraine c),
en prenant pour les x; une famille dont les images dans M, forment une base de ce
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A, -module et en notant que (puisque N est libre de type fini) toute forme linéaire sur
le A-module N, s’écrit u=uv/f, ot feA—p, et ol v est une forme linéaire sur le
A-module N. II est clair que ¢) entraine 4), et il reste donc a voir que a) entraine d).
Or, comme N est de présentation finie, (Hom,(N, M)), s’identifie canoniquement a
HomAp(Np, M,) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n® 7, prop. 19). Si w, est inverse &
gauche de u,, il existe donc un homomorphisme w:N—>M et un élément feA—p
tels que wzwp®(1/f)IAp. Larelation wyou, =1y s'écritdonc aussi (wou)@xApzf.IMp.
Mais comme M est un A-module de type fini, il existe geA—p tel que I’endomor-
phisme g((wou)—f.1y) s’annule en tous les générateurs de M, donc soit nul. Si on
pose h=fg, et y,=u®1, ,w,=w®1, , onadonc w,(u(z))=(f/1)z pourtout zeM,;
mais comme £4/1 est inversible dans A;, il en est de méme de f/1 =f", et f'~'w, est par
suite inverse 4 gauche de u,, ce qui achéve la démonstration.

Proposition (19.1.x3). — Supposons vérifibes les hypothéses de (19.1.9) et supposons
en outre que (J,) soit une suite décroissante (J,) et que M soit séparé et complet. Alors les conditions a)
et b) de (19.1.9) sont aussi équivalentes @ :

c) u est inversible a gauche.

On sait déja que ¢) entraine a) (19.1.6). Inversement, si a) est vérifiée, on sait
(avec les notations de (19.1.8)) que M, est facteur direct du (A/J,)-module projectif N,,
donc P, est aussi isomorphe a un facteur direct de N,, et par suite est projectif; il suffit
donc d’appliquer (19.1.8).

Notons enfin la proposition suivante :

Proposition (19.1.14). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N un A-module
projectif, u:M—>N un A-homomorphisme.

(i) Pour que u soit inversible & gauche, il faut et il suffit que, pour tout idéal maximal m
de A, u, : M, —>N,, soit inversible a gauche.

(ii) Soit A’ une A-algebre qui soit un A-module fidélement plat. Pour que u soit inversible
@ gauche, 1l faut et il suffit que u®1 : M®,A’' >N®, A’ soit inversible a gauche.

Comme dans (19.1.12), on peut se borner au cas ou N est libre de type fini;
dire que u est inversible 4 gauche signifie alors que u est injectif et que le module
quotient P=N/u(M) est projectif, car u(M) sera alors facteur direct de N. Notons en
outre que puisque M est de type fini, P est de présentation finie. Cela étant :

(i) La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est satisfaite,
on sait que u est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n® g, th. 1) et comme
P,,=N,./u,(M,,) est projectif pour tout m, on sait que cela entraine que P est projectif
(loc. cit., § 5, n°® 2, th. 1).

(i) Ici encore, la condition est trivialement nécessaire. Inversement, si elle est
remplie, on sait que u est injectif (0, 6.4.1) et comme P®,A’= Coker(u®1) est pro-
jectif, donc plat, on en déduit que P est un A-module plat (0;, 6.6.3), donc projectif
puisqu’il est de présentation finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2
du th. 1).
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Remarque (19.1.15). — La notion « duale » de celle d’homomorphisme formellement inversible 2 gauche
est celle d’homomorphisme formellement inversible & droite; un tel A-homomorphisme continu u: M—N vérifie,
par définition, la condition suivante : pour tout sous-module ouvert W’ de N, il existe un sous-module ouvert
V'Cu~Y(W’') de M, un sous-module ouvert W’ CW’ de N et un homomorphisme 4 : N/W”’—M/V’ tels que
I’homomorphisme canonique N/W”—N/W’ se factorise en

NW” 2 MV 5 Nw
ou u est déduit de u par passage aux quotients. Cela entraine que u est un épimorphisme formel; s’il existe un
A -homomorphisme continu 7 : N> tel que #or = 1g, on vérifie aussitét que u est formellement inversible 2 droite.
Si les conditions de (19.1.7) sont remplies, pour que u soit formellement inversible & droite, il faut et il suffit que
les u) soient inversibles & droite (c’est-a-dire que le noyau de u, est facteur direct de M/J\M et que ) est un isomor-
phisme d'un supplémentaire de Ker(#) sur N/3J;N). Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer
les propositions correspondant 4 (19.1.8) et (19.1.9) (dans I’analogue de (19.1.8), il faut supposer M séparé et

complet et que M,, est un (A/3J,)-module projectif; dans ’analogue de (19.1.9), il faut supprimer ’hypothése sur
les N/3,N, mais supposer par contre que, pour tout A, M/33M est un (A/J,)-module projectif).

19.2. Modules formellement projectifs.

Défimition (19.2.1). — Soient A un anneau topologique. On dit qu’un A-module topo-
logique M est formellement projectif il vérifie la condition suivante : pour tout idéal ouvert J de A,
tout couple de (A[J)-modules (discrets) P, Q, tout A-homomorphisme surjectif u:P—Q et
tout A-homomorphisme continu v : M —Q | il existe un A-homomorphisme continu w : M—P fel
que v=uow.

(x9.2.2) Pour vérifier la condition de (19.2.1), on peut évidemment se borner
(en remplacant Q par v(M) et P par «~'(»(M)) au cas ol v est lui-méme surjectif;
alors Q est isomorphe 2 M/V, ol V est un sous-module ouvert de M tel que JMcV;
la condition de (1g9.2.1) équivaut alors & dire que pour tout (A/J)-module discret P
et tout A-homomorphisme surjectif « : P->M/V, il existe un sous-module ouvert V'cV
dans M et un A-homomorphisme w : M/V’'—P, tels que ’homomorphisme canonique

M/V'—>M/V se factorise en M/V’—w>P1>M/V. On notera qu’il suffit de vérifier cette
condition lorsque J parcourt un systéme fondamental de voisinages de o dans A formé
d’idéaux.

(x9.2.3) Supposons qu’il existe un systéme fondamental (J,) d’idéaux ouverts
dans A et un syst¢tme fondamental (V,) de sous-modules ouverts de M, ayant méme
ensemble d’indices que (J,) et tel que, pour tout A, M/V, soit un (A/J,)-module projectif.
Alors M est formellement projectif : il suffit en effet, avec les notations de (19.2.2),
de prendre 2 tel que J,cJ et V,cV; comme P estaussiun (A/J,)-module, la factori-
sation de ’homomorphisme canonique M/V, -M/V en M/V, -P—->M/V résulte de
ce qu’il s’agit d’un (A/J,)-homomorphisme et de ce que M/V, est supposé étre
un (A/J,)-module projectif.

Lorsque la condition plus stricte de ce numéro est satisfaite, on dit que M est
strictement formellement projectif.

Proposition (19.2.4). — Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique
dont la topologie est déduite de celle de A. Pour que M soit formellement projectif, il faut et il suffit
qu’il soit strictement formellement projectif.
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On vient de voir que la condition est suffisante. Inversement, supposons M
formellement projectif et soit (J,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour
tout A, soient P un (A/J,)-module libre et «: P—M/J, M un (A/J,)-homomorphisme
surjectif. Il existe doncun J,c3, tel que ’homomorphisme canonique M/J,M —M/J, M
se factorise en M/SuMl; P5M/3,M; mais comme w(3(M/IJ.M))cI,P=o0, w se
factorise en M/J, M —+M/31M1>P, et il est clair que uov est I'identité dans M/J, M, ce
qui prouve que ce (A/J,)-module est projectif.

Proposition (19.2.5). — Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique.

(1) Pour que M soit formellement projectif (resp. strictement formellement projectif ), il faut
et il suffit que le A-module topologique M le soit.

(ii) Soit A’ une A-algébre topologique. Si M est formellement projectif (resp. strictement
Sormellement projectif'), alors M®, A’ (muni de la topologie produit tensoriel) est un A'-module
topologique formellement projectif (resp. strictement formellement projectif ).

(i) 11 suffit de remarquer que lorsque J (resp. V) parcourt ’ensemble des idéaux
ouverts de A (resp. I’ensemble des sous-modules ouverts de M), le séparé complété 5
(resp. V) parcourt Pensemble des idéaux ouverts de A (resp. 'ensemble des sous-
modules ouverts de 1\71), et A/§=A/S (resp. 1\7[/\7= M/V) & un isomorphisme canonique
prés; comme la notion de module formellement projectif (resp. strictement formellement
projectif) ne fait intervenir que les A/J et les M/V, on en déduit aussitot (i).

(i) Supposons d’abord M formellement projectif et posons M’'=M®, A’; soient J’
un idéal ouvert de A’, P, Q' deux (A’/J’')-modules discrets, ' :P'—>Q’ un
A’-homomorphisme surjectif, v' : M’'—Q’ un A’-homomorphisme continu. Il y a unidéal
ouvert 3 de A tel que JA'CF’, donc P’ et Q' sont aussi des (A/J)-modules discrets.
Si Pon considére le A-homomorphisme composé v:M->M’'->Q’ qui est continu,
I’hypothése entraine qu’il existe un A-homomorphisme continu w: M—P’ tel que
v=u'ow; mais comme P’ est un A’-module topologique, w se factorise en M- M’i;P',
ou w’ est un A’-homomorphisme continu, et comme ?'oj= (#’ow’)oj, on en conclut que
v =u'ow'.

Supposons ensuite que M soit strictement formellement projectif; soit (3,)
(resp. (V,)) un systéme fondamental d’idéaux ouverts (resp. de sous-modules ouverts)
dans A (resp. M) tel que (M/V,) soit un (A/J,)-module projectif, et soit (J,) un systéme
fondamental d’idéaux ouverts dans A’. On a un systéeme fondamental de voisinages de o
dans M’ en prenant les sous-modules Imn(M®, J,,) + Im(V,®, A’) =W,,,, ol A et p.sont tels
que J,A'Cy,. Comme (M®,A")/W,, = (M/V,)®, 4 (A'[J,) et que (M/V,) est
un (A/3,)-module projectif, M’/W,, est un (A’/J,)-module projectif.

19 .3. Algébres formellement lisses.

Défimition (19.3.x). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
On dit que B est une A-algébre formellement lisse si, pour toute A-algébre topologique discréte C
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et tout idéal nilpotent J de C, tout A-homomorphisme continu u :B—C[J se factorise en
B>C3 C/3 oi v est un homomorphisme continu et ¢ I’homomorphisme canonique.

La définition (19.3.1) revient a dire que la propriété suivante a lieu :

(P) Pour tout idéal ouvert & de la A-algébre B et tout A-homomorphisme

u' :B/f—C/3J, ilyaunidéal ouvert K CK de B tel que 'homomorphisme B—>B/R£> C/3
se factorise en B—>B/R'—U—I>C—>C/3, ol v’ est un A-homomorphisme.

En effet, si u:B—C/J est un A-homomorphisme continu, il a pour noyau &
un idéal ouvert de B, donc u se factorise en B—>B/R-“—'>C/S, et si (P) est vérifiée, il suffit

de I'appliquer a u’ et de prendre pour v la composée B—>B/R'—”;C pour satisfaire aux
conditions de (19.3.1). Inversement, supposons que B soit une A-algébre formellement
lisse; donnons-nous un idéal ouvert & de B et un A-homomorphisme u':B/{ —~C/J

et appliquons la définition (19.3.1) & u: B—>B/R£>C/$; si :B—>C est un A-homo-
morphisme continu tel que u se factorise en B->C—C/J, lidéal K =Ker(s)n] de B

est ouvert et contenu dans {; par suite v se factorise en B—»B/R'—v;C, et v’ vérifie bien
la condition (P).

Proposition (19.3.2). — Soient A un anneau discret, V un A-module projectif; I’algébre
symétrique B=S8,(V), munie de la topologie discréte, est une A-algébre formellement lisse.

En effet, les notations C et J ayant le méme sens que dans (19.4.1), soit u : B—C/[J
un homomorphisme de A-algébres, qui par restriction 8 V=S8}(V), donne un homo-
morphisme de A-modules u : V—~C/J; comme V est projectif, u; se factorise en
V3>C.3>C/3, et v; se prolonge en un homomorphisme de A-algébres v :8;(V)—C,
tel que le composé ¢@ov coincide avec 4 dans V, donc ¢@ov=u, ce qui démontre la
proposition.

Corollaire (x9.3.3). — Si A est un anneau discret, toute algébre de polyndmes B= A[T,],c1,
munie de la topologie discréte, est une A-algébre formellement lisse.

Proposition (19.3.4). — Soit A un anneau topologique, et soit B= A[[T,]],c un anneau

de séries formelles X ¢, T* (algébre large sur A du monoide N, identifié en tant que A-module
Y= N(I)

au produit AN ). St Pon munit B de la topologie produit, B est une A-algebre formellement lisse.
Soit (8,),cy un systtme fondamental d’idéaux ouverts dans A. Pour toute partie
finie H de I, tout peM et tout entier n, désignons par &, , le voisinage de o dans B

formé des (c,) tels que pour tout A= (A,),c; tel que A,=o0 pour a¢H et X A,<n, on
acH
ait ¢,€L,. On vérifie immédiatement que les Ky, , forment un systéme fondamental de

voisinages de o dans B et sont des idéaux de B, donc la topologie produit est compatible
avec la structure de A-algebre de B.

Notons d’abord, avec les mémes notations, le

Lemme (19.3.4.1). — Soit E une A-algébre discréte.

(i) Si f:B—>E est un A-homomorphisme continu, il existe une partie finie H de 1 telle
que f(T,)=o0 pour a¢H, et f(T,) est milpotent dans E pour tout acH.
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(i) Inversement, soient H une partie finie de 1, (2,),cq une famille d’éléments nilpotents
de E. 1l existe un A-homomorphisme continu g : B—~E et un seul tel que g(T,)=2z, pour acH
et g(T,)=o0 pour a¢H.

(i) résulte aussitét de ce que f~'(o) est un voisinage de o dans le A-module
produit A d’ott f(T*)=o sauf pour un nombre fini de valeurs de 2eN®. Pour
prouver (ii), il suffit de remarquer que ’anneau de polynémes B’=A[T,],-; est dense
dans B; Pexistence et l'unicité de la restriction g|B’ sont triviales et sa continuité
résulte de ’hypothése que les f(T,) pour acH sont nilpotents, carsi (f(T,))"=o0 pour
tout «eH, ona g(T*)=o0 pour tout A= (A,).c; de support fini sauf ceux tels que A,=o
pour a«¢H et A,<n pour aeH, c’est-a-dire sauf pour un nombre fini de valeurs de .

Ce lemme étant établi, et les notations C et J ayant le méme sens que dans (19.3.1),
on a u(T,)=o0 sauf pour acH, H étant une partie finie de I, et les z,=u(T,) pour
«cH sont nilpotents dans C/J; comme J est nilpotent, il existe une famille (x,),cy
d’éléments nilpotents de C dont les images canoniques dans C/J sont les z,; si v est
le A-homomorphisme continu de B dans C tel que »(T,)=o0 pour «¢H, v(T,) =x,
pour ocH, il est clair que u se factorise en B SC—> C/3.

Proposition (19.3.5). — Soit A un anneau topologique.

(1) A est une A-algeébre formellement lisse.

(1) 87 B est une A-algébre formellement lisse et G une B-algébre formellement lisse, alors C
est une A-algébre formellement lisse.

(iii) Soient B une A-algébre formellement lisse, A’ une A-algébre topologique; alors la
A’-algébre topologique B®, A’ (0;, 7.7.5 et 7.7.6) est formellement lisse.

(iv) Soient B une A-algébre topologique, S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B)
telle que I’image canonique de S dans B soit contenue dans T. Si B est une A-algébre formellement
lisse, alors T—'B est une S~ A-algébre formellement lisse.

(v) Sotent B, (1<i<n) des A-algébres topologiques. Pour que H B, soit une A-algébre
Sformellement lisse, il faut et il suffit que chacune des B le soit. =t

(i) Si C est une A-algebre discréte, ¢ : C — C/J I’homomorphisme canonique
de C sur une A-algébre quotient quelconque de G, le seu! A-homomorphisme de A

dans C/J est ’homomorphisme composé A Lo C/J, ou ¢ est 'homomorphisme
définissant la structure de A-algébre de C; comme ¢ est continu, la condition de (19.3.1)
est trivialement vérifiée.

(ii) Soient «: A — B,B : B — C les homomorphismes continus définissant respec-
tivement la structure de A-algébre sur B et celle de B-algébre sur C, de sorte que foa
définit la structure de A-algébre sur C. Soient E une A-algébre discrete, £ un idéal
nilpotent de E, #:C — E/2 un A-homomorphisme continu, de sorte que uofoa est
P’homomorphisme définissant la structure de A-algébre de E/f. Comme B est une
A-algébre formellement lisse, le A-homomorphisme continu uof : B — E{8 se factorise

en B> E — E/Q, ol » est un A-homomorphisme continu; » et uoB définissent alors sur E
et E/® respectivement des structures de B-algébre topologique, pour lesquelles E/L est
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encore I’algébre quotient (discréte) de la B-algébre E. En outre, 4 est un B-homomorphisme

. . w \ . .
continu, donc se factorise en C — E — E/2, ol w est un B-homomorphisme continu;
comme voa estle A-homomorphisme définissant la structure de A-algébre sur E, w est
bien un A-homomorphisme continu, d’olt notre assertion.

(iii) Soient C une A’-algébre topologique discréte, J un idéal nilpotent de C,
u:B® A’ - C/J un A’-homomorphisme continu. Si on compose u et ’homomorphisme
canonique p: B — B®,A’, on obtient (puisque A — B ->B®, A’ est égal au composé
A>AS B®,A’) un A-homomorphisme continu qui, par hypothése, se factorise donc
en B> C — C/J, otvestun A-homomorphisme continu (pour la structure de A-algébre
topologique sur C définie par le composé A — A’ 5 C des homomorphismes canoniques).
L’égalité des composés A — B > C et A — A’ % C entraine donc existence d’un homo-
morphisme continu d’anneaux f:B®, A’ - C tel que v=fop et w= fos (0, 7.7.6);
comme les homomorphismes composés B 5 B®, A’ Lo C/3 et B 5 B®,A’ A C/3
(resp. A’ > B®, A’ Los C/I et A’ S B®, A’ 5 C/J) sont égaux, on a bien la facto-
risation u : B®, A’ Lo C/J, ce qui établit (iii).

(iv) La topologie considérée sur S~'A (resp. T~ !B) est naturellement celle pour
laquelle un systéme fondamental de voisinages de o est formé des ST (resp. T™1R),
ol J (resp. K) parcourt un systtme fondamental d’idéaux ouverts dans A (resp. B)
(0;,7.6.1). Si a:A—B est P’homomorphisme canonique, il est clair que I’homomor-
phisme canonique o' :S~'A — T 'B déduit de o (et dont Iexistence résulte de ce

que «(S)CT par hypothése) est continu (0;, 7.6.6). Soient alors C une S~'A-algébre
topologique discréte, I un idéal nilpotent de cette algébre, u: T 'B—> C/J un

S~!A-homomorphisme continu; alors le composé B L T-1BY4 C/3 est un A-homomor-

phisme continu qui, par hypothése, se factorise en B % G — C[S, ouvestun A-homomor-
phisme continu. Comme pour tout ¢eT, ¢/1 est inversible dans T~'B, u(¢/1) est inversible
dans C/J3. Comme J est nilpotent, tout élément de la classe u(¢/1) dans C, et en
particulier »(¢), est inversible dans C (0, 7.1.12), et par suite v se factorise en

[V} N . A ’
BXT-1BX C; comme v est continu, il en est de méme de w (07, 7.6.6), et c’est un

S~!A-homomorphisme car le composé A —> B L T1B S C est égal 2
ASSIAST'BSC,

donc ST'AL T-BS C est I’homomorphisme canonique définissant sur C la structure
de S~!A-algébre. Enfin, les homomorphismes composés B LT BSC- C/3 et
B4 T 'B% C/J3 étant égaux, le méme raisonnement montre que u est bien égal au
compos¢ T~!B 5 C — C/J, d’o (iv). .
Enfin, (v) est immédiat, la donnée d’un A-homomorphisme continu de B= II B;

i=1
dans C (resp. C/J) équivalant a celle de n A-homomorphismes continus B,—GC
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(resp. B;—~C/3) et tout A-homomorphisme continu B,—C (resp. B;—~C/J) donnant
par composition un A-homomorphisme continu B—B;—C (resp. B—B; -C/J).

Proposition (19.3.6). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
At B les séparés complétés respectifs de A et B, de sorte que B est une A-algebre topologique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse.

b) B est une A-algibre formellement lisse.

¢) B est une A-algébre formellement lisse.

Bien entendu, la structure de A-algebre sur B est définie par ’homomorphisme 3,
si ¢ : A—>B est ’homomorphisme définissant la structure de A-algebre sur B. Comme
toute A-algébre discréte C est séparée et compléte, elle est aussi une A-algébre (par
prolongement canonique de I’homomorphisme de A dans C), et un A-homomorphisme
continu de B dans G donne par prolongement canonique un A-homomorphisme (et
a fortiori un A-homomorphisme) de B dans C (autrement dit, tout A-homomorphisme
B—C se factorise en B—~B—C de facon unique). Ces remarques et la définition (19.3.1)
entrainent aussitot la proposition.

Corollaire (19.3.7). — Sous les hypothises de (19.3.5, (iv)), la A{S~*}-algébre
topologique B{T '} est formellement lisse.

Cela résulte des définitions (0;, 7.6.1 et 7.6.7) et de (19.3.5, (iv)) et (19.3.6).

Proposition (19.3.8). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
et supposons que pour tout idéal ouvert K de B, K* soit aussi ouvert. Soient A’y B’ des anneaux
topologiques obtenus en munissant A et B de topologies plus fines que les topologies initiales, et
supposons que I’homomorphisme canonique ¢ : A—B  soit encore un homomorphisme continu
de A’ dans B'. Alors, si B’ est une A’-algébre formellement lisse, B est une A-algébre formel-
lement lisse.

Il suffit d’appliquer le lemme suivant :

Lemme (19.3.8.1). — Sotent G une A-algeébre discréte, 3 un idéal nilpotent de C. Supposons
que le carré de tout idéal ouvert de B soit ouvert. Alors, si un homomorphisme composé v : B5C -C/3
est continu, I’homomorphisme u est continu.

En effet, R=u"*(J) est le noyau de v et il est ouvert par hypothése; comme
il existe un entier n tel que JI"=o0, K" est contenu dans Ker(x); mais par récurrence
sur £, il résulte de I’hypothese que K& est ouvert, donc aussi &” pour tout 7, et par suite
Ker(u) est lui aussi ouvert, ce qui prouve notre assertion.

On notera que 'hypothése sur B signifie que la topologie de B est borne
supérieure des topologies K-préadiques, ou R parcourt 'ensemble des idéaux ouverts
de B. Si B est un anneau préadigue (0;, 7.1.9), cette condition est toujours
vérifiée.

(x9.3.9) Nous allons maintenant voir que la propriété d’étre formellement lisse
implique des propriétés de « relevement » d’homomorphismes sous des conditions plus
générales que celles de la définition (19.3.1).
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Proposition (19.3.10). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre formellement
lisse. Soient C une A-algébre topologique, J un idéal de C, vérifiant les conditions suivantes :

10 C est métrisable et complet. '

20 Y est fermé et la suite (J") tend vers o.

Alors, tout A-homomorphisme continu u : B — C[S se factorise en B> C — G/, oit v est
un A-homomorphisme continu.

Soit (&,) une suite décroissante d’idéaux de C formant un syst¢éme fondamental
de voisinages de o. Pour tout z, considérons la A-algebre discréte C/g, et ’idéal (J+2,)/8,
de cette algébre; comme il existe £ tel que J*CL , (J+L,)/2, est nilpotent. Pour tout z,

soit u, ’homomorphisme continu B > C/J — C/(3+2,) = (C/,)/(3+L,)/2,); par

\ . v, ® . .
hypothése u, se factorise en B > C/g, = C/(IJ+L,), o v, est un A-homomorphisme
continu. Montrons qu’on peut choisir de proche en proche les u, de sorte que g,
se factorise en

Up 41
— G2, > CJ8,

pour tout n (autrement dit, que les y, forment un systéme projectif d’homomorphismes).
Cela résultera du lemme suivant :

Lemme (x9.3.10.1). — Soient B une A-algébre formellement lisse, B, E' deux A-algébres
topologiques discrétes, R (resp. K') un idéal milpotent de E (resp. E'), f:E—-E un
A-homomorphisme surjectif tel que f(R)CK', f' : E/K — E'|K" Phomomorphisme déduit de f par
passage aux quotients. Soient u : B—~E|R un A-homomorphisme continu, u’ I’ homomorphisme composé
B% E/R L E'|K’', et soit v' : B - E’ un A-homomorphisme continu tel que u' se factorise en
B% E - E'|Q'. Alors il existe un A-homomorphisme continu v:B —~>E tel que v se
factorise en B > E g

Dans le diagramme commutatif

E s E

|

E/f rs E/R'

tous les homomorphismes sont surjectifs; si £ est le noyau de f, E’ s’identifie 2 E/{ et &’
a (R+42)/2. Utilisons maintenant le lemme élémentaire suivant :

Lemme (19.3.10.2). — Soient F un anneau (non nécessairement commutatif), a, b deux
idéaux bilatéres de F; alors le produit fibré (F[a) Xgyqy5)(F/b) s'identifie canoniquement a
F/(anb).

Ce n’est autre qu’une application particuli¢re de (18.1.7), o1, dans le diagramme
(18.1.7.1), on remplace G par F/(anb), I’ par b/(anb), F par F/b, & par (a+b)/b,
B par F/(a+Db) et 0 parle F-homomorphisme bijectif canonique (a+b)/b3a/(anb).
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Appliquant ce lemme 2 la situation de (19.3.10.1), la commutativité du diagramme

B s E'=E/

Lo

E/f - E/JS

montre Pexistence d’un homomorphisme w :B—E/(RNnEL) tel que v’ et u se factorisent

en BSE/(Rng) ~E/Q et BSE/(RnQ) —~E/| respectivement; comme le noyau de w
contient I'intersection de ceux de v’ et de u, il est ouvert dans B et w est continu. Enfin,
il est clair que RN est nilpotent, donc w se factorise en B->E —-E/(]NnL), ol u est
un A-homomorphisme continu répondant & la question.

Revenant a la démonstration de (19.3.10), I’existence de u,,, résulte du lemme
(19.8.10.1) appliqué en remplagant E, E’, &, & par C/8, ., C/8,, (J+L,,1)/L .1 et
(IJ+8,)/8, respectivement, u, u’ et v’ par u,, ., u, et y, respectivement. Notons que,
comme C est séparé et complet, il est égal a ll—n—l (C/L,), et Z}:Er_l;l v, est un A-homomor-

phisme continu de B dans C. Comme J est fermé dans C, on a JI=MN(J-+2,);

comme C/J est métrisable et complet et que les (J+8,)/J forment un systéme fonda-
mental de voisinages de o dans C/J, on a C/3=liLn(C/ (I+8L,) et lim ¢, est ’application

n n
canonique ¢ : C—C/[J. Comme lﬂl u,=u, on a bien u=uwvop, C.Q.F.D.

Corollaire (19.3.xx). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre formellement
lisse, C un anneau local noethérien complet, J un idéal distinct de C, ¢ : A—~C un homo-
morphisme continu, faisant de C une A-algébre topologique. Alors tout A-homomorphisme continu

uy: B—>Cy=C/J se factorise en B C—>C[S, ok u est un A-homomorphisme continu.
Toutes les conditions de (19.3.10) sont en effet remplies (0, 7.3.5).

Proposition (19.8.12). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre formellement lisse, C une A-algébre
topologique, I un idéal de C, vérifiant les conditions suivantes :

10 II existe un systéme fondamental d’idéaux ouverts £ de C, tels que les Cy= C/[8) soient des anneaux artiniens et
que I’homomorphisme canonique C——>l<ix_n Gy, soit un isomorphisme d’anneaux topologiques.

A
20 L’idéal I est fermé dans C et topologiq ¢ nilpotent

30 Le carré de tout idéal ouvert de B est ouvert. v
Dans ces conditions, tout A-homomorphisme continu u : B—>C[3 se factorise en B—>C—>C/3, ot v est un A-homo-
morphisme continu.

Soit J3= (I + £,)/2, I'image canonique de J dans C,, qui est un idéal nilpotent, et soit ) ’homomorphisme
u
composé B—>C/I—C,/3I), = C/(3+8,). Montrons que fout A-homomorphisme w :B—C tel que u se factorise

en B-g C—C/3J est nécessairement continu; en effet, pour tout 2, il y a un idéal ouvert & de B tel que () € (IJ+85)/3,
d’ot w(R®) c3+8,, donc il y a une puissance /2" de R telle que w(82™)c®), ce qui établit notre
assertion puisque S2™ est ouvert dans B. On peut donc se borner A trouver un A-homomorphisme w ayant la
propriété précédente sans s’inquiéter de ses propriétés de continuité. Or, I'ensemble Hom(B, C) de tous les

A-homomorphismes d’algébres de B dans C est égal a l(u_n Hom(B, C,), et ce dernier est_fermé dans le C-module C;,

muni de la topologie produit, pour laquelle il est linéairement compact puisque C, est artinien. Pour tout A, soit Wy
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wA
I’ensemble des w; €Hom(B, Cy) tels que #, se factorise en B—>Cy — G, /I, ; W, est une variété linéaire fermée dans

le C-module Hom(B, C,), non vide puisque B est formellement lisse. Dans le produit II Hom(B, C,)=E,, consi-
B<A
dérons la sous-variété linéaire U, formée des (w,), <y, tels que w, =@ 30wy pour p<het wp €Wy (ol @y ¢ C—GC,

est ’homomorphisme canonique), qui est aussi fermée. Enfin, soit V) la variété linéaire dans le produit II Hom(B, C,,),

®w
produit de Uy, et des Hom(B, C,,) pour w1, qui est encore fermée. Tout revient a voir que I'intersection des V;
est non vide, car un élément w de cette intersection appartiendra a lix_n Hom(B, C,) par définition. D’ailleurs, comme 3

est fermé, et C= 121_1 C, linéairement compact, C/J s’identifie & l<u_n C,/3,, et application canonique ¢ : C—C/3J

a lll_n da, ol Yy est Papplication canonique Cy—>C;/3J;. On conclut donc comme dans (19.3.10) que $ow =u.

19.4. Premiers critéres de lissité formelle.

Proposition (19.4.1). — Sotent A un anneau topologique, B une A-algébre topologique;
supposons qu’il existe deux familles filtrantes décroissantes (J,)uc1> (Ra)acr d'idéaux de A et B
respectivement, telles que : 1° (J,) tend vers o dans A et (R,) tend vers o dans B; 2° pour
tout acl on a J BCK, (de sorte que B|R, est une (A[J,)-algbre topologique); 3° pour
tout wecl, BIR, est une (A[J,)-algébre formellement lisse. Alors B est une A-algébre formelle-
ment lisse.

En effet, soient C une A-algébre discréte, & un idéal nilpotent de G, K un idéal
ouvert de B; par hypothése il y a un a€l tel que K),cK, donc B/K est quotient de B/&,
par un idéal ouvert. Tout A-homomorphisme u’':B/{—>C/Q est aussi un (A/J,)-
homomorphisme, donc il existe un idéal ouvert ® de B tel que K,cR'cK et que
B/Ra»B/Rf—;C/B se factorise en B/R, —>B/R’i>C —~C/8, ou v est un (A/J,)-
homomorphisme; d’ou la conclusion, en vertu de la remarque suivant (19.3.1).

Corollaire (19.4.2). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
(Jo)w 1 une famille filtrante décroissante d’idéaux de A tendant vers o. Pour que B soit une A-algébre
formellement lisse, il faut et il suffit que pour tout wcl, si Pon pose A,=AJJ,, B,=B/J B,
B, soit une A,-algebre formellement lisse.

La condition est suffisante par (19.4.1), et elle est aussi nécessaire par (19.3.5,
(iii)).

Proposition (19.4.3). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
Supposons que pour toute A-algébre discréte C. et tout idéal J de C tel que JF=o, tout
A-homomorphisme continu u : B—~C/[J se factorise en B—v>C—>C/3, ot v est un A-homomorphisme
continu. Alors B est une A-algébre formellement lisse.

En effet, avec les mémes notations, soit & un idéal nilpotent quelconque de C,
et considérons un A-homomorphisme continu z’ : B—C/f. Supposons que K™= o, et
posons C;=C/K’ pour 1<i<m, de sorte que C,=C, que K '/R est un idéal de
carré nul J; dans C;, et C;=C, ,/J;,.,; I'hypothése entraine alors par récurrence
sur : Pexistence de A-homomorphismes continus % : B—C; tels que u;=u et que
se factorise en BZ*i i1 —~>Ciy1/3i41=C;; d’ou la conclusion.

Proposition (19.4.4). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique
(commutative). Pour que B soit une A-algébre formellement lisse, il faut et il suffit que pour
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tout B-module topologique discret L, annulé par un idéal ouvert de B, on ait (cf. (18.5.1))
Exalcotop, (B, L) =o.

Soit (R,) un systtme fondamental décroissant d’idéaux ouverts de B et posons
B, == B/&,. Considérons une A-algébre topologique discréte C et un idéal J de C tel
que J*=o, de sorte que C est une A-extension de C/J par J; supposons donné un
A-homomorphisme u : B,—~C/J et formons la A-extension E, de B, par J, image
réciproque de C par I’homomorphisme u (18.2.5); c’est une A-algébre topologique
pour la topologie discréte. Si Exalcotop, (B, L)=o0, il existe par définition (18.5.1)
un p tel que K,CK; et que 'extension image réciproque E, soit A-triviale; mais cela
signifie (18.1.6) qu’il existe un A-homomorphisme continu » : B,—~E, tel que I’homo-
morphisme canonique B,—B, se factorise en Bu—v>EA—>BA; on en conclut aussit6t
que BueB,‘iC/S se factorise en BuLEA»C—»C/S, et cela prouve, en vertu
de (19.3.1) et (19.4.3), que B est une A-algébre formellement lisse. La réciproque
est immédiate, en appliquant (19.3.1) au cas ot C est une A-algébre topologique qui
est une A-extension de B, par L, et & I’homomorphisme identique B,—B,=C/L.

Lorsque A et B sont des anneaux discrets, le critére de lissité formelle {19.4.4)
se réduit a

(r9.4.4.1) Exalcom, (B, LY=o pour tout B-module L;

autrement dit, toute A-extension commutative de B par un B-module doit étre A-triviale.

Corollaire (19.4.5). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique
(commutative) .

(1) Supposons que B soit une A-algébre formellement lisse. Alors, pour tout idéal ouvert K
de B, tout (B|K)-module L et tout 2-cocycle de Hochschild A-bilinéaire et symétrique f de
(B/R) % (B/R) dans L. (18.4.3), il existe un idéal ouvert R'CR tel que, si ¢ : B/R'—>B/R
est Phomomorphisme canonique, fo(p X @) soit un 2-cobord de Hochschild A-bilinéaire de
(B/R")X(B/8R’) dans L.

(i) S% B est un A-module formellement projectif (19.2.1) et si la condition de (i) est vérifiée,
B est une A-algébre formellement lisse.

(i) Le 2-cocycle f définit une A-extension de Hochschild C de B/R par L (18.4.3).
Appliquant (19.3.1) a G, a I'idéal de carré nul L de C et & I’homomorphisme identique
B/fK—B/{=CJL, on en déduit la condition (i) en vertu de (18.4.3).

(ii) Appliquons le critére (19.4.3), en considérant un idéal ouvert & de B, un
idéal ouvert J de A tel que JBCK, et une (A/J)-extension E de B/K par L. Comme B
est un A-module formellement projectif, Papplication A-linéaire continue canonique
p : B—>B/K se factorise en B5>E—>B/R, ot w est une application A-linéaire continue

(19.2.1), qui se factorise donc elle-méme en B—)B/R'iE ou K’ est un idéal ouvert
de B contenu dans {; remplagant J par un idéal plus petit, on peut supposer que
IBCK'. Alors 'image réciproque par ’homomorphisme canonique B/R’—>B/{ de
Iextension E de B/R par L, est une (A/J)-extension de Hochschild E' de B/R’ par L;
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appliquant (i) 2 un cocycle définissant cette extension (18.4.3), on en conclut qu’il
y a un idéal ouvert R”'CR’ de B tel que I"image réciproque E”” de E par B/R” —B/K
soit A-triviale, C.Q.F.D.

Corollaire (19.4.6). — Soient A un anneau topologique, B une A-algbre topologique qui
soit un A-module formellement projectif. Soit A’ une A-algébre munie de la topologie déduite de
celle de A. Supposons en outre que A’ soit un A-module fidélement plat, et que Pune des conditions
sutvantes soit remplie :

10 Il existe un systéme_fondamenial (J,) d’idéaux ouverts de A et un systéme fondamental (IM,)
d’idéaux ouverls de B, ayant méme ensemble d’indices et tels que, pour tout N\, on ait J,BCIN,
et que BN, soit un (A[J,)-module projectif de type fini.

20 A’ est un A-module projectif de type fini.

Alors, pour que B'=B®, A’ (muni de la topologie produit tensoriel) soit une A’-algébre
formellement lisse, il faut et il suffit que B soit une A-algébre formellement lisse.

La suffisance de la condition est contenue dans (19.3.5, (iil)), sans aucune hypo-
thése supplémentaire sur B ni A’. Pour démontrer la réciproque, nous allons appliquer
le critére (19.4.5); sous ’hypothése 2°, nous désignerons encore par (,) un systeme
fondamental d’idéaux ouverts de B, et, pour tout 2, par J, un idéal ouvert de A tel
que J,BCI,; dans les deux cas, nous poserons A,=A/J,, B,=B/M,, Aj=A,8,A’,
B, =B,®,A’. Soit f un 2-cocycle de Hochschild A,-bilinéaire symétrique de B,xB,
dans un B,-module L; par extension des scalaires, on en déduit un 2-cocycle de
Hochschild f'= f®1, A’-bilinéaire symétrique, de B) xB) dans L'=L®,A’. Comme
par hypothése B’ est une A’-algébre formellement lisse, il existe, par (19.4.5, (i)), un
indice p tel que M, CIM,, et tel que, si o' : B, - B; est 'application canonique,
f'o(¢’ X 9’) estun 2-cobord de Hochschild de B X B, dans L’; autrement dit, son image ¢’
dans le groupe de Hochschild Hi&(Bl,“ L’)® est nulle; il est clair que si ¢ : B,—>B, est
I’homomorphisme canonique, et ¢ la classe de fo(pX¢) dans le groupe de Hochschild
Hiu(Bu, L)%, ¢ estl’'image canonique de ¢. Or, si P] est le complexe relatif aux anneaux A,
et B, défini dans (18.4.5), servant au calcul de Hiu(Bu, L)®, le complexe analogue relatif
aux anneaux A, et B est évidemment P,®,A’; dans I’hypothése 1°, la construction
de P, montre que c’est un A,-module projectif de type fini. On conclut donc de
Bourbaki, Alg., chap. II, 3¢ éd., § 5, n° 3, prop. 7 que, sous les deux hypotheses, on a
HomAil(P:@)AA’, L®, A= (HomAu(P:, L))®,A’ a un isomorphisme canonique prés;
comme A’ est un A-module plat, on a par suite (18.4.5)

H}, (B,, L") = (H} (B,, L)")®, A’

et on peut donc écrire ¢’=c¢®1; mais comme A’ est un A-module fide¢lement plat,
Ihypothése ¢’=o0 entraine ¢=o0, ce qui achéve la démonstration.

Proposition (19.4.7). — Soient A un anneau topologique préadmissible, J un idéal de
définition de A (0, 7.1.2), B une A-algébre topologique qui soit un A-module formellement projectif.
Considérons les anneaux topologiques quotients Ay= A|J, By=B|IB; alors, pour que B soit
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une A-algébre formellement lisse, il faut et il suffit que By soit une Ag-algébre formellement
lisse.

La nécessité de la condition résulte de (19.4.2). Pour voir qu’elle est suffisante,
notons d’abord qu’en considérant un syst¢tme fondamental de voisinages ouverts de o
dans A formés d’idéaux J, contenus dans J, on peut, en vertu de (19.4.2), se ramener
au cas ou A est discret puisque B/J,B est un (A/J,)-module formellement projectif
(19.2.5); par définition d’un anneau préadmissible, J est alors nilpotent. Il suffit en
outre de démontrer la proposition lorsque J*=o0, carsi J™=o0, on I’appliquera succes-
sivement aux anneaux A,=A[J et B,=B/J'B et a l'idéal F~YF de A, pour
k=2,3,...,m, en notant (19.2.5) que B,=B®, A, est un A,-module formellement
projectif. Appliquons le critére (19.4.5, (ii)) en considérant un idéal ouvert & de B
et un 2-cocycle de Hochschild A-bilinéaire symétrique f de (B/R)x(B/R) dans un
(B/R)-module L. Considérons d’abord le cas particulier o JL=o0, de sorte que L
peut aussi étre considéré comme un (B,/RB,)-module, et f se factorise en

(BJR)X (B/R) — (By/KBy) x (By/KBy) > L

ou fy, est un 2-cocycle de Hochschild bilinéaire symétrique. En vertu de I’hypo-
thése, il y a donc un idéal ouvert K'CKR dans B et une application Ag-linéaire
2o Bo/S'By—L telle que fo(p(%), 0o(0)) = x80(2) — 80(#Y) + go(x).y pours, y dans By/R'B,,
® : By/S'By — By/KB, étant I'homomorphisme canonique. On en conclut aussitét que
Papplication A-linéaire composée g:B/R' —By/R'B, 3L est telle que dg=fo(e X o),
ou ¢ :B/R—B/{ est Phomomorphisme canonique.

Passons maintenant au cas général, et considérons d’abord le (B/R)-module
L/3L=L’, pour lequel on a JL'=o0; si f’ est Papplication A-bilinéaire composée
(B/R)X(B/R)—’>L—>L’, S est encore un 2-cocycle de Hochschild symétrique, et en vertu
de ce qui précede, il existe un idéal ouvert R'CR dans B et une application A-linéaire
g :B/{'—L’ vérifiant dg’'=f"o(¢’X¢’) pour I’application canonique ¢’ :B/{'—B/K.
Comme B est un A-module formellement projectif, il existe un idéal ouvert RK;CS{’
et une application A-linéaire g, : B/R{—L telle que ’homomorphisme B/R{—»B/R'LL'
se factorise en B/R]-3L—L’. Considérons alors le 2-cocycle de Hochschild

Ji(x ) =f(91(x), ¢1(9)) — xg1(9) + &1 () — £1(x) 7,

application A-bilinéaire symétrique de (B/R;)X(B/K;) dans L. Le choix de g, entraine
que f; prend ses valeurs dans JL. Comme J(JL)=o, on peut de nouveau appliquer
le premier cas, et il y a donc un idéal ouvert KRCR; et une application A-linéaire
g : B/R”"—>3JL telle que

J1(@a(%), 9a(9)) = x5(») — ga(y) +82(%)y

dans (B/KR”)x(B/{"), ¢, : BIR”"—~>B/K; étant Papplication canonique; I’application
A-linéaire g=g,+g,00, : BIfR”—L vérifie donc dg=fo(p X ¢) pour I’application cano-
nique ¢ : B/R”—>B/K’. C.Q.F.D.
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19.5. Lissité formelle et anneaux gradués associés.

(19.5.x) Soient C un anneau topologique (commutatif), V un C-module topo-
logique, et considérons I’algébre symétrique S[;(V)=n€;)o SZ(V), que nous allons munir
canoniquement d’une fopologie linéaire, compatible avec sa structure de C-algébre. Pour
cela, considérons un sous-module ouvert U de V, et I'idéal gradué U .Sy(V) qu’il engendre
dans S;(V); nous prendrons comme systéme fondamental de voisinages de o dans Sg(V)
Iensemble des sommes a.Sg(V)+U.S;(V), ou a (resp. U) parcourt un systéme
fondamental d’idéaux ouverts (resp. de sous-modules ouverts) de C (resp. V). On notera
que si la topologie de V est moins fine que la topologie déduite de celle de C, on peut se
borner aux couples (a, U) tels que aVCU, donc a.Sy(V)+U.Sy(V) =a.1,+U.S;(V);
dans ce cas la topologie induite sur chacun des S%(V) pour n>1 a pour syst¢tme fonda-
mental de voisinages de o les U.S%~(V), ol U parcourt les sous-modules ouverts de V;
en particulier, sur V=S8}(V), elle coincide avec la topologie donnée (en général elle
est moins fine que cette dernié¢re). En outre, dans tous les cas, ’algébre topologique Si(V)
ainsi définie est, pour les catégories des C-modules topologiques et des C-algebres
topologiques, la solution du méme probléme universel que pour les catégories de
C-modules et de C-algébres. En effet, soient E une C-algébre topologique, z: V—E un
homomorphisme de C-modules, S(x) =4 son extension canonique 4 Si(V). Supposons
continu; alors, si b est un idéal ouvert de E, son image réciproque U =u"!(b) est un
sous-C-module ouvert de V, et 'image par % de U.Sy(V) est donc contenue dans b ;
comme par ailleurs il existe un idéal ouvert a de C tel que a.ECb, donc u(a.SL(V))Ch,
cela prouve que  est continu. Réciproquement, si % est continu, et si b est un idéal
ouvert de E, il existe un sous-module ouvert U de V tel que %(U.Sy(V))Ch, et en
particulier %(U.1,)Ch, c’est-a-dire u(U)Ch, donc u est continu. Rappelons en outre
que 'on a un isomorphisme canonique de C-modules topologiques (discrets)

(19.5.1.1) SE(V)/U.Sz—1(V) S 84(V/U).

(x9.5.2) Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique (commu-
tative), 3 un idéal de B (non nécessairement ouvert ni fermé); dans tout ce qui suit,
on munit J et les J* (n>2) de la topologie induite par celle de B, les quotients C=B/J,
J"/Jr*+1=gr(B) de la topologie quotient, de sorte que les J"/J"*! sont des C-modules
topologiques; l'injection canonique J/J?->gry(B) se prolonge en un homomorphisme
(d’abord non topologique) de C-algébres

9 : 85(J/J*) — gr5(B)
qui pour chaque n donne un homomorphisme surjectif de C-modules
(19.5.2.1) o 2 SHJIIF?) = J7[IJ" ' =gry(B).

Lorsque S%(J3/J?) est muni de la topologie définie dans (19.5.1), les homo-
morphismes ¢, sont continus, en vertu de la propriété universelle (19.5.1) de Sg(J/J?)
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appliquée a la A-algebre topologique E =gryqn(B/J") muni de la topologie produit
de celles des J*/J**1, et a Pinjection canonique J/I?—E. Notons qu’ici la topologie
de J/3J? est moins fine que la topologie déduite de celle de C (cette derniére topologie
sur J/32 étant aussi la topologie déduite de celle de B).

Théoréme (19.5.3). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
3 un idéal de B, C=B|J la A-algébre topologique quotient. On suppose que la A-algébre C. est
Sformellement lisse. Alors :

(1) 87 B est une A-algébre formellement lisse, 3|32 est un C-module topologique formellement
projectif (19.2.1).

(ii) 8¢ B est une A-algébre formellement lisse et un anneau préadmissible (0, 7.1.2), les
homomorphismes @, (19.5.2) sont des bimorphismes formels (19.1.2).

(iii) Réciproquement, supposons que B soit préadmissible, que la suite (JI*) tende vers o
dans B, que J|J* soit un C-module formellement projectif et que les ¢, soient des bimorphismes
Sormels. Alors B est une A-algébre formellement lisse.

La démonstration de ce théoréme est longue et encombrée de détails techniques;
aussi commencerons-nous par en démontrer un corollaire plus simple, ol apparaissent
plus nettement les idées directrices; ce corollaire est d’ailleurs le cas particulier du
théoréeme (19.5.3) qui sera le plus fréquemment employé par la suite.

Corollaire (19.5.4.). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
S un idéal de B tel que la topologie de B soit la topologie J-préadique. On suppose que la
A-algebre discréte C=B|J est formellement lisse. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse.

b) J/3* est un C-module projectif et I’homomorphisme canonique

9 : 85(J/J*) — gry(B)
est bijectif.

c) Le séparé complété B de B est une A-algebre topologique isomorphe & une A-algebre de
la forme B’ o B'=Sy(V), V étant un C-module projectif et B’ étant muni de la topologie
B'*-préadique, ot B'* est 'idéal d’augmentation.

(x9.5.4.1) Prouvons d’abord que a) entraine que J/3J? est un C-module projectif.
Soient donc P et Q deux C-modules, #:P—->Q un C-homomorphisme surjectif, et
v:3/F—>Q un C-homomorphisme. L’anneau B/J® étant considéré comme une
B-extension de C par J/J% on en déduit par » une B-extension E= (B/J?)®q34Q
de C par Q (18.2.8). Comme C est une A-algébre discréte formellement lisse,
Pextension E est A-triviale (19.4.4) et peut donc s’identifier a Dy(Q ) (18.2.3). L’homo-
morphisme surjectif u : P—>Q définit alors canoniquement un A-homomorphisme surjectif
$ : Dg(P)—>Dg(Q) (18.2.9) dont le noyau est un idéal & de P’extension E’=D(P),
contenu dans P, et a fortiori de carré nul. Soit f: B—>E =E’/2 ’homomorphisme définis-
sant la structure de B-algébre de E : comme £ est de carré nul, et que B est une A-algébre

187



92 A. GROTHENDIECK Chap. o

formellement lisse, f'se factorise en B—g>E'—>E'/2, ou g est un A-homomorphisme continu.

Le diagramme .

EE— E
.
B By

ou v’ est déduit de v (18.2.8), est commutatif. D’ailleurs 'image de J par $og est contenue
dans Q, donc I'image de J par g est contenue dans P+ 2 =P, et 'image de 32 par g
est nulle. Restreignant g et 6 2 5, on obtient un diagramme commutatif

P55 Q
RIRy
ce qui prouve que le C-module J/J* est projectif.
(r9.5.4.2) Prouvons en second lieu que a) entraine que ¢ est bijectif, ce qui
achévera de montrer que a) entraine ). Posons E,=B/J"*! et désignons par F, le

quotient de S (J/J?) par la puissance (n-1)¢ de son idéal d’augmentation. Comme
J/3"+! est nilpotent dans E, et que C est une A-algebre discréte formellement lisse,

Pautomorphisme identique de G se factorise en C—’>En—>C=En/(3/S”+1) ou f est un
A-homomorphisme; d’autre part, J/J? étant un C-module projectif d’aprés (19.5.4.1),
l’automorphisme identique de J/J® se factorise en 3/32—33/3”“»3/32, ou g est
une application C-linéaire; a4 partir de f et ¢ on obtient canoniquement un homo-
morphisme de C-algébres Si(J/J?)—E, qui d’ailleurs (par définition de g) s’annule
sur la puissance (n-1)¢ de l'idéal d’augmentation de Si(J/J?), d’ol, en passant au
quotient, un A-homomorphisme surjectif d’algébres v : F,—E, tel que gr’(v) et gr'(v)
soient les automorphismes identiques de C et de J/J?. Par définition de I’homomorphisme
canonique ¢, on voit que gr/(s)=1¢; pour tout j<n. Notons maintenant que le noyau 9
de v est un idéal nilpotent de F,, de sorte que E, s’identifie & F,/N. Comme B est une
A-algebre formellement lisse, le A-homomorphisme canonique g, : B>E,=B/J"*!, qui
est continu, se factorise en Ban—v> E,, ol w est un A-homomorphisme continu; comme
gr’(v) est I'identité, w(J) est contenu dans I’idéal d’augmentation de F,, d’ott w(J*+*!)=o,
si bien que w se factorise en BﬁB/S":EniFn, et le composé EniFn—L;En est
l'identité. En outre, comme gr’(s) et gr'(v) sont les automorphismes identiques de C
et de J/J?% il en est de méme de gr'(w’) et de gr'(w’). Comme gr*(E,) est engendré par
gr'(E,), Phomomorphisme composé

; % griw) ;
grl<Fn) —1_> gr](En) — gl‘l(F”)

est I’identité pour tout j<n, puisque c’est vrai pour j=o0 et j=1; faisant j=n, on
prouve ainsi que ¢, est injectif, ce qui achéve de montrer que a) entraine b). o
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(19.5.4.3) Prouvons ensuite que 4) entraine ¢). Le méme raisonnement qu’au
début de (19.5.4.2) prouve lexistence d’un A-homomorphisme surjectif d’algébres
v:F,—>E, tel que gr'(v)=¢q; pour tout j; comme @; est bijectif pour tout j et que les
filtrations de F, et E, sont finies, on en conclut que v est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. 1). Soient maintenant G une A-algébre topologique
discréte, B un idéal de carré nul dans G, f: B — G/* un A-homomorphisme continu
d’algébres. Comme G est discréte, il existe un entier m tel que f s’annule dans J", donc f

. f \ ..
se factorise en B — E,-3>G/%, ol ’on prend n=2m. On a donc par composition un
v

. . N ~ n
A-homomorphisme continu d’algébres 7:C—F,—E,—~G/N, et comme C est une
. - . T8
A-algebre formellement lisse discréte, r se factorise en C—>G—G/R, de sorte que G
est muni par 7' d’une structure de C-algébre. D’autre part, la restriction a J/3J2 de

v

2 .
Phomomorphisme f; : F,—E,—~G/R est une application C-linéaire g:J/J2—>G/N.
Puisque J/J? est un C-module projectif, g se factorise en S/SziG—»G/ER, ou h est
une application C-linéaire; par prolongement, on en déduit un homomorphisme de
C-algebres w : S3(J/32) -G, et par construction tout élément de degré m a pour image
par w un élément de N, donc tout élément de degré n=2m a une image nulle

puisque 9=o0; autrement dit, w se factorise en §4(3/J%)—F,>>G. Par construction,

le composé F”iG—iG/% coincide avec f, dans C et dans J/J2, donc est égal a f,.
Finalement, le composé

B>E, S F, %G3Gm

étant égal a f, on voit que B est une A-algebre formellement lisse.

(r9.5.4.4) Il reste a prouver 1’équivalence de @) et ¢). En premier lieu,
¢) entraine a) : en effet, B’ est une C-algébre formellement lisse pour la topologie
discréte (19.3.2), donc aussi pour la topologie B’'*-préadique (19.3.8); comme C
est une A-algébre formellement lisse, B’ est aussi une A-algebre formellement lisse
(19.3.5, (ii)) et finalement B’ est une A-algébre formellement lisse (19.3.6), donc B
est une A-algébre formellement lisse (19.3.6). Reste & voir que a) entraine c).
Notons d’abord que puisque C est une A-algébre formellement lisse, ’homomorphisme
identique C—B/J se factorise en C—>B—>B/3, ot C—>B est un A-homomorphisme
(19.3.10); B, et par suite tous les B/3" 1!, sont donc munis de structures de C-algébres.
D’autre part, comme J/3J? est un C-module projectif par &), linjection cano-
nique J/32—>B/3? permet de former un systtme projectif de C-homomorphismes
u, : 3/32—>B/I"*! pour n>1, donc aussi (par la propriété universelle de I’algébre symé-
trique) un systéme projectif d’homomorphismes de C-algébres v, : S¢(J/I2) =B’ —-B/J"+*;
d’ailleurs il est clair que v, s’annule dans (B'*)"** et comme gr'(y,) =9, et gr'(s,)=1¢y,
ona gri(s)=¢, pour o< j<n. Comme les @, sont des isomorphismes par 4), et que les
filtrations de B’/(B’*)"*! et de B/J"** sont finies, on en conclut que v, est bijectif pour
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tout n (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. g du th. 1); d’ol ¢) par passage
a la limite projective.

Remarque (19.5.5). — Sous les hypothéses générales de (19.5.4), supposons en
outre que J soit un idéal maximal de B, de sorte que C=B/J est un corps, et que J/J*
soit un C-espace vectoriel de dimension finie. Alors les conditions a), ) et ¢) de (19.5.4)
sont encore équivalentes & la suivante :

d) Etant donnés une algébre de polynémes E—=C[Ty, ..., T,] sur le corps C, et en désignant
par n U'idéal maximal de E engendré par les T; (1<i<n), alors, pour tout idéal b de E contenant
une puissance ¥, tout homomorphisme v:B—>E|b de A-algébres C-augmentées se factorise

en BSE[n*—~E/[b, ot w est un A-homomorphisme.

En effet, 3/32 étant ici un C-module libre, il suffit de vérifier que la condition d)
entraine que ’homomorphisme canonique ¢ : S;(J/I2) >gry(B) est bijectif. Or ici
$;3(J/3?%) s’identifie & Palgebre de polynémes E=C[T,, ...,T,], ot n=rg(J/I?),
et I'idéal d’augmentation de E est 'idéal n engendré par les T;. Pour tout entier £>o,
Phypothése que C est une A-algebre discréte formellement lisse entraine comme
dans (19.5.4.2) lexistence d’un A-homomorphisme surjectif f: E/nf** »B/J !, tel
que gri(f)=gq, pour tout j<k. Si bm**'=Ker(f), B/J**" s’identific donc & E/b, et
Ihypotheése d) permet de factoriser ’homomorphisme canonique B->B/J**! en
B—’iE/n"“—LB/S"“; comme gr’(f) estl’identité, ona w(J)< n/n***, donc w(JF**')= o;
on conclut comme dans (19.5.4.2) que ¢, est injectif pour tout £, ce qui achéve de
prouver notre assertion.

(19.5.8) Démonstration du théoréme (19.5.3). — Soit (b,) un systéme fondamental décroissant d’idéaux ouverts

de B. Nous poserons
By=B/by, Co=B/ (b5 +3), Joe= (b +3) /B »

de sorte que
Co=B,/3, et I+l (b, +37)/(b,+I"H1).

Les C-modules ((b NI?) - I +1)/In+1 de J#/I*+1 forment un systéme fondamental de sous-modules ouverts
du C-module topologique J*/I*+1; comme (b, NI")+I*+1=3I"N(b,+J"*+1), on a
3%/ ((5g NI + I 1) = 37(IN (b + I T1)) = (b + 37/ (5, + In+1) = /33 + 1.

(19.5.6.1) Démonstration de (19.5.3, (i)). — Soient P, Q deux Cg-modules discrets, % :P—>Q wun
Cy-homomorphisme surjectif. L’anneau discret B/(b, -+ J%) est une B-extension de Cy par I'idéal de carré nul 31/31.
Soit 2 : J/I2—Q un C-homomorphisme continu; remplagant au besoin b, par un idéal ouvert plus petit de B,
on peut supposer que le noyau de v contient le sous-C-module ouvert ((b,NJI)+ I?)/I?; passant au quotient, on
déduit de » un Cy-homomorphisme de modules discrets »” : I, /3:‘—> Q; soit E, la By-extension de Cy par Q déduite
de B/(by+3%) au moyen de ¢/, etsoit v} : B/(by+ I%)—E, le B-homomorphisme correspondant (18.2.8); E, est
une A-algébre topologique discréte, et l’isomorphisme canonique Cag E,/Q donne par composition un
A-homomorphisme continu f: G—Cy—>E,/Q . Mais comme Q est de carré nul dans E, et que C est une A-algébre

. . A N . . .
formellement lisse, f se factorise en G—>E,—>Ey/Q ou g est un A-homomorphisme continu. Comme g est continu
;

9 .
et E, discret, il existe un B>o tel queg se factorise en C—>Cg—>E,. D’autre part, soit Eg la A-extension de Cg
par Q, image réciproque de E, par 'homomorphisme canonique Cg—>Cg; lexistence de g’ (tel que le

composé Cg—>Ey—>C,; soit I'homomorphisme canonique) équivaut au fait que Eg est une extension A-triviale,
et peut donc s’identifier a DCB(Q)‘ Cela étant, ’homomorphisme surjectif u : P—Q définit canoniquement un
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homomorphisme surjectif DCB(P)—>DCB(Q_) (18.2.9), dont le noyau est un idéal £ de ’extension Eg = DCB(P)

contenu dans P, et a fortiori de carré nul. Soit f’:B->Eg=Eg/® le A-homomorphisme continu définissant la
structure de B-algébre topologique de Eg; comme £ est de carré nul et que B est une A-algébre formellement

lisse, f* se factorise en B—>Eg—>Eg/8, ol A" est un A-homomorphisme continu. La construction de Ef donne par
composition un A-homomorphisme ¢ : Ef;——)EB—>Ea, et il est clair que le diagramme

f;——¢—>Ea

v ] K

B —> B/(5,+3)

est commutatif. D’ailleurs, I'image par ok’ de J est contenue dans Q , donc 'image par 4’ de J est contenue dans P,
et 'image de J? par A" est nulle. Restreignant &’ et 6 4 3, on obtient un diagramme commutatif

u
P—sQ

1A

3/32

ol w est continu, ce qui prouve que I/I2 est un C-module formellement projectif.
(19.5.6.2) Pour tout entier n>>0, nous poserons

E,=B/3"+1, de sorte que E,=C;
les idéaux (b + I?+1)/I"+1 forment un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans E,, et nous poserons

Ea,n = B/(ba"’" 3n+1) = Ba/sz_i-l’

anneau quotient discret. De méme, dans gr%(B) =3J7/J7+1 nous avons vu queles ((b, NI*)+ I#+1)/In+1 forment
un systéme fondamental de voisinages de o, le quotient de J*/I*+1 par ce sous-module s’identifiant canoniquement
a 32/3:"’1. Considérons I’algébre symétrique s&a(sa/s‘;); nous noterons F, ,, le quotient de Séa(SK/S:‘) par la
puissance (n+ 1)¢ de son idéal d’augmentation. Pour un n>1 fixé, il résulte de (19.5.1.1) que les Sg (30,/3:)
o
sont les quotients de 83(3/32) par un systéme fondamental de sous-modules ouverts dans ce C-module topologique.
Pour abréger le langage, nous dirons que pour a<f3, les homomorphismes canoniques Bg—>B,, Cg—>Cy,
39/3?5»3“/3:!, Eg,n—>Eq,ns Fg,n—>Fq,n, etc., sont les homomorphismes de transition.
Lemme (19.5.6.8). — Supposons que la A-algébre C soit formellement lisse, I’ B préadmissible et le C-module J|I3?

Sormellement projectif. Alors :
(1) Pour tout o, il existe B=a et un A-homomorphisme surjectif d’algébres :

Uap ¢ Fﬁ,n_>Ea,n

tel que gr¥vyg) : Cg—> Cy et gri(vyg) :36/3?5 —> 3,,/31 soient les homomorphismes de transition.
(i) i B et vyg vérifient les conditions de (i), alors, pour tout y=P, il existe 8>y et un A-homomorphisme surjectif
d’algébres vyg : Fg pn—> By, vérifiant les conditions de (i) (pour y et ) et rendant commutatif le diagramme

1JaB
FB,n > Ea.n

(19.5.6.4) T I

Fs,n -—> E‘Y) n
Vs

ott les fléches verticales sont les homomorphismes de transition.
(i) Dans la A-algébre topologique discréte E, ,, I'idéal 3a/32+1 est nilpotent, et isomorphisme iden-

tique Ca‘: Ey,n/(3e/35 *1y donne par composition un A-homomorphisme continu C—> Co—>Eq, n(3o/35 1y,
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comme C est une A-algébre formellement lisse, cet homomorphisme se factorise en CiEa,n—)Ea'n/(Sa/S:"'l),
ou f, est un A-homomorphisme continu; par suite, I, /3:"'1 devient, au moyen de f,, un C-module topologique
discret annulé par un idéal ouvert de C. L’hypothése que J/I? est un C-module formellement projectif entraine
alors I’existence d’une application C-linéaire continue g, : J/J2— Sa/S:"'l rendant commutatif le diagramme

RIS WA

N

J3[3%

Comme f, et g, sont continus, il y a un B>« tel que ces homomorphismes se factorisent respectivement en
7
C—>Cs LE,,
2 JuB o onii
3/3 — SB/SB — 3413

et a partir de f :xﬁ et g;B, on obtient donc canoniquement un homomorphisme de Cg-algébres

s;B(sg/:s;) —> By

qui d’ailleurs (par définition de ggg) s’annule dans la puissance (n4- 1) de I'idéal d’augmentation de S; (3‘3/3;);
passant au quotient par cette puissance (n+1)¢, on obtient ’homomorphisme v,3 cherché, compte tenu des
définitions de fy et gq; la surjectivité de v,g résulte en effet de celle des deux homomorphismes grf(v,g) et gr'(vya),
puisque cela entraine que gr(z,g) est surjectif (I'algébre gr*(E, ,) étant engendrée par gr'(E,, ) et gr!(Eq, ), et
comme les filtrations considérées sont finies, on peut appliquer Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3
du th. 1.

(it) L’hypothése que B est préadmissible signifie que ’on peut supposer tous les b, contenus dans un méme by,
dont les puissances fendent vers o. Cela entraine en particulier que le noyau de I’homomorphisme de transition
Ey n—>Eq n €gala (b + In+1)/(by + 3" F1), est nilpotent; appliquant le lemme (19.3.10.1), on voit qu’on peut
supposer f,, choisi de sorte que le diagramme

o ;fEa,n

Y By

(ou la fleche verticale est ’homomorphisme de transition) soit commutatif. L’hypothése que J/3% est un C-module
formellement projectif permet d’autre part de choisir g : 3/32—>3Y/3';+1 de sorte que le diagramme

I3 — 3,30

J/32

soit commutatif (il suffit de remarquer que 'image par (g4, #y) de 3/3* dans le module produit (Sa/SZ"' 1) X (3.(/3:)
est contenue (vu la définition de g, et de la relation B <y) dans 'image canonique Q dans ce module produit du
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module P=3Y/3$ 1 et d’appliquer la définition (19.2. 1) 4 ’homomorphisme surjectif P—>Q et & ’homomorphisme
(84> py) de J/F? dans Q). Ce choix de f,, et de g, permet alors, en construisant v5,, comme dans (i), d’obtenir en outre
la commutativité du diagramme (19.5.6.4).

Lemme (19.5.6.5). — Supposons que les A-algébres B et C soient formellement lisses et que B soit préadmissible (de sorte
qu’en vertu de (19.5.6.1), les conditions de (19.5.6.3) sont satisfaites). Pour tout systéme de deux indices o<P et d’un
homomorphisme vyg vérifiant les conditions de (19.5.6.3, (i)), il existe un indice A=@ et un A-homomorphisme d’algébres

wgy, : By, n—>Fg,n

tel que : 1° wgy) : Cp—>Cpg et gri(wgy) : I 133 >3 /3a sotent les homomorphismes de transition; 2° le composé
g pa) : Ca—>Cg Ba) 3 3 —>3p/3p 4

W, A ')a .
Ey, . -E> Fg,n —f Ey,, soit Uh phisme de transit

Appliquons le lemme (19.5.6.3, (ii)) avec y =f3, ce qui donne un 3> et un vps : F5,,—>Ep ,. Rappelons
que g3 est surjectif; d’autre part, son noyau Rt est nilpotent : en effet, 'idéal d’augmentation F+ de Fj, ,, est nilpotent
par définition, et le noyau de gr“(vas) Cs — Cp est aussi nilpotent en vertu de I’ hypothese que B est préadmissible.
On voit donc que Eg,,, s’identifie & Fg,,/®. Comme B est une A-algébre formellement lisse, le A-homomorphisme

. . . w B8
canonique pg ,:B-—>Eg ,, qui est continu, se factorise en B — Fg, — Eg ,, ol w est un A-homomor-

phisme continu. Comme Fj , est discret, il existe A>8 tel que w soit nul dans b,, donc w se factorise en

wA B8
B — B/, ﬁ Fg,n- Considérons ’homomorphisme composé w) : Bjby — Fg, _B_) Fg,n, ol ggs est 'homomor-
phisme de transition; notons que gr%(ggs) =gr%(vgs) : Cs—>Cpg est ’homomorphisme de transition; comme
le composé wggow, est I’homomorphisme canonique B/by—>B/(bg +3J7*1), cela montre que l'image de
)= (b3 +3J)/bp par w) est contenue dans I'idéal d’augmentation Fg:n, et par suite 'image par wj de
I = (b) + I 1) by =3I" 1 (bNI"+1) est nulle. Autrement dit, w), se factorise en

Wa)\
B/b;\—) B/(b}\+3"+l) = E?k,n —_—> FB:"

tel que le composé E, , —‘3—> Fg.n —-f E,,, soit 'homomorphisme de transition. Le raisonnement précédent
0|

montre aussi que gr’(wgy), qui est le composé B/(by +JI) —gr’(Fs, ) ———Ei gr’(Fg, ,), est ’homomorphisme
de transition Cj—>Cg, puisque zggow, est ’homomorphisme canonique. En outre, on a aussi grl(gps) =8gr'(zgs)
(19.5.6.3), donc le méme raisonnement prouve que gr'(wgs) est 'homomorphisme de transition.

(19.5.6.6) Démonstration de (19.5.3, (ii)). — Pour montrer que ¢, est un bimorphisme formel, nous allons
appliquer le critére de (19.1.3, (iii)). Les conditions de (19.5.6.5) étant satisfaites par hypothése, déterminons,
pour tout indice a, vyg €t wgy vérifiant les conclusions de ce lemme. L’homomorphisme

81" (vap) ¢ 81" (Fg,n) = 81" (Eq,n)

n’est autre que I’homomorphisme
Papn + Sy (3p/3p) — I+

déduit de ’homomorphisme canonique ¢, (19.5.2.1) par passage aux quotients; en effet, il résulte de (19.5.6.3)
que gr'(v,p) et grl(yyg) coincident respectivement avec PaB,0 €t Pap,15 Ct la définition de ’homomorphisme
canonique @ montre alors, par récurrence sur j<n, que gri(vyp) €t @qp,; sont égaux pour tout J. Cela étant,
comme ¢, est surjectif, c’est a fortiori un épimorphisme formel; en outre, pour j<n, I’homomorphisme composé

. L7V gri(wg;)
gl (Fy,,) —3 gri(Ey,,) —> gt/ (Fg,n)

est ’homomorphisme de transition, car c’est vrai pour j=o0 et j=1 envertude (19.5.6.5), et comme gr*(E, ,)
est engendré par gri(E, ,) cela démontre I’assertion par récurrence sur j. Composant avec I’homomorphisme de
transition grf (Fg,n) = gri(F, a,n)s on voit donc, pour j=n, que I'on a factorisé ’homomorphisme de transition
gr"(Fy,n) = 81"(Fy ) en

Par,
gr™(Fy,n) —> gr™(Ey,n) = 8r"(Fq,p)
ce qui est la condition du critére (19.1.3) pour que ¢, soit un bimorphisme formel.
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Lemme (19.5.6.7). — Supposons que B soit préadmissible, que I|J? soit un C-module formellement projectif, que C soit
une A-algébre formellement lisse et que les ¢, soient des bimorphismes formels. Alors, pour tout couple d’indices o, B tel que <P
et tout homomorphisme vyg : ¥g n—>Ey , vérifiant les conditions de (19.5.6.3, (1)), il existe un indice v =B tel que, pour tout

indice p.>=vy, il y ait un diagramme tatif de A-h rphismes
Uaa
Fﬂ,n —_— Ea,n
AN T »
AN x
E

w,n
otl Py, est ’homomorphisme de transition.

Appliquant le critére (19.1.3) a chacun des @j pour 0<j<n, onvoitquil existeunindice Y>3 et des homo-
morphismes uniquement déterminés (et surjectifs) de C,-modules

w,, : gri(Ey, ) — gri(Fg, )
tels que les composés
wl

) Pyrsi By .
gr!(Fy, ) —> gr!(Ey, ;) —> gr!(Fg, p)

soient les homomorphismes de transition (le fait qu’on puisse choisir le méme indice y pour tous les Y; résulte de
ce qu’ils sont en nombre fini). En outre, 'unicité des wz;Y prouve (puisque ¢ est un homomorphisme d’algébres
graduées) que wgy = (w{SY)OsiS » €St un homomorphisme de CY-algéI:,res graduées gr*(E, ,)—>gr*(Fg ,) =Fp 5.
En outre, comme .y, g €t Py, sont les homomorphismes identiques, wgy : Cy—> Cg et wll’i'r : SY/S:r — 39/3; sont
les homomorphismes de transition, et il en est do'nc de méme de gr¥(v,p0wgy) et degrl(vygowpy); commegrt (Ey, ,) est
engendré par gri(Ey ), on en conclut que gr/(z,gowp,y) est aussi ’homomorphisme de transition pour o<<j<n.
Appliquons maintenant a o, 3 et y le lemme (19.5.6.3, (ii)), ce qui donne le diagramme (19.5.6.4) avec 8>1¥;
puis répétons le raisonnement du début en remplagant o et B par y et 3. On obtient ainsi un indice A>3 et un
diagramme commutatif d’homomorphismes
wBY 'BaB
gr’(E'ﬁ ”) FBt'n 3 Edy’l
\\
grlpyy) s ugn Py

\
\

r* (E —> F —> E,,
g (A,n) g &n oy ¥, 1

ou les fleches verticales sont les homomorphismes de transition. Tout revient a prouver 'existence de 1’homo-
morphisme ug, laissant le diagramme commutatif, et pour cela il suffit évidemment de montrer que 'on a
Ker(vys) cKer(ggs), vys €t gps étant surjectifs. Comme wg, est surjectif, cette derniére relation équivaut a
Ker(vyg0ws)) cKer(gggowsy) = Ker(wpyo (gr( py2)))- Mais on a vu ci-dessus que gr(pyy) =gr(vygowg,) et il est clair
que Ker(v gowg)) cKer(gr(vysowsy)) = Ker(gr(pyy)) € Ker(wpyo (gr(£ya))), ce qui achéve la démonstration du

P. u
lemme, car pour tout p.>vY, il suffira de définir ug, comme le composé E, , iy Eyn —B)Y Fg,n-

(19.5.6.8) Démonstration de (19.5.3, (iii)). — Soient G une A-algébre topologique discréte, %t un idéal de
carré nul dans G, f: B—G/® un A-homomorphisme continu d’algebres. Comme G/t est discréte, il y a un indice a
tel que f s’annule dans b, ; par hypothése, il existe un entier m tel que J™cb,, donc f se factorise en

P fu,
B > Eq pn —> G/
ou ’on prend n=2m. Les hypothéses du lemme (19.5.6.3) étant satisfaites, on a tout d’abord un B>« et un
A-homomorphisme composé
%ap fa,n

(19.5.6.9) Sa,novap : Fg,n —> Eq,n —> G/

et comme Fp ,, est une Cg-algébre, donc a fortiori une C-algebre topologique (discréte), cela donne par composition
un A-homomorphisme continu 7 : C—Fp, ,—>G/®. Comme d’autre part C est une A-algébre formellement lisse,
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”
cet homomorphisme se factorise en r : C—>G—>G/®t ol 7’ est un A-homomorphisme continu, si bien que G est ainsi
muni d’une structure de C-algébre topologique (discréte). D’autre part, par composition avec ’homomorphisme
canonique

3/3*—3g/35—>Fp, n
on déduit de (19.5.6.9) un C-homomorphisme continu g : 3/J— G/%. Comme J/J? est un C-module formellement

h
projectif, g se factorise en J/I2—>G—>G/N, ou k est un C-homomorphisme continu. Comme G est discret, il existe
un indice y>f tel que I'image par & de ((b,N3J)+I?)/I* soit nulle, ainsi que 'image par r" de (b,+3J)/3, de
sorte que % se factorise en

B
2
3/32—>3Y/SY—>G
ol /” est un C,-homomorphisme. Par prolongement, on déduit donc de 4" un homomorphisme de C.-algébres

w: Sg 34/ —>G

et par construction, tout élément de degré m a pour image par w un élément de i, donc tout élément de degré n =2m
a une image nulle, puisque %2 =o0; autrement dit, w se factorise en

. 2 w"Y
SCY (SY/SY) —F, ,—G.

q )
Appliquons maintenant & v,y : F.fm—gg FB,”-iis E,,»n lelemme (19.5.6.7), dont les hypothéses sont vérifiées; il existe
donc un 3>y et un homomorphisme uyg : E5 ,—>Fy,, tel que le composé v,y 0 tiyg s0it ’homomorphisme de tran-

sition pug5 : Eg, u—>Eq,». On obtient donc finalement un diagramme commutatif de A-homomorphismes continus
a8+ 8,n o« n

I,
Eyn —> G

vy
Fg.n
By
B —> E;, — F,, — G
Ps Uys wy

'I
et le composé f’:B—>G des homomorphismes de la ligne inférieure est donc tel que f se factorise en B—>G—G/®,
ce qui prouve que B est une A-algébre formellement lisse.
La démonstration du th. (19.5.3) est ainsi achevée.

Corollaire (19.5.7). — Sotent A un anneau topologique, B une A-algébre topologique,
(b,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts dans B, Jun idéal de B, C=B|J la A-algébre topolo-
gique quotient. On pose C,=B[(b, +I). Onsuppose que : 1° pour tout n, la topologie induite sur J*
par celle de B est aussi la topologie du B-module 3" déduite de la topologie de B (19.0.2) (cette condi-
tion sera remplie en particulier si B est noethérien et sa topologie préadique (0;,7.3.2));
20 C est une A-algébre formellement lisse. Sous ces conditions :

(1) Si B est une A-algébre formellement lisse, alors, pour tout A, (J/I*)®;C, est un
C,-module projectif.

(i1) 7 B est une A-algébre formellement lisse et un anneau préadmissible, alors pour tout X,
!’ homomorphisme canonique

(19.5.7.1) P=09%®Ig, : SEA((S/:)Q)@CCA) — gr(B)®:Cy
est bijectif.

195



100 A. GROTHENDIECK Chap. o

xXn

(iii) Réciproquement, supposons que B soit préadmissible, que la suite (J") tende vers o,
et que, pour tout %, (J[J)®C, soit un C,-module projectif et I’homomorphisme (19.5.4.1)
sout bijectif. Alors B est une A-algébre formellement lisse.

En effet, la topologie de J/3? et celle des S%(J/J?) sont alors aussi déduites de celle
de B (19.5.1); les conclusions sont alors des conséquences immédiates de (19.5.3) et
des critéres de (19.1.4) et (19.2.4) spéciaux a ce type de topologies.

Remarque (19.5.8). — Supposons que J/J? soit un C-module de type fini et que,
pour la topologie quotient de celle de B, C soit un anneau de Zariski; soit tr un idéal de
définition de C, de sorte que les t" forment un syst¢me fondamental de voisinages de o
dans C. Alors les conclusions de (i) et (ii) dans (19.5.7) peuvent étre remplacées par
les suivantes :

(i) J/3? est un C-module projectif.

(ii’) L’homomorphisme canonique ¢ : 8;(J/J?) —-gry(B) est bijectif.

En effet, il est clair que (i’) entraine la conclusion de (i) dans (19.5.7). Inver-
sement, si  (J/I?)®.C, est un C,-module projectif pour tout A, alors (J/I2)®.(C/r")
est un (G/r")-module projectif (donc plat) pour tout zn; on en conclut que J/3J?
est un C-module plat (0, 10.2.2), donc projectif puisqu’il est de présentation
finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n°® 2, cor. 2 du th. 1). D’autre part,
les C-modules S§(J/J?) et gri(B) sont de type fini, et on sait que lorsque C est
un anneau de Zariski, il revient au méme de dire alors que ¢, est bijectif ou que ¢,
est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 5, prop. 9), donc (ii) est équi-
valent a (ii’).

19.6. Cas des algébres sur un corps.

Théoréme (19.6.1) (Cohen). — Soient k un corps, K une extension de k, k et K étant
munis des topologies discrétes. Pour que K soit une k-algébre formellement lisse, il faut et il suffit
que K soit une extension séparable de k.

La nécessité de la condition sera établie en (19.6.5.1) (et naturellement ne sera
pas utilisée jusque-12); nous nous bornerons ici & prouver que la condition est suffisante.
Distinguons deux cas :

I. — K est une extension séparable de type fini de k. On sait alors (Bourbaki, Alg.,
chap. V, § 9, n° 3, th. 2) qu’il existe une sous-extension pure K'=k(T;, ..., T,) deK
telle que K soit une extension algébrique finie séparable de K’'. Compte tenu de (19.3.5,
(i1)), on peut donc se borner, soit au cas ot K=K’, soit au cas oit K est algébrique
fini sur £. Dans le premier cas, on sait que A=k[T,, ..., T,] est une k-algébre formelle-
ment lisse (19.3.3), donc il en est de méme de k(Ty, ..., T,)=S"'A, ot S=A—{o}
(19.3.5, (iv)). Dans le second cas, tous les groupes de cohomologie de Hochschild Hj(K, L)
pour un (K, K)-bimodule quelconque L, sont nuls : en effet, si 'on considére la k-algebre
produit tensoriel C=K®,K, L est un C-module a gauche et le groupe de cohomo-
logie H%(K, L) est égal a Extj(K, L), ou K est aussi considéré comme (K, K)-bimodule,
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donc comme C-module a gauche (M, IX, 4). Or, comme K est une extension finie
séparable de £, on sait que K®,K est composée directe d’extensions de %, dont I'une
est K lui-méme (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 3); cela entraine donc que K
est un C-module projectif, d’ot notre assertion. Toute k-extension de K de noyau L est
donc k-triviale, et a fortiori les k-extensions commutatives le sont, d’ot le théoréme dans
ce cas (19.4.4).

II. — Cas général. — Avec les notations de (18.4.5), il s’agit de prouver que
Homy(H,(P)), L)=o0 pour tout K-espace vectoriel L, ce qui signifie évidemment que
H,(P!)=o0. Si K est réunion d’une famille filtrante de sous-extensions K® de £, P/ est
limite inductive des complexes correspondants P.®, puisque le foncteur _lg)n commute
au produit tensoriel dans la catégorie des £-modules; par I’exactitude du foncteur h_r)n
dans cette catégorie, on a donc H,(P)) =li_n>1 H,(P:®). Comme I’hypothése que K est
séparable entraine qu’il en est de méme de toute sous-extension de K et que K est
réunion des sous-extensions de type fini, la premiére partie de la démonstration entraine
bien que K est une k-algébre formellement lisse. CG.Q .F.D.

Corollaire (19.6.2). — Soient A un anneau local séparé et complet, K son corps résiduel,
k un sous-corps de K tel que K soit une extension séparable de k. Alors il existe un sous-corps K’
de A contenant k, tel que la restriction @ K' de I’ homomorphisme canonique A—K soit un isomor-
phisme de K' sur K. )

Soit m 'idéal maximal de A. En vertu de I’hypothése et de (19.6.1), K est une
k-algébre formellement lisse; appliquant (19.3.10) en remplacant C par A et J par m,
on voit que I’automorphisme identique de K=A/m se factoriseen K->A—>A/m, oluest
un k-homomorphisme, donc nécessairement un k-isomorphisme de K sur un sous-corps K’
contenant £.

Corollaire (19.6.3). — Soient A un anneau local noethérien complet, m son idéal maximal,
k son corps résiduel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A contient un sous-corps.

b) Si p est la caractéristique de k, on a pA=o.

c) 1l existe un corps K tel que A soit isomorphe & un anneau quotient d’un anneau de séries
Sormelles B=K[[Ty, ..., T,]].

Lorsqu’il en est ainsi, on peut supposer que A est isomorphe & B[b, ot b est contenu dans le
carré de I’idéal maximal de B.

Il est immédiat que ¢) implique a), car A est £ 0 puisque c’est un anneau local;
comme K est un corps et que I’homomorphisme composé K3B->A (ol ¢ est 'injection
canonique) n’est pas nul, il est injectif. Pour voir que @) entraine &), il suffit de remarquer
que si K est un sous-corps de A, K est isomorphe a un sous-corps de k£ et a par suite
méme caractéristique p; comme p.1=o0 dans K, donc dans A, on a pA=o. Récipro-

quement, ) entraine a), car le composé des homomorphismes canoniques Z5Ak
a pour noyau pZ, et 'on a j(pZ)=o, donc Ker(j)=pZ et A contient un anneau A’
isomorphe a Z/pZ et ne rencontrant pas m; si p>o, A’ est un corps; sinon, tout
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élément de A’ étant inversible dans A, le corps des fractions de A’ (isomorphe 4 Q)
est aussi contenu dans A.

Prouvons enfin que a) entraine ¢); la condition a) entraine que A contient un
sous-corps premier ky, isomorphe au sous-corps premier de %, et dont £ est par suite
extension séparable. Appliquant (19.6.2), on voit d’abord qu’il existe un isomorphisme f
de £ sur un sous-corps K de A. D’autre part, soit (x;); <;<, un systtme d’éléments de m
tel que les classes mod. m? des x; forment une base (sur £) de m/m?% Puisque A est complet,
il y a alors un homomorphisme continu d’anneaux u: k[[T,, ..., T,]]>A tel que u
soit égal a f dans k£ et que u(T,)=x; pour tout i et cet homomorphisme est surjectif
en vertu du choix des x; (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° g, prop. 11).

Théoréme (19.6.4). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne, m son idéal
maximal, K=A[m son corps résiduel, A étant muni de la topologie m-préadique. On suppose
que K soit une extension séparable de k. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est une k-algébre formellement lisse.

b) Le complété A de A est k-isomorphe & un anneau de séries formelles K[[Ty, ..., T,]]
(dont la structure de k-algébre est définie par ’homomorphisme composé

FEKSK[T, ..., T,1],

ol ¢ est I'injection canonique et ¢ I’homomorphisme définissant la structure d’extension
de K).

b') A est un anneau isomorphe & un anneau de séries formelles K[[Ty, ..., T,]].

c) A est un anneau local régulier.

Le fait que a) entraine 4) est le cas particulier de ((19.5.4), équivalence dea) etc)),
appliqué en y remplagant A par £, B par A et  par m, compte tenu de (19.6.1). Il est
clair que b) entraine b’) et ') entraine ¢) par (17.1.1). Enfin si ¢) est vérifiée, il résulte
de (17.1.1,a)) et de ((19.5.4), équivalence de b) et a)), appliqué & K=A/m
remplacant C, que A est une k-algébre formellement lisse.

Corollaire (19.6.5). — Sotent k un corps, A une k-algébre locale noethérienne, m son idéal
maximal, A étant muni de la topologie m-préadique. Supposons que A soit une k-algébre formellement
lisse; alors A est géométriquement régulier sur k, autrement dit (cf. IV, 6.7.6), pour toute extension
finte k' de k, Panneau semi-local A'= A®,k' est régulier (17.3.6). En outre, si K est le corps
résiduel de A, A est isomorphe & un anneau de séries formelles K[[Ty, ..., T,]1.

Comme A'=A®, k', il résulte de (19.3.6) et de (17.1.5) (appliqué aux anneaux
locaux en les idéaux maximaux de A’) qu’on peut se borner au cas ot A est complet;
alors A’ est une k’-algébre formellement lisse (19.3.5, (iii)) et par ailleurs est composée
directe de k’-algebres locales, qui sont aussi formellement lisses (19.3.5, (v)). On est
donc ramené & prouver que A est régulier. Soit k, le sous-corps premier de k; comme &
est une extension séparable de k,, c’est une kj -algebre formellement lisse (19.6.1) et
en vertu de ’hypothése, il en est de méme de A (19.3.5, (ii)). Comme le corps résiduel K
de A est une extension séparable de k,, on peut alors appliquer (19.6.4) a A et k),
d’ou la conclusion.
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Corollaire (19.6.5.x). — Soient A un anneau local noethérien, k un sous-corps de A tel
que A soit une k-algebre formellement lisse (pour sa topologie préadique). Alors tout corps K tel
que kCKCA est une extension séparable de k.

En effet, pour toute extension finie £’ de £, ’anneau K®, k' s’identifie & un
sous-anneau de A’'=A®,k’; comme A’ est un anneau régulier, il est réduit, donc il en est
de méme de K, ce qui prouve que K est une extension séparable de k£ (Bourbaki, Alg.,
chap. VIII, § 7, n° 3, th. 1).

On notera que cela démontre que la condition de I’énoncé de (19.6.1) est
nécessaire.

Remarque (19.6.5.2). — Si K est une extension non séparable de k, Panneau de
séries formelles K[[T,, ..., T,]] n’est donc pas une k-algeébre formellement lisse (pour la
structure de £-algébre usuelle rappelée dans (19.6.4)). D’autre part, il y a des k-algébres
formellement lisses A qui sont des anneaux locaux noethériens complets dont le corps
résiduel K est une extension non séparable de £ (par exemple les complétés des localisés de
B=k[T,, ..., T,] en des idéaux maximaux n tels que B/n soit une extension algébrique
finie non séparable de £); un tel anneau ne peut donc étre k-isomorphe & K[[Ty, ..., T,]]
bien qu’il lui soit isomorphe en vertu de (19.6.5).

On peut dans certains cas préciser le corollaire (19.6.5) :

Proposition (19.6.6). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne, m son
idéal maximal, A étant muni de la topologie m-préadique. Supposons que le corps résiduel K=A[m
de A soit tel qu’il existe une extension radicielle finie ky de k pour laquelle le corps résiduel de I’ anneau
local K®k, soit une extension séparable de k, (nous exprimerons plus tard cette propriété
en disant que K est de multiplicité radicielle finie sur k (IV, 4.7.4) et nous verrons que
cette condition est toujours satisfaite lorsque K est une extension de type fini de k). Alors
les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) A est une k-algébre formellement lisse.

b) Il existe une extension radicielle finie k' de k telle que A®, k' soit k'-isomorphe & une
algébre de séries formelles K'[[Ty, ..., T,]], o K’ est une extension séparable de k'.

b’) Il existe une extension finie k' de k telle que I’anneau semi-local A®,k' ait au moins
un anneau local composant qui soit k'-isomorphe a une algébre de séries formelles K'[[Ty, ..., T]],
o K’ est une extension séparable de k'.

c) A est gbométriquement régulier sur k (19.6.5).

Notons d’abord que si &’ est une extension radicielle de %, il n’y a qu’un seul
idéal de A’'=A®,k' au-dessus de m, formé des éléments dont une puissance p'-iéme
(p exposant caractéristique de k) est dans m pour un /£ convenable (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 2, n° g, lemme 4); A’ est donc un anneau local, et il en est de méme de
K®,k'= (A® k') [(m®,k’) ; enoutre les corps résiduels de ces deux anneaux sont identiques.
Rappelons d’autre part que si K est une extension séparable de %, alors, pour toute
extension finie £’ de k£, K®,k" est composé direct de corps (Bourbaki, 4lg., chap. VIII,
§ 7, n° g, cor. 1 du th. 1), et par suite mM®, k" est le radical de A®k", et les corps
composants de K®, k" sont les corps résiduels aux idéaux maximaux de A®,k"; en
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outre, ces corps sont des extensions séparables de £"’ puisque pour toute extension &,
de £, K®k=(K®L")®, .k est sans radical (loc. ¢it., th. 1). Si 'on applique ces
remarques au corps K de multiplicité radicielle finie sur £, on voit que pour toute extension
finie £ de ky, (K®,k'"),q est séparable sur £”.

Passons a la démonstration de (19.6.6). Il est trivial que 4) implique 4’). Montrons
que b’) entraine a). Sil’on pose B'=K'[[T;, ..., T,]], 'hypothése que K’ est séparable
sur £’ entraine, par les remarques du début, que pour toute extension finie £’ de &',
les composants de I’anneau semi-local complet B'®, k"’ (égal & I’anneau de séries
formelles (K'®,.k")[[Ty, ..., T,]]) sont les anneaux K;'[[Ty, ..., T,]], ou les K]’ sont
les corps composants de K'®,,k"". Comme les composants locaux de B’'®,, k"’ sont aussi
des composants locaux de A® k"= (A@kk’)@)k,k”, on voit que I’hypothése 4’) est encore
vérifiée lorsqu’on remplace £’ par une quelconque de ses extensions finies. En particulier,
on peut supposer que k' est quasi-galoisienne, donc extension galoisienne d’une extension
radicielle £, de k; A’=A®, k' peut alors s’écrire Ag®k', ol A}=A®,k, est un anneau
local complet. On sait alors (Bourbaki, 4lg., chap. VIII, § 8, prop. 4) que A’ est composé
direct d’anneaux locaux isomorphes @ A, en tant que kg-algébres. Or, un de ces anneaux
est par hypothése £’-isomorphe a un anneau de séries formelles K'[[T,, ..., T,]], ou K’
est une extension séparable de £’, donc aussi une extension séparable de k;; compte tenu
de (19.6.4), A, est donc une kg -algébre formellement lisse. Mais comme k; est un k-module
fideélement plat, projectif et de type fini, on conclut de (19.4.%) que A est une k-algebre
formellement lisse.

On a déjavu (19.6.5) que a) implique ¢) ; il reste donc a vérifier que ¢) implique b).
Or, si ¢) est vérifié, alors, pour toute extension radicielle finie £’ de £ contenant £,
A®,k" est un anneau local régulier, dont le corps résiduel K’ est une extension séparable
de k'; il résulte donc de (19.6.4) que son complété A®, k" est k’-isomorphe 2 un anneau
de séries formelles K'[[Ty, ..., T,]].

Remarques (19.6.7). — (i) On notera que I’hypothése que K est de multiplicité
radicielle finie sur £ n’a été utilisée que dans la démonstration de ’implication 4’) = a).

(ii) Nous prouverons plus tard (22.5.8) que a) et ¢) sont équivalentes, sans
hypothése sur Pextension K de k.

19.7. Cas des homomorphismes locaux; théorémes d’existence et d’unicité.

Dans ce numéro, lorsqu’un anneau semi-local est considéré comme un anneau
topologique, il est toujours sous-entendu qu’il s’agit de sa topologie r-préadique, o1 t est son
radical. Tout homomorphisme local d’anneaux locaux est donc automatiquement continu.

Théoréme (19.7.x). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m, n leurs idéaux
maximaux respectifs, k=Alm le corps résiduel de A; on suppose A et B munis respectivement des
topologies m-préadique et n-préadique. Soit ¢ : A—B un homomorphisme local, et posons B,=B®, k.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse.
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b) B est un A-module plat et By=B|mB (muni de la topologie quotient) est une k-algébre
Jformellement lisse.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

(x9.7.1.1) Démontrons d’abord que 5) entraine a); nous allons appliquer le
critere (19.4.7), avec JI=m; en vertu de la seconde hypothése dans b), tout revient
a montrer que B est un A-module formellement projectif. L’hypothése entraine que pour
tout £>o, B/m"B est un (A/m")-module plat (O, 10.2.1); comme les m* forment
un systéme fondamental de voisinages de o dans A et que (B/m"B)®, 1k =B,, on peut
remplacer A et B par A/m" et B/m"B respectivement, et par suite supposer A artinien
(donc discret). Comme B, est une k-algébre formellement lisse, c’est un anneau
régulier (19.6.5); soit (x{);<;<, un systéme régulier de paramétres pour B, (17.1.6),
et pour tout i, soit x;eB tel que a? soit son image dans B,=B/mB; comme les x°

n

engendrent I'idéal maximal ny=n/mB de B, les idéaux £,= 2 (+?)"B, (pour m>o)
i=1

forment un systéme fondamental de voisinages de o dans By, car £, est évidemment
n

contenu dans n%, et d’autre part contient n?". Posons J,= 2 #™B pour tout m>o;
i=1

il est clair que 1= J; +mB; comme il existe un >0 tel que m"=o0, ona n"CJr*Cn™ "
pour m>h, et comme on a vu que J,23,"™, on voit que les J,, forment un systéme
fondamental de voisinages de o dans B. Tout revient par suite a prouver que les B/ J™
sont des A-modules libres, et il revient au méme de voir que ce sont des A-modules plats
Oy, 10.1.3). Or, hypothése que (x9) est une suite By-réguliere d’éléments de 1'idéal
maximal de B, entraine la méme propriété pour la suite des (x})™ (1<i<n) pour tout m>o
(15.1.20); la conclusion résulte donc de (15.1.16, b) et ¢)).

Lemme (19.7.1.2). — Sotent A un anneau topologique, B, C deux A-algébres topologiques
qui sont des anneaux locaux noethériens. On suppose en outre que G est complet et que le corps résiduel
B/m de B est un A-module de type fini. Soit E le produit tensoriel complété B®,C. Alors :

(i) E est un anneau semi-local noethérien complet.

(i) L’idéal mE est contenu dans le radical de E, et pour tout h>o, E[mPE est isomorphe
a (B/m"®,C.

(iii) 87 C est un A-module plat, E est un B-module plat.

Par définition, E est le séparé complété du produit tensoriel B®,C pour la topo-
logie définie par les idéaux Im(m‘®,C)+ImB®,n) (0,,7.7.5). Si Pon pose
t=Im(m®,C) +Im(B®,n), on a r**CIm(m‘®,C)+Im(B®,n’)Cr’, donc E est aussi
le séparé complété de B®,C pour la topologie r-préadique. Par hypotheése,
(B®,C)/r= (B/m)®, (C/n) est un (C/n)-module de type fini, donc un anneau artinien;
en outre, r/r?, étant un quotient de ((m/m?)®,C)® (B®, (n/n?)), est un (B, C)-module
de type fini; appliquant (0;, 7.2.11), on voit donc que E est un anneau noethérien; en
outre, E/tE, isomorphe & (B®,C)/r, étant artinien, E est semi-local. Notons maintenant
que E, qui est isomorphe a LiE((B/m‘) ®, (C/n?)), est aussi isomorphe, par le théoréme

%)
de la double limite projective, a @(@((B/m‘)@A(C/nf))); mais LE((B/m‘)@A(C/nf))
t ] )
201
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est le séparé complété de (B/m')®,C, et comme C est complet, ce n’est autre que
(B/m")®,C lui-méme, B/m' étant un A-module de type fini puisque m/m’ est un
(B/m)-module de type fini (0;,7.3.6). On a donc E=l<i£n_((B/mi)®AC). Pour tout

entier h>o, m"E, étant un idéal de E, est fermé dans E (0, 7.3.5), donc complet, et
d’autre part il est évidemment dense dans LiE(Im(mh/mh +1)®,C)), donc égal a cette

3

derniére limite projective. En outre, tous les systémes projectifs considérés sont définis
par des homomorphismes surjectifs; il résulte donc de (O, 13.2.2) que E/m"E est
isomorphe 2 (B/m")®, C= (B®,C)/Im(m*®,C). En particulier comme Im(m®,C)Cr,
cela montre que mE est contenu dans tE, donc dans le radical de E. Enfin, I’hypotheése
que C est un A-module plat entraine que (B/m")®,C=E/m"E est un (B/m")-module
plat pour tout £>o0 : comme B et E sont noethériens et que mE est contenu dans le
radical de E, il résulte de (0, 10.2.2) que E est un B-module plat.

Lemme (19.7.1.3). — Sotent A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k son
corps résiduel, B, une k-algébre; on suppose que By est un anneau local noethérien, complet et régulier.
Alors il existe une A-algébre topologique B qui est un anneau local noethérien complet, un A-module
plat, et tel que B, soit k-isomorphe & B®,k=B/mB.

Comme A est plat sur A et a méme corps résiduel, on peut se borner au cas o A
est complet.

Soit K le corps résiduel de By, et distinguons deux cas :

I) K est une extension séparable de k. En vertu de (19.6.4), B, est k-isomorphe
a un anneau de séries formelles K[[Ty, ..., T,]]. Lorsque B,=K, le lemme a déja
été démontré (0, 10.3.1); soit C un anneau local noethérien complet qui est un
A-module plat et tel que C®,k soit isomorphe & K. Pour n>1, il suffit de prendre
(avec la notation précédente) B=C[[T,, ..., T, ]]; on sait en effet (Bourbaki, Alg.
comm., chap. III, § 3, n° 4, cor. 3 du th. 1) que B est un C-module plat, donc aussi un
A-module plat, et d’autre part, il est immédiat que C[[T,, ..., T,]]®,k est isomorphe
a (CmQO)[[T,, ..., T,]]=B,.

IT) K est de caractéristique p>o, et par suite il en est de méme de k. Notons P le
corps premier F,, et W(P) anneau local complet des nombres p-adiques Z,, qui est
un anneau de valuation discréte (donc régulier), et a P pour corps résiduel. Montrons
d’abord qu’il existe un homomorphisme continu d’anneaux W(P)—A faisant donc
de A une W(P)-algébre topologique. En effet, si j: Z—>A est P’homomorphisme canonique,
ona j(pZ)Cm parhypothése,d’ott j~'(m)=pZ, et par suite j se factorise en Z—»ZPZ—I>A,
ol f est un homomorphisme local, donc continu, qui (puisque A est complet) se prolonge
par continuité en I’homomorphisme W(P)—A cherché.

Comme £ est extension séparable de P, le cas I) montre qu’il y a un homomor-
phisme local W(P)—>W(k), ot W(k) est un anneau local noethérien complet et un
W(P)-module plat, tel que W(k)®wp P soit isomorphe & £. D’ailleurs, comme l'unifor-
misante p de W(P) est un élément W(k)-régulier par platitude (0;, 6.3.4) et comme
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W(k)[pW (k) =k, pW (k) est I'idéal maximal de W(k), ce qui entraine que ce dernier
anneau est un anneau de valuation discréte complet (Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § g, n° 5,
prop. 9). Par (19.7.1.1) on voit en outre (puisque % est séparable sur P, donc une
P-algebre formellement lisse (19.6.1)) que W(k) est une W(P)-algebre formellement lisse.
Le W(P)-homomorphisme continu W(k) -~ se factorise donc en W(k) >A—k (19.3.11),
ce qui permet de considérer A comme une W(k)-algébre topologique. Appliquant main-
tenant le cas I) & B, considéré comme P-algebre et & W(P), on voit qu’il existe une
W(P)-algebre By qui est un anneau local noethérien complet, un W(P)-module plat,
et telle que Bp®yp P soit P-isomorphe a B,. Utilisant de nouveau le fait que W(k)
est une W(P)-algebre formellement lisse, on voit par (19.3.11) que ’homomorphisme
composé W (k) —k—B, sefactorise en W(k)—>B,—B,; enoutre, comme k= W(k)/pW (k),
on a Bp®y;k=Bp/pBp=By®ypP=B,. Montrons que By est un W(k)-module plat;
comme W(k) est un anneau de valuation discréte dont p est I'uniformisante, il suffit de
vérifier que B, est un W(k)-module sans torsion (0, 6.3.4), ou encore que p est un
élément Bp-régulier, ce qui résulte de ce que B, est un W(P)-module plat (0;,6.3.4).
Posons maintenant ~
B=Bp®OypyA

et notons que le corps résiduel de A étant égal a celui de W(k), est a fortiori un W (k)-
module de type fini. Il résulte donc tout d’abord de (19.7.1.2) que B est un anneau
semi-local noethérien complet, mB étant contenu dans le radical de B; en outre B/mB
est k-isomorphe & Bp®y; k=B, donc B est en fait un anneau local. Comme B, est un
W(k)-module plat, (19.7.1.2) montre enfin que B est un A-module plat. C.Q .F.D.

Lemme (19.7.1.4). Soient A un anneau, [ un idéal de A, M, N deux A-modules
séparés pour la topologie J-préadique. On suppose en outre que N est complet pour la topologie
S-préadique et que M soit un A-module plat. Soit u:N—->M un A-homomorphisme; si
u®1 : N®, (A/J) - M®, (A]J) est bijectif, alors u est bijectif.

Les modules gradués associés étant pris relatifs aux filtrations J-préadiques, il

résulte des hypothéses sur M et N relativement aux topologies J-préadiques qu’il suffit
de prouver que gr(u) :gr,(N)—>gr (M) est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 8, cor. g du th. 1). Or, on a un diagramme commutatif

To(u)® 1
gro(N)®,,gr,(A) == gre(M)®,,gr,(A)
PN Pum
gr.(N) gr.(M)

gr(u)
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ou Ag=A/J=2gry(A), et oy et ¢y sont les applications canoniques (0, 10.1.1.2).
Par hypothése, gry(u) est bijectif ainsi que @y (Op;, 10.2.1), et ¢y est surjectif; on en
déduit d’abord que gry(u)®@ 1" est bijectif, puis que ¢y est injectif, donc bijectif, et enfin
que gr(u) est bijectif.

Lemme (19.7.1.5). — Soient A un anneau noethérien, J un idéal de A, B, B’ deux
A-algébres qui sont des anneaux locaux noethériens, les homomorphismes A—B, A—>B’ étant continus
pour la topologie J-préadique sur A. On suppose que : 1° B et B’ sont complets pour les topologies
J-préadiques; 2° B est une A-algeébre formellement lisse; 3° B’ est un A-module plat. Posons
Ay=AlJ, et soit uy:B®, Ay — B ®,A, un Ay-isomorphisme; alors il existe un A-isomorphisme
u:B—>B' tel que uy=u®1 (ce qui entraine que B’ est une A-algébre formellement lisse et B
un A-module plat).

Posons By=B®, A,, B)=B'®,A,. Notons que si m et m’ sont les idéaux maximaux
de B et B’, les topologies J-préadiques sur B et B’ sont séparées puisque JIBcm et
3B’cm’; en outre, comme JIB’ est fermé dans B’ pour la topologie J-préadique,
I’homomorphisme composé B —>B0ﬁ>B(’), qui est continu pour les topologies J-préadiques,
se factorise en B—“>B’—>B('), ol u est un A-homomorphisme continu (19.3.10). On a
évidemment u,=u®1, et I’hypothése que u, est bijectif entraine qu’il en est de méme
de u en vertu de (19.7.1.4).

(x9.7.x.6) Fin de la démonstration. — Pour achever de prouver (19.7.1), il faut
montrer que a) entraine 5); on sait déja que a) entraine que B, est une k-algebre formel-
lement lisse (19.3.5, (ili)), donc tout revient a prouver que B est un A-module plat.
Il revient au méme d’établir que B est un A-module plat (Bourbaki, Alg. comm., chap. 111,
§ 5, n° 4, prop. 4), et ’on sait que B est une A-algébre formellement lisse (19.3.6); on
peut donc se borner au cas ou A et B sont complets. Comme By, est une k-algebre formel-
lement lisse, c’est un anneau régulier (19.6.5) et complet (0, 6.3.5); appliquant
(19.7.1.3), on voit qu’il existe une A-algébre B’ qui est un anneau local noethérien
complet et un A-module plat, un homomorphisme local A—B’ et un k-isomorphisme
B,>3B,=B'®,k. Il suffit alors d’appliquer (19.7.1.5) en prenant pour J lidéal
maximal de A, pour obtenir que B est A-isomorphe a B’, donc est un A-module
plat. C.Q.F.D.

Théoréme (19.7.2). — Soient A un anneau local noethérien, J un idéal contenu dans
Uidéal maximal de A, Ag=A|J, B, un anncau local noethérien complet, Ag—B, un homomorphisme
local faisant de B, une Ag-algébre formellement lisse. Alors il existe un anneau local noethérien
complet B, un homomorphisme local A —B faisant de B un A-module plat, et un Agy-isomorphisme
u:B®,A;IB,. Si (B, u') est un couple satisfaisant aux mémes conditions que (B, u), il existe
un A-isomorphisme v :BB’ rendant commutatif le diagramme

BO,A, s B'®,A,

X f/
u '

B,
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Soit m I'idéal maximal de A, de sorte que ny=m/J est 'idéal maximal de A,,
A et Ay ayant le méme corps résiduel £. Posons By,=B,®, k; comme By, est une k-algébre
formellement lisse (19.3.5, (iii)), c’est un anneau local régulier (19.6.5); en appli-
quant (19.7.1.3), on voit qu’il existe une A-algébre topologique B qui est un anneau
local noethérien complet, un A-module plat, et pour laquelle on a un k-isomorphisme
g : B®, kS Byy. Notons qu’en vertu de (19.7.1), B est une A-algébre formellement lisse,
donc B®,A;=B/JIB est une Aj-algébre formellement lisse (19.3.5, (iii)) et un anneau
local noethérien complet; en outre, By est un Ag-module plat en vertu de I’hypothése
et de (19.7.1); comme on a un £-isomorphisme 1, : B®, k= (B®, A()®, kS B\®,k = By,,
on déduit de (19.7.1.5), appliqué en y remplagant A par A, et J par m,, qu’il existe
un Ag-isomorphisme u:B®,A;SB; tel que #p=u®1. Quant a P’assertion d’unicité,
notons que les idéaux J'B (resp. J"B’) sont fermés dans B (resp. B’) (0, 7.3.5), donc B
et B’ sont séparés et complets pour les topologies J-préadiques (Bourbaki, Top. gén.,
chap. III, g¢ éd., § 3, n° 5, cor. 2 de la prop. g); on a par hypothése un Ag-isomorphisme
2o : BO,ASB'®,A, tel que u'oyy=u; comme B est une A-algébre formellement lisse
et B’ un A-module plat, on peut appliquer (19.7.1.5), d’ou I’existence du A-isomor-
phisme v répondant a la question.

Remarques (19.7.3). — (i) On notera que l'assertion d’unicité dans (19.7.2) est
encore valable si ’on suppose seulement que B et B’ sont complets pour les topologies
J-préadiques. Nous ignorons si 'on peut améliorer de méme ’assertion d’existence,
autrement dit si I’on peut se dispenser de supposer ’anneau local B, complet (pour sa topo-
logie ny-préadique, en désignant par 1, son idéal maximal) en exigeant seulement que B
soit complet pour la topologie J-préadique. Lorsque A, est complet pour la topologie m-préa-
dique, on peut voir que ce probléme revient au suivant : si B, est un anneau local
noethérien régulier (non nécessairement complet) contenant le corps premier F,=Z[pZ,
existe-t-il pour tout n>1 une (Z/p"Z)-algebre plate B telle que B/pB soit isomorphe a B, ?

(ii) On notera qu’en général, ’isomorphisme » dont I’existence est affirmée dans
(19.7.2) n'est pas unique (cf. (19.8.7%)).

19.8. Algébres de Cohen et p-anneaux de Cohen; application a la structure
des anneaux locaux complets.

Les résultats de cette section sont des applications immédiates des théorémes
de (19.7), mais méritent d’étre explicités en raison de leur importance pratique.

Définition (19.8.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m idéal maximal
de A, k=A|m son corps résiduel, ¢ : A—~B un homomorphisme local, faisant de B une A-algebre.
On dit que B est une A-algébre de Cohen si elle vérifie les conditions suivantes :

(1) B est un anneau complet.

(i1) B est un A-module plat.

(ili) B®k est un corps (autrement dit, mB est ’idéal maximal de B) qui est une
extension séparable de k.
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Théoréme (19.8.2). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel.

(i) Si B est une A-algébre de Cohen, B est une A-algébre formellement lisse. Pour tout anneau
local noethérien complet C, tout homomorphisme local A ~>C. et tout idéal [+ C dans C, tout
A-homomorphisme B—C|J se factorise donc en B>C —C[J, ou v est un A-homomorphisme
(nécessairement local).

(ii) Pour tout corps K, extension séparable de k, il existe une A-algébre de Cohen B telle
que B®,k soit k-isomorphe & K, et une telle A-algébre est unique & isomorphisme prés.

Comme K est une k-algébre formellement lisse (19.6.1), I'assertion (i) résulte
de (19.7.1). Pour prouver (ii), on peut se borner au cas ou A est complet, car il revient
au méme de dire que B est un A-module plat ou un A-module plat Oy, 10.2.3), On
a mB=mAB et k est le corps résiduel de A. Il suffit alors d’appliquer (19.7.2) en prenant
J=m et B,=K (et utilisant (19.6.1)).

Définition (19.8.3). — On appelle anneau local premier un anneau local de la forme Z4,
o pZ est un idéal premier de Z. On appelle anneau local complet premier le complété d’un anneau
local premier.

Les anneaux locaux premiers sont donc de deux sortes :

1° Ceux qui correspondent aux idéaux maximaux pZ ol p=+o0 est un nombre
premier; Z ; est un anneau de valuation discréte, dont le complété est anneau des entiers
p-adiques noté d’ordinaire Z, (*).

2° Pour I'idéal premier pZ=(0), Z, est le corps des nombres rationnels Q,
identique a son complété (la topologie étant naturellement la topologie d’anneau local
noethérien, donc ici la topologie discréte).

La terminologie de (19.8.3), analogue a celle des « corps premiers », se justifie
de la méme maniére : pour tout anneau local A, considérons ’homomorphisme canonique
9 : Z—>A, et soit pZ 'image réciproque par cet homomorphisme de 'idéal maximal m
de A; pZ est un idéal premier de Z et I’homomorphisme précédent se factorise donc en

Z»ZPZLA; d’ailleurs, comme ¢ est 'unigue homomorphisme de Z dans A, p et ¢ sont
déterminés de fagon unique. Autrement dit, pour tout anneau local A, il y a un unique
homomorphisme ¢ : P—>A, ol P est un anneau local premier; si en outre A est séparé et
complet, on peut prolonger par complétion cet homomorphisme, et il y a donc un unique
homomorphisme ([;:IA’—>A, ou P est un anneau local complet premier. D’ailleurs, par
passage aux quotients, ¢ donne un homomorphisme du corps résiduel F, si p>o (resp. Q
si p=o0) dans le corps résiduel k£ de A, et p est donc la caractéristique de k.

Si on prend en particulier pour A un anneau local premier (resp. complet
premier), on voit qu’il n’existe dans un tel anneau qu’un seul endomorphisme, savoir
I'identité.

(*) Cette notation, actuellement universellement utilisée, est dans ce cas en conflit avec la notation A;
adoptée dans (0, 1.2.3) : avec A=Z et f=p, A; signifie en effet 'anneau des nombres rationnels de la
forme k[p" (k€Z, n entier > 0); nous éviterons toujours d’utiliser la notation Z,, pour désigner ce dernier anneau.
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Définition (19.8.4). — Soient A un anneau local, P—A Plunique homomorphisme d’un
anneau local premier P dans A, p la caractéristique des corps résiduels de P et A. On dit que A est
un anneau de Cohen si c’est une P-algébre de Cohen, c’est-d-dire (19.8.1) si :

10 A est noethérien et complet.

20 A est un P-module plat (ce qui revient aussi 2 dire que A est un P-module plat
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 4)).

3° A/pA est un corps (nécessairement séparable sur le corps résiduel de P, ce corps
étant premier).

Si p=o, ces conditions équivalent & dire que A est un corps de caractéristique o.
Si p>o0, on a nécessairement pA=o0; la condition 3°signifie que pA est I’idéal maximal m
de A; la condition 2° signifie que p est A-régulier, puisque P est un anneau de valuation
discréte (0, 6.3.4). Donc A est un anneau régulier (17.1.1, d)) de dimension 1, et par
suite un anneau de valuation discréte, complet en vertu de 1°; en résumé :

Proposition (19.8.5). — Les anneaux de Cohen sont les corps de caractéristique o et les
anneaux de valuation discréte complets, dont le corps résiduel a une caractéristique p>o, et dont
Pidéal maximal est engendré par p.1 (1 étant Punité de Ianneau).

On notera que dans le second cas, p.1+0 puisque p est A-régulier, donc on
peut identifier p.1 a Dlentier p; ’homomorphisme canonique Z,—A est injectif,
et on identifie p.1 a I’élément p de Z,; on dit dans ce cas que A est un p-anneau
de Cohen.

Théoréme (19.8.6) (Cohen). — (i) Soient W un anneau de Cohen, C un anneau local
noethérien complet,  un idéal de C distinct de C. Alors tout homomorphisme local u : W—C/J
se factorise en W—lC—>C/ 3 ou v est un homomorphisme local.

(i1) Soit K un corps. Il existe un anneau de Cohen W dont le corps résiduel est isomorphe
a K. Si W’ est un second anneau de Cohen, K' son corps résiduel, tout isomorphisme u : KK’
provient par passage aux quotients d’un isomorphisme v: WSW'.

Cela n’est autre que (19.8.2) appliqué au cas ot A est un anneau local premier.

Remarques (19.8.7). — (i) Lorsque K est de caractéristique o, la partie (ii) de
(19.8.6) devient triviale.

(ii) L’homomorphisme v de (19.8.6, (1)) n’est pas nécessairement déterminé de fagon
unique par u, comme le montre déja le cas o W est un corps de caractéristique o, JF=o
et u est un isomorphisme (cf. (21.5.5)). De méme, dans (19.8.6, (ii)) I’isomorphisme »
n’est pas nécessairement déterminé de fagon unique par u (cf. (21.5.5)).

Toutefois, lorsque K est parfait et de caractéristique p>o, on verra (21.5.5)
que dans (19.8.6, (ii)) ’isomorphisme v est unique. On verra aussi plus tard que dans
ce cas W s’identifie a ’anneau W (K) des vecteurs de Witt de longueur infinie sur K.

(i) Dans (19.8.6, (i)), on peut affaiblir les hypothéses sur C en utilisant (19.3.10)
et (19.3.12).

Théoréme (19.8.8) (Cohen). — Soient A un anneau local noethérien complet, k son corps
résiduel.
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(i) 1l existe un anneau de Cohen W tel que A soit isomorphe & un anneau quotient d’un anneau
de séries formelles W[[Ty, ..., T, 1] (et en particulier A est isomorphe a un quotient d’un anneau
local régulier complet (17.3.8)). Si A contient un corps, il est isomorphe & un anneau quotient
de K[[Ty, ..., T,1]]

(ii) Supposons en outre A intégre. Alors il existe un sous-anneau B de A, tel que : 1° B est
isomorphe & un anneau de séries formelles sur un anneau C qui est un corps ou un anneau de Cohen
(ce qui entraine que B est un anneau local régulier et complet (17.3.8)); 2° B a méme corps résiduel
que A et Pinjection B—A est un homomorphisme local; 3° A est une B-algébre finie.

Soit m I'idéal maximal de A. Il existe un anneau de Cohen W dont le corps résiduel
est isomorphe a £ (19.8.6, (ii)); on a donc un homomorphisme local W-—>A/m, qui
par suite se factorise en W1>A—+A/m, ol # est un homomorphisme local (19.8.6, (i)).
Pour toute famille finie (x;);<;<, d’éléments de m, il existe alors un homomorphisme
local v: W[[Ty, ..., T,]]>A prolongeantuet tel que »(T,)=x; pour tout i (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 4, n° 5, prop. 6). Lorsque A contient un corps, il contient un
corps premier P, dont k£ est une extension (nécessairement séparable), et par suite A
contient un corps isomorphe a £ (19.6.2); on peut alors remplacer W par & dans la
définition précédente de .

(i) Prenons d’abord pour les x; un syst¢tme de générateurs de m. Comme W a
méme corps résiduel que A, et que les classes des x; dans ’anneau gradué gr,(A) engendrent
gr.(A) en tant que k-algebre, gr(v) : gr,(W[[T,, ..., T,]]) — gr.(A) est surjectif; on en
déduit que v est lui-méme surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 2
du th. 1). Rappelons que le cas o A contient un corps a déja été vu et ne figure ici
que pour mémoire (19.6.3).

(if) Si A contient un corps, il contient un corps £’ isomorphe a £ comme on I'a vu;
on considére alors un systtme de paramétres (J;);<;<m de A (16.3.6), on prend
B=k[[T,, ..., T,]] et on considére I’homomorphisme local w:B—>A qui coincide
dans k avec un isomorphisme k—£’ et qui est tel que w(T;)=y; pour 1<j<m. SiA ne
contient pas de corps, I'unique homomorphisme Z,—>A (19.8.3) est nécessairement
injectif (sans quoi, comme A est intégre, son noyau serait 'idéal maximal de Z ; et son
image isomorphe a un corps) ; en outre, on a alors p>o par hypothése, Z ; étant un corps
si p=o0. L’élément p.1 de A (identifié a p) est non diviseur de zéro dans A, et est
contenu dans m, donc (16.3.4 et 16.3.7) il existe une famille (2;);<;<m—1 qui, avec p,
forme un systtme de paramétres de A. L’anneau de Cohen W considéré au début de
la démonstration est alors un anneau de valuation discréte de corps résiduel &, dans
lequel p engendre l’idéal maximal (19.8.5), et 'homomorphisme unique u:W-—>A
défini au début applique p sur lui-méme. On prend alors B=W[[T,, ..., T, _;]] et
on considére I’homomorphisme local w :B-—>A qui coincide avec u dans W et est tel
que w(T,)=z pour 1<i<m—1. Dans les deux cas, si n est I'idéal maximal de B, il
est clair que nA est un idéal de définition de A; comme en outre B/n et A/m sont iso-
morphes, A est un B-module quasi-fini (0;, 7.4.4), donc un A-module de type fini puisque B
est complet et A séparé pour les topologies n-préadiques (0;, 7.4.1). D’autre part,
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dans les deux cas, on a dim(B)=dim(A)=m; dans le premier cas, cela résulte de
(17.1.4, (iil)); dans le second, on voit directement que p etles T; (1<i<m—1) forment
une suite B-réguli¢re engendrant 1, ou on peut aussi utiliser le fait que ces éléments engen-
drent n et que 'on a dim(B)>dim(A) par (16.3.10). Comme A et B sont intégres,
on tire finalement de (16.3.10) que w est injectif, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (19.8.9). — Soit A un anneau local noethérien intégre complet contenant un
corps ky; soit k le corps résiduel de A, et supposons que k soit fini sur ky. Alors, dans la conclusion
de (19.8.8, (ii)), on peut remplacer 1° et 20 par la condition que B est de la forme ky[[Ty, ..., T,]],
Uinjection canonique B—>A  étant un ky-homomorphisme local (pour la structure usuelle de
ko-algébre de B).

En effet, en reprenant la démonstration de (19.8.8, (ii)), on définit cette fois
w:k[[Ty, ..., T,]]|>A comme coincidant dans k, avec lidentité et appliquant T;
sur y; pour 1<j<n. L’hypothése que £ est de degré fini sur &, entraine encore que A
est un B-module quasi-fini, donc de type fini par (0;, 7.4.1), et on conclut comme
dans (19.8.8).

Corollaire (19.8.10). — Sott A un anneau local artinien dont I’idéal maximal m est de
carré nul ; il existe alors un anneau local noethérien régulier B, d’idéal maximal n, tel que
A soit isomorphe & Bn’.

Soient K le corps résiduel A/m de A, n le rang de m/m?*=m sur K.
Si A contient un corps, il résulte de (19.6.3) que A est isomorphe a B/b, ou
B=K[[T;, ..., T,]] et b est contenu dans le carré de I'idéal maximal n de B; mais
comme long(B/n?) = n-+1=1long(A), on a nécessairement b= n?

Supposons ensuite que A ne contienne pas de corps; cela entraine que K est de
caractéristique p>o0 et que p.1+0 dans A (19.6.3); donc p.1 est un élément de m,
et il'y a par suite n—1 autres éléments x; (2<i<n) de m formant avec p.1 une base
de m sur K. Soit W un anneau de Cohen dont le corps résiduel est isomorphe a K;
W est un anneau de valuation discréte dont p engendre ’idéal maximal; on a vu dans la
démonstration de (19.8.8) qu’il y a un homomorphisme #: WA appliquant p sur
lui-méme et qui par passage aux quotients donne [Iidentit¢é sur K. On prend
B=WI[[T,, ..., T,]] etl’on considére I’homomorphisme local w :B—A qui coincide
avec u dans W et est tel que w(T;,)=x; pour 2<i<n. Il est clair que w est surjectif et
que son noyau b est contenu dans le carré de I'idéal maximal n=pB+BT,+ ... +BT,
de B; comme long(B/n?)=n-1=Ilong(A), on a encore b=m’

Proposition (19.8.11). — Sotent A un anneau local artinien, m son idéal maximal, k son
corps résiduel. Pour que A soit isomorphe & un anneau quotient d’un anneau de Cohen, il faut et il
suffit que m soit engendré par p.1, o p est la caractéristique de k.

La condition est évidemment nécessaire (19.8.5). Pour voir qu’elle est suffi-
sante, on observe, comme au début de la démonstration de (19.8.8), qu’il existe un
anneau de Cohen W dont le corps résiduel est isomorphe & £ et un homomorphisme

local u:W-—A. En outre, si I'on considére ’homomorphisme composé sz—>W—u>A
(qui est nécessairement 'unique homomorphisme de Z_; dans A), on voit que I'image
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par u de Pélément p.1 de W est élément p.1 de A; comme I'élément p.1 de W
engendre l'idéal maximal de cet anneau, on déduit aussitét de I’hypothése que
gr(u) : gr,(W)—>gr,(A) est surjectif, et par suite il en est de méme de u (Bourbaki, Alg.
comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 2 du th. 1).

19 .9. Algébres relativement formellement lisses.

Défimition (19.9.x). — Sotent A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. On dit que B est une A-algébre formellement lisse relativement
a A si, pour toute A-algébre topologique discréte C, et tout idéal nilpotent § de C, tout
A-homomorphisme continu uy: B—>C|J qui se factorise en BS C—>C/J, ot u est un
A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B->C—C/S, oit v est un A-homomorphisme
continu.

I1 résulte de cette définition que si B est une A-algébre formellement lisse, alors B
est aussi formellement lisse relativement @ A, pour toute structure de A-algébre topologique
définie sur A (autrement dit, tout homomorphisme continu d’anneaux A-—>A).

Proposition (19.9.2). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique.

(i) A est une A-algébre formellement lisse relativement & A.

(1) 8% B est une A-algébre formellement lisse relativement @ A et C une B-algébre formellement
lisse relativement @ A, alors C est une A-algébre formellement lisse relativement a A.

(iii) Sozent B une A-algébre formellement lisse relativement & A, A’ une A-algébre topologique,
alors la A’-algébre topologique B®, A’ est formellement lisse relativement a A.

(iv) Soient B une A-algébre topologique, S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B)
telle que I’image canonique de S dans B soit contenue dans T. Si B est une A-algeébre formellement
lisse relativement a A, alors T —'B est une S—!A-algébre formellement lisse relativement & A.

(v) Soient B, (1<i<n) des A-algibres topologiques. Pour que II B, soit une A-algébre
i=1

Jformellement lisse relativement & A, il faut et il suffit que chacune des B, le soit.

L’assertion (i) est triviale, et la démonstration des autres est étroitement calquée
sur les démonstrations de (19.3.5); elle est donc laissée au lecteur.

Corollaire (19.9.3). — Soient A un anneau topologique, A' et B deux A-algébres topo-
logiques. Alors la A-algébre topologique B'=B®, A’ est une B-algébre formellement lisse relativement
a A.

Cela résulte de (19.9.2, (i) et (iii)).

Proposition (19.9.4). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse relativement a A.

b) B est une A-algébre formellement lisse relativement & A.

c) B est une A-algébre formellement lisse relativement & A.

d) B est une A-algebre formellement lisse relativement & A.

On laisse encore au lecteur la démonstration, calquée sur celle de (19.3.6).
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(x9.9.5) De méme, 1’énoncé (19.3.8) est encore valable (avec la méme démons-
tration) quand on y remplace « formellement lisse » par « formellement lisse relativement
a A». Sidans I’énoncé de (19.3.10) on remplace « formellement lisse » par « formellement
lisse relativement & A » la conclusion est remplacée par la suivante (la démonstration
restant essentiellement inchangée) : tout A-homomorphisme continu uy:B—~C|J qui se
Sactorise en B4 C—C |3, ot uestun A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B—v>C—>C/ 3,
ot v est un A-homomorphisme continu.

(x9.9.6) Les criteres de lissité formelle (19.4.1) et (19.4.2) sont valables
lorsqu’on y remplace « formellement lisse » par « formellement lisse relativement & A »,
les démonstrations restant pratiquement inchangées.

Proposition (19.9.7). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. Supposons que pour toute A-algébre discréte C et tout idéal § de C
tel que =o, tout A-homomorphisme continu u,: B—C|J qui se factorise en B—u>C—>C/ RA
ot u est un A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B—ZC—»C/ 3, o v est un
A-homomorphisme continu. Alors B est une A-algébre formellement lisse relativement & A.

La démonstration de (19.4.3) se transcrit aussitot.

Proposition (19.9.8). — Soient A un anneau topologique, A une A-algébre topologique,
B une A-algébre topologique. Pour que B soit une A-algébre formellement lisse relativement & A,
il faut et il suffit que pour tout B-module topologique discret L, annulé par un idéal ouvert de B,
on ait (cf. 18.4.2) Exalcotop,, (B, L)=o.

Avec les notations de la démonstration de (19.4.4), il suffit de noter ici que ’on
peut supposer que P'extension E, de B, est A-triviale; le reste de la démonstration est
alors inchangé.

Lorsque A, A et B sont des anneaux discrets, le critére (19.9.8) se réduit a

(19.9.8.1) Exalcom,, (B, L)=o0 pour tout B-module L;

autrement dit, foute A-extension commutative de B par un B-module, qui est A-triviale, est
aussi A-triviale.

19 . 10. Algébres formellement non ramifiées et algébres formellement étales.

(x9.10.1) Nous aurons aussi a utiliser deux notions voisines de la notion d’algebre
formellement lisse.

Définition (19.10.2). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
On dit que B est une A-algébre formellement non ramifiée si, pour tout A-homomorphisme
p:E—~>C de A-algébres discrétes, dont le noyau est nilpotent, et tout A-homomorphisme continu
u:B—>C, il existe au plus un A-homomorphisme continu v :B—E tel que u se factorise en

BSE2C. Ondit que B est une A-algéhre formellement étale si elle est formellement lisse et formel-
lement non ramifiée, autrement dit, si, pour tout A-homomorphisme surjectif p : E—~C de A-algébres
discrétes, dont le noyau est milpotent, et pour tout A-homomorphisme continu u : B—C, il existe

un et un seul A-homomorphisme continu v : B—~E tel que u se factorise en B>EXLC.
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Exemples (19.10.3). — Nous nous bornerons aux anneaux discrets.

(i) Si 'homomorphisme structural p: A—B est surjectif, B est une A-algébre
Sformellement non ramifiée, car avec les notations de (19.10.2), ’homomorphisme composé
ASBSE doit étre I’homomorphisme structural, donc » est unique (s’il existe). Par
contre, B n’est formellement lisse que si p est bijectif.

(ii) Soient A un anneau, S une p:;.rtie multiplicative de A; alors B=S"'A est
une A-algébre formellement étale. En effet, soient j : A—>B I’homomorphisme canonique,
p : A>E un homomorphisme d’anneaux, J un idéal nilpotent de E, p: E->C=E/J
I’homomorphisme canonique. Si u: B—C est un A-homomorphisme, u(s/1) est inver-
sible dans C pour seS puisque s/1 est inversible dans B; mais u(s/1)=p(p(s)), et
comme J est nilpotent, le fait que I'image de p(s) dans E/J soit inversible entraine
que p(s) lui-méme est inversible dans E (0;, 7.1.12); on en conclut que g se factorise
d’une seule maniére en A->B->E, et 'on a évidemment uoj=(pov)oj, d’olt u=poo,
ce qui prouve notre assertion.

(iii) Une extension finie séparable £’ d’un corps k£ est une k-algebre formellement
lisse (19.6.1); nous verrons plus loin que pour qu’une extension de ¢ype fini K d’un corps &
soit une k-algébre formellement étale, il faut et il suffit qu’elle soit formellement non
ramifiée, et cela équivaut aussi au fait que K est une extension finie et séparable
de £ (21.7.4).

(iv) Une algebre de polynémes A[X,],c; sur un anneau A est formellement lisse
sur A (19.8.3) mais non formellement étale si I n’est pas vide, comme il résulte aussitot
des définitions.

Remarque (19.10.4). — Le méme raisonnement que dans (19.4.3) montre que
pour vérifier qu'une A-algébre topologique B est formellement non ramifiée, on peut,
dans la définition (19.10.2), se borner au cas ou le noyau de p : E—G est de carré nul;
on peut en outre se borner au cas o #(B)Cp(E) (sans quoi il n’y a aucun v factorisant u)
et en remplagant C par u(B) et E par p~'(u(B)), supposer u et p surjectifs.

§ 20. DERIVATIONS ET DIFFERENTIELLES

Les notions introduites dans ce paragraphe seront reprises sous forme géométrique
au chapitre IV, § 16, et joueront un réle important dans ’étude des préschémas. Leur
importance dans ce chapitre tient d’abord a leurs relations avec la notion d’algébre
formellement lisse, et notamment aux théorémes (20.4.9), (20.5.7) et (20.5.12), qui
seront traduits en langage géométrique dans le paragraphe du chapitre IV consacré
aux morphismes lisses, et sont d’un usage constant dans les applications. D’autre part,
les notions différentielles serviront & démontrer au § 22 d’importants critéres de régularité
qui joueront un rdle essentiel dans I’étude approfondie des anneaux locaux noethériens
faite au § 7 du chapitre IV.
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20 . 1. Dérivations et extensions d’algébres.

Proposition (20.x.1). — Soient A un anneau (non nécessairement commutatif),
B, E, G des A-anneaux, p : E—~C un A-homomorphisme dont le noyau R est de carré nul, u : B—C
un A-homomorphisme. Supposons qu’il existe un A-homomorphisme vy : B—E tel que u se factorise
en BSELC. Alors Pensemble des A-homomorphismes v : B—E tels que u=pov est identique
a Pensemble des applications vy—+D, on D : B—Q est une application vérifiant les deux conditions
sutvantes : _

(i) D est un homomorphisme de A-bimodules.

(i1) Quels que soient f, g dans B, on a

(20.1.1.1) D(fz)=/.D(g) +D(f).e.

Dire que p(v(f))=p(v(f)) pour feB signifie que D(f)=uv(f)—uv,(f) appartient
a @; si l'on écrit que o( fg)=uv(f)v(g), on obtient la relation (20.1.1.1), £ étant de carré
nul, et la condition (i) résulte de ce que v et y, sont des A-homomorphismes.

Si p:A—B est ’homomorphisme structural, on tire de (20.1.1.1) que l'on a

D(p(a)f)=rp(a)D(f) +D(p(a))f pour tout acA; maison doitavoir D(p(a)f)=p(a)D(f)
d’apres (i), donc, en faisant f=1, il vient

D(p(a))=0 pour acA;

réciproquement, si D est nulle dans o(A) et vérifie (20.1.1.1), elle vérifie aussi (i).

Définition (20.1x.2). — Etant donnés un A-anneau B et un B-bimodule L, on appelle
A-dérivation de B dans L une application D : B—>L uvérifiant les conditions (i) et (ii) de (20.1.1).

I1 résulte de (20.1.1.1) que le noyau d’une A-dérivation D :B-—>L est un sous-
A-anneau de B.

On appelle parfois dérivation de B dans L une Z-dérivation, c’est-a-dire une appli-
cation additive de B dans L vérifiant (20.1.1.1); on a donc D(1)=o0 pour une telle
application. Si B est une algébre sur un corps premier P, toute Z-dérivation de B est une
P-dérivation : c’est évident d’aprés ce qui précéde si P est de caractéristique >o, et dans
le cas contraire, la relation n.n"'=1 pour neZ donne

nD(n~Y)=o0

donc D(n~!)=o0 puisque P est de caractéristique o.

Il résulte aussitot de la définition (20.1.2) que si D, D’ sont deux A-dérivations
de B dans L, il en est de méme de D—D’. Autrement dit, I’ensemble des A-dérivations
de B dans L est muni d’une structure de groupe additif; on note ce groupe Dér,(B, L).
Si A est commutatif, B une A-algébre commutative, et L un B-module, alors, pour toute
A-dérivation D de B dans L et tout aeA, aD est encore une A-dérivation de B dans L,
autrement dit Dér,(B, L) est alors muni d’une structure de A-module.
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La prop. (20.1.1) s’interpréte de la fagon suivante :

Corollaire (20.1.3). — Etant donnés deux A-homomorphismes de A-anneaux p : E—C,
u:B—>C dont le premier a un noyau & de carré nul, ensemble des A-homomorphismes v : B—~E
tels que u=pov est vide ou est un espace homogéne principal pour le groupe Dér,(B, ).

En particulier :

Corollaire (20.1.4). — Sotent A un anneau, C un A-anneau, L un C-bimodule, E une
A-extension de C par L, p:E—~C DPaugmentation. L’application qui, & toute dérivation
DeDér,(C, L), associe Papplication x~>x+D(p(x)) est un isomorphisme du groupe Dér, (C, L)
sur le groupe des A-équivalences de E sur elle-méme.

Appliquons (20.1.1) pour B=E, y)=15 : I’ensemble des A-homomorphismes
v:E—>E tels que pov=p est identique & ’ensemble des applications v=15+D’, ou
D’eDér,(E, L). Dire qu’un tel A-homomorphisme v est une A-équivalence équivaut
a dire que v se réduit a I'injection canonique dans L, ou encore que D’(¥)=o0 dans L;

mais cela signifie aussi que D’ se factorise en E£>CB>L, o D est une A-dérivation.
D’ou le corollaire.

Pour les extensions triviales, (20.1.3) donne :

Corollaire (20.1.5). — Soient A un anneau, B, C deux A-anneaux, L un C-bimodule,
u:B—>C un A-homomorphisme; Iapplication qui, & toute dérivation DeDér,(B, L), associe
Papplication o : x~> (u(x), D(x)) est une bijection sur Uensemble des A-homomorphismes
v :B—>Dy(L) (cf. 18.2.3) tels que u se factorise en B—';DC(L)—>C.

Plus particuliérement :

Corollaire (20.1.6). — Soient A un anneau, B un A-anneau, L un B-bimodule. Si, a
toute dérivation DeDér,(B, L), on associe : 1° la A-équivalence (x,y)~>(x,y+D(x)) de
Pextension Dg(L) sur elle-méme; 2° le A-homomorphisme x-~>(x, D(x)) de B dans Dg(L),
inverse & droite de I’homomorphisme d’augmentation Dg(L)—>B, on définit des correspondances
biunivoques canoniques entre :

(i) DPensemble Dér,(B, L);

(ii) Pensemble des A-équivalences de Dg(L) sur elle-méme;

(iii) Pensemble des A-homomorphismes inverses d droite de Ihomomorphisme d’augmenta-
tion Dg(L)—B.

On notera que la correspondance biunivoque ainsi établie entre (i) et (ii) respecte
les structures de groupe, et que celle qu’on en déduit entre (ii) et (iii) n’est autre que la
correspondance biunivoque déja définie dans (18.3.8).

Corollaire (20.1.7). — Soient A un anneau, C un A-anneau, L un A-bimodule, E une
A-extension triviale de C par L, p : E—>C Paugmentation. L’ensemble des A-dérivations D de E
dans L telles que D(x)==x dans L est identique & I’ensemble des applications x~>x—uw(p(x)),
ot w parcourt ’ensemble des A-homomorphismes inverses a droite de p.

I1 suffit encore d’appliquer (20.1.1) pour B=E, yy=15; si v=1;—D, la condition
D(x) =x pour xeL équivaut & v(x)=o0 pour xeL, c’est-a-dire & v=wop, ot w: C—E
est un A-homomorphisme; en outre la condition pov=p équivauta pow=1,, autrement
dit au fait que w est inverse a droite de p.
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20 . 2. Propriétés fonctorielles des dérivations.

(20.2.1) Soient A un anneau, B un A-anneau, L un B-bimodule; si L’ est un
second B-bimodule et w : L—L’ un homomorphisme de B-bimodules, il est clair que
Papplication Dv>woD est un homomorphisme de groupes additifs

(20.2.1.1) w, : Dér, (B, L) —»Dér,(B, L')

etquesi w’ : L’—L" estunsecond homomorphisme de B-bimodules, ona (w’ow),=wjow,.
Lorsque A est commutatif, B une A-algeébre commutative et L un B-module, (20.2.1.1)
est un homomorphisme de A-modules.

En second lieu, soient B’ un A-anneau, » : B’>B un A-homomorphisme qui fait

de L un B'-bimodule; alors 'application D~>Dov est un homomorphisme de groupes
additifs,

(20.2.1.2) ° : Dér, (B, L) —Dér, (B’, L)

comme il résulte de (20.1.1.1); si 2’ : B”—B’ est un second A-homomorphisme, on
a (vov')’=v"01". Lorsque A, B et B’ sont commutatifs et L, un B-module, (20.2.1.2)
est un homomorphisme de A-modules.

Enfin, soit u : A’>A un homomorphisme d’anneaux faisant de B un A’-anneau;
toute A-dérivation DeDér,(B, L) est aussi une A’-dérivation, d’ou une injection cano-
nique de groupes commutatifs

(20.2.1.3) u° : Dér, (B, L) —Dér,.(B, L)

et si u':A”—>A’ est un second homomorphisme d’anneaux, on a (uou’)’=u""ou’;
lorsque A, A’ et B sont commutatifs et L. un B-module (20.2.1.3) est un di-
homomorphisme de modules (relatif a u).
On peut encore dire que
(A, B, L) ~> Dér, (B, L)

est un Soncteur covariant de la catégorie K définie dans (18.3.5) dans la catégorie Ab
des groupes commutatifs, en faisant correspondre, a tout triplet (u, v, w) constituant un
morphisme de K ’homomorphisme wyo2’0u’; la vérification de la fonctorialité résulte
de la commutativité des diagrammes

Dér,(B,L) ——> Dér,(B’, L) Dér,(B,L) —» Dér,(B, L)
|
v ¥

Dér, (B, L)) —> Dér, (B, L) Dér, (B, L') —> Dér, (B, L)

pour tout homomorphisme w :L—L’ de B-bimodules.
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Théoréme (20.2.2). — Sotent u:A—B,v:B—>C deux homomorphismes d’anneaux,
L un C-bimodule. O a une suite exacte canonique de groupes commutatifs

(z0.2.2.1)  0->Déry(C, L) 5 Dér,(C, L) 5 Dér,(B, L) >
% Exang(C, L)% Exan, (C, L) > Exan, (B, L)

o u°, v° sont les homomorphismes (20.2.1.3) et (20.2.1.2) respectivement, u', v' les homo-
morphismes définis dans (18.3.4.1) et (18.3.3.1) respectivement, et ot 0 est défini comme suit :
pour toute A-dérivation D de B dans L, 0(D) est la classe de la B-extension de C par L définie
sur Panneau Dy(L) par le A-homomorphisme o : x—(v(x), D(x)) (cf. (20.1.5)). En outre,
la suite exacte (20.2.2.1) est fonctorielle en L (pour les homomorphismes définis dans (20.2.1.1)
et (18.3.1.1) respectivement).

Comme D est une A-dérivation (et a fortiori une Z-dérivation) de B dans L,
le A-homomorphisme o :x~>(v(x), D(x)) définit bien sur Dy(L) une structure de
B-extension, donc 9(D) est bien définie (20.1.5). Il faut vérifier ’exactitude en 5 endroits :

1) L’exactitude en Dérg(C, L) est triviale (cf. (20.2.1)).

2) Par définition (20.2.1) le noyau de 2° est ’ensemble des A-dérivations de C
dans L qui s’annulent dans »(B), c’est-a-dire celles des A-dérivations qui sont aussi
des B-dérivations (20.1.1); d’ou lexactitude en Dér,(C, L).

3) Le noyau de 0 est formé des dérivations DeDér,(B, L) pour lesquelles la
B-extension définie par « :x~>(v(x), D(x)) est B-triviale; cela signifie (18.2.3) qu’il
existe un B-homomorphisme z~>(z, w(z)) de C dans Dy(L) (la structure de B-anneau
de Dy(L) étant définie par «); mais un tel homomorphisme, étant a fortiori un
A-homomorphisme, est de la forme z~>(z, D'(z)) ot D’eDér,(C,L) (20.1.6); et en
écrivant que c’est un B-homomorphisme, il vient

D(x)z +o(x)D’(2) = D' (0(%)z) = v(*)D’(2) - D’ (v(x))2

pour xeB, 2eC, ce qui donne D’(»(x))=D(x); le noyau de 0 est donc I'image de 2’.

4) Le noyau de u' est ensemble des classes de B-extensions de C par L qui sont
A-triviales (18.3.7), donc (4 équivalence pres) de la forme Dg(L), ou la structure
de A-anneau est définie par ’homomorphisme ¢~ (u(t), 0). Or, toute structure de
B-extension sur Dg(L) est définie par un homomorphisme « : x~> (v(x), D(x)), ou D est
une Z-dérivation de B dans L (20.1.5); dire que la structure de A-anneau de cette
B-extension est déduite de sa structure de B-anneau au moyen de u:A—>B signifie
que D(u(¢))=o0 pour teA, donc que D est une A-dérivation ou encore que la classe de
la B-extension considérée est de la forme 9(D); d’ou l'exactitude en Exang(C, L).

5) Le noyau de »* est 'ensemble des classes des A-extensions E de C par L qui
se trivialisent sur »(B), c’est-a-dire pour lesquelles il y a un A-homomorphisme w : B—»E
tel que v se factorise en B—";E—>C; or un tel A-homomorphisme définit sur E une
structure de B-extension dont la classe a pour image par u' la classe de la A-extension
donnée; la réciproque étant triviale, on a prouvé Iexactitude en Exan,(C, L).

Enfin, la fonctorialité en L découle trivialement des définitions.
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Corollaire (20.2.3). — Sotent A, B, C trois anneaux commutatifs, u: A—B,v:B—~C
deux homomorphismes d’anneaux, L un C-module. On a une suite exacte canonique de A-modules

(20.2.3.1) 0—Déry(C, L) 5 Dér, (C, L) 5 Dér, (B, L) >

5 Exalcomy(C, L) > Exalcom, (C, L) > Exalcom, (B, L)
Sonctorielle en L.
Le raisonnement est le méme que dans (20.2.2) une fois qu’on a vérifié que pour
toute dérivation DeDér, (B, L), 9(D) est bien la classe d’une B-extension de C par L
qui est une B-algébre commutative; mais cela résulte aussit6t de la commutativité de C
et du fait que L est un C-module.

Corollaire (20.2.4). — Sous les hypothéses de (20.2.2) (resp. (20.2.3)), on a une
suite exacte canonique, fonctorielle en L,

(20.2.4.1) 0—Déry(C, L) 5Dér,(C, L) 5 Dér, (B, L) > Exang, (C, L) >0
(resp.
(20.2.4.2) 0—Déry(C, L) 5 Dér,(C, L)>Dér, (B, L)->Exalcomyg, (C, L) o).
Cela résulte de la définition de Exang,(C, L) (resp. Exalcomg,(C, L)) ((18.3.7) et
(18.4.2)).
Remarque (20.2.5). — Supposons que ’on ait un diagramme commutatif d’homo-

morphismes d’anneaux
A —-B — C

[

Al — B — C
Alors on a un diagramme commutatif

0—Déry (C, L) —Dér, (C,L) —Dér, (B, L) —a—>ExanB(C, L) — Exan, (C, L) - Exan,(B, L)

|
v v v |

0—>Déryg, (C’, L) - Dér,. (C’, L) -»Dér,, (B, L)—;ExanB,(C’, L)—Exan,.(C’, L) >Exan,. (B, L)

et de méme pour les suites exactes (20.2.3.1), (20.2.4.1) et (20.2.4.2).

20 . 3. Dérivations continues dans les anneaux topologiques.

(20.3.1) Etant donnés deux anneaux topologiques A, B (linéairement topologisés
comme toujours), nous désignerons par Hom. cont(A, B) I’ensemble des homomorphismes
continus de A dans B. Etant donné un anneau topologique A, la catégorie des A-anneaux
topologiques se définit comme celle des A-anneaux (18.1.4) en remplagant partout« anneau»
par « anneau topologique » et « homomorphisme » par « homomorphisme continu»; si B
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et C sont deux A-anneaux topologiques, on notera Hom. cont, (B, C) I’ensemble des
A-homomorphismes continus de B dans C.

Soient A un anneau topologique, B un A-anneau topologique, L un B-bimodule
topologique ; on note Dér. cont, (B, L) I’ensemble des A-dérivations continues de B dans L;
il est clair que c’est un sous-groupe de Dér, (B, L) (et un sous-A-module lorsque A et B
sont commutatifs et L un B-module).

(20.3.2) Il est immédiat que la prop. (20.1.1) subsiste quand on y remplace
« anneau » par « anneau topologique » et « homomorphisme » par « homomorphisme
continu ». De méme, (20.1.3) et (20.1.4) restent valables en remplacant Dér par
Dér. cont, « anneau » (resp. « bimodule ») par « anneau topologique » (resp. « bimodule
topologique »), « homomorphisme » par « homomorphisme continu »; il faut naturelle-
ment supposer dans (20.1.4) que p est continu, et remplacer « A-équivalences » par
« A-équivalences continues ». On a les mémes résultats pour (20.1.5) et (20.1.6), a
condition de prendre comme topologie sur Dy (L) (resp. Dy(L)) la topologie produit
(sur CxL, resp. BXL).

Proposition (20.3.3). — Sotent A un anneau topologique, B un A-anneau topologique,
L un B-bimodule topologique discret annulé par un idéal bilatére ouvert de B. Si dans B le carré
de tout idéal bilatére ouvert est ouvert, on a Dér. cont, (B, L) =Dér, (B, L).

En effet, si & est un idéal bilatére ouvert de B annulant L, et D une A-dérivation
de B dans L, on a D(K*)CR.D(R) +D(R).8=o0 (20.1.1.1) donc D est continue.

(20.3.4) Tous les résultats de (20.2.1) restent valables lorsqu’on y remplace
« anneau » par « anneau topologique », « bimodule » par « bimodule topologique »,
« homomorphisme » par « homomorphisme continu » et Dér par Dér. cont.

Proposition (20.3.5). — Soient A un anneau topologique, B un A-anneau topologique,
L un B-bimodule topologique discret annulé par un idéal bilatére ouvert de B. On a alors un
isomorphisme canonique

(20.3.5.1) lim Dér,5(B/S, L) S Dér. cont, (B, L)

o dans le premier membre la limite inductive est prise suivant ensemble ordonné filtrant des
couples (J, K) d’idéaux bilatéres tels que {.L=L.{=o0, J.BCK, B. JCK.

Comme A/J et B/ sont discrets, on a des homomorphismes canoniques
wy g : Déry 5 (B/K, L) >Dér. cont, (B, L) formant un systtme inductif (20.3.4), d’olt
Ihomomorphisme (20.3.5.1) par passage & la limite inductive. Comme I’homomor-
phisme B/R’—>B/K est surjectif pour KO R’ il résulte aussitot de la définition que
I’homomorphisme Déry 4(B/K, L) —Dér, 5(B/R', L) (avec K.L=L.8=o0, J.BCK,
B.JCK’) est injectif, et il en est évidemment de méme de I’homomorphisme
Dér, 5(B/R, L) >Déry 5 (B/R, L) pour JF'CJ (20.2.1); on en conclut que ’homo-
morphisme (20.3.5.1) est injectif. D’autre part, si D est une A-dérivation continue
de B dans L, son noyau contient un idéal bilatére ouvert &, de B, et si J, est un idéal
bilatére ouvert de A tel que JBCRK, et BJ,CRK,, il est clair que D est I'image canonique
d’une (A/J,)-dérivation de B/K, dans L, donc (20.3.5.1) est surjectif.
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Proposition (20.3.6). — Soient u:A—>B,v:B—~>C deux homomorphismes continus
d’anneaux topologiques, L un C-bimodule discret annulé par un idéal bilatére ouvert de C. On a
une suite exacte canonique

(20.3.6.1)  0->Dér. conty(C, L) > Dér. cont,(C, L) > Dér. cont, (B, L) >
3>ExantopB(C, L)f—;ExantopA(C, L)—D;ExantopA(B, L)
ol 0 est défini par passage & la limite inductive & partir de I’homomorphisme & de (20.2.2.1);

cette suite exacte est fonctorielle en L (dans la catégorie des C-bimodules discrets annulés par des
idéaux bilatéres ouverts).

Cela résulte de I’exactitude du foncteur Err;, a partir de (20.2.2).

Corollaire (20.3.7). — Soient A, B, C trois anneaux topologiques commutatifs, u : A—B,
v:B—>C deux homomorphismes continus, L un C-module discret annulé par un idéal ouvert de C.
On a une suite exacte canonique de A-modules, fonctorielle en L,

(20.3.7.1) 0—>Dér. conty(C, L)gDér. cont, (C, L) % Dér. cont, (B, L) 5
% Exalcotopy(C, L) Exalcotop, (C, L) 2> Exalcotop, (B, L).

Corollaire (20.3.8). — Sous les hypothéses de (20.3.5) (resp. (20.3.6)) on a une suite
exacte canonique, fonctorielle en L

(20.3.8.1)  0->Dér. conty(C, L) 5> Dér. cont, (C, L) > Dér. cont, (B, L) -
—Exantopg, (C, L) —>o

(resp.

(20.3.8.2) o—>Dér. conty(C, L) S Dér. cont, (C, L)iDér. cont, (B, L) —

— Exalcotopg, (G, L) —o0).

Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les diagrammes analogues a ceux
de (20.2.5).

20.4. Parties principales et différentielles.

Dans toute la suite de ce paragraphe et dans les trois suivants, tous les anneaux sont supposés
commutatifs.

(20.4.1) Soient A un anneau topologique, B une A-algebre topologique; la
A-algébre B®,B sera munie de la topologie produit tensoriel, qui en fait une A-algébre
topologique; nous désignerons par p (ou pg,) le A-homomorphisme canonique surjectif

(20.4.1.1) p:B®,B—>B

tel que p(b®b')=05b"; il est immédiat que p est continu. Le noyau de p sera noté Jp,
(ou seulement J s’il n’y a pas de confusion). On désignera par j; : B->B®,B et
Jo : B>B®,B les deux A-homomorphismes canoniques, tels que

Ab)=b®1,  5(b)=1®b
qui sont continus.
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Définition (20.4.2). — On appelle B-algébre augmentée des parties principales d’ordre 1
de B par rapport & A et Uon note Py, la A-algébre topologique quotient

(20.4.2.1) Pyu= (B®,B)/3?

munie de la structure de B-algébre topologique définie par I’homomorphisme j, : B—~Py,, (déduit
de j, par composition avec I’homomorphisme canonique B®,B—>P} ), et de I'augmentation de
B-algébre e : Py, —B (aussi notée eg),) déduite de p par passage au quotient.

Comme p(b®1)=0> par définition, il est clair que ¢ est bien une augmentation
de B-algébre.

Définition (20.4.3). — Le noyau de I’augmentation < : Py, —B,
(20.4.3.1) QIIS/A: SB/A/(SB/A)2

muni de la topologie induite par celle de Py, qui en fait un B-module topologique, est appelé le
B-module des 1-différentielles (ou simplement des différentielles) de B par rapport ¢ A.

On notera que la topologie de Qf, est aussi la topologie quotient de la topologie
induite sur Jp, par celle de B®,B (Bourbaki, Top. gén., chap. III, 3°® éd., § 2, n° 7,
prop. 20). Si B est discret il en est de méme de Qf,. On note ﬁém le séparé complété
du B-module topologique Q.

Tout anneau topologique B pouvant étre considéré comme une Z-algébre topo-
logique (ot Z est muni de la topologie discréte), on peut définir le B-module topologique
Q} 7, qu’on appelle parfois aussi le B-module des différentielles absolues sur B et que ’on
note Q. Si B est une algébre topologique sur un corps premier P (discret), on a
B®,B=B®,;B, donc Qfp=Qf.

Lemme (20.4.4). — Soient A un anneau, B une A-algébre. L’idéal Iy, de B®,B est
engendré par les éléments 1®s-—s® 1, ou s parcourt un ensemble de générateurs de la A-algébre B.

Il est clair que pour tout x€B, ona ¥®1—1@xeJ; d’autre part, quels que soient ¥,
ydans B, on a *@y=m®1+ (x®@1)(1®0y—y®1). Si X (x,®9)€J, on a par définition

13

2Zxy;=o0, donc
(2

(20.4.4.1) Z(xi®)’i)ZZ(xi®In)(I®.yi—.yi®I)

K]

ce qui prouve que J est 'idéal engendré par les éléments 1®x—x®1. En outre,

si x=st, on a
(20.4.4.2) QI —1Qx=(s@1)(I®1—1®1¢) + (s®1—1®5)(1®1)

ce qui termine aussitot la démonstration par récurrence.

Proposition (20.4.5). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
La topologie de Qy, est moins fine que la topologie déduite de celle de B (19.0.2); si dans B le
carré de tout idéal ouvert est ouvert, ces deux topologies sont identiques.

La premiére assertion est triviale, la topologie produit tensoriel sur B®,B étant
moins fine que la topologie déduite de celle de B; a fortior: la topologie induite sur J= Jp,
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par celle de B®,B est moins fine que la topologie sur § déduite de celle de B. Pour
démontrer la seconde assertion, écrivons M®N, par abus de notation, le sous-module
Im(M®,N) pour deux sous-A-modules M, N de B. Utilisant la relation

(%) ®z—x®( yz) == (x®1) (1®2) (YO 1—1®y) =x2. ( YO 1—18y) —x. (2801 —10 2) (YO1—1®y)

dans le B-module B®,B (défini par j;), on voit aussitot, compte tenu de (20.4.4),
que, si & est un idéal de B, on a

((R*®B) +(BOK?))n Jc(ROK)N J+K/IJ+F°
et d’autre part, si x;, »; sont des éléments de & tels que 2(x®y)eS, il résulte de
(20.4.4.1) que I'on a X(x®y)efKJ, si bien que ﬁnalemer:t
(20.4.5.1) % (R2OB+BOK)NIJcKI+ I

Or, on a un systeme fondamental de voisinages de o dans J (pour la topologie induite
par celle de B®,B) en prenant pour voisinages de o les ensembles (R®B+4B®K)nJ,
ol ] parcourt ’ensemble des idéaux ouverts. Comme la topologie de Qf, déduite de
celle de B est aussi le quotient par J? de la topologie de J déduite de celle de B, I’hypo-
thése sur les idéaux ouverts de B et la relation (20.4.5.1) achévent de prouver la seconde
assertion. '

Définition (20.4.6). — Soient p, et p, les applications composées BL’>B®AB —Py,,
BLB® WB—=>Py., qui sont des A-homomorphismes continus tels que cop;=cop,—15. Le
A-homomorphisme continu de A-modules

(20.4.6.1) dgp=p1—p> : B>Q),

est appelé la différenticlle extérieure de B relative @ A; pour tout xeB, dy,(x) (ausst noté d(x)
ou dx) est appelé la différentielle de x (relativement a A).

Lorsque A=2Z, on écrit dy au lieu de dgy; si B est une algébre sur un corps
premier P, on a dy=dpp.

Proposition (20.4.7). — Le B-module QY est engendré par les éléments dy,(x), ou x
parcourt un systéme de générateurs de la A-algébre B.

Comme dy,(x) est I'image canonique de x®1—1®x dans Qp,, la proposition
est une conséquence immédiate de (20.4.4).

Théoréme (20.4.8). — Sotent A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.

(1) Il existe un isomorphisme unique de B-algébres augmentées topologiques

(20.4.8.1) 2 P113/A i DB(Q}a/A)

qui se réduit & Uidentité dans Qy, .

(i1) L’homomorphisme dy, est une A-dérivation de B dans Qy,, ayant la propriété universelle
sutvante : pour tout B-module topologique L, Papplication u~>uody, est un isomorphisme de
A-modules

(20.4.8.2) Hom. conty(Qp),, L) = Dér. cont, (B, L).
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(1) Il estimmédiat que ¢ (avec les notations de (20.4.6)) est nécessairement ’appli-
cation z~>(e(z), z—p1(e(z))), etl’isomorphisme réciproque I’application (b, x)~>p,(b) +x;
ces deux applications étant continues, cela prouve la premiére assertion. On notera que
cela entraine que la topologie de B s’identifie (par p,) au quotient de la topologie de
B®,B par Jg,.

(i) Le fait que d, soit une A-dérivation de B résulte de la définition (20.4.6)
et de (20.1.1).

Pour prouver la propriété universelle, rappelons que Dér. cont, (B, L) s’identifie
canoniquement a ’ensemble G des homomorphismes continus de A-algébres u : B—~Dg(L)
tels que le composé B—1-‘>DB(L)—'I>B soit I'identité (ou ¢(b, 0)=5 est la projection;
cf. (20.1.6) et (20.3.2)). D’autre part, grace a I'isomorphisme ¢, Hom. contg (Q},, L)
s’identifie canoniquement a I’ensemble des homomorphismes continus de B-algebres
v : Py, >Dg(L) tels que le composé P§/A1>DB(L)1>B soit ’augmentation . Comme
on a p,=p,—dy, par définition, tout revient a prouver que tout zeG se factorise en

B > Dy(L)
PN S
Py

ou v est un B-homomorphisme continu. Or, on a déja un homomorphisme continu
de A-algébres j:b~>(b,0) de B dans Dg(L), qui appartient a G; par définition du
produit tensoriel topologique d’algebres topologiques (0;, 7.7.6), il existe donc un
A-homomorphisme continu d’algébres w :B®,B—>Dg(L) rendant commutatif le
diagramme

B®,B &L B
AR
B —> Dy(L)

On adonc par définition w(b®1—1®5b)=j(b) —u(b) €L, eten vertu de (20.4.4), cela
entraine w(J)cL donc w(J?)=o0; par suite w se factorise en

B®,B — P}, > Dy(L)

ou v est un homomorphisme continu de A-algébres; d’ailleurs, comme vop,=j est un
homomorphisme de B-algébres, il en est de méme de v par définition de la structure
de B-algebre de Py, ; comme on a par définition u=uvop,, cela termine la démonstration.

Théoréme (20.4.9). — Supposons que B soit une A-algébre topologique formellement lisse.
Alors le B-module topologique QY est formellement projectif.

En effet, ’hypothése entraine que B®,B (muni de la structure de B-algébre
topologique définie par j;) est une B-algébre topologique formellement lisse (19.3.5, (iii)),
et par suite aussi une A-algébre topologique formellement lisse (19.3.5, (ii)); comme B
est topologiquement isomorphe a la A-algébre quotient (B®,B)/J et est une A-algébre
formellement lisse, la conclusion résulte de (19.5.3).
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Corollaire (20.4.10). — Supposons en outre que dans B le carré de tout idéal ouvert soit
ouvert; alors, pour tout idéal ouvert R de B, Qp,®y(B/R)=Q,/R.Q}, est un (B/K)-module
projectif.

En effet, la topologie de Q}, est alors déduite de celle de B (20.4.5), et il suffit
d’appliquer (19.2.4).

Corollaire (20.4.x1). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, p:A—B un
homomorphisme local, faisant de B une A-algébre topologique formellement lisse (pour les topologies
préadiques). Alors, pour tout idéal de définition b de B, Qf,®g(B/b) est un (B/b)-module libre.

En effet, il résulte de (20.4.10) que ce module est projectif, et comme B/b est
un anneau artinien, tout (B/b)-module projectif est libre (0, 10.1.3).

Proposition (20.4.12). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
St Ihomomorphisme structural A—B est surjectif, on a Qf, =o.

En effet, on a Dér,(B, L)=o0 pour tout B-module L en vertu de (20.1.1), et la
proposition découle donc aussitét de (20.4.8).

Exemples (20.4.13). — (i) Soient A un anneau, B=A[X,],c; une algébre de poly-
némes sur A. Alors Q}, est un B-module libre, dont les dX, forment une base. En effet,
les dX, engendrent ce B-module (20.4.7%). D’autre part, si L est un B-module libre, ayant
une base (z,),c; dont I est ’ensemble d’indices, il existe un A-homomorphisme » de B
dans Dy(L) tel que u(X,)=(X,, z,), pour tout acl, donc (20.1.5) une A-dérivation D
de B dans L telle que D(X,)=2, pour tout «; en vertu de (20.4.8.1), cela prouve
que les dX, sont linéairement indépendants.

(ii) Soient A un anneau, L un A-module, B la A-algébre D,(L); alors ’homo-
morphisme canonique x~>dp,x de L dans Q, est bijectif, car il est immédiat que les
B-dérivations de B=D,(L) dans un B-module M sont les applications de la forme
(b, x)~>u(x), ot weHom, (L, M); on conclut donc par (20.4.8, (ii)).

(iii) Supposons que B soit le produit de deux A-algebres topologiques B,, B,
(identifiées a des idéaux de B). Alors les images de B,®,B, et de B,®,B, par
’homomorphisme p (20.4.1.1) sont nulles, d’otr il résulte aussitét que P}, s’identifie
au produit Ph,,xPh,, et que le B-module Qy, est somme directe (topologique) des
B-modules Q% , et Q} , (annulés respectivement par B, et B,).

(iv) Soient A, B deux anneaux intégres tels que ACB, que A soit intégralement
clos, B entier sur A, et que le corps des fractions de B soit une extension séparable de celui
de A. Alors le B-module Q}, est un module de torsion. En effet, pour tout x€B, le polynéme
minimal de x par rapport au corps des fractions K de A est un polynéme f(T) appar-
tenant & A[T]; comme x est séparable sur K, ona f'(x)+o0 et d’autre part on déduit de
la relation f(x)=o0 que f’'(x)dg,x =0, d’oli notre assertion en vertu de (20.4.7).

Remarques (20.4.14). — (i) On notera que le B-module Q},, privé de sa topologie,
est indépendant des topologies de A et de B.

(i) Nous introduirons plus tard I’ « algebre des parties principales d’ordre n »
de B par rapport 2 A, Py, = (B®,B)/(Jp,)" ", quiest ala base du « calcul différentiel
d’ordre 7 ».
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20.5. Propriétés fonctorielles fondamentales de Q.

(20.5.1) Dans tout ce numéro et le suivant, sauf mention expresse du contraire,
les anneaux et modules considérés sont supposés munis de la topologie discréte.

(20.5.2) Soient A un anneau, B, C deux A-algébres, «:B-—>C un A-homo-
morphisme ; on a un diagramme commutatif

B®,B ‘% €e,C

(20.5.2.1) Para Pora

d’ou par passage aux quotients, un A-homomorphisme d’algébres

(20.5.2.2) u' 2 Py, —Pg

Py,
plI
B

soit commutatif; comme u®u applique Jp, dans J.,, on obtient, en restreignant u’
a Qp,, une application

tel que le diagramme

w
3 1

A 1)CIA

ol

— C

.(20.5.2.3) u'’ s Qp > Qi

telle que le couple (u”', u) soit un di-homomorphisme pour la structure de B-module de Qf,
et la structure de C-module de Qf,; ce dernier fait permet d’en déduire canoniquement
un homomorphisme de C-modules

(20.5.2.4) ugp * Qpa®pC — Qba-

En outre, comme le diagramme

1 w 1
Ba — Pona

P
(20.5.2.5) p.I Ps
B

— C
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est aussi commutatif, on en déduit que le diagramme
QL - o
B/A C/A
(20.5.2.6) dnm] Idcl.k

B— C

est commutatif.

Enfin, si w: C—D est un second homomorphisme de A-algébres, on a la propriété
de transitivité

(20.5.2.7) (wou)ppa= Wryc/a°(Uoypa® Ip)

comme il résulte de la définition.

(20.5.3) Soient maintenant A, B deux anneaux, »:A—B un homomorphisme
d’anneaux, G une B-algebre qui devient une A-algébre au moyen de v; alors I’application
canonique 7, : C®,C — C®;C est un di-homomorphisme surjectif d’algébres (relatif a
v:A—>B) tel que le diagramme

C®,C > 0®,C
(20.5.3. I) Peia Pys

C —— C
1c

soit commutatif; par passage aux quotients, on en déduit un di-homomorphisme
d’algeébres

(20.5.3.2) v Phu—Php

tel que le diagramme

1 v 1
PC/A ’ PC/B

g

C ——
1c

soit commutatif. Comme 7, applique J,, dans Jyp on obtient, en restreignant o’
4 Qg,, une application

(20.5.3-3) Yo/Ba ¢ QE/A—>Q}J/B

qui est un homomorphisme de C-modules.
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En outre, comme le diagramme
1 ¥ pt
Pou — Pop
(z0.5.3.4) nl s
C— C
1c
est aussi commutatif, on en déduit que le diagramme

Vc/B/A
1 1
QC/A > QC/B

dess

(20.5.3.5) dja

cC — C

. L
est commutatif.

Enfin, si s: A’—~>A est un second homomorphisme d’anneaux, on a la propriété
de transitivité

(20.5.3.6) (005) gimia = Yoy 0Scram: +

(20.5.4) Si maintenant on a un diagramme commutatif d’homomorphismes
d’anneaux .
B > B
i 1y
A > A
u
on déduit de (20.5.2.4) et (20.5.3.3), par composition, un homomorphisme de
B’-modules
, VUB'[B/A UB'[A'[A
(20.5.4.1) Qpa®B — Q. —> Uy
tel que le diagramme de A’-homomorphismes

1 ’ 1
Qp®gB" — QB,/A,

(20.5.4.2) dia®@1 [ I dwja’
B — B

. . 1p,
soit commutatif.

L’homomorphisme (20.5.4.1) correspond d’ailleurs a un di-homomorphisme de
B-modules

(20.5.4.3) Q> Qg -
Proposition (20.5.5). — Si A’, B sont deux A-algébres et B'=B@,A’, I’homomorphisme
canonique (20.5.4.1).
(20.5.5.1) Qpa®pB" > Qp -
est bijectif.
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Le premier membre de (20.5.5.1) n’est autre alors que Qp,®,A’. On peut
écrire B'®,, B'=(B®,B)®,A’ a un isomorphisme canonique prés et py, s’identifie
alors a py,®1,,; par suite (comme pg, est surjectif) Jp ,=Im(Jp,®,A") et
Jpu=Im(J3,®,A"), dou Py, =Py, ®A’ 2 un isomorphisme canonique prés, qui
transforme en eux-mémes les idéaux d’augmentation; comme le A-module Py, s’identifie
canoniquement & la somme directe de B et de Qp,, on a

(20.5.5.2) Qpa®A'=QL

par le méme isomorphisme, et on vérifie aussitot que le composé de cet isomorphisme

et de l'isomorphisme canonique Qp,®;B'TQ,®,A’ n’est autre que (20.5.5.1).
(20.5.6) Les homomorphismes canoniques (20.5.2.4) et (20.5.3.3) donnent,

par fonctorialité, pour tout C-module L, des homomorphismes canoniques

(20.5.6.1) Hom(Q4,, L) >Hom(Q},®,C, L)=Homg(Q},, L)
(20.5.6.2) Hom(Qf, L) >Hom((Qf,, L).
Compte tenu de (20.4.8.2) et des diagrammes commutatifs (20.5.2.6) et (20.5.3.5),

ces homomorphismes ne sont autres (3 une identification canonique preés) que les homo-
morphismes (20.2.1.2) et (20.2.1.3) respectivement.

Théoréme (20.5.7). — Soient u:A—B,v:B—~>C deux homomorphismes d’anneaux.
(1) La suite de C-modules
v u, A
(20.5.7.1) QL,®,C 0L, Oy o
est exacte.

(ii) Pour que vyp, soit inversible a gauche, il faut et il suffit que C soit une B-algébre
Sormellement lisse relativement & A (pour les topologies discrétes (cf. (19.9.1)); en particulier,
il suffit pour cela que C soit une B-algébre formellement lisse (pour les topologies discrétes).

(i) L’exactitude de la suite (20.2.4.2) montre tout d’abord, compte tenu de
(20.5.6), que la suite

0—>Hom(Qf 5, L) >Hom(Q4,, L) -Hom(Q,®5C, L)
est exacte pour tout C-module L. On sait que cela implique l’exactitude de la
suite (20.5.7.1) (Bourbaki, Alg., chap. II, 3° éd., § 2, n° 1, th. 1).
(ii) En vertu de I’exactitude de (20.5.7.1), dire que g5, est inversible & gauche
signifie que la suite

v, u,
1 C/B/IA 1 C/BIA 1
(20.5.7.2) 0—>Qp, ®3C — Q) — Qgp—>0

est exacte et scindée; on sait (Bourbaki, loc. cit., n° 1, prop. 1) que cela équivaut a dire que
pour tout C-module L, la suite

0—>Hom(Qf5, L) >Hom(Qg,, , L) >Homy(Qp,®5C, L) -0

est exacte; compte tenu de (20.5.6) et (20.2.4.2), cette condition équivaut a
Exalcomy, (C, L) =0 pour tout C-module L, et la conclusion résulte doncde (19.9.8.1).
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Notons en outre que si 'on a un diagramme commutatif d’homomorphismes
d’anneaux

Al — B —

b

A — B — C
on en déduit un diagramme commutatif

QEIA@)BC _ QIC/A — QE,B - 0

(20.5.7.3)

\ v

1 ’ 1 1
Qpp®p G = Qb = Qpp — 0

ou les fleches verticales proviennent des di-homomorphismes (20.5.4.3).

Corollaire (20.5.8). — Supposons que I’ homomorphisme v : B—~C fasse de C une B-algébre -
Sformellement étale (pour les topologies discrétes (19.10.2)); alors I'homomorphisme (20.5.3.3)
Vgpia + Qpa @G>y,

est bijectif.

En effet, si C est une B-algebre formellement non ramifiée pour les topologies
discrétes, il résulte de (19.10.4), (20.4.8) et (20.1.1) que I'on a Hom(Qgp, L) =0
pour tout C-module L, donc Qfz=o0 (cf. (20.7.4)); d’autre part, si C est une B-algébre

formellement lisse pour les topologies discrétes, la suite (20.5.7.2) est exacte; d’ou le
corollaire.

Corollaire (20.5.9). — Sotent A un anneau, B une A-algébre, S une partie multiplicative
de B; alors I’homomorphisme canonique

(20.5.9.1) STIQL > Qiipa

est bijectif.

11 suffit d’appliquer (20.5.8) & C=S"'B, qui est une B-algé¢bre formellement étale
pour les topologies discrétes (19.10.3, (ii)).

Compte tenu de (20.5.5), on peut donc écrire
(20.5.9.2) Q1= ST Q= Qs

a des isomorphismes canoniques prés.

Corollaire (20.5.10). — Si k est un corps et K=£k(X,), o1 une extension pure de k, les d X,
Jorment une base du K-espace vectoriel Q).

.Comme K est le corps des fractions de ’anneau de polynémes A[X,], ¢, cela résulte
de (20.4.13, (i) et de (20.5.9).
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(20.5.1x) Soient A un anneau, B une A-algébre, & un idéal de B, C la A-algébre
quotient B/R, et considérons ’homomorphisme composé de A-modules

(20.5.11.1) 8:R-—>Bd—“’—¢Q}3/A

ou la premiere fleche est Iinjection canonique; comme d(xy)= xdy + ydx, on voit
que on a 3(K?) CKR.Q},, d’ol, par passage aux quotients, un homomorphisme de
A-modules

(20.5.11.2) S+ RIKE>QL,©,C=QL ,/(K.Q%,).

Mais en fait, 3y, est un homomorphisme de C-modules, car pour xeB et yefk, on a
ydxeR.Qyp,, donc d(xy)=xdy (mod. 8.Q},), ce qui prouve d’abord que (20.5.11.2)
est un homomorphisme de B-modules, et comme K annule les deux membres, cela
établit notre assertion.

Si B’ est une seconde A-algébre, u:B—B’ un A-homomorphisme, & un
idéal de B’ tel que u(R)CR’ et C’'=B’/R’ [Palgeébre quotient, on a un diagramme
commutatif

R/ 2% oL ®,.C
(20.5.11.3)

RIK”? . Q1 ®p C’
c’'/B'[A
ol les fleches verticales proviennent de u (20.5.2.4).
Théoréme (20.5.12). — Sotent A un anneau, B une A-algébre, C la A-algébre quotient B|K,
u : B—>C homomorphisme canonique.
(i) On a une suite exacte de C-modules

3 u,
(z0.5.12.1) KK 2% 0Q4,®,C 25 Qf, —~ o

ol Ugyg, et dqp, sont définis par (20.5.2.4) et (20.5.11.2) respectivement.
(ii) 8% Pon pose E=B|K% [I’homomorphisme canonique (20.5.2.4)

Q},®5C — Q},®;C
est bijectif.
(iii) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
a) Oqpy, est inversible a gauche.
b) Toute A-extension de C par un C-module L, dont I’image réciproque par u:B—C
est A-triviale, est elle-méme A-triviale.
c) La A-algéhre E=B|R? est une extension A-triviale de C par KK
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(iv) Il y a correspondance biunivoque canonique entre les inverses & gauche de g, et les
inverses & droite de I’homomorphisme canonique E—C.

(i) Comme u est surjectif, on a Déry(C, L)=o0 pour tout C-module L en vertu
de (20.1.1). La suite exacte (20.2.3.1) devient donc

(z0.5.12.2)  0->Dér,(C, L) 5 Dér, (B, L) > Exalcomy(C, L) >

* Exalcom, (C, L) *> Exalcom, (B, L)

ou v est ’homomorphisme A—B. Rappelons d’autre part (18.3.8) que Exalcomy(C, L)
s’identifie canoniquement & Hom(R/K? L); on déduit donc de (20.5.12.2) et (20.4.8)
la suite exacte

(20.5.12.3)  o—Homy(Qf,, L) >Hom(Q}, ®;C, L) 5> Homy(R&/K2, L)—J’>Ker(u‘) -0

avec ¢=20on~' et {=10'on. Revenant aux définitions de o (20.2.2) et de 7 (18.3.8),
on constate aussitot que ¢ est précisément ’homomorphisme Hom(3¢yp,, 1y). L’exis-
tence de la suite exacte formée des 4 premiers termes de (20.5.12.3) montre donc
que la suite (20.5.12.1) est exacte (Bourbaki, Alg., chap. II, 3° éd., § 2, n° 1,
th. 1).

(ii) Appliquons & B et & l'idéal K* la suite exacte (20.5.12.1), ce qui donne
(20.5.12.4) KK >QL @ E—>Qf , —o
d’ol, en tensorisant par C (considéré comme E-algébre), la suite exacte
RYK®,C>0L,®,C—>0L , ®,C—o.

Or, si x, y sont deux éléments de &, et { la classe de xy mod. K, I'image &' ({®1) est
par définition dp,(%9)®1 = (xdp, () +-9dp 4 (*))®1; mais comme les images de x et de y
dans C sont nulles, on a aussi dy,(x)®1=0 dans Qp,®;C, ce qui prouve notre
assertion.

(iii) Dire que 3¢y, est inversible & gauche revient, compte tenu de I'exactitude
de (20.5.12.1), a dire que la suite

8
(20.5.12.5) 0> RIK 0L, @, G0k, o

est exacte et scindée, et il revient au méme (Bourbaki, loc. cit.) de dire que Ker(u')=o0
dans la suite exacte (20.5.12.3) pour tout L, ce qui montre I’équivalence des conditions a)
et b) (cf. (18.3.6.2)).

Le fait que ) entraine ¢) provient de ce que 'image réciproque par u: B—C de
la A-extension E de C par {/K? est A-triviale,  étant composée des homomorphismes
canoniques B—>E-—>C (18.1.6). Inversement, ¢) entraine b), car toute B-extension
de C par L est B-équivalente 3 E®ggqL (18.3.8), autrement dit sa classe est
Pimage de la classe de E (considéré comme B-extension) par I’homomorphisme
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w, : Exang(C, R/8?) - Exang(C, L) correspondant & un B-homomorphisme w : R/K2—L.
Le fait que ¢) entraine b) résulte alors de la commutativité du diagramme (18.3.6.5)

Exang(C, R/K%) —> Exang(C, L)

Exan,(C, &/8?) —> Exan,(C, L)

(iv) On a vu (20.1.7) que les inverses & droite de E-—C correspondent
biunivoquement de fagon canonique a4 I'ensemble des éléments DeDér, (E, R/K?) tels
que D(x)=x dans K/K?% donc aussi, par (20.4.8), & ’ensemble des E-homomorphismes

d.
h:Qp,—>KIK tels que le composé R/Rzi'ﬁﬂ}m—;;ﬁlﬁz soit l’identité. Par tensori-
sation avec C, on en déduit (puisque K/K* est un C-module) que le composé

I8 =% 0p,0,0 1 R

est I'identité; or, puisque R/R? est un C-module, h~>k®1 est un isomorphisme de
Pensemble Homg(Qp,, K/K8%) sur Homg(Qp,®5C, ]/K?); et par ailleurs (ii) prouve
que Pon peut identifier canoniquement Qf,®;C et Q%,®;C, 3y, 'identifiant alors
a 3yp,. C.Q.F.D.

Exemple (20.5.13). — Soient B=A[X,],c; une algébre de polynémes sur A,
R un idéal de B, (P,) un systtme de générateurs de & et C=B/K; on sait que Q},
est un B-module libre dont les d X, forment une base (20.4.13, (i)), donc les X, forment
aussi une base du C-module libre Q},®;C. D’autre part, il résulte aussit6t de la définition
que I'image de R/K” par 3, est le sous-C-module engendré par les

=% 4%e

On en conclut que Qf, est isomorphe au quotient du C-module libre ayant les X,
pour base, par le sous-C-module engendré par les dP,, ce qui donne une description
d’un module de différentielles d’une algébre quelconque, toute A-algébre C pouvant
s’obtenir de la facon précédente.

Corollaire (20.5.14). — St C est une A-algébre formellement lisse (pour les topologies
discrétes), la suite

8
(20.5.14.1) o - R/K % 0},®,C Loma QL — o

est exacte et scindée.
En effet, toute A-extension de C par un C-module est alors triviale (19.4.4.1).
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Remarque (20.5.15). — Soit u: A—B un homomorphisme surjectif d’anneaux;
alors, pour tout homomorphisme d’anneaux v:B—C, I’homomorphisme canonique
. Ol
(20.5.15.1) Ugypa ¢ Qoa—>Qyp

est bijectif; cela résulte en effet de la suite exacte (20.5.7.1), puisque Qf, =0 (20.4.12).

20.6. Modules d’imperfection et homomorphismes caractéristiques.

Définition (20.6.1). — Etant donnés deux homomorphismes d’anneaux u : A—~B, v : B—C,
on appelle module d’imperfection de la B-algébre C relativement a A, et on note Yoy, , le
C-module noyau de I’homomorphisme vy, : Qp ,®C — QF ;.

On a donc par définition (cf. (20.5.7%)) la suite exacte

v u X}
(20.6.1.1) 0 = Yopu —~> Q5,®C =2 O, =2 Ol — o

Lorsque A=Z (les modules Qy, et Qf, étant donc les modules de différentielles
« absolues » Q} et Qp), on écrit Yy au lieu de Y p,; lorsque B et C sont des algebres
sur un corps premier P, on a Ygpp="3p-

Soient R, S des parties multiplicatives de B et C respectivement, telles que 'image
de R soit contenue dans S. Il résulte alors de la suite exacte (20.6.1.1) et de (20.5.9)
que 'on a

—1
(20.6.1.2) Tsagr-ma =S Yoypa-

Proposition (20.6.2). — St C est une B-algébre formellement lisse relativement & A (et en
particulier si C est une B-algebre formellement lisse), on a Yqp, =o.

Cela résulte de (20.5.7, (ii)).

Proposition (20.6.3). — Sotent k un corps, K une extension de k. Pour que K soit une
extension séparable de k, il faut et il suffit que Yyy,=o0 (autrement dit, '’homomorphisme
canonique Qi®,K—>Q% est injectif ou encore (20.4.8), toute dérivation de k£ dans K
se prolonge en une dérivation de K dans lui-méme).

En effet, il est équivalent de dire que K est séparable sur £ ou une k-algebre
formellement lisse (19.6.1); d’autre part, si P est le corps premier de &, K est séparable
sur P, donc une P-algébre formellement lisse, et il revient donc au méme de dire que K est
une k-algébre formellement lisse ou une k-algébre formellement lisse relativement a P. Enfin,
dire que K est une £-algébre formellement lisse relativement a P équivaut d’apres (20.5.7,
(ii)) a dire que I’homomorphisme vy, : Q;®, K—>Q est inversible & gauche; mais
comme K est un corps, cette derniere condition équivaut a dire que le noyau de vy,
c’est-a-dire Yy, est nul.

(20.6.4) Considérons un diagramme commutatif

AN B S
(20.6.4.1) 'T ”T hT
A — B — C
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d’homomorphismes d’anneaux commutatifs. La commutativité du diagramme corres-
pondant (20.5.7.3) entraine 'existence d’un unique C-homomorphisme

(20.6.4.2) Yoma— Yoy a

déduit canoniquement de (20.6.4.1) et rendant commutatif le diagramme

Yopia

©
1 1 C/B/A 1
o — TC/B/A — QB/A®BC QC/A — QC/B —> 0

(20.6.4.3)

1 ’ 1 1
o — Yopa — Qg4 ® C — Qb — Qup —> 0
C'/B'IA’ C’'IB'/A’

La donnée de I’homomorphisme (20.6.4.2) équivaut d’ailleurs a celle d’un
C’-homomorphisme

(20.6.4.4) Yopa®cC = Yoy

qui, composé avec ’homomorphisme canonique Y5, — Y5, ®C’, redonne (20.6.4.2).
Il est clair que (20.6.4.2) jouit d’une propriété évidente de transitivité, permettant
de dire que Y/, est un foncteur en le triplet (A, B, C).

(20.6.5) Il nous sera commode pour la suite, sous les conditions de (20.6.1),
d’introduire un complexe (de chaines) de C-modules K, (C/B/A) dont les termes sont nuls
sauf en degrés o et 1, ou on prend

{Ko(C/B/A)=Qp

(20.6.5.1) ?KI(C/B/A)=913/A®BC

Iopérateur différentiel K,—K, étant vyy,. Cela permet d’écrire (a des isomorphismes
canoniques prés) Qg et Yqp, comme les modules d’homologie de ce complexe

(20.6.5.2) Hy (K, (C/B/A)) = Qfs, H,(K,(C/B/A)) = Y¢p)s-
De méme :

Proposition (20.6.6). — Sous les hypothéses de (20.6.1), pour tout C-module L, on a
des C-isomorphismes canoniques

(20.6.6.1) H°(K,(C/B/A), L) 3 Dérg(C, L)
(20.6.6.2) H!(K,(C/B/A), L) > Exalcomg, (G, L).
En effet, le complexe de cochaines Homy(K (C/B/A), L) n’est autre, en vertu
de (20.4.8) et (20.5.6), que le complexe
...—»>0—Dér,(C, L) >Dér,(B,L) »0—...
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ou Popérateur différentiel est 2° (avec les notations de (20.2.1)). La proposition résulte
alors de la suite exacte (20.2.4.2) et de la définition des modules de cohomologie

(20.6.6.3) H(K,, L) =H(Hom(K_,, L)).
Si on a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux

Al — B — C

[

A — B — C

les di-homomorphismes (20.5.4.3) définissent un di-homomorphisme de complexes de
modules

(20.6.6.4) K, (C/BJA) K, (C’/B'/A")

et les di-homomorphismes qu’on en déduit pour ’homologie ou la cohomologie s’identi-
fient, par les formules (20.6.5.2), (20.6.6.1) et (20.6.6.2), aux di-homomorphismes
déja définis dans (20.5.4.3), (20.6.4.2), (20.2.1) et (18.3.7.2) (compte tenu, pour
le dernier, de la définition de Popérateur @ dans la suite exacte (20.2.4.2)).

(20.6.7) On sait que pour un complexe K, de C-modules et un C-module L,
on a des homomorphismes canoniques

o : HY(K,, L) >Hom(H;(K,), L)
(M, IV, 6). Ici, ’'homomorphisme canonique
% : H{(K,(C/BJA), L) ~Hom,(H, (K, (C/BJA)), L)

se définit immédiatement comme obtenu par passage au quotient par I'image de
Homg(K,, L) de I'homomorphisme de restriction

Hom,(K,(C/B/A), L) —~Hom(H, (K, (C/B/A)), L)

puisque H,(K_ (C/B/A)) n’est autre que le noyau de K;—~K,; tenant compte de
(20.6.6.2) et (20.6.5.2), on obtient donc un C-homomorphisme canonique

(20.6.7.1) Exalcomy, (G, L) »Homy(Y 54, L)

qui s’explicite de la fagon suivante : en vertu de (20.2.4.2), toute B-extension de C par L
qui est A-triviale provient de la donnée d’une A-dérivation D de B dans L, donc (20.4.8)
d’un C-homomorphisme f de Qf,®,C dans L; on fait correspondre a la classe de
cette extension la restriction de f a Y, , qui ne dépend effectivement que de cette classe
et non du choix de D.

Définition (20.6.8). — Soient u: A—B,v:B—>C deux homomorphismes d’anneaux.
Pour toute B-extension E de C par un C-module L, qui est A-triviale (18.9.7), on appelle homo-
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morphisme caractéristique de E, et on note yg, le C-homomorphisme Y, —L, image de la classe
de £ par homomorphisme canonique (20.6.7.1).

On peut définir ’homomorphisme y; d’une autre maniére :

Proposition (20.6.9). — Soit E une B-extension de C par un C-module L, qui est A-triviale
(18.3.7); alors le diagramme

v
1 CIBIA (1
0 — Yopy — Qpa®C — Qeya

(20.6.9.1) Xg 9grm/a @1 21
v
1 1
o — L —— QE/A®EC —p—> QC/A — 0
C/E/A C/E/A

ot q:B—E définit la structure de B-extension de E et p : E—C est I’homomorphisme d’augmen-
tation, est commutatif et ses lignes sont exactes.

La ligne inférieure du diagramme est la suite (20.5.12.5) relative aux deux
homomorphismes ALE et p: E->C=E/L; comme p est surjectif et que E est une
extension A-triviale, cette suite est exacte et scindée en vertu de (20.5. 12, (iii)). La commu-
tativité du carré de droite de (20.6.9.1) résulte de la relation v=poq (20.5.2.7);
I'image par g¢pp ,®1, du noyau Yy, de yyp, est donc contenue dans le noyau L
de pypa- D’autre part soit A: C—E un A-homomorphisme inverse a droite de p, et
soit j: L—>E Dlinjection canonique, de sorte que 'on a ¢(b) =#h(v(b)) +;j(D(b)) pour
beB, ou D est la A-dérivation de B dans L définissant la B-extension E; on peut
écrire D=fody,, ou f:Qp,—L est un B-homomorphisme. En vertu de (20.5.2.6),

on a qE[B/A(dBIA (8)) :dE/AA(q(b)) :dE/A (h(v(b))) +dE/A (j(f(dB;A(b)))) pour beB. Soit alors
z=2Xdg, (b)®c;, ou beB et ¢eC, un élément de Q},®3C; on a

(qE/B/A® 10)(2) = Z dE/A (h(v(b)))®c; + ?dE/A (j(f(dB/A (5:))))®c;.

Dans la premiére somme, on a dy, (A(v(b;))) = A (dou(v(8;))), donc cette somme
est (hga®1c)(vepa(2)) en vertu de (20.5.2.6). Sil’on prend zeYp,, cette somme
est donc nulle, et il reste, par définition de 8y,

(7upa®10)(2) = Z_SC/E/A (cf (dpin (6:))) = 8cmu (f(2))

ce qui démontre la commutativité du carré de gauche dans (20.6.9.1).

On notera que lorsque I’on suppose seulement que 3, est injectif (et non nécessai-
rement inversible & gauche), cette interprétation permettrait encore de définir y; comme
la restriction de ggp,®1¢ a Ygp,.

Corollaire (20.6.10). — Si R est un idéal de B, C=B/K, E=B/K% ¢ si E
est une B-extension A-triviale (18.3.7) de C par KK, alors ’homomorphisme caractéristique
xe : Yopa—RIK® est bijectif.
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En effet, dans le diagramme (20.6.9.1), les deux fleches verticales de droite sont
des homomorphismes bijectifs (20.5.12, (ii)).

Théoréme (20.6.11). — Soient u: A—B,v:B—~>C deux homomorphismes d’anneaux,
L un G-module. Supposons vérifiée Pune des conditions suivantes :

(1) L est un C-module injectif.

(ii) Yoma est facteur direct du C-module Qp,®5C et ugy, : Qy—>Qp est inversible
a droite.

Alors I’homomorphisme canonique (20.6.7.1)

Exalcomg), (C, L) ->Homg (Y¢5,, L)
est bijectif.

En particulier, si Qg et Qfy, sont des C-modules projectifs, I’homomorphisme canonique
(20.6.7.1) est bijectif.

Le fait que chacune des conditions (i), (ii) entraine que (20.6.7.1) est bijectif
résulte dans les deux cas de la définition de «;. On notera d’ailleurs que la condition (ii)
est nécessaire et suffisante pour que I’homomorphisme (20.6.7.1) soit bijectif pour tout
C-module L (Bourbaki, Alg., chap. II, 3° éd., § 2, n° 1, prop. 1). Si on suppose que Qpp
et Qf, sont des C-modules projectifs, alors, dans la suite exacte (20.6.1.1), Ker(zyg,)
est un C-module projectif, car la suite exacte

1 1
o—»Ker(uC/B/A) "’QC/A"QC/B“)O

est scindée, Qfy étant projectif; comme Ker(ugp,) =Im(vyp,), la suite exacte

0—>Y gy > Qb ® C—>Im(vgp, ) >0
est scindée.
Corollaire (20.6.12). — Supposons que G soit une A-algébre formellement lisse. Il existe
alors un homomorphisme canonique

(20.6.12.1) Exalcomg (G, L) >~Homg (Ygpy, L).

En outre, cet homomorphisme est bijectif si l'une des conditions (i), (ii) de (20.6.11) est
vérifiée.

En effet, il résulte de ’hypothése sur C que Exalcomg(C, L) = Exalcomg, (C, L),
et ’homomorphisme (20.6.12.1) n’est autre que (20.6.7.1).

Corollaire (20.6.13). — Si C est une A-algébre formellement lisse et si Qi est un C-module
projectif, Uhomomorphisme (20.6.12.1) est bijectif.

En effet, on sait alors que Qg est un C-module projectif (20.4.9), les topologies
étant discreétes.

(20.6.14) Les notations restant les mémes, supposons maintenant en outre que A,
B, C soient des A-algébres et u, v des A-homomorphismes, ce qui revient & se donner trois
homomorphismes d’anneaux

ASALBSC.
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On a donc, en dehors du module d’imperfection Y, , les modules d’imperfection
Ygam> Yomn €t Yopia, €t on a déja défini des homomorphismes canoniques de C-modules

(20.6.4.2)
(20.6.14.1) u' : Yopn—>Yomn
(20.6.14.2) 5"t Yopa—> Yoma-
Comme dans le diagramme commutatif (20.5.7.3)
Qua®B — Qpp — Qpy > o

(20.6.14.3) l l l

1 1 1
Qua®,C — Qg — Qs —> 0

la ligne inférieure est formée de C-modules, on en déduit par tensorisation un diagramme
commutatif

Qa®,C - Qf,®;C — Q%/A®BC - 0
l
(20.6.14.4) lz

1 1 1
QA/A®AC — QC/A — Quu —> 0

ou la premiére ligne est encore exacte et la fleche verticale de gauche est I'identité;
si 'on pose

(20.6.14.5) Y, 4 =Ker(ugy®17) = Ker(Q},®, C - Q5,®;C)

on voit, compte tenu de la définition de Y5, que 'on a un unique C-homomorphisme

(20.6.14.6) "t Ygam — Yoam

rendant commutatif le diagramme

o — T%/A/A - 04,®,C — Qa®sC — QIB/A®BC N

(20.6.14.7)

<
~

1 1 1
o — TC/A/A — QA/A®AC — QC/A — Q — o0

dont les lignes sont exactes.
Lorsque A=Z, on écrira Y}, au lieu de Y§,;. Si A est un corps premier, on
¢ _vyC
a Ypn=1Tg-
(20:6.15) Pour étudier les relations entre les modules précédents, nous intro-
duirons d’une part le complexe de B-modules K, (B/A/A), d’autre part, les complexes
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de C-modules K (C/A/A) et K (C/B/A) (20.6.5), et en outre les complexes de
C-modules suivants. On posera tout d’abord
(20.6.15.1) KY(B/A/A)=K (B/A/A)®,C.

D’autre part, nous désignerons par T (C/B/A) le complexe de C-modules dont
les termes sont nuls sauf en degrés o et 1, et ol
(20.6.15.2) Ty(C/B/A)=T,(C/B/A)=Q},®;C
I'opérateur différentiel étant Iidentité, de sorte que ce complexe est homotope a o; posons
enfin
(20.6.15.3) K/ (CG/A/A)=K_ (C/A/A)®T (C/B/A).

En vertu du caractere trivial de T, il est clair que I’on a
(20.6.15.4) H/(K,,L)=H(X,L) e H(K,L=H(K,L)
pour tout C-module L et tout .

(20.6.16) Définissons maintenant une suife exacte de complexes, scindée en chaque
degré

(20.6.16.1) o — KY(B/A/A) 5N K!/(C/AJA) £ K (C/BJA) - o
de la fagon suivante : désignons pour un moment par

S 1Q52®,C — Q5,®5C

2 Q5 a®5C — Qpp
les homomorphismes canoniques ug, \®1; €t vy, respectivement, dont le composé
est gof=(vou)gy (cf. (20.6.14.4)). On prendra jy(x) = (x, f(x)), p1(9, 2) =2—f (1),
Jo(%)=(g(%), %) po(y; 2)=8(2) —» de sorte que Im(j)=Ker(p,) est le graphe de f,

supplémentaire de {o}®T;, et Im(j,)=Ker(p,) est le graphe de g, supplémentaire
de K,(C/A/A)®{o}; la vérification de la commutativité du diagramme

o — KY(B/A/A) _h, K/(C/AJA) 2> K,(C/BJA) — o

|

o — KY(BJA/A) - K (G/A/A) — K (C/B/A) — o

ou les fleches verticales sont les opérateurs différentiels, est immédiate.
Théoréme (20.6.37). — On a une suite exacte de C-modules

6 e v Y ! T 2 ol ® C”cmm ot YorBlA oL
(20.6.17.1) 0 —>TYgn —> Youn — Lo —> Qpa®sC — Qg — Qg —~> o0
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ou Popérateur bord 0 est le composé
.
(20.6.17.2) TC/B/A_>TC/B/A_>Q}3/A®BC

la seconde fléche étant I’injection canonique.

En écrivant la suite exacte d’homologie pour la suite exacte de complexes
(20.6.16.1), on obtient (20.6.17.1), I’homologie étant nulle en degrés distincts de o
et de 1; le fait que les homomorphismes de cette suite exacte qui proviennent par
fonctorialité de j et de p sont bien ceux de I’énoncé est immédiat. Reste a vérifier
que J est égal a (20.6.17.2); or un élément zeY yp, est image par p, de (o, 2),
d’oil on déduit aussitét que 0(z) est I'image de z par ’homomorphisme canonique
Span®1c: Qp©C—Qf, ®5C. Notreassertion résulte de la commutativité du diagramme

s’

YC/B/A - YC/B/A

(20.6.17.3)

QpA®C - Qf,®;C
(cf. (20.6.4.3)).
Corollaire (20.6.18). — (i) La suite de C-modules

c v’ u' 8
(20.6.18.1) o — TB/A/A - TC/A/A - TC/B/A g YCIB/A —0

est exacte.
(i) 8¢ B est une A-algébre formellement lisse relativement & A, on a Y5, =o.
(i) Dans (20.6.17.1), 'image de Y5, par 9 est le noyau de vgy,, donc Y,
par définition.
(i1) L’hypothése entraine que la suite
0“’Q;1x/A®AB—)Q]13/A—)Q]13/A_’O

est exacte et scindée (20.5.7); par tensorisation avec G, la suite
0>0},®,C—>QL,  ®;C—»Qp ,®;C—o0

reste donc exacte, d’oll notre assertion.

Corollaire (20.6.19). — Soient K un corps, E, F deux extensions de K telles que KCECF.

(i) 8% F est une extension séparable de E, on a Yypy =0 (autrement dit, I’ homomorphisme
canonique Qg ®pF—>Qpy est injectif).

(i) Inversement, si ¥ est une extension séparable de K et si 'on a Yypgpx =o0, alors F est
une extension séparable de E.

Si P est le corps premier de K, on a en effet la suite exacte (20.6.18)

TF/K/P“’YF/E/P_’YF/E/K —>0.

Si Ypgp=TYpg=o0, on a donc Yygx=o0, d’ou (i) en vertu de (20.6.3); inversement,
si Yppx=0 et Ypgp=Ypg=0, on a Ygyp=o0, d’ou (ii) en vertu de (20.6.3).
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Corollaire (20.6.20). — (i) Si K est une extension algébrique séparable de k, on a Qi =o.

(ii) Soient k un corps de caractéristique o, K une extension de k. Pour que Qi =o, il faut
et il suffit que K soit une extension algébrique de k. En particulier, pour qu’un corps K de carac-
téristique o soit tel que Qi =o, il faut et il suffit que K soit une extension algébrique de Q
(cf. (21.4.4) et (21.7.5)).

(i) Pour tout xeK, soit f le polynébme minimal de x sur £; comme f’(x)+o0 et
dy. (f(%)) =f"(x)dgy (¥) =0, on a dg,(x)=o0 et notre assertion résulte de (20.4.7).

(i1) Ilexiste une extension pure L de £ telle que kCLCK et que K soit une extension
algébrique de L. Comme K est séparable sur L, il résulte de (20.6.19, (i)) que la
suite (20.5.7.2) 0080, K0k, QL >0
est exacte et de (i) que Qi =o. La relation Qy,=o0 est donc équivalente & Qf,=o,
et comme L est une extension pure de £, il résulte de (20.5.10) que la relation Qf,=o
équivaut a L=k.

Remarques (20.6.21). — (i) Comme Yy, est le noyau de

upan ¢ Qua®yB—>Qpa

et Y5, le noyau de ug,,®1,, on a un homomorphisme canonique

(20 .6.2x.1 ) Y'B/A/A®B(-} "Tg/A/A'

Cet homomorphisme est bijectif lorsque la suite
(20.6.21.2) 0>Ypa®C—>Q; 4 ®, C>Q ®;C— Q5 ®;C—0
est exacte, ce qui se produit dans les cas suivants :
1° C est un B-module plat.
2° Les B-modules Qp, et Qp, sont plats : en effet, il en est alors de méme de

Ker(Qp2—>Q%,) (01,6.1.2), etlasuite (20.6.21.2) est alors exacte en vertude (0;,6.1.2).
(ii) Considérons un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux

AI_)AI__>BI_____)CI

[ N

A —- A — B — C

Alors les définitions de (20.6.16) montrent que ’on a un diagramme commutatif
de complexes (ou les fleches verticales proviennent de (20.6.6.4))

o — K9BJAJA) — K!(C/AJA) — K_(C/BJA) — o

o - KY(B/A’/A) — KI(C'JA'/A) - K (C'/B'/A) - o
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d’ol, par passage a I’homologie, un diagramme commutatif

(20.6.21.3)

c 1 1 1
0 = Ygum —> Youn —> Yopa —> Qpp®C — Qg — Qg — 0

v

[ 1 ’ 1 1
0 = Ygum = Youm = Yopm = Qpa®C — Qo — Qpp — 0

On a un diagramme commutatif analogue pour (20.6.18.1).

Proposition (20.6.22). — Soient s: A—>A,u: A—>B deux homomorphismes d’anneaux,
R un idéal de B, C P’anneau quotient B|K. Supposons que E=B|K? soit une B-extension A-iriviale
de G par KIK2 On a alors une suite exacte

v’ X 8 v
(20.6.22.1) 0 —>TFa —> Youn —> K/K2 =3 Q},®,C 5 QF, —o.
En effet, comme »:B—C est surjectif, on a Qiz=o0 (20.4.12). En outre, il
résulte de (20.6.10) que Y p,, s'identifie canoniquement & K/K2. Il suffit alors d’appli-
quer les suites exactes (20.6.17.1) et (20.6.18.1), en notant que I’on a un diagramme

commutatif
1
Yoan —> Un ®AC

Xg

8 A
TC/E/A = YC/B/A = R/‘Rz = Q113/A®B C= Qlla/A ®EC

]/K2 P Q5. ®5C
CIB/A
et utilisant la commutativité du diagramme (20.6.17.3).

On a ainsi précisé le nopau de 3y, dans le cas ot il existe un anneau A tel que A
soit une A-algébre et que B/K? soit A-triviale; on observera que c’est le cas en particulier
lorsque C est une A-algébre formellement lisse (pour la topologie discréte).

Supposons en outre qu’on ait un diagramme commutatif d’homomorphismes

d’anneaux
AN — A" — B

[ B
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que R’ soit un idéal de B’ tel que f(K)CK’, et que E'=B’/K* soit une B’-extension
A’-triviale de C’'=B’/R’ par /R On a alors un diagramme commutatif

(20.6.22.2)

Q! ’ 2 1 1
0 = Yy = Youn — KIK? — Q@ C - Qi — 0

c 2
0 — Yhn — TC/A/A — |/8° — QlB/A®BC —> QIC/A — 0

comme il résulte de (20.6.21.3) et (20.5.11.3).

Corollaire (20.6.23). — Sous les hypothéses de (20.6.22), supposons en outre que B
soit une A-algébre formellement lisse. Alors on a une suite exacte

5
(20.6.23.1) 0— Yoan B jyqe =2 Q4@ C— Qg —o0.

Cela résulte en effet de (20.6.18, (ii)).

(20.6.24) Lorsque les hypotheses de (20.6.22) sont satisfaites, on dit encore que
I’homomorphisme caractéristique yg est ’homomorphisme caractéristique de la A-algébre B,
relativement & A et a I'idéal & (en supprimant ces derniéres précisions lorsqu’il n’y a pas
de confusion a craindre); on le notera parfois yp ou yg,-

Proposition (20.6.25). — Soient s: A—>A,u: A—>B,v:B—>C trois homomorphismes
d’anneaux, L un C-module. On a alors une suite exacte

(20.6.25.1) 0 — Déry(C, L) > Dér, (C, L) > Dér, (B, L) >

5 Exalcomg, (C, L) = Exalcom,, (C, L) e Exalcom,, (B, L) - o

ol u', v* sont les homomorphismes définis dans (18.3.6.4) et (18.3.6.2), et 0 est défini comme
dans (20.2.2).

En effet, comme la suite exacte (20.6.16.1) est scindée, on en déduit une suite
exacte

o—>Homg(K_(C/B/A), L) —>Hom, (K(C/A/A), L) —Hom, (K¢ (B/A/A), L) 0.

Si on applique a ce complexe la suite exacte de cohomologie, en tenant compte
de (20.6.15.4), et de (20.6.6), on obtient (20.6.25.1) car on a

Hom, (K7 (B/A/A), L) =Homy (K, (B/A/A), L)

par définition; lidentification de u' et ' avec les homomorphismes de (18.3.4.2)
résulte de (20.6.6.4).

Remarque (20.6.26). — Dans ce numéro, les complexes K, (G/B/A) sont apparus
comme un artifice technique destiné a simplifier ’exposition de certains comportements
fonctoriels. En réalité, ces complexes, considérés comme objets de la catégorie des
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complexes de C-modules « 2 homotopie prés » (c’est-a-dire ou les morphismes sont les
classes d’homomorphismes homotopes) sont des invariants remarquables, plus fins que
le couple formé de Qp et de Yy, . Lorsque £ est un corps premier, et C une £-algébre
formellement lisse (par exemple un anneau régulier de type fini sur une extension de k&
(cf. (IV,6.8.6))) on peut montrer que le complexe K (C/A/k) peut se décrire uniquement
en faisant intervenir C et A (a ’exclusion de k) : on exprime C comme quotient d’une
algeébre de polynémes B sur A par un idéal £, et on considére le complexe F (C/A)
a 2 termes non nuls

... >0>8/¥ 0L ®;C>o0—>...

(dont I’homologie coincide bien avec celle de K (C/A/k) en vertu de (20.6.23.1)).
Ces complexes F (C/A), qui du point de vue de l’algébre homologique jouent le rdle
d’un fibré conormal pour Spec(C) au-dessus de Spec(A), tiendront une place importante

dans les chapitres de cet ouvrage consacrés a la dualité des faisceaux cohérents et au
théoréme de Riemann-Roch.

20.7%7. Généralisations aux anneaux topologiques.

(20.7.1) Il résulte aussit6t des définitions que si, dans (20.5.2) et (20.5.3),
les anneaux A, B, C sont supposés étre des anneaux topologiques et les homomorphismes
d’anneaux u, v continus, alors les homomorphismes ugp, €t vgp, sont continus (il faut
naturellement prendre sur Qp,®;C la topologie produit tensoriel).

En outre, ugp, : Qty—>Qp est un morphisme strict surjectif de C-modules topo-
logiques; en effet, il en est ainsi de ’homomorphisme canonique C®,C—C®3zC, compte
tenu de la définition de la topologie produit tensoriel; par passage aux quotients on en
déduit que I’homomorphisme correspondant Pf, —Pg 5 est un morphisme strict surjectif,
et uyp, est la restriction de ce dernier & Qg,.

Dans (20.5.5), si A’ et B sont des A-algébres topologiques, et si B et Qf ,®;B’
sont munis des topologies produits tensoriels, ’homomorphisme canonique (20.5.5.1)
est un isomorphisme topologique, en tenant compte de ce que Py, est somme directe
topologique de B et de Qf, (20.4.8).

Proposition (20.7.2). — Soient u:A—B,v:B—>C deux homomorphismes continus
d’anneaux topologiques. Pour que ' homomorphisme continu  vyp, : Qp,®pC—Qpy  soit formelle-
ment inversible @ gauche (cf. (19.1.5)), il faut et il suffit que C soit une B-algébre formellement
lisse relativement 4 A (19.9.1) (et a fortiori il suffit que C soit une B-algebre formellement
lisse).

Dire que v 5/, est formellement inversible a gauche signifie en effet, vu que les topolo-
gies de Qf, et Qf,®5C sont moins fines que celles déduites de la topologie de C (20.4.5),
que pour tout C-module discret L, annulé par un idéal ouvert de C, ’homomorphisme
canonique

Hom. contg(Qg,, L) - Hom. conty(Qy,®5C, L)
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est surjectif (19.1.5); comme Hom. cont(Qy,®5C, L) =Hom. conty(Q},,, L) par défi-
nition de la topologie produit tensoriel, il revient au méme, en vertu de (20.4.8), de
dire que I’homomorphisme canonique

Dér. cont, (C, L) — Dér. cont, (B, L)

est surjectif. Mais la suite exacte (20.3.8.2) montre que cette condition équivaut a
Exalcotopg, (G, L) =0, c’est-a-dire précisément au fait que C est formellement lisse
relativement a A (19.9.8).

Corollaire (20.7.3). — Supposons que dans B et dans C, le carré d’un idéal ouvert soit
ouvert. Pour que G soit une B-algébre formellement lisse relativement & A, il faut et il suffit que
st Pon désigne par (R,) un systéme fondamental de voisinages de o formé d’idéaux de C, alors, pour
tout \, I’homomorphisme

(20.7.3.1) Uopa® Togy ¢ Q%}/A®B (CIK,) — Q})/A®C (C/8y)

soit inversible a gauche.

On sait en effet alors que la topologie de Qy, (resp. Q) est déduite de celle de B
(resp. de C) (20.4.5); on en conclut aussitét que la topologie de Qf,®zC est aussi
déduite de celle de C; le corollaire résulte alors de (20.7.2) et (19.1.7).

Proposition (20.7.4). — Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
Pour que B soit_formellement non ramifiée (19.10.2), il faut et il suffit que le séparé complété QIB, A
soit nul.

En effet, il résulte aussitot de (19.10.4) et (20.1.1) que, pour que B soit formelle-
ment non ramifiée, il faut et il suffit que pour tout idéal ouvert & de B, tout idéal ouvert §
de A tel que $.BCK et tout (B/R)-module L, on ait Dér,4(B/R, L) =0, c’est-a-dire
Dér. cont, (B, L) =0 pour tout B-module discret L. annulé par un idéal ouvert de B;
en vertu de (20.4.8), cela équivaut & Hom. cont, (Q},, L) =0 pour un tel B-module,
d’ol aussitét la proposition.

Lorsque B est discret, la condition de I’énoncé de (20.7.4) équivautdonc & Qf, =o.

Corollaire (20.7.5). — Soient A un anneau, m un idéal de A, B une A-algébre; munissons A
de la topologie m-préadique, B de la topologie déduite de celle de A, et posons Ay=Alm,
B,=B/mB=B®,A,. Alors, pour que B soit une A-algébre formellement non ramifiée, il faut
et il suffit que Qp , =0 (ou encore que B, soit une Ay-algébre formellement non ramifiée).

En effet, on a Qf,®pB,=Q},/m.Qf, =Q% ,, en vertu de (20.5.5); écrire que
tout sous-module ouvert de Qf, est égal a Qf, équivaut par (20.4.5) & écrire que
m. Q% , =Q%j,, d’ou la conclusion.

Proposition (20.%7.6). — Soient u:A—B,v:B—~>C deux homomorphismes continus
d’anneaux topologiques, et supposons que v fasse de G une B-algébre formellement étale; alors
vopn © Qea®sC—>Qqy  est un bimorphisme formel (19.1.2).

En effet, pour tout C-module discret L annulé par un idéal ouvert de C, on a
alors (20.7.4) Dér. conty(C, L)=o0 et par suite (20.3.6. 1) I’homomorphisme canonique
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Dér. cont, (C, L) —Dér. cont, (B, L) est injectif; il est par ailleurs surjectif en vertu de
(20.7.2), donc il est bijectif ; il en résulte que I'image de 7y, est nécessairement dense
dans Q,, sans quoi le quotient de Qf, par adhérence de Im(yyp,) serait séparé
et +0 et aurait donc un quotient discret L= o0, contrairement & ce qu’on vient de voir
(compte tenu de (20.4.8)). Par suite 7gp,, qui est un monomorphisme formel en vertu
de (20.7.2), est aussi un épimorphisme formel (19.1.2), donc un bimorphisme formel.

Corollaire (20.7.7). — Supposons que dans B et dans C le carré de tout idéal ouvert soit
ouvert. §i C est une B-algébre formellement étale, alors, pour tout idéal ouvert R, de C, I’homo-
morphisme (20.7.3.1) est bijectif.

En effet, en vertu de (19.1.1), cet homomorphisme est surjectif, et il est injectif
par (20.7.3).

Proposition (20.7.8). — Sotent u : A—>B un homomorphisme continu d’anneaux topo-
logiques, & un idéal de B, C [Panneau topologique quotient B, v :B—C [’homomorphisme
canonique. Alors :

(i) Dans la suite exacte (20.5.12.1)

3 v,
R/Rz C/B/A Q};/A®BC' C/BIA Q};/A—>O

P homomorphisme 8yp, est continu et I’homomorphisme vyyg,, est un morphisme strict de C-modules
topologiques.

(ii) Pour que 3qp, soit formellement inversible & gauche (19.1.5), il faut et il suffit que
pour tout C-module discret L annulé par un idéal ouvert de C, I’homomorphisme canonique

(20.7.8.1) Exalcotop, (C, L) — Exalcotop, (B, L)

soit injectif.

(i) La premiére assertion est évidente. D’autre part, ’homomorphisme canonique
v®v : B®,B->C®,C est un morphisme strict par définition de la topologie produit
tensoriel, et on en déduit aussitt (cf. (20.5.2)) qu’il en est de méme de vgp -

(ii) Dire que 3y, est formellement inversible & gauche signifie que pour tout
C-module discret L annulé par un idéal ouvert de C, ’homomorphisme canonique

Hom. conty(Q,®5C, L) - Hom. conty(R/K2, L)

est surjectif. Or, compte tenu de (18.4.3) et de (20.4.8), cela revient a dire que ’homo-
morphisme canonique
Dér. cont, (B, L) — Exalcotopg(C, L)

est surjectif, et la conclusion résulte donc de la suite exacte (20.3.6.1).

Le fait que (20.7.8.1) soit injectif s’exprime encore de la maniere suivante, compte
tenu de la définition des deux membres (18.4.1) : pour tout idéal ouvert I de A, rout
idéal ouvert N de B tel que IMBCR, et toute (A/IM)-extension E de B/(K +N) par
un (B/(] +N))-module L, telle que I'image réciproque de E par I’homomorphisme
canonique B/R—B/(] +N) soit (A/M)-triviale, il existe un idéal ouvert M'CIN de A,
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un idéal ouvert N'CRN de B tels que WM'BCR’ et que 'image réciproque de E par
I’homomorphisme canonique B/(K +3') > B/(] +N) soit (A/IM')-triviale. En particulier :

Corollaire (20.7.9). — St la A-algébre topologique C=B|K est formellement lisse,
Uhomomorphisme canonique 3p,, est formellement inversible & gauche.

(20.7.10) Dans (20.6.1), lorsque A, B, C sont des anneaux topologiques, u et v
des homomorphismes continus, on munit Y5, de la topologie induite par celle
de Qf,®3C; les homomorphismes (20.6.4.2) et (20.6.4.4) sont alors continus pourvu
qu’il en soit de méme de ceux du diagramme (20.6.4.1). En outre, si, dans (20.6.7),
on suppose que L est un G-module discret annulé par un idéal ouvert de C, on déduit,
par passage a la limite inductive, un C-homomorphisme canonique

(20.7.10.1) Exalcotopg, (C, L) — Hom. conty(Yp,, L)

compte tenu de (18.5.3.1) : pour tout idéal ouvert I de A, tout idéal ouvert t de B
tel que IMBCR, tout idéal ouvert P de C tel que NCCP et que P.L=o, toute
(B/R)-extension E de C/P par L qui est (A/M)-triviale provient de la donnée d’un
C-homomorphisme continu f de Qp,®zC dans L, et ’homomorphisme (20.7.10.1)
fait correspondre a I'image dans Exalcotopy,(C, L) de la classe de E, la restriction
de fa Yqp,, dit homomorphisme caractéristique de E et noté encore yy.

Proposition (20.7.11). — Supposons que la topologie de C soit telle que le carré d’un idéal
ouvert soit ouvert. Si C est une A-algébre topologique formellement lisse et si Qfy est un C-module
Sormellement projectif, on a un isomorphisme canonique

(20.7.11.1) Exalcotopg(C, L) 5 Hom. conty(Ygp,, L)

pour tout C-module discret L annulé par un idéal ouvert de C.

On a en effet, dans la suite exacte (20.3.7.1), Exalcotop,(C,L)=o0 (19.4.4),
donc Exalcotopg(C, L) = Exalcotopy,(C, L) et I’homomorphisme (20.7.8.1) n’est
autre que (20.7.10.1); le fait qu’il est bijectif se déduit de (20.6.13) par passage a la
limite inductive, compte tenu de ce que la topologie de Qfy est alors déduite de celle
de C (20.4.5) et de (19.2.4).

(20.7.12) Dans (20.6.14) on munit encore Y§,, de la topologie induite par
celle de Q,®,C et alors ’homomorphisme (20.6.14.6) est continu, lorsque les
anneaux considérés sont topologiques et les homomorphismes d’anneaux continus.

(20.7.13) Si, dans (20.6.23), on suppose que les anneaux A, A, B, C sont topo-
logiques, les homomorphismes s, u, v continus et L. un C-module discret annulé par un
idéal ouvert de C, alors on peut passer a la limite inductive comme dans (20.3.6), et
on a une suite exacte

(2z0.7.13.1) 0—Dér. conty(C, L) —>Dér. cont,(C, L) —Dér. cont, (B, L) -
— Exalcotopg, (G, L) —Exalcotop,, (C, L) — Exalcotop, 4 (B, L) —o.

(20.7.14) Soient A un anneau topologique, B une A-alge¢bre topologique, M’
un idéal ouvert de A; ' un idéal ouvert de B tels que IM'BCR’; posons A’'=A/IW,
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B'=B/N’; le noyau de ’homomorphisme B®, B -B'®,,B’ est U'=Im(R'®B +BoRN’),
d’ou résulte aussitét que le noyau de ’homomorphisme

(20.7.14.1) Par, o) * Lia—>Qb

est ((InW)+ 3%)/J% par ailleurs, ’homomorphisme (20.7.14.1) est surjectif, comme
il résulte de (20.4.7). Si M"" (resp. N"’) est un second idéal ouvert de A (resp. B) tel
que M CP, NR'CN’ et M'BCR’’, et si 'on pose A=A/, B”"=B/N"', on a de
de méme un homomorphisme surjectif

. 1 1
(p(mt:, N, (W, N - QBII/AII _>QB'/A'

et ces homomorphismes forment évidemment un systéme projectif. Si 'on remarque que
les ((IJnW)+4 J2)/J? forment un systéme fondamental de voisinages de o dans Qj,,
on voit donc que le séparé complété Q}M du B-module topologique Qf, est donné, a un
isomorphisme canonique prés, par

(20.7.14.2) ﬁlla/AZI(iE(Qlla'/A')-

En outre, ’homomorphisme canonique j: Q}M»Q}gl A est limite projective du

N . . . T A
systtme projectif des ¢y g, donc gy g, se factorise en Qp, ~>Qf, —~Q. ., et comme
il est surjectif on en conclut que ’homomorphisme canonique

(20.7.14.3) Q‘B/A — Qo

est surjectif pour tout couple (', N').

On peut d’ailleurs dans ce qui précede remplacer partout A’ par A.

Enfin, si L est un B-module topologique séparé et complet, tout B-homomorphisme
continu de Qp, dans L se prolonge de fagon unique en un B-homomorphisme continu
de QIB/A dans L, et réciproquement un tel homomorphisme redonne par composition
avec Qp,—Q}, un B-homomorphisme continu, si bien que I'on a un isomorphisme
canonique

Hom. conty(Q,, L) 5 Hom. contg(Q},,, L).

Plus particuliérement, si L est un B-module discret annulé par un idéal ouvert
de B, on voit que I'isomorphisme canonique (20.4.8.2) peut aussi s’écrire

(20.7.14.4) Hom. contﬁ(f)}m, L) = Dér. cont, (B, L).

Proposition (20.7.15). — Soient A un anneau discret, B une A-algébre topologique
adique (0;, 7.1.9), 1 un idéal de définition de B, By=B[n. On suppose que Qy, et njn® sont
des By-modules de type fini. Alors ﬁlB/ s est un B-module de type fint.

Comme le carré de tout idéal ouvert de B est ouvert, la topologie de Qf,
est la topologie mn-préadique (20.4.5). Compte tenu de I’hypothése que B est
un anneau adique, il suffit donc, en vertu de (0;,7.2.7 et 7.2.9), de prouver
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que Qp,/n.Qf, =0Q%,®;B, est un Br-module de type fini. Mais cela résulte de
I’hypothése et de la suite exacte (20.5.12.1)

n/n2—>QIB/A®BBO—>Q},O/A—+o.

(20.7.x6) La proposition (20.7.15) s’applique par exemple lorsque A est un
corps £, B=kK'[[T,, ..., T,]] une algeébre de séries formelles munie de sa topologie
usuelle, £ une extension finie de £ (cf. (21.9.2)). On notera que le corps des fractions K
de B a un degré de transcendance infini sur k; lorsque £ est de caractéristique o, on en
déduit aussitét (a I’aide de (20.4.13, (i)) et de (20.5.9) notamment, en utilisant aussi
le fait que toute dérivation d’un corps de caractéristique o se prolonge & toute extension)
que Qp, n'est pas un B-module de type fini.

(20.7.17) Soient A, B, C trois anneaux topologiques, u: A—B,v:B—-C deux
homomorphismes continus; remplagant A, B, C par des quotients par des idéaux
ouverts A'=A/M', B'=B/N’, C'=C/P’ avec u(M')CN’, v(N')CP’, de sorte que 'on a
des homomorphismes u’' : A’—>B’, v : B'—>C’, on en déduit des homomorphismes cano-
niques ug pars Voypya qui, en vertu de (20.5.4), forment des systémes projectifs, et
donnent par suite, par passage a la limite, des homomorphismes canoniques, prolon-
gements aux séparés complétés des homomorphismes de la suite exacte (20.5.7.1)

v u,
1 C/B/A 1 C/B/A 1
QB/A®BC — QC/A — QC/B - 0
~ Ol a0 A1
(20.7.17.1) Dopia » Qpa®3C — Qg
~ . OL H1

et dans la suite

~ ~

~ P v A~ u ~
1 "A C/B/A 1 C/B/A 1
(20.7.17.3) O, 83C — Qfy — Qg —~ 0

le composé de deux homomorphismes consécutifs est o, mais la suite n’est pas nécessairement
exacte. Toutefois, si B et C sont métrisables, ’homomorphisme #gp, est surjectif, et
Im(7yp,) est dense dans Ker(éigp,) : cela résulte aussitot (cf. (0, 7.3.1)) de ce que,
si (M) (resp. (N,)) est une suite décroissante d’idéaux de B (resp. C), formant un systéme
fondamental de voisinages de o, et si ’'on pose B,=B/M,, C,=C/N,, leshomomorphismes de
transition Q}JHIIBH . Q‘Ck/Bk, QEH A Q};k/“ et Q1Bk+ A Q%km sont surjectifs (20.7.14).

Proposition (20.7.18). — Soient A, B, C trois anneaux topologiques, u : A—B, v : B—>C
deux homomorphismes continus. On suppose B et C admissibles (0;, 7.1.2) et métrisables. Pour
que I’homomorphisme canonique ¢y, flg,A@BC»ﬁém admelte un inverse a gauche qui soit
un C-homomorphisme continu, il faut et il suffit que C soit une B-algébre formellement lisse
relativement @ A.

La condition est nécessaire en vertu de (20.7.2) et (19.1.6). Pour voir qu’elle
est suffisante, notons que le C-module topologique L=ﬁlB/A®BC est métrisable et
complet en vertu de I’hypothése, donc E=D(L), muni de la topologie produit, est
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métrisable et complet; il est en outre admissible, car si & est un idéal de définition
dans C, la suite des (R®L)"=RK"®K" 'L tend vers 0. Comme ’application composée

d PR
D :B X QE/A - Q§/A®BC=L

est une A-dérivation continue de B dans L, le A-homomorphisme continu
S x->(0(x), D())

de B dans E définit sur E une structure de B-extension. Comme L est un idéal fermé
dans E, il résulte de (19.9.5) et de ’hypothése que I'application identique C—E/L
(qui est un B-homomorphisme) se factorise en C-iE—»E/L, ou g est un homomorphisme
continu tel que gov=yf; par suite (20.1.3), g est de laforme y~>(p, D'(y)), ou D’ est une
B-dérivation continue de C dans L, autrement dit D’ov =D. Compte tenu de (20.7.14.4),
on a D’:hogc/ > OU ki Q%,/A»L est un C-homomorphisme continu; mais on a
301 200 =0p, 0D par définition, et comme I'image de B par D engendre (topologiquement)
le C-module L (20.4.7), la relation D’ov =D donne bien ko?yp, =1,. C.Q.F.D.

Corollaire (20.7.319). — Sous les hypothéses de (20.7.18), si Pon suppose en outre que
dans B et G le carré d’un idéal ouvert soit ouvert, alors, pour que C soit une B-algébre formellement
lisse relativement @ A, il faut et il suffit que 9, soit inversible & gauche.

En effet, les topologies de Q‘B/A®BC et de Qlc/ 4 sont alors déduites de celle
de C (20.4.5), et tout C-homomorphisme de l'un dans l'autre est nécessairement
continu.

(20.7.20) Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique métrisable
et compléte, & un idéal fermé de B, C=B/R I’anneau topologique quotient, qui est
métrisable et complet. Soit (M,) un systéme fondamental décroissant de voisinages de o
dans B formé d’idéaux, et posons B,=B/M,, K, =(K +M,)/M,, C,=B,/K;. On a un
systéme projectif d’homomorphismes 8¢, /8,/ P R8> ‘Q}}k/A®Bka (20.5.11.3), d’ou
Pon déduit en passant a la limite un homomorphisme canonique

Soma t RIK2 > Q4,8;C

et en raisonnant comme dans (20.7.17), on voit que I’homomorphisme canonique

Ugps (AZ%/A®BC = ﬁém est surjectif et que Im(§C/BIA) est dense dans Ker(fgp,).

§ 21r. DIFFERENTIELLES DANS LES ANNEAUX DE CARACTERISTIQUE p

Les résultats du présent paragraphe, de nature plus spéciale et technique que
ceux des §§ 19, 20 et 22, ne serviront qu’exceptionnellement dans le cours du chap. IV.
Leur réle principal est ici dans la démonstration de trois théorémes du § 22 (22.3.3,
22.5.8 et 22.7.3), dont le premier et le dernier interviennent de facon essentielle dans
la théorie « fine » des anneaux locaux noethériens du chap. IV, § 7.
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21.1. Systémes de p-générateurs et p-bases.

(21.x.1) Etant donné un nombre p qui est, soit o, soit un nombre premier, nous
dirons qu'un anneau A est de caractéristique p s'il existe un homomorphisme d’anneaux
P—A, ol P est le corps premier de caractéristique p; on notera que cet homomorphisme
est alors unique, le composé Z—>P—>A étant l'unique homomorphisme de Z dans A.
Si A=o, il revient au méme de dire que A contient un corps de caractéristique p, 1'image
de P étant nécessairement un corps isomorphe a P (et d’ailleurs le seul sous-corps de A
isomorphe a P).

(2x.x.2) Si p>o0, dire que A est de caractéristique p équivaut a dire que, dans A,
ona p.1=o0, ouencore pA=o0. Si p=o, dire que A est de caractéristique p équivaut
a dire que pour tout entier n#0,n.1 est tnversible dans A. Si Ao, il ne peut exister
qu’un seul p (premier ou o) tel que A soit de caractéristique p; cela résulte de ce qui
préceéde et de I'identité de Bezout ap +bg=1 pour deux nombres premiers distincts p, ¢.
Par contre I’anneau réduit & o est de caractéristique p pour fout p.

(21.1.3) Si A est de caractéristique p, il en est de méme de toute algébre sur A.
En particulier, pour tout idéal premier p de A, le corps résiduel de A en p est de
caractéristique p. Réciproquement, si p =o0 et si pour tout idéal maximal m de A, le corps
résiduel de A en m est de caractéristique o, il en est de méme de A, car pour tout
entier n$0, n.1 est alors inversible dans tous les A, donc aussi dans A. Par contre,
si p>o0, un anneau local peut avoir son corps résiduel de caractéristique p sans étre
lui-méme de caractéristique p, comme le montre Iexemple de Danneau premier
(intégre) Z,; (19.8.3) ou de l'anneau local artinien Z[p"Z pour n>2, qui ne
contiennent pas de corps.

Notons enfin que pour un anneau (méme réduit), les corps résiduels en ses idéaux
premiers peuvent avoir des caractéristiques différentes, comme le montre ’exemple de Z.

(21.1.4) Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons fixés un nombre
premier p et tous les anneaux seront supposés de caractéristique p, sauf mention expresse
du contraire. Pour un tel anneau A, I’application x~>x? est un endomorphisme de A,
que Pon note F, ; si A est réduit, F, est injectif. On pose A?=F,(A) (sous-anneau de A
formé des x?, pour x€A); on peut naturellement considérer A comme une AP-algébre.

On peut aussi considérer A comme une A-algébre au moyen de I’homomorphisme
F, :x~>x? de A dans A; autrement dit, il s’agit de la A-algébre A, pour laquelle le
produit A.x de xeA parunscalaire AeA est le produit A”x dans 'anneau A ; nous noterons
cette A-algébre AP, Il est clair que pour tout homomorphisme d’anneaux u:A—B le
couple (u, u) est un di-homomorphisme d’algebres A”—B®. Pour tout A-module E, on
posera EP=E®,AP ou AP est considéré comme un (A, A)-bimodule, la structure de
A-module a gauche étant celle qu’on vient de définir, et la structure de A-module a droite
définie par la multiplication dans A; E® est muni de la structure de A-module provenant
de la structure de A-module a droite de A®, de sorte que pour x€E, «, B dans A, on a

a(xDB) =x® (af) et (ax) ®B = oP(xQB) = xD PP,
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Posant x?=x®1, onadonc (ax)?=ufx?. Lorsque F, est injectif, on peut identifier A®
a lanneau A considéré comme algébre sur son sous-anneau AP.

Proposition (2x.1.5). — Soient A, B deux anneaux, u: A—~B un homomorphisme.

(i) Toute A-dérivation de B dans un B-module L est nulle dans A[BP] (donc est une A[B?]-
dérivation).

(i) Pour toute sous-A-algébre A’ de A[B?], si j:A’'—>B est linjection canonique,
I’ homomorphisme canonique

Jeiara + Qaa—> Qg

est bijectif.

(ili) Supposons qu’il existe un entier s>o0 tel que u(A)DBP’. Alors, dans I'anneau B®, B,
Jpia est un nilidéal.

A

(i) Par récurrence a partir de (20.1.1.1), on déduit, pour toute A-dérivation
D :B—L, que 'on a D(x*) =k+x*~'D(x), d’ou en particulier D(x?)=o.

(ii) Vu (20.4.8), Passertion (ii) n’est qu’une traduction de (i), cette derniére
s’écrivant Dér, (B, L) = Dér, gy (B, L) pour tout B-module L.

(iii) Pour tout xeB, on a (*®1—1®x)” =x""®1—1@x" =+’ (101 —1®1) =0,
puisque 2P’ cu(A). La conclusion résulte de ce que les éléments 1®x—x®1 engendrent
3B/A (20.4.4).

Il résulte aussitdt de (21.1.5) que Pon a, pour tout couple d’homomorphismes
d’anneaux A—B-—C,

(2r.1.5.1) Yoma= Yomjar

pour toute sous-A-algébre A’CA[BP] de B.

D’autre part, (21.1.5) montre aussi que 'on a en particulier pour les modules
de différentielles « absolues »

(2r.1.5.2) Qi =Qy

Corollaire (21.1.6). — Supposons que B soit une A-algébre de type fini et qu’il existe un
entier s>0 tel que u(A)DBP’. Si lon a Qp =0, u est surjectif.

D’aprés (21.1.5, (iii)), Jp, est un nilidéal; en outre, en vertu de (20.4.4) et
de I’hypothése, Jg, est un idéal de type fini, donc il est nilpotent; comme la relation
Q}, =o signifieque Jp, = I}, onenconclutque Iy, =o0, ouencoreque = : B®, BB
est bijectif. Par ailleurs, tout élément de B ayant sa puissance p*-iéme dans u(A), B est entier
sur A, et étant de type fini, c’est une A-algébre finie. On est ainsi ramené a prouver le
lemme suivant (ol on ne suppose pas que les anneaux considérés sont de caractéristique p) :

Lemme (21.1.6.1). — Soient R un anneau, S une R-algébre finie; si I’homomorphisme
canonique T : S®gS—>S est bijectif, alors I’homomorphisme structural u : R—S est surjectif.

Il suffit de montrer que pour tout idéal maximal m de R, si ’on pose T=R-—m,
I’homomorphisme u,, : R,,—~T 'S est surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1I, § 3,
n° 3, th. 1); or Phypothése entraine que I’homomorphisme (T~'S)®; (T~'S)>T~'S
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est bijectif (0;, 1.3.4), et comme T~'S est une R, -algébre finie, on voit qu'on peut
se borner au cas oi R est un anneau local. Désignant encore par m son idéal
maximal, il suffit de prouver que u®1 : R/m—S/mS est surjectif, en vertu du lemme
de Nakayama (S étant un R-module de type fini); comme ’homomorphisme canonique
(S/mS) g (S/mS) —S/mS est bijectif et que S/mS est une (R/m)-algebre finie, on est
finalement ramené au cas ou R est un corps; mais alors les rangs de S®iS et de S
sur R ne peuvent étre égaux que si S est de rang o ou 1, donc si #:R—>S est
surjectif.

Proposition (2x.x.7). — Soient A un anneau, B une A-algébre, (x,),c une famille
d’éléments de B. Considérons les propriétés suivantes :

a) B=A[B?, (x,)], autrement dit la A[B]-algébre B est engendrée far la famille (%,), c:-

b) Le A[B"]-module B est engendré par les mondsmes 11 ot (n(x))y 1 est une famille
d’entiers & support fini telle que o<n(x)<p pour tout acl. *

c) Le B-module Q}, est engendré par les dy,(x,) (x€l).

Alors les propriétés a) et b) sont équivalentes et entrainent c); st en outre B est une A[BP]-
algebre de type fini, c) est équivalente & a) et b).

Il est clair que b) entraine a), et inversement a) entraine b), car tout monéme ITx™®),

ou les m(«) sont des entiers >0 (formant une famille & support fini), peut s’écrire
(ITx2*)»IIx®, en divisant chaque m(x) par p, ce qui donne m(a)=p.q(ex)+r(x)
avec o<r(a)<p. Le fait que a) entraine ¢) résulte de (21.1.5, (ii)) et de (20.4.7%).
Supposons inversement ¢) vérifiée et que B soit une A[BP]-algébre de type fini; soit B’
la sous-A[B*]-algeébre de B engendrée par les x,; dans la suite exacte (20.5.7.1)

1 1 1
QB’/A[BP]®B' BﬁQB/A[Bp]_)QB/B’ —>0

I’hypothése entraine que la fleche de gauche est surjective (compte tenu de (21.1.5, (ii));
on a donc Qpp=o0, et comme B?CB'CB et que B est une B’-algébre de type fini,
on a nécessairement B’=B par (21.1.6).

Remarque (21.1.8). — Lorsque B est un corps, nous démontrerons I’équivalence
des propriétés a), b) et ¢) sans hypothése de finitude (21.4.5).

Définition (21.1.9). — Soient A un anneau (de caractéristique p), B une A-algébre. On dit
qu'une famille (x,),c | d’éléments de B est p-libre sur A (resp. un systéme de p-générateurs de B
sur A, resp. une p-base de B sur A) si la famille des monémes T1x2® (o<n(a)<p, (n(e))aer

de support fini) est une famille libre (vesp. un systéme de générateurs, resp. une base) dans le
A[B?]-module B.

On a des définitions correspondantes pour un ensemble M d’éléments de B, en consi-
dérant la famille définie par linjection canonique M—>B. Lorsqu’on prend pour A
le corps premier F, (auquel cas A[B’]=BP), on omet la mention de A dans la définition
précédente (ou l'on dit encore qu’une famille est « absolument » p-libre, resp. un systéme
« absolu » de p-générateurs, resp. une p-base « absolue »).
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Il est clair que les notions définies dans (21.1.9) ne changent pas lorsqu’on y
remplace A par le sous-anneau A[B?] de B; autrement dit on peut toujours supposer
que 'on a BPCACB.

Si M est une partie p-libre de B sur A, il est clair que toute partie de M est p-libre
sur A. En outre :

Lemme (21.x.10). — Sotent C une sous-A-algébre de B telle que B?CC, M une partie
de C, N une partie de B.

(i) 87 M est un systéme de p-générateurs de C sur A et N un systéme de p-générateurs de B
sur G, alors MUN est un systéme de p-générateurs de B sur A.

(ii) Supposons que M soit une p-base de C sur A; alors, pour que N soit p-libre sur C, il
Saut et il suffit quee MUN soit p-libre sur A.

On peut se borner au cas ot B’CACCCB. Alors (i) est un cas particulier du fait
que si P (resp. Q) est un systéme de générateurs du A-module C (resp. du C-module B),
Pensemble des xy, o xeP et yeQ, est un systtme de générateurs du A-module B.
Conservant les mémes notations, si P est une base du A-module C, dire que Q est une
famille libre sur C signifie que la relation ZamxA J,=0, ol a,,eA, xeP,»,eQ (les x,

(resp. »,) étant deux a deux distincts) equlvaut a Eamxl—o pour tout u, ou encore

a a,,=o0 pour tout couple (A, p); d’ou I'assertion (n).

21. 2. p-bases et lissité formelle.

Théoréme (21.2.x). — Sotent B un anneau, A un sous-anneau de B tel que BPCACB,
(Xe)q 1 une p-base de B sur A. Soient E une A-algébre, u: A—E [Ihomomorphisme structural,
q : E—>B un A-homomorphisme surjectif, & son noyau, et supposons que K{F=o. Alors :

(1) Pour qu’il existe un A-homomorphisme v :B—E inverse a droite de I’homomorphisme
q : E—=B, il faut et il suffit que Uon ait u(q(2)?)=2" pour tout zeE.

(ii) Lorsque la condition de (i) est satisfaite, pour toute famille (2,), | d’éléments de E telle
que q(z,) =x, pour tout ocl, il existe un A-homomorphisme v:B—E et un seul tel que
v(x,) =2z, pour tout acl, et v est inverse a droite de q.

S’il existe un A-homomorphisme »:B—E, on doit avoir v(a) =u(a) pour
tout aecACB, donc v(¢(z)?) =u(gq(z)?) pour tout zeE, puisque B?CA. Mais on a

2(q(2)?) = (2(¢(2)))? et par définition v(¢(z)) =z (mod. &) si gov = 15, donc (v(¢(2)))"=2"
puisque {”=o0; d’ou la nécessité de (i). La suffisance de la condition (i) résultera de (ii).
Or, sous les hypothéses de (ii), 'unicité de v est évidente puisque les monémes Hx”(“)

engendrent le A-module B; comme ces monémes forment en outre une base du A-module B,
il existe une application A-linéaire v de B dans E telle que o(I1x2®)=II2*% pour toute
o o

famille (n(a)),c; a support fini avec o<n(a)<p pour tout a. Reste a voir que v est
un homomorphisme d’anneaux. Or, on peut écrire (me“’)(Hx"(“)—a Hx , ou

(o) =m(a) +n(a) sim(a)+n(a)<p,r(a)=m(x)+n(a )—p dans le cas contralre, et acA
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est le produit des x} pour les «el tels que m(a)+n(a)>p; il s’agit de voir que
u(a) =I122; mais comme x,=¢(z,), cela résulte de Phypothese. C.Q .F.D.
a

Corollaire (2x.2.2). — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B?CACB.
8’4l existe une p-base de B sur A, B est une A-algébre formellement lisse relativement @ BP (pour
les topologies discrétes).

En effet, soient E une A-extension de B par un B-module L, ¢ : E->B laugmen-
tation, u:A—E I’homomorphisme structural. Dire que E est B*-triviale signifie qu’il
existe un homomorphisme d’anneaux »:B—E tel que ¢(v(d))=0b et v(b?) =u(b?)
pour tout b€B. On en déduit que, pour zeE, on a u(g(z)?) =v(q(2)?) = (v(¢(2)))?;
mais en vertu de la relation IL?=o0, on a aussi L? =0, et comme 2(q(z)) —z€eL, ona
(v(q(2)))?=2"; la condition de (21.2.1, (i)) est donc satisfaite, et E est B-triviale.

Corollaire (21.2.3). — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que BPCACB,
et (x,)qcy une p-base de B sur A. Soit L un B-module. Alors :

(1) Pour qu’une dérivation D de A dans L se prolonge en une dérivation de B dans L, il faut
et il suffit que D s’annule dans BP.

(ii) Si D s’annule dans B?, alors, pour toute famille ( 9,)qc d’éléments de L, il existe une
dérivation D’ de B dans L et une seule prolongeant D et telle que D’(x,) =y, pour tout «cl.

Etant donnée une dérivation D de A dans L, considérons ’anneau E =Dy (L)
et ’homomorphisme u:A—E défini par u(a)=(a, D(a)); un A-homomorphisme
v:B—E inverse a droite de I’homomorphisme canonique ¢:E-—B est alors de la
forme x~>(x, D’(x)), ou D’ est une dérivation de B dans L prolongeant D (20.1.5);
comme u(g(2)?) = (¢(2)?, D(¢(2)?)) pour z€E, le corollaire résulte aussitot de (21.2.1)
appliqué a E.

Il résulte de (21.2.3) que la suite
(2r.2.3.1) 0—>Dér, (B, L) >Dérgr(B, L) >Dérgs(A, L) >0
(cf. (20.2.2.1)) est exacte, et que I’application
(21.2.3.2) D'~ (D’ (%)) aer

est un isomorphisme du B-module Dér, (B, L) sur le B-module produit L' (en faisant D=0
dans (21.2.3)).
Corollaire (2x.2.4). — Sous les hypothéses de (21.2.3), la suite

(21.2.4.1) OAQX,BP®AB—>Q§/BP—>Q}3/A’>0

est exacte et scindée, et la famille (dy,(%,)) e est une base du B-module Qy,.

Cela résulte aussitot de (21.2.3) et de la formule Dér,(B, L) =Homg(Qf,, L)
(20.4.8).

Corollaire (21.2.5). — Soient A un anneau, B une A-algeébre, (x,),c; une p-base de B
sur A. Alors (dg,(%,))aey est une base du B-module Q.

En utilisant (21.1.5, (ii)), on se raméne en effet au cas ot A=A[B?] et il suffit
alors d’appliquer (21.2.4).
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(2x.2.6) Soient A, B deux anneaux, u:A-—>B un homomorphisme d’anneaux;
on a (avec les notations de (21.1.4)) un diagramme commutatif

AR 5 B
(2!.2.6.1) FAT TFB

On en déduit donc canoniquement un homomorphisme de B-algébres
(21.2.6.2) u®1 : AP®, BB

dont I’image est ’anneau A[B?] (qui est une B-algébre pour ’homomorphisme Fg: B—B?).

Théoréme (2x.2.7). — Soient A un anneau, B une A-algébre, u : A—B [I’homomorphisme
structural. On suppose vérifies les conditions suivanies :

(1) L’homomorphisme (21.2.6.2) déduit de u est injectif.

(ii) B admet une p-base (x,),cy par rapport a A.

Alors B est une A-algébre formellement lisse (pour les topologies discrétes). De fagon plus
précise, munissons A et B des topologies discrétes; soient E une A-algébre topologique admissible
(0g, 7.1.2), & un idéal de définition de E, C=E|R, v: B—>C un A-homomorphisme, ¢q : E—~C
I augmentation. Alors, pour toute famille (z,),c, d’éléments de E tels que q(z,)=v(x,) pour
tout acl, il existe un A-homomorphisme w :B—E et un seul tel que v=qow et w(x,)=2z,
pour tout ocl.

Considérons d’abord le cas ol E est discret, donc K nilpotent. On peut se borner
au cas ol v est surjectif; en outre, le raisonnement de (19.4.3) permet de supposer K=o
et par suite }”=o0. Enfin, en considérant I'image réciproque par v de I’extension E de C
par K, on peut se borner au cas ot C=B et ol v est I'identité (19.4.4). Comme
Ihomomorphisme d’anneaux Fpy:z~>2P s’annule dans R, il se factorise en E—q>B£’>E,
et F’, considéré comme homomorphisme de B dans E!?), est un A-homomorphisme par
définition de la structure de A-algébre de E® a I’aide de ’homomorphisme composé

ALEEE"”, ol 7:A—E est ’homomorphisme structural de la A-algebre E; d’ailleurs
r: AP 5E® est aussi un A-homomorphisme. Il y a donc un unique A-homomorphisme
f:AP®,B—E® tel que les composés de f et des homomorphismes canoniques
AP >AP® B et B>AP®,B soient respectivement r et F’. Or, par hypothése, on
peut identifier AP®,B a A[B?], les homomorphismes canoniques AP —->AP®,B et
B—>AP®,B s’identifiant respectivement & u et & Fz. On peut donc maintenant
considérer E comme une A[B]-algebre au moyen de ’homomorphisme f, et, par
construction, on a f(g(z)?) =2 pour tout zeE; on est donc dans les conditions
d’application de (21.2.1), d’out le théoréme dans ce cas.

Pour passer au cas général, considérons un systtme fondamental (J,) d’idéaux
ouverts de E, et soient E,=E/J;, ,= (8 + J,)/ 3, Co=E,/K,=E/(] + J,); comme E
est admissible, on a Ezlig E, (0, 7.2.2). Pour tout couple («, 1), désignons par z,,

Iimage canonique de z, dans E,, par p,:C—C, I’homomorphisme canonique,
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par ¢, ’homomorphisme canonique E,—C,. Comme par hypothése K, est nilpotent
dans E,, la premiére partie de la démonstration prouve l'existence et 'unicité d’un
A-homomorphisme w, : B—E, tel que p,ov=gq,ow, et w,(x,) =2, pour tout a.
L’unicité des w, montre alors aussitt que (w,) est un systéme projectif d’homomorphismes,
et w=li<_m w, répond a la question.

Remarque (2x.2.8). — La vérification de l’existence et de l’unicité de I’homo-
morphisme w :B—E tel que w(x,) =2, pour tout « peut se déduire directement du
fait que B est une A-algébre formellement lisse et de ce que les dy,(x,) forment une
base du B-module Qf, (21.2.4), sans faire intervenir le fait qu’il s’agit d’une p-base
(de sorte que le résultat est valable sans supposer les anneaux de caractéristique p).
En effet, on peut se borner au cas ot K =o0; comme Dér,(B, &) =Homy(Q},, K)
par (20.4.8), il existe une A-dérivation D et une seule de B dans & telle que D(x,) =2,
pour toute famille (z;) d’éléments de &; la conclusion résulte donc de (20.1.1).

21 . 3. p-bases et modules d’imperfection.

(2x.3.1) Soient A, B deux anneaux (de caractéristique p), ::A—B, j:B—A
deux homomorphismes d’anneaux tels que I'on ait

(2r.3.1.1) Jj@i(a)) =a® pour tout a€A,
(2r.3.1.2) i(j(b)) =0b" pour tout beB.

Le plus souvent, ¢ sera injectif, de sorte que A s’identifiera par i : A—B 2 un sous-
anneau de B; une fois cette identification faite, I’existence de j implique que BPCA,
et j s'identifie alors a Fj.

(21.3.2) Si h:AP—>A est Pinjection canonique, on a, d’aprés (21.3.1.1), un
diagramme commutatif

B L A
(2r.3.2.1) iT Th
A —F—> Ap

si bien que le couple (j, F,) peut étre considéré comme un di-homomorphisme de la

A-algébre B (pour #) dans la AP-algébre A (pour #). On en déduit un homomorphisme
canonique de A-modules :

(21.3.2.2) Tpa ¢ Qua®pAy — Qe =Q}

(cf. (20.5.4); Pidentification de Q},» et du module des différentielles absolues Qf
provient de (21.1.5, (ii))).

On posera
(21.3.2.3) Opia = ps®p Ay
(21.3.2.4) Epa = Ker(rp),)
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de sorte que I’on a la suite exacte

(21.3.2.5) o->EB/A-—>®B/An—’1>“Qk

(on remarquera que ces notations peuvent préter i confusion puisque Og, et my,
dépendent non seulement de A et de B, mais aussi de i et de j).

(21.3.3) Comme en vertu de (21.3.1.2), on a Fgy=ioj, on peut écrire pour
tout B-module M (cf. (21.1.4))

(2x.3.3.1) MP =M®@;B” = (M®; Aj;)®, By

d’ol en particulier

(21.3.3.2) (Q}m)m = G)B/A@AB[i]

et on déduit donc de (21.3.2.2) un homomorphisme canonique de B-modules
(21.3.3-3) Tpa®1p 1 (Qpyy)? — Q;®,By.

Compte tenu de (20.5.4.2), 'image de cet homomorphisme est le B-module
engendré par les éléments d,(j(b))®1 pour beB. Leur image par ’homomorphisme cano-
nique iy, : Q;®,B—>Q} déduit de i (20.5.2) est donc dans le sous-B-module de QY
engendré par les dg(i(j(b))) pour beB; en vertu de (21.3.1.2), cette image est nulle.
Autrement dit, on a une suite d’homomorphismes

(21.3.3.4) o—>E“,B/A@)AB[,”—>(£21B/A)“’)—>TB,A

qui n’est pas nécessairement exacte, mais ou le composé de deux homomorphismes
consécutifs est nul.

Proposition (21.3.4). — Si B est un A-module plat (pour i), la suite (21.3.3.4) est exacte.

Cela résulte de la définition de la platitude.

La proposition (21.3.4) s’applique en particulier lorsque 'on a BPCACB, i et
étant respectivement P’injection canonique et Fy, et que B admet une p-base sur A (de sorte
que B est alors un A-module libre). Mais méme dans ce cas le noyau Eg;, n’est pas néces-
sairement nul. Toutefois :

Proposition (2x.3.5). — Soient B un anneau réduit, A un sous-anneau de B tel que
BPCACB. Supposons qu’il existe une p-base (%), c1, de B sur A et une p-base ( y,),cy de A sur B?;
alors I’ homomorphisme canonique (21.%.3.4)

(2x.3.5.1) (Qp) P =Yg

est bijectif, et les éléments dy(x[)®1 forment une base du B-module Yy, .

Comme B est réduit, x->x? est un isomorphisme de B sur B?, et par transport de
structure au moyen de cet isomorphisme, on voit que (#), <y, est une p-base de B? sur A?;
on en conclut que les x} et les y, forment une p-base de A sur AP (21.1.10); par suite
(21.1.5, (i) et 21.2.5) les d,(x%) et les d,(y,) forment une base du A-module Q};
donc les d,(¥))®1 et les d,(y,)®1 forment une base du B-module Q}®,B. Or,
I'image de d,(x})®1 parig, est dyg(x})=o0; d’autre part, 'image de d,(y,) parig,
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est dy(y,), et comme lesy, et les x, forment une p-base de B sur B” (21.1.10), les dy(y,)
sont linéairement indépendants (sur B) dans Qf (21.2.5); on en déduit aussitét que le
noyau de i, a une base formée des d,(x{)®1; comme ce sont les images par (21.3.5.1)
des éléments dp,(x,)®1 dans Qf,®;BP, et que ces derniers forment une base
du B-module Q},®;B® (21.2.5), Phomomorphisme (21.3.5.1) de B-modules est
bijectif.

Remarques (21.3.6). — (i) Soient A’, B’ deux anneaux de caractéristique p, et
supposons que ’on ait deux homomorphismes ¢ : A’—B’, ;* : B'—>A’ vérifiant (21.3.1.1)
et (21.3.1.2), et des homomorphismes d’anneaux f: A—A’, ¢ : B—+B’ rendant commu-
tatif le diagramme

i

A’—i,—>B'-—>A'

A
A—i—>B——j—>A

Alors I’lhomomorphisme canonique Q% —Qp. ;. (20.5.4.3) donne un di-homomor-
phisme canonique ©y,—0g ,, rendant commutatif le diagramme

TB/A
- 1
0O —> =gy, —> Opy — Qy

|
l \4 v

= 1
0 —> Epy — @B'/A' — Q.
B'[A

(i1) Soit A’ une A-algébre quelconque, et posons B'=B®,A’; alors i'=i®1 : A’ >B’
et j'=j®1:B" >A’ vérifient (21.3.1.1) et (21.3.1.2), et on a

Q;Z’/A' = Q%Z/A®AA/ = Q]131A®BB,
(20.5.5); on en déduit un A’-isomorphisme canonique
(2x.3.6.1) Op & A" S Opy
et aussi un B'-homomorphisme canonique

(21.3.6.2) (Q;;/A)(p@BB, ()P

21.4. Cas des extensions de corps.

(21.4.0) Soient K un corps de caractéristique p>o0, £ un sous-corps de K; alors
I’anneau k[K?] est égal au corps k(KP”) puisque £ est algébrique sur K?. On pourra donc
appliquer les résultats des numéros précédents en remplacant partout A, B et A[B?]
par £, K et £(KP?).

Lemme (21.4.1). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k.
Pour qu’un élément xeK soit p-libre sur k, il faut et il suffit que x¢k(KP).
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En effet, x est racine du polynéme X?—x” de £(K?)[X], et Pon sait (Bourbaki,
Alg., chap. V, § 8, n° 1, prop. 1) que si x¢k(K?) ce polyndme est irréductible, de sorte
que les éléments 1,x, ...,x’~" forment une base du k£(K?)-module £(KP?)(x).

Théoreme (21.4.2). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension
de k, S un systeme de p-générateurs de K sur k, L.CS une partie p-libre sur k. Il existe alors une
p-base B de K sur k telle que L.cBcS. En particulier, toute extension de k admet une p-base
sur k.

On peut se borner au cas ot KPck. En vertu du théoréme de Zorn, il existe
dans K une partie B telle que LcBcS, p-libre sur £ et maximale parmi les parties de S
ayant ces propriétés. Il suffit de voir que le sous-corps K’ de K engendré par £ et B est
égal a K. Dans le cas contraire, il existerait xeS non dans K’; comme KPck, on a
K'=K'(K?); donc x serait p-libre sur K’ (21.4.1), et par suite BU{x} serait p-libre
sur £ (21.1.10), contrairement a la définition de B. La derniére assertion de (21.4.2)

‘s’obtient en prenant L=g¢,S=K. C.Q.F.D.

Corollaire (21.4.3). — Sotent k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k.
Pour qu’une famille (x,) d’éléments de K soit p-libre sur k, il faut et il suffit que, pour tout o,
x, Wappartienne pas au corps K, engendré par k(KP?) et par les xz d’indice B+ .

La condition est nécessaire en vertu de (21.1.10). Inversement, supposons-la
remplie; on peut se borner au cas ol (x,) est un systéme de p-générateurs de K. Il existe
alors une sous-famille de (x,) qui est une p-base de K (21.4.2), mais cette famille ne
peut étre distincte de (x,), sans quoi, en vertu de ’hypothese, ce ne serait pas une famille
de p-générateurs de K.

Corollaire (2x.4.4). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k.
Pour que Qg,=o, il faut et il suffit que K=Fk(KP). En particulier, pour que Qg=o, il faut
et il suffit que K soit un corps parfait.

En effet, si (x,) est une p-base de K sur £, les di,(x,) forment une base du K-espace
vectoriel Qg (21.2.5).

Théoréme (21.4.5). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k,
(x,) une famille d’éléments de K. Pour que (x,) soit p-libre sur k (resp. une famille de p-générateurs
de K sur k, resp. une p-base de K sur k), il faut et il suffit que la famille (dy,,(x,)) soit une famille
libre (resp. un systéme de générateurs, resp. une base) dans le K-espace vectoriel Q.

Soit K’ le sous-corps (égal au sous-anneau) de K engendré par £(KP?) et les x,;
compte tenu de (20.4.7), on voit que les dg.,(x,) engendrent Q. r = Qg ;. Siles
dg(x,) engendrent Qp,=Qg,y», la fleche de gauche dans la suite exacte (20.5.7.1)

Qgpery Ox K = Qg iz > Qg —0
est surjective, donc Qg =o0, ce qui implique K'=K par (21.4.4).

Si maintenant (x,) est une famille p-libre, elle est une sous-famille d’une p-base

de K sur £ (21.4.2), donc les dy,(x,) font partie d’'une base du K-espace vectoriel Qg

(21.2.5), et sont par suite linéairement indépendants sur K. Prouvons réciproquement
que si les di,(x,) sont linéairement indépendants sur K, la famille (x,) est p-libre sur £.
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Compte tenu de (21.4.3), il suffit de voir que, pour chaque «, x, n’appartient pas 4 K,.
Or, dans la suite exacte

1
QKa/k(Kp)®Ka K—>Qg J(KP) > QII([Ka —>0

les images par la fleche de gauche des dg ;(x;) pour B+« sont les di,(x,), donc engen-
drent un sous-espace vectoriel de Qg,xr ne contenant pas dg,(#,), et comme ce sous-
espace vectoriel est le noyau de la fleche de droite, on voit que dgx (%,) # 0, donc #,¢K,.

Corollaire (21.4.6). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k,
x un élément de K. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

a) x¢k(KP).

b) dgy(%)+ 0.

c) Lélément x est p-libre sur k.

Proposition (21.4.7). — Soient L. un corps de caractéristique p>o, K un sous-corps
de L tel que LPCK CL. Alors la suite de L-espaces vectoriels
(21.4.7.1) 0—>Q @ L>Qf 1 »—>Qf x >0

est exacte; en d’autres termes, on a Yy g »=0.

C’est un cas particulier de (21.2.4), compte tenu de (21.4.2).

Proposition (21.4.8). — Sous les hypothéses de (21.4.7), I’homomorphisme canonique
(21.4.8.1) (Qi/K)(P)»YL/K

est bijectifs si (x,) est une p-base de L sur K, les éléments dy (x2) ®1 forment une base du L-espace
vectoriel Ypy.

C’est un cas particulier de (21.3.5).

21 .5. Application : critéres de séparabilité.

Dans ce numéro et les deux suivants, on ne suppose plus que les anneaux considérés
soient de caractéristique p>o.

(2x.5.1) Notons d’abord que le critére (21.2.7) permet de démontrer une partie
du théoréme de Cohen sur les extensions séparables (19.6.1), savoir que si k£ est de
caractéristique p>o et si K est une extension séparable de £, alors K est une k-algebre
formellement lisse. En effet, K admet une p-base sur £ (21.4.2), et d’autre part, il résulte
du critére de MacLane (Bourbaki, 4lg., chap. V, § 8, n° 2, prop. 3) que dans une cléture
algébrique de K, k77" et K sont linéairement disjoints sur £, et par suite que ’homomorphisme
canonique £?"®,K—>kP7(K) est bijectif, ce qui est précisément la condition (i)
de (21.2.7), aprés transport de structure par Pisomorphisme x~>x".

Proposition (21.5.2) (MacLane). — Soient A, B deux anneaux de valuation discréte
complets, m, n leurs idéaux maximaux respectifs, K=A[m et L=B[n leurs corps résiduels,
u:A—>B un homomorphisme tel que Bu(m)=mn, uy=u®1 : K—>L lhomomorphisme corres-
pondant pour les corps résiduels. On consideére les conditions suivantes :

a) L est une extension séparable de K (pour uy).

b) Pour tout anneau de valuation discréte complet B’ d’idéal maximal ' et de corps résiduel L',
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tout homomorphisme u' : A—>B’ tel que B'u'(m) =n’" et tout K-isomorphisme o : L—~L' (relatif
duy etuy=u'®1:K—L"), il existe un isomorphisme w :B—>B’ tel que w' =wou et que
wy=w®1 soit égal d o.

b’) Pour tout homomorphisme u' : A—B tel que Bu'(m)=mn et tel que uy=u'®1 : KL
soit égal a uy, il existe un automorphisme w de B tel que ' =wou et que wy=w®1 : L>L soit
Pidentité.

c) Désignant par uy : Al/m®—B/n® I homomorphisme déduit de u par passage aux quotients,
alors, pour tout homomorphisme local uj : Ajm®—B/n® tel que gry(u;) =gro(w)(=1u,), il existe
un automorphisme w, de B[n® tel que gry(w,) soit Pidentité et que u; = w,ou,.

c’) Pour tout homomorphisme local wuj: A/m*—B[n® tel que gry(u;) =gry(u,) et
gry(u;) =gry(u;) (homomorphisme de m/m?® dans nn®), il existe un automorphisme w, de B/n?
tel que gro(w,) soit Pidentité et que u; = w,ou,. '

Alors on a les implications c)<>c’)<>a)=b) =Db’).

St de plus A est un anneau de Cohen, les cing conditions précédentes sont équivalentes.

Les implications b) =5’) et ¢) =>¢’) sont triviales. Montrons que a) implique 5).
L’homomorphisme u fait de B un A-module sans torsion, puisqu’il transforme par
hypothése une uniformisante de A en une uniformisante de B; il en résulte que B est
un A-module plat (0;,6.3.4), donc une A-algébre de Cohen (19.8.1); le fait que a)
implique &) est alors conséquence de (19.8.2, (i)) appliqué 8 C=DB’, J=n’', B’ étant
considéré comme A-algébre pour #' et ’homomorphisme B—B’/n’ étant le composé
B—B/n—>B’/n’, qui est un A-homomorphisme en vertu de I’hypothése uy=ocou,. Le
méme raisonnement prouve que a) entraine ¢), en prenant cette fois C=B/n?, J=n/n?,
C étant considéré comme A-algébre pour u;.

Prouvons en second lieu que ¢’) implique a). Les deux homomorphismes u, et u;
sont tels que #; =u, +D, ou D est une dérivation de A/m2 dans n/n?(20.1.1); d’ailleurs,
I’hypothése gr,(u;) =gry(y;) signifie que D est nulle dans m/m? et peut par suite étre
considérée comme une dérivation de K =A/m dans n/n? et n/n® s’identifie (par choix
d’une uniformisante de B) au K-module L (pour u,). D’autre part, les conditions
imposées a w, entrainent que gr, (w,) est aussi 'identité (puisque u,(m/m?) engendre n/n®);
w, est donc de la forme z~>z-+D’(z), ol D’ est cette fois une dérivation de B/n? dans
le (B/n?)-module n/n®; comme w,; est 'identité dans n/n?, D’ peut encore (par 'identi-
fication précédente de n/n® et de L) étre considérée comme une dérivation de L dans L;
enfin, la relation u; =uw,ou, signifie que D’ prolonge D. Notons d’autre part que foute
dérivation D de K dans L correspond 2 un homomorphisme #; vérifiant les conditions
de¢’) (20.1.1); la condition ¢’) signifie donc que toute dérivation de K dans L se prolonge
en une dérivation de L dans lui-méme, c’est-a-dire (20.6.5) que L est séparable sur K.

Prouvons enfin que, lorsque A est un anneau de Cohen, 4’) entraine ¢’). Prouvons
d’abord que sous les hypothéses de ¢’), il existe un homomorphisme u’: A—B qui vérifie
les hypothéses de b’) et, par passage aux quotients, donne u : A/m?—B/n’% En effet,

cela résulte de (19.8.6, (i)) appliqué a I’homomorphisme composé v" : A—>A/m21’,>B/n2 ;
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ce dernier se factorise donc en A—ﬁB—»B/n2 et les hypothéses sur gry(u;) et gr,(u;)
entrainent gry(u’) =gry(u) =u, et gr,(u’) =gr,(u), doncl’image par «’ d’une uniformisante
de A est une uniformisante de B, et 'on a par suite Bu’(m)=mn. Il suffit alors, pour
obtenir un automorphisme w, répondant 4 la question, de prendre ’automorphisme déduit
par passage aux quotients de I’automorphisme w de B fourni par I’application de 4’) a
I’homomorphisme u'.

Remarques (21.5.3). — (i) Les propriétés différentielles des corps permettent de
résoudre la question de 'unicité du corps de représentants dans un anneau local noethérien
complet C (19.8.7, (ii)). Soient en effet J 1'idéal maximal de C, K=C/J le corps
résiduel de C; on peut se borner au cas J =+ 0. Supposons qu’il existe un homomorphisme
u: K—GC qui, composé avec ’augmentation C—K, donne l'identité; alors, pour que cet
homomorphisme soit unique, il faut et il suffit que Q% =o. En effet, la condition Q% =o0 entraine
que K est formellement non ramifié sur son corps premier (20.7.4); s’il existait un second
homomorphisme v+ urépondant & la question, il y aurait un plus grand entier z tel que J"
contienne ’ensemble des u#(x) —v(x) pour xeK; par passage au quotient, u et v donne-
raient deux homomorphismes distincts «’, »* de K dans C/J"*!, dont les composés avec
C/3"t! — C/J" seraient égaux, ce qui contredit la définition (19.10.2). Inversement,
supposons que Qk +o0; il existe alors une dérivation D#o0 de K dans J/3? (20.4.8),
donc un homomorphisme v, : K—C/3? tel que, si «, : K—~C/J® est obtenu par passage
au quotient a partir de u, on ait v; =u, +D (20.1.1). Si £ est le corps premier de K, C
est une k-algébre et K une k-algébre formellement lisse (19.6.1), et les restrictions de u,
et v; 4 k coincident, donc v; se factorise en K—D>C—>C/ 3 et l’on a v+u.

Rappelons ((20.6.20) et (21.4.4)) que la condition Qf=o0 signifie que K est
parfait il est de caractéristique =0, et extension algébrique de Q s’il est de carac-
téristique o.

(i) De la méme maniére, soient W un anneau de Cohen, C un anneau local
noethérien complet, J§ un idéal 0 de C contenu dans I'idéal maximal; pour que la
factorisation W->C—C/J dans (19.8.6, (i)) soit unique, il faut et il suffit que le corps
résiduel K de I’anneau de Cohen W soit tel que Qk=o. En effet, si Qi+o0 et si m
désigne I’idéal maximal de W, il suffit de composer une dérivation D+ o de K dans J/m3J
avec 'augmentation WK pour obtenir une dérivation D'+0 de W dans J/mJ et
’on termine le raisonnement comme dans (i) en formant a I’aide de D’ un homomor-
phisme 2, : W—C/mJ distinct de ’homomorphisme «, : W—C/mJ déduit de u par
passage au quotient; on achéve le raisonnement en invoquant cette fois (19.8.6, (i)). Si au
contraire Q% = o, 'unicité de v résulte déja de (i) lorsque W =K est un corps de caracté-
ristique 0. Dans le cas contraire, on a ﬁ%v =o0; eneffet,onaalors m=pW, pétantla carac-
téristique de K (19.8.5), et ’homomorphisme canonique m/m? - Qf/mQy (20.5.11.2)
est par suite nul. La suite exacte (20.5.12.1) appliquée 2 W et & K=W/m entraine
alors que Qi =mQj;, d’ou notre assertion. Mais alors (20.7.4) W est formellement
non ramifiée (pour sa topologie adique) sur Z, et 'unicité de v se prouve comme dans (i).
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21.6. Corps admissibles pour une extension.

(21.6.x) Etant donnés quatre corps k,CACKCL, il résulte de (20.6.16) ct
(20.6.17) que l'on a une suite exacte

v U s
(21.6.1.1) 0 — YK/Ic{k‘,@KL = Yppum, = TL/K/,% — Yy g — O.

Lorsqu’on laisse fixes £,, K et L et qu’on fait « varier » le corps intermédiaire &
entre k, et K, on a évidemment Yy, =Yy g, lorsque £=k,. Lorsque 'homomorphisme
canonique s de (21.6.1.1) est encore bijectif, on dit que k£ est un corps ky-admissible pour
Pextension L. de K. L’intérét de D’existence, sous certaines conditions, de tels corps &, qui
soient pourtant « suffisamment proches » de K (par exemple tels que [K : k] soit fini) est
qu’ils permettent de remplacer dans certaines questions les modules de différentielles Qg
et Qf, (qui peuvent étre « trop grands », par exemple lorsque £, est le corps premier)
par Qk, et Qf,, plus aisément maniables. ,

Lorsque £, est le corps premier, on dira « corps admissible » au lieu de « corps
ky-admissible ».

On posera

(21.6.1.2)
A(L/K, k/ky) = COker(YK/k/k.,®KL '—)YL/k/k‘,) = Ker(YL/K/k.. "’YL/K/k)

(espace vectoriel sur L); son rang sera noté d(L/K, k/k,) et appelé défaut de
ky-admissibilité de k pour Pextension L de K (il est évidemment nul si et seulement si &
est k,-admissible pour cette extension). Lorsque £, est le corps premier, on écrira A(L/K, k)
et d(L/K,k) au lieu de A(L/K, k/k,) et d(L/K, k/k,).

Proposition (21.6.2). — Soient kyCkCKCL quatre corps.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le corps k est ky-admissible pour Uextension L de K (autrement dit, I’homomorphisme
Yokm = Yup st injectif, donc bijectif).

b) L’homomorphisme canonique wu : Yypp — Ypgp, €5t nul.

c) L’homomorphisme canonique v : Yy, ®xL— Yy, est surjectif (donc bijectif).

d) On a d(L/K, klky) =0 (ou A(L/K, k/k,) =0).

(i) Les conditions équivalentes de (i) sont vérifies lorsque I’on est dans un des cas suivants :
a) L est séparable sur k; B) L est séparable sur K; v) on a kCky(KP), en désignant par p
Uexposant caractéristique de k.

(i) Les assertions résultent trivialement de Pexactitude de la suite (21.6.1.1).

(ii) Si L est séparable sur k£, on a Yp,, =o0 (20.6.19), donc la condition &) de (i)
est remplie; si L est séparable sur K, on a Y, =0 (20.6.19), donc la condition a)
de (1) est remplie; enfin, si 'on a kCky(K?), il en résulte que Yy, =Yk, en vertu
de (21.1.5.1), et la condition a) de (i) est vérifiée.
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(21.6.3) Supposons que I’on ait un diagramme commutatif de monomorphismes
de corps

kyk, — ¥ — K' — L’

[ A

k — kF — K — L

Il résulte alors de (20.6.17, (ii)) que 'on a un homomorphisme canonique
(21.6.3.1) A(L/K, kfky) — ALK, k' [ky)
avec une propriété de transitivité évidente, de sorte que ’on peut dire que A(L/K, k/k,)
est un foncteur en le quadruplet (%, £, K, L).

Proposition (2x.6.4). — (i) Soient kCk'Ck' CKCL cing corps. On a une suite exacte
d’homomorphismes canoniques

(2x.6.4.1) o—>A(L/K, ¥'[k) ~A(L/K, k" [k) >A(L/K, k" [k') >0
et par suite égalité
(2x.6.4.2) d(L/K, k" [k)=d(L/K, k" [k') +d(L/K, k'[k).
(i1) Soient kyCkCKCLCM cing corps. On a une suite exacte d’homomorphismes canoniques
(2x.6.4.3) o0—>A(L/K, klky) @, M —~>A(M/K, k[ky) ->A(MJL, k[ky) >0
et par suite Iégalité
(2x.6.4.4) dM/K, klky) =d(M/L, k[ky) +d(L/K, k[k,).
(1) Considérons le diagramme commutatif

0 — Ygpu®x L —> Y p®x L —> Yy ® L —> 0

o Yo Yopo Yipopr —> 0

o — A(L/K, k'k) — A(LJK, k" [k) - A(L/K, k" [k) > o

ou l'on peut considérer les trois lignes comme des complexes T;, T,, T; respectivement;
la suite exacte (21.6.1.1) et la définition de A (21.6.1.2) montrent que 'on a une
suite exacte de complexes 0—>T;—T;—T;—o0; appliquons-lui la suite exacte de coho-
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mologie, et notons que, en vertu de l'exactitude de (21.6.1.1), la cohomologie de T;
et celle de T; sont nulles sauf en un seul et méme degré, pour lequel les modules de
cohomologie sont tous deux égaux a Yy, ® L; comme T; et T; ont ainsi méme
cohomologie, celle de T; est nécessairement nulle, ce qui prouve (i).

(ii) Considérons de méme le diagramme commutatif

o — ALK, kk)O,M - AM/K, klk)) — A(M/L, kjk) — o

0 — = Yygp®M —— Ty, ——— Yygp, —— > ©
v v
0 = Ypgp®M ——— Ty, ——> Ty ——> ©

ol de nouveau on considére les trois lignes comme des complexes T;", T," et T;"; la suite
exacte (21.6.1.1) et la définition de A (21.6.1.2) donnent ici une suite exacte de
complexes 0—>T;"—>T,”>T;"—>o0 a laquelle on applique encore la suite exacte de
cohomologie; cette fois, en vertu de ’exactitude de (21.6.1.1), la cohomologie de T3’
et celle de T; sont nulles sauf en un seul et méme degré, pour lequel les modules de
cohomologie sont tous deux égaux a Yy x; on conclut donc ici que la cohomologie
de T;" est nulle, ce qui établit (ii).

Corollaire (2x.6.5). — (i) Etant donnés cing corps kck'ck”’ cKcL, pour que k"
soit k-admissible pour Uextension L de K, il faut et il suffit que k' soit k-admissible et que k'’ soit
k'-admissible pour extension L de K.

" (i) Etant donnés cing corps kyckcKcLcM, pour que k soit ky-admissible pour
Pextension M de K, il faut et il suffit qu’il le soit pour Iextension L de K et pour I’extension M de L.

Cela résulte aussitét des relations (21.6.4.2) et (21.6.4.4), les valeurs de 4
étant > o.

Corollaire (21.6.6). — Soient kyckcKcL quatre corps, et supposons que k soit
ko-admissible pour Pextension L de K. Alors, si ky, k', K’, L' sont quatre corps tels que
kockyck’ ckcKcK'cL/'cL, k' est kj-admissible pour extension L' de K'.

21.7. L’égalité de Cartier.

Le résultat suivant traduit en termes de différentielles un théoréme de Maclane
sur les dérivations :
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Théoréme (2x.7.1) (Cartier). — Soient K un corps, L une extension de type fini de K.
Alors Qi et Yy sont des Leespaces vectoriels de rang fini, et Pon a

(21.7.1.1) rg Qf x —rg Yy x =deg. trgL.

Si L’ est un corps tel que KcL’'cL, on a la suite exacte (20.6.15.1) (appliquée
a A=P, corps premier de K, A=K,B=L',C=L)

o) —>TL'/K®L, L —>TL/K —>TL/L, —>Qb/K®L, L —->Q£/K _>Qi/1/ —0
d’ou (0y;, 11.10.2)
rgLQi/K - rgLTL/K = (rgy, Q},/L' —IgL TL/L') +(rgy, Qi’/K — rgL’TL’/K) .

Comme par ailleurs deg. trgL =deg. trgL’ +deg. tr;, L, on voit, par récurrence sur le
nombre de générateurs de I’extension L, que l’on est ramené & prouver (21.7.1.1)
lorsque L=K(x). Distinguons alors trois cas :

a) x est transcendant sur K; comme L est séparable sur K, on a alors Yyx=o0
(20.6.3); d’autre part, (20.5.9) et (20.4.13) montrent que Qf x est de rang 1, d’olt
(21.7.1.1) dans ce cas.

b) L est une extension algébrique séparable de K, de sorte que 'on a encore
Yx=0 (20.6.3). D’autre part, on a Qx=o0 par (20.6.20), d’oi encore (21.7.1.1).

¢) L est une extension algébrique inséparable de K; le raisonnement du début
montre qu’on peut se borner au cas o L?cK; il résulte donc de (21.4.8) que I'on a
rg, Y x=rgQx, d’ou encore (21.7.1.1).

Corollaire (2x.7.2). — Sotent K un corps, L une extension de type fini de K, k un
sous-corps de K. Alors Qi et Yyg, sont des espaces vectoriels de rang fini sur L, et

lon a

(21.7.2.1) rg Qf x —rg Yk, =deg. trgL +d(L/K, k).
Par suite, on a linégalité

(21.7.2.2) rg Qf —rg Yy, >deg. trgL.

En outre, pour que les deux membres de (21.7.2.2) sotent ‘gaux, il faut et il suffit que k soit un
corps admissible pour Pextension L de K.

En effet, comme ’homomorphisme Ypx—Yp, est surjectif, on a par défini-
tion (21.6.1.2) rg Ypx—rg Yy k,=d(L/K, k), et le corollaire résulte donc aussitot
de (21.7.1) et de (21.6.2).

Corollaire (2x.7.3). — Soient kCKcL trois corps tels que L soit une extension de type
fint de k. Alors on a

(21.7.3.1) g Qf  —rgx Qg =deg. try L +d(L/K, k).
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Par suite, on a inégalité
(21.7.3.2) g Qr  —r8x Qi > deg. trg L

Uégalité étant atteinte si et seulement si k est un corps admissible pour Pextension L de K.
On a en effet la suite exacte (20.6.1.1)

01— Q% ®xL—Qp,—~Qp x—0
donc le premier membre de (21.7.3.1) est égal a

rgL QL x— 18k
et il suffit d’appliquer (21.7.2).

L’intérét de ce dernier corollaire est qu’il ne fait intervenir que des modules de
différentielles, a I’exclusion de modules d’imperfection. Nous verrons d’ailleurs plus
bas (21.8.6) que pour toute extension de type fini L de K, il existe un sous-corps k
de K tel que [K : 4] soit fini et qui est admissible pour ’extension L de K, de sorte
que les deux membres de (21.7.3.2) sont alors égaux.

Corollaire (21.7.4). — Soit K une extension de type fini d’un corps k. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) K est une extension finie séparable de k.

b) K est une k-algébre formellement non ramifiée (19.10.2).

c) K est une k-algébre formellement étale (19.10.2).

d) On a Qg,=o.

En effet, on sait (les topologies étant discrétes) que les conditions &) et d) sont
équivalentes (20.7.4) et que a) entraine que K est une k-algébre formellement
lisse (19.6.1), donc la conjonction de a) et b) équivaut a ¢). Tout revient a voir que d)
entraine @). Or, en vertu de (21.7.1.1), la relation Qg,=o0 entraine que K est
algébrique (donc finie) sur k£ et que Yy, =o0, c’est-a-dire (20.6.3) que K est séparable
sur k.

Remarque (21.7.5). — En vertu de (20.6.3.2) et de (0, 11.10.2) le premier
membre de (21.7.1.1) n’est autre que la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe
K,(C/B/A) introduit dans (20.6.3), pour C=L,B=K et A=P (corps premier de K).
Dans le chapitre consacré & la théorie des intersections et au théoreme de Riemann-Roch,
un role important sera joué également par les caractéristiques d’Euler-Poincaré généra-
lisées (a valeurs dans des groupes de classes de Ox-Modules) de complexes généralisant
les complexes F (C/A) considérés dans (20.6.22).

21 .8, Critéres d’admissibilité.

Nous revenons 4 nos conventions antérieures et supposons donc que tous les corps
considérés dans ce numéro sont de caractéristique p>o.

Lemme (21.8.1). — Soient K un corps, k un sous-corps de K, (k) une famille filtrante
décroissante de sous-corps de K telle que k= OQI k. Soient V un espace vectoriel sur K, (4;);<;i<n
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une famille finie de vecteurs de V; si la famille (a;) est libre sur k, il existe un indice v tel qu’elle
soit aussi libre sur k..

Soit r le rang de la famille (), ;<, sur K, et raisonnons par récurrence sur n—r;
la proposition est évidente pour n=r, car alors lafamille (),<;<, estlibresur K, donc
sur tout sous-corps de K. Supposons par exemple que (4);<;<, soit libre sur K, et

- :

écrivons a,, ;= 2 Ag; avec NeK; la famille (g)),<;<,., étant libre sur £, les %; ne
i=1 =T

N

peuvent tous appartenir a k; supposons par exemple que A ¢k. Alors il existe un
indice § tel que A, ¢k,; on en conclut que la famille (a;);<;<,,, est libre sur kg; en effet,
comme la famille (g;);<;<, est libre sur tout sous-corps de K, si la famille (2;);<;<, 11
n’était pas libre sur k5, @, serait égal a une combinaison linéaire des 4; & coeflicients
dans kg, et comme ces coefficients sont nécessairement les A;,, on aboutit a une
contradiction. Il suffit maintenant d’appliquer ’hypothése de récurrence en remplagant K
par kg et la famille (k,),c; par la sous-famille des £, contenus dans 4.

Lemme (21.8.2). — Soient K un corps, p son exposant caractéristique, ko un sous-corps de K,
(kW) a1 une famille filtrante décroissante de sous-corps de K telle que afglka(K”)-——ko(K”). St

(%)1<icn st une famille finie d’éléments de K qui est p-libre sur ky, il existe un indice o tel que (x;)
soit p-libre sur k,.
En effet, dire que la famille (x;) est p-libre sur un sous-corps £ de K signifie que

n

la famille finie des monémes I ™) avec o<m(i)<p est libre sur £(K?); il suffit donc
i=0

d’appliquer le lemme (21.8.1) a cette famille de monémes dans ’espace vectoriel V=K,
et aux sous-corps £,(K?) et £,(K?) de K.

Théoréme (21.8.8). — Soient K un corps de caractéristique p>o, ko un sous-corps de K,
(ky)wc1 une famille filtrante décroissante de sous-corps de K contenant k. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

2) k(K =hy(K?).

b) Pour toute extension L de K telle que Yy, soit un L-espace vectoriel de rang
fini (ce qui a lieu en particulier si 1. est une extension de type fini en vertu de (21.7.2)), il existe
wel tel que k, soit ky-admissible pour extension L de K.

b’) Pour toute extension L=XK(x) de K, avec xPeK, il existe acl tel que k, soit
ky-admissible pour Pextension L de K.

c) Lapplication canonique
(2x.8.3.1) QI}:/,%—A(iLn Qi

est injective.

L’application canonique (21.8.3.1) est bien entendu obtenue par passage a la
limite projective dans le systéme projectif d’homomorphismes Qg —>Qgy  (20.5.3.3).
Nous allons prouver le théoréme suivant le schéma logique ¢) =b) =b') =a) =c¢).

Dire que £, est ky-admissible pour I’extension L de K signifie que I’homomorphisme
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canonique Ypgu —>Yyky, est injectif; or, si N, est le noyau de cet homomorphisme,
les N, forment un systtme filtrant décroissant de sous-espaces vectoriels de Yy, , et
comme Yy, est par hypothése de rang fini, il revient au méme de dire que l'un
des N, est 0 ou que leur infersection est 0. Mais cette intersection n’est autre que le noyau
de I’homomorphisme limite projective YL/K/ko—>li<_m Yykp,. Or, on a le diagramme
commutatif x

Yogm, — l}_nl Yok,

l

OOk L — lim QO &L

ou la fleche verticale de gauche est injective par définition. Pour prouver que ¢)
entraine 4), il suffit donc de montrer que ¢) entraine que 'application canonique

(21.8.3.2) | Qi ®xV — l(i_rB(Q%,kaGbKV)

est injective pour tout espace vectoriel V sur K (et en particulier pour V=L). Or cela
est évident si V=K" puisque alors W®;V =W" pour tout espace vectoriel sur K et
que les produits et limites projectives commutent. D’autre part, pour tout élément z
du premier membre de (21.8.3.2) il existe un sous-espace V' de V de rang fini
tel que zeQy, ®x V' (identifié canoniquement & un sous-espace de Q, ®¢V); si z+o,
son image dans li(_m(Q}{,ka@KV') n’est donc pas nulle; comme le foncteur 1(1_11_1 est exact

a gauche, 'image de z dans le second membre de (21.8.3.2) est donc aussi o0, ce qui

achéve de montrer que ¢) implique 5).

I1 est trivial que &) entraine 5’); montrons que 4’) entraine a). Avec les notations
de 5’), on peut supposer que L=+K. Il résulte alors de (21.4.7) que l'on a
rg Yk <18 Ypx<1. Si Ypgu =o il n’y a rien & démontrer en vertu de (21.6.1.1).
Sinon, Yy gy, sidentifie canoniquement & Yy et si on pose a==x”, Ty a une base
formée du seul élément dya®1 (21.4.7); Yyx,, a donc une base formée du seul
élément dy, (a)®1, et dire qu'un sous-corps k, est k,-admissible pour 'extension L
de K signifie que I'on a dgy (@) +0, ou encore (21.4.5) que a¢k,(K?). Or, pour tout
a¢ky(K?), on a dg,(a)+0 et K(a?)+K, donc on peut appliquer b’), qui prouve
Pexistence d’un « tel que a¢k,(K?); autrement dit 4’) implique a).

Reste a montrer que a) implique ¢). Soit (x,), <y une p-base de K sur k;; alors,
les dyp, (x,) forment une base du K-espace vectoriel Q, (21.4.5), et la condition ¢)
signifie que pour toute partie finie J de P'ensemble d’indices M, il existe un acl tel
que les dy (x,) pour peJ soient linéairement indépendants dans Q}{/ka; mais cela signifie
aussi (21.4.5) que les x, pour pe] forment une famille p-libre sur £,, et I’existence d’un «
ayant cette propriété découle de (21.8.2) et de I’hypothése a).
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Corollaire (21.8.4). — Soient K un corps de caractéristique p>>o0, kyun sous-corps de K,
(ky) w1 une famille filtrante décroissante de sous-corps de K, contenant ky, telle que

DK =k(K?).

Sotent L une extension de K telle que Yy, soit un L-espace vectoriel de rang fini; alors,
pour tout corps K’ tel que K CK'CL, il existe acl tel que k, soit ky-admissible pour Iextension L
de K'.

Il suffit d’appliquer (21.8.3) et (21.6.6).

Corollaire (2x.8.5). — Soient K un corps de caractéristique p>o, ko un sous-corps de K,
(ko) ac 1 une famille filtrante décroissante de sous-corps de K contenant ky, telle que

Dk (K?) =ky(K?).

Alors, pour toute extension L de K telle que Yy, soit un L-espace vectoriel de rang fini,
on a Qlk,,(LP) = ky(LP).

a

Supposons en effet que M soit une extension de L telle que Yy, soit un M-espace
vectoriel de rang fini. La suite exacte (21.6.1.1)

O—>TL/K”C°®L M —>TM/K/ko—>TM/L/k°

et I’hypothése montrent alors que Yyy, est aussi un M-espace vectoriel de rang
fini. Il existe donc un indice « tel que %, soit ky-admissible pour l’extension M
de K (21.8.3), donc aussi pour I’extension M de L (21.6.6); cela ayant lieu pour toute
extension M de L telle que Yy, soit de rang fini, le corollaire résulte de I’équi-
valence de a) et b) dans (21.8.3).

Corollaire (21.8.6). — Soient K un corps, p son exposant caractéristique, kg un sous-corps
de K. Si L est une extension de K telle que Yy, soit un L-espace vectoriel de rang fini,
il existe un sous-corps k de K, contenant ky(K?), tel que [K : k] soit fini, et qui soit ky-admissible
pour Pextension L de K.

Il suffit en effet, en vertu de (21.8.3), de construire une famille filtrante
décroissante (k,),c; de sous-corps de K, contenant K? et &y, pour lesquels [K : £,]< 4-00
et Dkazko(K”). Pour cela on considére une p-base (x,),c; de K sur £, et, pour toute

partie finie H de J, on considére le sous-corps ky; de K engendré par k,(K?) et les x,
d’indice AeJ—H; il résulte de cette définition que (x,),cy e€st une p-base de K sur ky,
et on en conclut aussitét que les ky vérifient les conditions voulues.

Remarques (21.8.7). — (i) On a déja vu (21.7.2) que si L est une extension
de type fini de K, Y, est de rang fini pour tout sous-corps k, de K. Il en est de
méme si L est une extension séparable de K, car en vertu de (20.6.19), on a
Yy =0. Enfin, si L est une extension de type fini d’une extension séparable L, de K, le
méme raisonnement que dans (21.8.5) montre que Yp g, est encore de rang fini (et en

[N

fait est isomorphe 4 un sous-espace de Yy .).
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(ii) Dans I’énoncé de (21.8.5), et par suite aussi dans celui de (21.8.3, )), on ne
peut omettre hypothése que Ypx, est de rang fini sur L. Prenons pour £, le
corps premier F,, pour K un corps tel que [K : KP] soit infini dénombrable (par exemple
le corps de fractions rationnelles F,(X;, ..., X,, ...) a une infinit¢ d’indéterminées);
le procédé de construction de (21.8.6) montre aussitét qu’il existe une suite infinie
strictement décroissante (K,) de sous-corps de K telle que Ko=K et DK" =KP?. Nous
allons construire une suite croissante d’extensions finies M, de K, telle que si M est la
réunion des M,,, extension L =M"? de K mette (21.8.5) en défaut. Pour cela, soit x
un élémentde K —K?, posons M;=K?, et M, =K?(q,x, a,%, ..., a,x) pour n>1, ol
les a, sont construits par récurrence de fagon que a,€K, et a4, ,¢M,(x) pour toutn :
cela est possible, car M, (x) est de degré fini sur K?, tandis qu’il n’en est pas de méme de K.
On en conclut aussitét que x¢ M = L”, mais comme x= (a,x)a, ', ona xeK,(M)=K,(L?)
pour tout z.

Proposition (21.8.8). — Soit k un corps de caractéristique p>o, et soient
A=k[[Ty, ..., T,]] Panneau des séries formelles a r indéterminées sur k, K=k((Ty, ..., T,))
son corps des fractions. Alors il existe unme famille filtrante décroissante (A,) de sous-anneaux
noethériens de A telle que A soit un A ,-module libre de type fini pour tout o et que, st K, est le corps
des fractions de A, on ait QKa:-K”.

On peut écrire K?=#k?((T?, ..., T?)); on a vudans la démonstration de (21.8.6)
qu’il existe une famille décroissante (k,) de sous-corps de £ telle que [k :k,] soit fin
pour tout « et Qkazk”; il est clair que si 'on pose A, =k, [[T}, ..., T?]], A est un

A ,-module libre de type fini; tout revient donc a prouver la relation

(21.8.8.1) Qka((T{’, .., TP) =kP((T2, ..., TP)).

Comme Nk, =k?, cela va résulter des deux lemmes suivants :
a

Lemme (21.8.8.2). — Si k' est une extension d’un corps k, on a
KTy, ..., T.]1nk((Ty, ..., T,)) =k[[Ty, ..., T,]]

En effet, posons C=[[Ty, ..., T,]], D=k'[[T}, ..., T,]]; comme k((T,, ..., T,)) est
le corps des fractions de C, il suffira de prouver que D est un C-module fidélement plat
(Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 3, n° 5, prop. 10). Or, C et D sont des anneaux locaux
noethériens, et si m est I'idéal maximal de C, on a D/m'D = (C/m/)®,k’, donc D/m'D
est un (C/m')-module plat; il suffit donc d’appliquer (0, 10.2.1) et (0;, 6.6.2).
Lemme (21.8.8.3). — Soient k un corps, (k,) une famille filtrante décroissante de sous-
corps de k, et posons ky= Qka. On suppose qu’il existe une puissance q de I’exposant caractéristique

de k telle que kiCk,. Alors on a
(21.8.8.4) Qka((Tl, oo, TN =k((Ty, ..., T,).

Il suffit de prouver qu’un élément f+o du premier membre de (21.8.8.4)
appartient au second membre. Soient y un indice, gek[[Ty, ..., T,]] tel

271



176 A. GROTHENDIECK Chap. o

que gfek [[Ty, ..., T,]]; quitte & remplacer g par g% on peut supposer que
geky[[Ty, ..., T,]]. Alors, pour tout a>vy, on a

ngk'r[[Tla sy Tr]]nka((Tb CES) Tr)) =ka[[T15 ceey Tr]]

en vertu du lemme (21.8.8.2). Mais il est clair que lintersection des anneaux
k [Ty, ..., T,]] n’estautreque ko [[T, ..., T,]], etI'onadoncbien feky((Ty, ..., T,).

21.9. Modules de différentielles complétés dans les anneaux de séries formelles.

Dans ce numéro, les corps ne sont plus nécessairement supposés étre de caracté-
ristique >o.

Lemme (2x.9.x). — Soient k un corps, A un anneau local noethérien complet qui est une
k-algébre, K le corps résiduel de A. St K est une extension de type fini de k, le A-module ﬁfw_ est
de type fin.

En vertu de (20.7.15), il suffit de prouver que Q% est un K-espace vectoriel de
rang fini. Or, par hypothese, K est le corps des fractions d’une k-algébre de type
fini B; comme Qf, est un B-module de type fini en vertu de (20.4.7), la conclusion
résulte de (20.5.9).

Proposition (21.9.2). — Soient ky un corps, A un anneau local noethérien complet qui est
une ky-algébre formellement lisse, m son idéal maximal, K =A/m son corps résiduel (de sorte
qu’en tant qu’anneau A est isomorphe a un anneau de séries formelles K[[T,, ..., T,]] (19.6.5)).
ST K est une extension de type fini de ko, alors ﬁk/ko est un A-module libre de rang égal a
dim(A) +deg. tr, K. En outre, pour tout sous-corps k de ko tel que Q, soit de rang fini,
ﬁk/k est un A-module libre de rang égal ¢ dim(A) +deg. tr, K 4-rg, ().

Il est clair que, si P est le sous-corps premier de %,, K est une P-algebre formellement
lisse (19.6.1). Notons d’autre part que 'on a Y%, ,=o0 : en effet, cela revient a voir
que ’homomorphisme

Uy p®@1x ¢ Q p®, K — Q) p®, K

est injectif (20.6.14.5), u désignant ’homomorphisme structural ky—A. Mais comme A
est une ky-algébre formellement lisse par hypothése, il résulte de (20.7.2) que uy; p
est formellement inversible 2 gauche, donc (19.1.7) u,,, p®1x est inversible & gauche
et a fortiori injectif, ce qui prouve notre assertion. Appliquant la suite exacte (20.6.22.1),
ou A, A, B, C sont remplacés par P, k,, A, K, il vient la suite exacte

0—>TK/ko—>m/m2—>Qk/ko®AK—>Q}</k°—>0
de sorte que l'on a
rgx (Q}t/k.®AK) =rgg (m/m?) + (rgg (Q}(/k.) “—rgK(TK/k,)) =rgg(m/ m®) +deg. trk.K

en vertu de (21.7.1). D’autre part, Q} , est un A-module formellement projectif (20.4.9),
et comme sa topologie est la topologie m-préadique (20.4.5), Qf, /miT1QL, est un
(A/m’*1Y-module projectif pour tout j (19.2.4), donc libre (0, 10.1.2) et de rang
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n=rgg (Q},;.®,K). Envertu de (21.9.1), ﬁk/ko est un A-module de type fini, et en outre
ce A-module est plat en vertu de (0y;, 10.2.1); il est donc libre (0, 10.1.3) de rang n,
d’out la premiére assertion.

Comme par hypothése Q] , est de rang fini sur &), le produit tensoriel complété
fZ}%/k@koA s'identifie & Q) ,®, A; comme A est une ky-algebre formellement lisse, il
résulte de (20.7.18) que I’homomorphisme

~ . Ot D1
U g ot * Qk.,/k®k.,A - QA/k

admet un inverse a gauche qui est un A-homomorphisme continu, ce qui implique en
particulier que son image est fermée dans Q},; la suite exacte

o—>Q, ® Aﬂ‘ﬁﬁl >0l o0
Tolk ko Alk Alko

est donc exacte et scindée en vertu de (20.7.17) et de ce qui précéde; ce qui achéve de
prouver la proposition.

Corollaire (21.9.3). — Soient k un corps, A Ianneau de séries formelles k[[Ty, ..., T,1],
muni de sa structure usuelle de k-algébre. Alors ﬁk/k est un A-module libre de rang r=dim(A).

11 suffit de noter que A est une k-algébre formellement lisse (19.3.4), et d’appliquer
(21.9.2) avec ky,=k=K.

Lemme (2x.9.4). — Soient k un corps de caractéristique p>o, A une k-algébre qui est
un anneau local noethérien complet, B une sous-k-algébre de A isomorphe & une k-algébre topologique
de la forme k[[Ty, ..., T,]] et telle que A soit une B-algébre de type fini. Si By est la sous-algébre
K[[TZ, ..., T2]] de B, QL s'identifie canoniquement & Qig, -

Toute dérivation continue de B, dans un A-module topologique P, qui est restriction
d’une k-dérivation continue de A dans P, est nulle, car elle ’est dans le sous-anneau
K[T7, ..., T?] des polynémes, et ce dernier est dense;dans B, . La suite exacte (20.3.7.1)
montre donc que ’homomorphisme canonique

Dér. conty (A, P) — Dér. cont, (A, P)

est bijectif; la conclusion résulte de (20.7.14.4), compte tenu de ce que Q}p est un
A-module de type fini (20.4.7), donc séparé et complet puisque A est un anneau local
noethérien complet.

Proposition (2x.9.5). — Sotent A un anneau local noethérien complet integre, Ay un sous-
anneau de A isomorphe & un anneau de séries formelles k[[Ty, ..., T,]] sur un corps k, tel que
A soit une Aj-algébre finie et que le corps des fractions E de A soit une extension séparable du
corps des fractions Ly de A,. Alors on a

(21.9.5.1) r8a ﬁk/k=rgE(ﬁfuk®AE) =dim(A).

Notons que si m, est 'idéal maximal de Ay, la topologie de A est la topologie
my-adique puisque A est une Ay-algébre finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. 3 de la prop. g) et induit sur A, la topologie my-adique (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° 4, th. 3). On sait (21.9.1) que ﬁk/k est un A-module de type fini et,
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en vertu de (21.9.3) QL/,C est un Aj-module /ibre de rang r =dim(Ay) =dim(A) (16.1.5);
le produit tensoriel ﬁ}a./k@) 1, A est donc un A-module libre de rang r identique 4 son
séparé complété; enfin Q}, est un A-module de type fini (20.4.7), donc identique a
son séparé complété (0, 7.3.6). Cela étant, dans la suite d’homomorphismes

A u A v
(21.9.5.2) Q,lx.,/k®A..A“’Q}s/k“>Qi/Ao">0

on sait que v est surjectif et que Im(u) est dense dans Ker(v) (20.7.17); mais tout sous-A,-
module de ﬁj,k est fermé pour la topologie my-adique (0;, 7.3.5), donc la suite (21.9.5.2)
est exacte. Notons d’autre part que puisque A est entier sur Ay, A, intégralement clos
et E séparable sur Ly, Q}, est un A-module de torsion (20.4.13, (iv)); tensorisant la suite
exacte (21.9.5.2) par E, il vient une suite exacte

Q}Ao!k®AnE_)ﬁ}\/k®A E—o

d’ou rgE(ﬁ}Uk'@ AE)<r. Il reste donc & montrer qu’il existe, dans ﬁ;/k@)AE, r éléments
linéairement indépendants sur E. Or, soient D,;=0/dT; les dérivations canoniques de A,
dans lui-méme (1<i<r); elles se prolongent de fagon unique en des dérivations (encore
notées D;) de E dans lui-méme, puisque E est extension séparable finie de L,; par
restriction 2 A, ces dérivations donnent des dérivations de A dans E, et il est immédiat
que ces dérivations prennent leurs valeurs dans un méme sous-A-module de type fini
de E; comme elles sont continues dans Aj et que la topologie de A est la topologie
my-adique, on a ainsi formé r dérivations continues de A dans un A-module topologique,
qui sont évidemment linéairement indépendantes puisque D;(T,)=3;; ceci achéve
de prouver la proposition.

La proposition suivante est un analogue « formel » de (21.7.3) :

Proposition (21.9.6). — Sotent k,CkCKy trois corps de caractéristique p>o, tels que
[Ko : kK]< +o00; on pose

Lo=Ko((Ty, ..., T))), M, =Ko (T}, ..., T}))
L=k(T,, ..., T.)),  M=k((T?, ..., T?),  N=k((T?,...,T%).

Soit E une extension de type fimi de L.
(i) St Y., est de rang fimi, on a

(21.9.6.1) 18 Qi — 18k, Qk,n = (7 +deg. tr, E) +d(E/K,, ko) +d(E/My, N/ky)
(notations de (21.6.1)), et en particulier on a
(21.9.6.2) rgpQ n—18x Qk, > 7 +deg. try, E +d(E[K,, k).

En outre, si les deux membres de (21.9.6.2) sont égaux, ils le restent lorsqu’on remplace k par
un corps k' tel que k,Ck'Ck.

(ii) On suppose en outre que [ky: kD)< +oco. Soit (k,) une famille filtrante décroissante
de sous-corps de K, contenant ky, tels que [K, : k,]< 40 pour tout o et que Qka(KQ) =ko(K?3);

alors il existe un o tel que, pour k=k,, les deux membres de (21.9.6.2) soient égaux.
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(i) On sait (21.1.5, (ii)) que rgyQy ne change pas quand on remplace M
par M(L}); comme L{=K3((T%, ..., T?)) et que [£k(K?) :£]<-+o0, on a

M(L{) =k(KH (17, ..., TD);

T

de méme Qg , ne change pas quand on y remplace £ par £(KZ), si bien que 'on peut
supposer que KECk, ce que nous ferons dans toute la suite. Nous introduirons aussi les corps

ky=k(KP),  N'=k((T7, ..., T?))
de sorte que I’on a le diagramme de corps

Ky — M, L, E

| [ [
L

k—- N->-M ——

[

ky - k - N’

Nous nous proposons d’évaluer la différence 8 du premier et du second membre

de (21.9.6.2).
Il résulte de (21.7.3) que l'on a

rgEQﬁ/M—rgM., Q}u/M., =deg. tI'I\L,E +d(E/My, M)

et comme L, est une extension finie de My, on a deg. tr;, E =deg. try E. D’autre part,
une p-base de K, sur £=k(K3%) est aussi une p-base de My sur M, donc (21.4.5), on a

1 1
ISy, QM.,/M = rgKoQKa/k

si bien que 'on a
(21.9.6.3) 3 =d(E/My, M)—d(E[K,, ko) —7.

Notons maintenant le lemme classique :

Lemme (21.9.6.4). — Pour tout corps k, le corps de séries formelles K =k((T,, ..., T,))
est une extension séparable de k.

Rappelons rapidement la démonstration de ce lemme pour étre complet. I1 suffit
(Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 3, démonstration du th. 1) de prouver que pour
toute extension finie k' de k, K®,k' est sans élément nilpotent; mais si 'on pose
A=k[[Ty, ..., T,]] et S=A—{o}, K& est égal & ST'(A®,k'), et A® k" s’identifie
canoniquement a I’anneau integre A'=Fk'[[T,, ..., T,]] et A a un sous-anneau de A’,
d’ou la conclusion.

Utilisant ce lemme et (21.6.2, (ii)),on a d(Ly/K,, k) =0, etlaformule (21.6.4.4)
donne donc

d(E/Ko, ko) = d(E/LOa ko)-
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Les formules (21.6.4.4) et (21.6.4.2) donnent d’autre part

d(E/M,, M) =d(E[Lg, M) +d(Lo/M,, M),
d(Lo/ My, M) = d(Lg/My, M/N) +d(Lo/M,, N)

d’ou

8 =d(E/Ly, M) +d(Lo/My, N) —d(E[Ly, ko) +d(Lo/My, M/N) —1.

Nous allons montrer que 'on a la relation
(21.9.6.5) d(Ly/My, M/N)=r.
Pour cela, remarquons que, par définition, on a
d(Lo/My, M/N) =rgy, Y1, nx — 18y, Laty -
Compte tenu des deux suites exactes
0 > Yy = Qun®uLy > Qx> Qy — 0
0 = Yy px — QLigy®u My — Qg = Qg — ©

1l vient
d(Lo/M,, M/N) = I8y, Qi.,/M— rgy, Q}.“,/N — I8y, Q}&Io/M +18y, Q}K,/N .

Chap. o

Or, on a N(L)>M, donc Qf x=9Qf y (21.1.5, (ii)). D’autre part, les T? (1<i<7r)
forment une p-base de M sur N, et une p-base de K, sur k£ est aussi une p-base de M,

sur M, donc, comme MPCN,
1 1 1
rgMoQMo/N =r+ rgKoQKo/k =7 +1gy, Ly, m

en vertu de (21.4.5) et (21.1.10), ce qui prouve (21.9.6.5).
On a encore, par (21.6.4.2),

d(E[Lq, M)—d(E/Ly, k)= d(E[Lq, M/k,)
et d(Lo/My, N) = d(Lo/My, NJk) +d(Lo/ My, £).

Mais comme L est séparable sur K, (21.9.6.4), on a d(Ly/K,, k)=o0, et par suite

aussi d(Ly/My, k)=0 ((21.6.2) et (21.6.4)). Il vient donc
3 =d(E/Ly, M/ky) +d(Ly/M,, NJE).

Appliquons encore deux fois (21.6.4.2) au premier terme du second membre

de cette formule; on obtient

d(E[Lg, M/ky)=d(E[Lq, M/N) +d(E/[Lyo, NJk) +d(E/[Ly, k/k,).

Comme MCN(L?), on a d(E/Ly, M/N)=o0 (21.6.2), donc (par (21.6.4.4))

8 =d(E[Lg, k[ko) +d(E/M,, N/E).

Mais M, et L, sont des extensions séparables de K, (21.9.6.4), donc
d(Lo/Ky, klky) =d(My/K,, klky)=0 (21.6.2), et appliquant encore deux fois (21.6.4.4),
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on a d(E[L, klk)) =d(E[K,, k|k,) =d(E[/M,, k[k;), d’ol, par une derniére application
de (21.6.4.2),
3 =d(E/M,, N/k,))>o0

ce qui prouve (21.9.6.1). En outre, lorsque £ est remplacé par une sous-extension k'
de £y, N est remplacé par une sous-extension N’, donc d(E/M,, N’/k))<d(E/M,, N/k,)
(21.6.4.2), ce qui démontre la derniére assertion de (i).

(ii) Pour tout a, posons N,=k((TF, ..., T?)). En vertu de (21.9.6.1) et
de (21.8.3), il s’agit de montrer (compte tenu de ce que K2Ck, et de ce que E est
une extension de type fini de M,) que l’'on a

N, — k(M.
Or, on a

(21.9.6.6) NN, =N'= (k(K))(T7, ..., TF))

r

en vertu de (21.8.8.3) et de la relation Dka=k0(K§) (21.8.6). D’autre part, on a
ko(ME) = ky(K2((T?', ..., T?))). Pour achever la démonstration de (21.9.6, (ii)), il
reste donc a prouver le

Lemme (21.9.6.7). — Sotent ky un corps de caractéristique p>o tel que [ky : k5]< + o0,
K une extension de ky. Alors on a

(21.9.6.8) k(B ((Tys -+ o5 T,)) = k(KT - .., T)))).

Comme KCKy, ona KBKI(Ty, -, T =KF(Ty, -, T). Si (0)icicn oot
une base de %, sur k2, il est immédiat que (¢;) est aussi un systtme de générateurs de
chacun des deux membres de (21.9.6.8) sur K2((T,, ..., T,)).

Remarque (21.9.7). — L’assertion de (21.9.6, (ii)) ne s’étend pas au cas ot [k, : 5]
est infini. Prenons en effet pour %, le corps F,(X,),~, des fractions rationnelles a une
infinité d’indéterminées, de sorte que les X} forment une p-base de %, sur F,, et par
suite [k : k]= +oco. Dans I’énoncé de (21.9.6), prenons K;=4, (donc nécessairement
k=k,), Ly="ky((T)), pour E extension Ly( »), ot1 y est racine du polynéme Y?— X X T"?

n=0

de Ly[Y]. Alors la différence 5 des deux membres de (21.9.6.2) est non nulle. En effet,
E est séparable sur k,, sans quoi y? serait élément de £y(L}), et ’on voit aussitot que cela
n’est pas possible (dQ au fait qu’il y a une infinité de X, algébriquement indépendants);
on a donc d(E/K,, k) =0, la formule (21.9.6.3) se réduit a 3 =d(E/M,, My) —1, etil
est clair que d(E/M,, My)=rgyYgy,. Tout revient a vérifier que ce rang est 2. Or on
a E?CcM,, une p-base de E sur L, est formée du seul élément y, et Lj a évidemment une
p-base sur M, formée du seul élément T'; donc, puisque E est extension algébrique de M,,
notre assertion résulte de (21.7.1) et (21.4.5).

Proposition (2x.9.8). — Soient ky un corps (de caractéristique quelconque), K, une extension
séparable de ko, A un anneau local noethérien complet, qui est une ky-algébre et dont le corps résiduel
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est une extension finie de K. Pour tout idéal premier p de A, soit k(p) le corps résiduel de A en p.
Alors, pour tout corps k tel que kyckcK, et tel que [K,:k]< -+, ona

(21.9.8.1) rgk(p)(ﬁ(lA/p)/k@)A/pk(P)) —rgg, Qx> dim(A/p) +r, i) Lk(p)ke -

Supposons en outre que [ky: k§]< 4o (o p est Pexposant caractéristique de k,). Alors
on peut trouver un corps k tel que ko(KB) ckcKy et [Ky: k]< 400, pour lequel les deux membres
de (21.9.8.1) sont égaux.

Comme A/p a méme corps résiduel K que A et est complet, on peut se borner au
cas ou A est intégre et p=o0; on posera alors E=k(p), corps des fractions de A.
Comme K, est formellement lisse sur k, (19.6.1), il existe un k;-monomorphisme
Ko—A faisant de A une K, -algébre; on sait en outre qu’il existe une sous-Kg-algébre A,
de A, Kyisomorphe a une algébre de séries formelles K([[T;, ..., T,]] et telle que A
soit une Ag-algébre finie (19.8.9), ce qui entraine que E est une extension finie du
corps des fractions L,=Ky((T;, ..., T,)) de Ay. On a alors Yy, =o0 puisque K,
est séparable sur kj, et deg.tr;, E=o0; en outre, comme A est une Aj-algebre finie
on a dim(A)=dim(A,) (16.1.5).

Si p=1, on a rgE(ﬁj,k(@AE):r par (21.9.5) et (17.1.4, (iii)), et Qg ,=o0
puisque K, est extension finie séparable de £ (21.7.4); d’autre part Yy, =o, E étant
extension séparable de k,; les deux membres de (21.9.8.1) sont donc égaux dans ce cas.

Supposons maintenant que p>1; si B=k[[Ty, ..., T,]], A est une B-algebre
finie, donc, en posant B,=k[[T%, ..., T#]], Q;I&/k s'identifie & Q}y (21.9.4), et en
désignant par M le corps des fractions £(('T%, ..., T?)), il résulte de (20.5.9) que ﬁ}x/k® A E
s'identifie & Qy; I'inégalité (21.9.8.1) n’est autre alors que (21.9.6.2), et la derniére
assertion du corollaire résulte de (21.9.6, (ii)).

§ 22. CRITERES DIFFERENTIELS DE LISSITE FORMELLE
ET DE REGULARITE

Les principaux résultats de ce paragraphe sont :

a) Les critéres (22.2.2) et (22.5.8), qui donnent des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’un anneau local noethérien complet A contenant un corps £ soit
formellement lisse sur k; le critére (22.5.8) s’énonce sans faire intervenir de notions
différentielles, et compléte (19.6.6); I’énoncé (22.2.2), de nature un peu plus
technique, permet de donner une classification, pour k fixé, des anneaux locaux A
considérés (22.2.5) : ils sont donnés par leur dimension n et leur corps résiduel K,
sous la seule condition n>rggYg.

b) Le théoréme (22.3.3), et le corollaire (22.7.6) du critére jacobien de
Nagata (22.7.3), qui donnent des conditions permettant d’affirmer qu’un anneau
localisé d’un anneau local noethérien complet A contenant un corps £ est géométriquement
régulier sur £; ils joueront un réle important dans ’étude des propriétés « fines » des
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anneaux locaux faite au chap. IV, § 7. On ne posséde pour le moment aucune
démonstration de (22.7.6) indépendante du critére jacobien de Nagata.

¢) Le critére jacobien de Zariski (22.6.7) et ses variantes, qui sont des conséquences
faciles de (20.7.8).

22.1. Relévement de la lissité formelle.

Théoréme (22.1.1). — Soient s: A—A,u:A—B deux homomorphismes d’anneaux,
3 un idéal de B, C I'anneau quotient B]J. On suppose que C est une A-algébre formellement lisse
pour la topologie discréte.

(1) Supposons vérifiées les conditions suivantes :

o) J/ 3% est un C-module projectif.

) L’homomorphisme canonique Sg(J/J?)—gry(B) (19.5.2) est bijectif.

¥) L’homomorphisme caractéristique 7y : Youp—J3/JF* (20.6.20) est injectif.

8) Le C-module Qf,®5C est projectif.

Alors B, muni de la topologie J-préadique, est une A-algébre formellement lisse.

(1) Inversement, supposons que B soit une A-algébre formellement lisse pour la topologie
J-préadique, et que A soit une A-algébre formellement lisse pour la topologie discréte. Alors les
conditions &), B), Y), 8) de (i) sont vérifides.

En vertu de la suite exacte (20.6.22.1) (qui est applicable, puisque B/J? est
une extension A-triviale de G par J/ 32, G étant supposée étre une A-algebre formellement
lisse (19.4.4)), la condition y) équivaut & Yg,, =0, ou encore i la suivante :

Y') L’homomorphisme ug, \® 1 : Q3 ®, C—>Qp®C  est injectif.

(i) Les conditions «) et 8) entrainent que B est une A-algébre formellement lisse
pour la topologie J-préadique (19.5.4). Il revient donc au méme de dire que B est
(pour la topologie J-préadique) une A-algébre formellement lisse, ou une A-algébre
formellement lisse relativement @ A. Pour voir que B est une A-algebre formellement lisse,
il suffit donc, en vertu de (20.7.2), de prouver que I’homomorphisme continu de
B-modules topologiques up, 4 : Q) \®,B Qg est formellement inversible & gauche. Or,
puisque B est une A-algébre formellement lisse, le B-module topologique Q4 est formel-
lement projectif (20.4.9) et sa topologie est déduite de celle de B (20.4.5). En vertu
de (19.1.9), il suffit donc, pour que ug,, soit formellement inversible a gauche,
que ugA®1 soit inversible @ gauche. Mais en vertu de y'), cette derniere application
est injective, donc on a la suite exacte (20.6.14.7%)

O»QX/A®AC—>QlB/A®BC—>Q}3/A®B C—o.

Enfin, en vertu de 3), le C-module Q},®;C est projectif, donc la suite exacte précédente
est scindée, ce qui achéve de prouver (i).

(ii) Si B est une A-algébre formellement lisse pour la topologie J-préadique,
et A une A-algébre formellement lisse pour la topologie discréte, B est une A-algebre
formellement lisse pour la topologie J-préadique (19.3.5, (ii)); les conditions «) et )
résultent donc de (19.5.6). En outre, (20.7.2) montre que ug,, est formellement
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inversible a gauche, donc uy,,®1, est inversible & gauche (19.1.7), et a fortiori injectif.
Enfin, Qp, est un B-module formellement projectif (20.4.9), et par suite Q},®,C
est un C-module projectif (19.2.4).

Corollaire (22.x.2). — Soient s: A—A,u: A—B deux homomorphismes d’anneaux,
m un idéal maximal de B, K =B|m le corps quotient. On suppose que les A-algébres A et K soient
Sormellement lisses pour la topologie discréte. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algébre formellement lisse pour la topologie m-préadique.

b) L’homomorphisme canonique

(22.1.2.1) Sk (m/m?) —>gr;,(B)
est bijectif, et I’homomorphisme caractéristique
(22.1.2.2) %t Ygpp—>m/m?
est injectif.

Cela résulte aussitét de (22.1.1), les conditions «) et 3) étant ici trivialement
vérifiées, puisque K est un corps.

Remarque (22.1.3). — Supposons vérifiées les hypothéses de (22.1.2) et en outre
supposons que m/m? soit un K-espace vectoriel de rang fini. Alors, pour que B soit
une A-algébre formellement lisse pour la topologie m-préadique, il suffit que les conditions
suivantes soient satisfaites :

(22.1.3.1) Etant donnés une algébre de polynomes E=XK[T,, ..., T,], l'idéal maximal nu
de E engendré par les T; (1<i<n), et unidéal Hon* dans E, tout A-homomorphisme v : B—E/b,
qui, par passage aux quotients, donne U’identité K—K, se factorise en BiE/n"—»E/b, ol w
est un A-homomorphisme.

(22.1.3.2) St F est Pextension triviale Dg (K) (« algebre des nombres duaux sur K »),
o : A—>F un homomorphisme d’anneaux tel que le composé ASF>K  soit I’ homomorphisme
canonique, alors tout A-homomorphisme v :B—>K qui, par passage aux quotients, donne I’identité
K—K, se factorise en BAF—K, ot west un A-homomorphisme (pour la structure de A-algébre
sur ¥ définie par p).

En effet, on a vu (19.5.5) que la condition (22.1.3.1) entraine que I’homo-
morphisme canonique (22.1.2.1) est bijectif. En vertu de (22.1.2), il suffit ensuite
de voir que ’homomorphisme canonique ug®1y : Q) \®,K—Qp, @K est injectif,
ou encore (puisqu’il s’agit d’espaces vectoriels sur K) que pour tout K-espace vectoriel L,
I’homomorphisme canonique Dér, (B, L) >Dér, (A, L) est surjectif (en vertu de (20.4.8));
il est clair que pour cela, il faut et il suffit que I’homomorphisme canonique
Dér, (B, K) >Dér, (A, K) soit surjectif, d’oll notre assertion, en vertu de (20.1.5).

On notera que les deux conditions (22.1.3.1) et (22.1.3.2) sont entrainées par
la suivante :

(22.1.3.3) Pour toute A-algébre locale artinienne E de corps résiduel égal a K, et tout
idéal nilpotent v de E, tout A-homomorphisme B—E|[v qui, par passage aux quotients, donne

Pidentité K —~K, se factorise en BiE—>E/ t, o u est un A-homomorphisme.
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- Ce résultat se généralise comme suit :

Proposition (22.1.4). Soit ¢ : A>B un homomorphisme local d’anneaux locaux
noethériens, k (resp. K) le corps résiduel de A (resp. B). Pour que B soit une A-algébre formellement
lisse (pour les topologies préadiques), il faut et il suffit que pour tout anneau local artinien C,
de corps résiduel égal a K, tout homomorphisme local A—C (faisant de C une A-algébre
topologique), et tout idéal nilpotent [ de C, tout A-homomorphisme local B—C|T tel que
I homomorphisme K—K obtenu par passage aux quotients soit I’identité, se factorise en B—f>C—>C/ 3,
ou f est un A-homomorphisme local.

La condition étant nécessaire par définition (19.3.1), montrons qu’elle est suffisante.
Comme les A-homomorphismes locaux de B dans une A-algébre locale discréte provien-
nent par extension des A-homomorphismes locaux de B dans cette algébre, on peut se
borner au cas ou A et B sont complets, en vertu de (19.3.6). Lorsque A est un corps £, la
proposition résulte de (22.1.3.3), ol ’'on prend pour A le sous-corps premier de £, et de
(19.6.1). Dans le cas général, posons By=B®,k=B/mB (m idéal maximal de A), qui
est complet. Si G, est une £-algébre locale artinienne de corps résiduel égal a K, , unidéal
nilpotent de G,, tout k.-homomorphisme local g, : By—C,y/J, donnant I'identité sur K par
passage aux quotients, donne par composition un A-homomorphisme local

2: BB, 3 Co/S,

qui par hypothese se factorise donc en B—’>CO—>CO/ 39> ou f est un A-homomorphisme

local; mais comme G, est une k-algebre, f se factorise en B—>B0ﬁ>Co, ou f, est un
k-homomorphisme local. On voit donc que les hypothéses de 1’énoncé sont encore
remplies lorsqu’on y substitue By et £ & B et A respectivement; donc B, est une k-algebre
formellement lisse d’aprés ce que l'on vient de voir. Appliquant (19.7.2) et (19.7.1),
on voit qu’il existe un anneau local noethérien complet B’, un homomorphisme
local A —B’ faisant de B’ un A-module plat et une A-algébre formellement lisse, et un
k-isomorphisme u, : Bj=B'®,k~YB,. Soit v, 'isomorphisme réciproque de u;; nous nous
proposons de montrer qu’il existe un A-homomorphisme local »:B—B" tel que y;
provienne de v par passage aux quotients. Pour cela, désignons par n et 1’ les idéaux
maximaux respectifs de B et B', et, pour tout j, soit w; : B/(n*!4+mB)—B’/(n** 4+-mB’)
I’homomorphisme déduit de v, par passage aux quotients; il suffira de former pour
tout j un A-homomorphisme local v;: B/ni™'—B’/n"** tel que les diagrammes

B+t L B+t Bini+tt — 7 Bjn/it!
v v R
B/w' —> B'/n” B/(W*!'4+mB) — B'/(n"*!4mB’)
%1 wj

A

solent commutatifs; B et B’ étant complets, I’homomorphisme v=Ilim y; répondra a
<

la question. Or, la formation par récurrence de v; résulte de I’hypotheése sur B et du
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méme raisonnement que dans (19.3.10.1), en utilisant le lemme (19.3.10.2) et le
fait que n74(n"*'+mB)=n"+mB’. Il résulte alors de (19.7.1.4) que v est un
A-isomorphisme, car B’ est un A-module plat, et B est complet pour la topologie
m-préadique, les idéaux mB étant fermés dans B pour la topologie n-adique

(0, 7.3.5). C.Q.F.D.

22.2. Caractérisation différentielle des algébres locales formellement lisses
sur un corps.

(22.2.1) Soient k£ un corps, P son sous-corps premier, A une k-algébre qui est
un anneau local, m son idéal maximal, K=A/m son corps résiduel. Comme K est
séparable sur P, K est une P-algébre formellement lisse pour la topologie discréte (19.6.1),
et par suite la P-extension A/m? de K par m/m2 est P-triviale, et ’homomorphisme

caractéristique

(22.2.1.1) Kk * Y —>mm/m?

est donc défini (20.6.23).

Théoréme (22.2.2). — Sous les conditions de (22.2.1), pour que A soit une k-algébre
Sformellement lisse pour la topologie m-préadique, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
satisfaites :

(i) L’homomorphisme canonique Sg(m/m2)—gr; (A) est bijectif.

(i1) L’homomorphisme caractéristique y,p : Yy, —m/m® est injectif.

C’est un cas particulier de (22.1.2), ou 'on remplace A par P, A par £ et B
par A; K et k, étant séparables sur P, sont en effet des P-algebres formellement
lisses (19.6.1).

Remarque (22.2.3). — La condition (ii) de (22.2.2) peut étre remplacée par une
quelconque des suivantes :

a) L’homomorphisme canonique Q®,K-—->Ql1®,K est injectif.

b) Pour tout n, ’homomorphisme canonique Q®,(A/m"*)>Qi®,(A/m"*!) est
inversible a gauche.

¢) L’homomorphisme canonique QL& ,A—>Q! est inversible & gauche.

d) A est une k-algebre formellement lisse (pour la topologie m-préadique) relativement
au corps premier.

En effet, on a déja remarqué dans (22.1.1) que 'injectivité de y,, est équivalente
A a), et que la conjonction de @) et de la condition (i) de (22.2.2) équivaut a celle
de d) et de (i). Enfin, on a aussi vu dans (22.1.1) que b) et d) sont équivalentes, et
I’équivalence de b) et ¢) résulte de (19.1.8).

(22.2.4) La principale application de (22.2.2) a trait aux k-algeébres locales
noethériennes et complétes (cas ou m/m? est un K-espace vectoriel de rang fini). De
facon précise, soient £ un corps, K une extension de £, V un K-espace vectoriel de
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rang fini; nous considérons les triplets (A, «, B), od A est une k-algébre locale
noethérienne compléte formellement lisse d’idéal maximal m, «:A/m>K un isomor-
phisme de k-algébres, B :m/m25V un di-isomorphisme d’espaces vectoriels (pour
Pisomorphisme ). Etant donnés deux tels triplets (A, «, B), (A’, «’, B'), une équivalence
du premier sur le second est un k-isomorphisme u: AT A’ tel que (si m’ est I'idéal
maximal de A’), les diagrammes

A/m Ll Allm’ m/m? Lk m’/m
K —Q K AV — Y

sont commutatifs. Il est immédiat que les classes d’équivalence des triplets (A, «, )
forment un ensemble que nous noterons FL(K/, V). Remarquons maintenant qu’a tout
triplet (A, «, ) est associé le K-homomorphisme composé d’espaces vectoriels

Xk 8 \ C s . . ey -
YK/,C—A/> m/m2—V (ol y,x est considéré comme un di-homomorphisme relatif & «™');

la définition précédente prouve (par (20.6.22.2)) que ce K-homomorphisme ne dépend
que de la classe d’équivalence de (A, «, B) dans FL(K/k, V); autrement dit on a défini une
application canonique

(22.2.4.1) FL(K/k, V) >Homg (Ygy, V).

Proposition (22.2.5). — Soient k un corps, K une extension de k, V un K-espace vectoriel
de rang fini. Lapplication canonique (22.2.4.1) est une bijection de FL(K[k, V) sur
Pensemble des K-homomorphismes injectifs de Yy, dans V.

(i) Pour montrer que (22.2.4.1) est injective, il faut prouver ce qui suit :
soient A, A’ deux k-algébres locales noethériennes complétes formellement lisses, m, m’
leurs idéaux maximaux respectifs, «:A/m>K, a’ : A’/m’SK deux k-isomorphismes;
supposons donnés deux k-isomorphismes 2° : A/m S A’jm’, o : m/m2Sm’/m’2 tels que les
diagrammes

A/m ~, A'lm’ m/m? LN m'/m’2
(22.2.5.1) \a\ A ;I\ Xar
K Yk

soient commutatifs. Il s’agit de prouver qu’il existe un k-isomorphisme u:ASA’ tel
que gro(u) =0° et grl(u) =o'. Remarquons en premier lieu que puisque K est un corps,
P’homomorphisme canonique (20.6.7.1) est bijectif (20.6.11), donc il existe déja un
k-isomorphisme v : A/m2SA’/m’2 tel que gro(v) =0¢° et gr'(v) =0s'. Notons maintenant
que puisque A’ est métrisable et compléte, et A une k-algebre formellement lisse,
’homomorphisme composé A-—>A/m?—>A’/m se factorise en A-—>A’—>A’[m'2, ol u est
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un k-homomorphisme (19.3.11), et 'on a donc déja gro(u) =° et gr'(u) =o'. Or, on a

le diagramme commutatif
Si(m/m?) —> gri(A)

l gr (u)

Sic(m'/m™) - gri (A)

w

ou les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques, et w provient de ° et o'}
comme 2° et v sont bijectifs, il en est de méme de w, et puisque A et A’ sont des k-algébres
formellement lisses, on déduit de (22.2.2, (i)) que gr(u) est bijectif; mais comme A et A’
sont séparés et complets, cela entraine que u lui-méme est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, cor. g du th. 1).

(ii) Reste a montrer que 'image de (22.2.4.1) est ’ensemble des homomorphismes
injectifs de Y, dans V;.on sait déja par (22.2.2, (ii)) qu’elle est contenue dans cet
ensemble; il suffira alors de prouver le

Lemme (22.2.5.2). — Pour tout K-homomorphisme h : Yy, —V, il existe une k-algebre A
qui est un anneau local noethérien régulier et complet, d’idéal maximal m, de corps résiduel K,
et un K-isomorphisme B : mm*=>V tels que h=PBoy .

En effet, si ce lemme est prouvé, le fait que A est régulier entraine que la condition (i)
de (22.2.2) est satisfaite (17.1.1); si en outre % est injectif, (22.2.2) montrera que A
est une k-algébre formellement lisse dont la classe aura 2 pour image (par contre si k
n’est pas injectif, la k-algebre A dont (22.2.5.2) prouve I'existence n’est pas formellement
lisse).

Pour prouver (22.2.5.2), soient B la K-algébre S;(V), n l'idéal d’augmentation
de Bet A=B la K-algebre complétée de B pour la topologie n-préadique (de sorte que A
est isomorphe a I’algébre de séries formelles K[[T,, ..., T,]] si n=rgV). En vertu
de (20.6.11) il existe sur A/m?* (o m=nA) une structure de k-extension de K par V
(distincte en général de la structure k-triviale définie par I’injection canonique £k—K-—A)
telle que £ soit ’homomorphisme caractéristique de cette extension. Si f: k—>A/m® est
I’homomorphisme structural, le fait que £ soit séparable sur le corps premier permet
(19.6.1) de factoriser f en k5> A-—>A/m? et la k-algtbre A ainsi définie répond 2 la
question (20.6.22.2).

Théoréme (22.2.6). — Soient k un corps, K une extension de k. Pour qu’il existe une k-algébre
locale noethérienne A, d’idéal maximal m, telle que Ajm=X et que A soit formellement lisse
(pour sa topologie m-préadique), il faut et il suffit que Yy, soit un K-espace vectoriel de rang
fini. La k-algébre A est alors déterminée (& un k-isomorphisme prés donnant par passage aux quotients
Pidentité K—XK) par sa dimension, qui est soumise @ la seule condition d’étre >rgy Yy

Comme m/m® est de rang fini sur K, la nécessité de la condition résulte
de (22.2.2, (ii)); inversement, (22.2.5) montre que la condition est suffisante et que
I'on peut prendre pour m/m? un K-espace vectoriel de rang quelconque >rgg (Yg,)-
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En particulier, ’homomorphisme identique de Y associe canoniquement 3 K une k-algébre
noethérienne compleéte, formellement lisse, pour laquelle Yy, est isomorphe a m/m2

Remarques (22.2.7). — (i) Soit A un anneau local noethérien, de corps résiduel £;
il résulte de (19.7.1) et (19.7.2) que la détermination des A-algébres A qui sont des
anneaux locaux noethériens complets et qui sont formellement lisses est équivalente au
méme probléme olt A est remplacé par £, et est donc en principe enti¢rement résolue
par (22.2.5), qui ramene la question a la structure des corps résiduels des k-algébres
cherchées, en tant qu’extensions de £.

(ii) Le fait que Yy, soit de rang fini sur K n’entraine pas que K soit « de
multiplicité radicielle finie » sur £ (cf. (19.6.6)). Par exemple, soient &, un corps parfait
de caractéristique p>o, k=4ky(T) le corps des fractions rationnelles & une indéterminée
sur ket K=£k”"" la plus petite extension parfaite de £. On a alors Qf =Qf,=o0 (21.4.4),
donc par définition (20.6.1.1) Yy, =Q®, K, et comme k?=Fky(T?), T est une p-base
de £ sur £?, donc (21.4.5), Q} est de rang 1 sur £, et par suite Yy, de rang 1
sur K. Mais pour tout 7 le corps résiduel de ’anneau local K®, kP " est isomorphe 2 K
donc n’est pas séparable sur AP .

Le théoréme (22.2.2) se généralise comme suit :

Proposition (22.2.8). — Sous les conditions de (22.2.1), supposons que la caractéristique p
de k soit >o0; soit (k,) une famille filirante décroissante de sous-corps de k, telle que Qka(k”) =kP".
Alors la condition (i) de (22.2.2) peut se remplacer par Pune quelconque des suivantes :

a) Il existe oy tel que I’homomorphisme canonique

Q,lc/ka®kK—>Qi/ka®AK
soit injectif pour tout o> oq.

b) I existe o tel que A soit une k-algébre formellement lisse (pour la topologie m-préadique)
relativement & k,, pour tout «>o. 4

c) Pour tout o et tout entier n>o, I’homomorphisme canonique

Qllc/ka®k(A/mn 1) "Q}s/ka®A(A/m”+ D)
est inversible @ gauche.

En effet, si A est une k-algébre formellement lisse, elle ’est a fortiori relativement
A tout sous-corps de £, ce qui entraine ¢) en vertu de (20.7.2) et (19.1.7); il est clair
que ¢) implique &), en vertu de (20.7.2), et que b) implique «). Enfin, compte tenu
de (22.2.3), il reste 4 prouver que a) entraine que I’homomorphisme canonique
u: O K—->U®,K est injectif. Or, on a pour tout « un diagramme commutatif

QK > Ql®,K

Qllc/ka®kK u‘: Qilx/k(,‘@AK

285



190 A. GROTHENDIECK Chap. o

et I’hypothése que u, est injectif pour a>a, implique que Ker(u) est contenu dans
Vintersection des Ker(v,). Mais on a vu (21.8.3) que cette intersection est nulle en vertu
de I’hypotheése Dka(kp) =£k?, ce qui achéve la démonstration.

Proposition (22.2.9). — Sous les hypothéses de (22.2.1), les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) A/m? est une k-extension k-triviale de K par m/m2.

b) xap=o0.

c) L’homomorphisme canonique (20.5.11.2)

S - mm2—>Qy,®, K

est injectif (en d’autres termes, la suite
(22.2.9.1) o—»m/m?*—>Q;,®,K—>Qp,—o

est exacte).

L’équivalence de &) et ¢) résulte de la suite exacte (20.6.22.1); ’équivalence
de ¢) et a) résulte de (20.5.12), la suite (22.2.9.1) étant scindée si elle est exacte,
puisqu’il s’agit d’espaces vectoriels.

On notera que si K est séparable sur k, les conditions équivalentes de (22.2.9)
sont satisfaites, en vertu de la définition de yx,, (22.2.1) et de (20.6.3).

Corollaire (22.2.10). — Sous les hypothéses de (22.2.1), considérons un sous-corps kg
de k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A/m?2 est une ky-extension ky-triviale de K par mjm?.

. , Xafk .

b) L’homomorphisme composé Yy, — Vi, —m/m? esi nul. y

c) L’homomorphisme caractéristique y, . : Yxp —>m/m? se factorise en Yy —> Vi —m/m?.

En outre, lorsque ces conditions sont remplies, I’homomorphisme ' est déterminé de fagon
unique et coincide avec I’homomorphisme caractéristique de la ky-extension ky-triviale Ajm? de K
par m/m?.

Comme le composé dans b) n’est autre que y,,,, I’équivalence de a) et b) résulte
de (22.2.9); d’autre part, b) et ¢) sont équivalentes en vertu de la suite exacte (20.6.18.1)

Y, = T = Y, =0

et comme ’homomorphisme canonique Y —> Yy, est surjectif, cela implique 'unicité
de y'; le fait que y’ est ’homomorphisme caractéristique de la kg -extension A/m? résulte
de (20.6.22.2).

Corollaire (22.2.11). — Sous les hypothéses de (22.2.1), soit p Uexposant caractéristique
de k, et soit (k,) une famille filtrante décroissante de sous-corps de k telle que Qka(k”) =kP. i Ygg,
est de rang fini sur K, il existe un indice « tel que A[m? soit une k, -extension k,-triviale de K
par m/m?2.

On sait en effet (21.8.3) qu’il existe alors un indice o tel que ’homomorphisme
canonique Y, — Yy SOt bijectif, donc la condition b) de (22.2.10) (ol £, remplace k)
est satisfaite.
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22.3. Application aux relations entre certains anneaux locaux et leurs
complétés.

Lemme (22.3.1). — Soient Ay un anneau semi-local noethérien, A une Ag-algébre finie
(qui est donc un anneau semi-local noethérien, cf. Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. g de la prop. 9). Si A, et A sont les complétés de A, et A pour leurs topologies préadiques
respectives, alors, lorsqu’on munit Ay, A et A des topologies discrétes, A est une A-algeébre formel-
lement lisse relativement & Ay (19.9.1).

On sait en effet que A:A@ADAO (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. 3 de la prop. g et chap. III, § 3, n° 4, th. 1), donc la proposition résulte de (19.9.3).

Proposition (22.3.2). — Soient A un anneau local noethérien régulier, K son corps des
Sractions, p la caractéristique de K. On suppose vérifiée Pune des hypothéses suivantes :
(i) p=o.

(i1) p>o0 et il existe une famille filirante décroissante (A,) de sous-anneaux noethériens
de A, tels que A soit une A -algébre finie pour tout o, que Aph(a)CAa pour un entier h(a) convenable,
et que, si K, désigne le corps des fractions de A, on ait QKu(K”) =K?.

Sotent alors B une A-algébre finie intégre et contenant A, n un idéal premier de B, C I’anneau
local B,,, q un idéal premier du complété C tel que qnC=o, de sorte que I'anneau local Cq est
une algébre sur le corps des fractions L de B. Alors @q est une L-algébre formellement lisse pour
sa topologie q-adique, et par suite un anneau géométriquement régulier sur L (19.6.5).

Distinguons deux cas.

I) Supposons que n contienne I'idéal maximal m de A, et par suite nnA=m.
Alors n est maximal (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° 1, prop. 1) et si t est le
radical de Panneau semi-local B, C est le séparé complété de B pour la topologie
n-préadique, et un des composants de ’anneau semi-local B, complété de B pour la
topologie t-préadique (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, prop. 8); on peut
donc écrire Cq=l§q,, ou q’ est idéal premier de B image réciproque de q. Notons
maintenant que B est un sous-anneau de B et Ihypothése qnC=o0 entraine q'nB=o,
donc ﬁq, est aussi localisé de I’anneau ﬁ@BL en un de ses idéaux premiers q'’, dont q’
est 'image réciproque dans B.Enoutreona B=A® 1B (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 2, n° 5, cor. de la prop. g et chap. III, § 3, n° 4, th. 1), donc E®3L=A®AL; enfin,
si p est I'idéal premier de A, image réciproque de q”', le fait que A—B est injectif et
la commutativité du diagramme

—_—

> —> o

B
A
entrainent que pnA=o, donc (A@AL)Q,, est aussi localisé de I’anneau

A®,L=(A,®,K)oL

—
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en un de ses idéaux premiers. Pour montrer que cet anneau local est une L-algebre
formellement lisse, il suffit donc de prouver que AP®AK est une K-algébre formellement
lisse (19.3.5, (i) et (iv)); d’ailleurs fﬁp@)AI(:;‘;p puisque pnA=o0. On va appliquer
les critéres (22.2.2) et (22.2.8). En premier lieu, comme A est régulier, il en est de
méme de A (17.1.5), donc de Ap (17.8.2), et la condition (i) de (22.2.2) est
vérifiée (17.1.1). Il suffit par suite (lorsque p>o0) de vérifier la condition b) de (22.2.8).
Or, (22.3.1) montre que, pour tout o, A est une A-algebre formellement lisse relati-
vement 4 A, (pour les topologies discrétes); par suite A@AaKa—_—A@A (A®, K,)
est une (A®, K,)-algtbre formellement lisse relativement a K,, pour les topologies
discrétes (19.9.2, (iii)). Mais comme A est une A,-algébre finie, on a A®, K,=K;
comme Ap est un anneau de fractions de A@AK, on en conclut (19.9.2, (iv))
que A}, est une K-algébre formellement lisse relativement ¢ K,, pour la topologie
discréte, et a fortiori pour sa topologie p-adique ((19.3.8) et (19.9.5)). Mais cela
est précisément la condition b) de (22.2.8), donc la proposition est démontrée dans
ce cas pour p>o. Lorsque p=o, le corps résiduel de Ap est séparable sur K, et
comme Ap est un anneau régulier, c’est une K-algeébre formellement lisse en vertu
de (19.6.4).

II) Cas général. Soit s I'idéal premier nnA de A, et posons S=A—s, de sorte
que ST!A=A,, etlona C=(S7'B)g..,, ol cette fois, S™*n contient 'idéal maximal sA,
de A,. Comme A, est régulier (17.3.2) et S™'B une A,-algebre finie intégre contenant A,,
tout revient a vérifier la condition (ii) pour A, lorsque p>o0 : or, posons s,=s$nA,
et considérons I'anneau local (A,), . Pour tout f¢s, on a par hypothése, en posant
g=p"", tleA, et t’¢s, donc ?¢s,; silon pose S,=A,—s,, on voit donc que 'on a
A,=S7'A, et 'hypothése entraine que A, est une (A,), -algébre finie; en outre, K, est
aussi le corps des fractions de (A,); , ce qui achéve la démonstration.

Théoréme (22.3.3). — Sotent A un anneau local noethérien complet, p un idéal premier
de A, B Panneau localisé A, q unidéal premier du complété B, r=qnB. Alors Panneau localisé ﬁp
de B est une B-algdbre formellement lisse pour les topologies préadiques.

L’idéal premier r de B est de la forme n,, ol nCp est un idéal premier de A,
et 'on a B,=A,; soit £ le corps résiduel de B,, qui est aussi le corps des fractions de
I’anneau local intégre et complet A’=A/n. Comme B est un B-module plat (0;, 7.3.5),
ﬁq est un B-module plat (0, 6.3.2), et pour prouver que ﬁq est une B, -algebre
formellement lisse, il suffit de prouver que ﬁq®Brk = ﬁq/ rﬁq est une k-algebre formellement
lisse (19.7.1). Or By /tB,=(B/tB),, ou q' est I'image canonique de q dans B/tB;
on a par définition q'n(B/r)=o0 et B/r=A,, ou p'=p/n; en outre B/tB est le
complété de B/r.

On est donc ramené a démontrer le corollaire suivant :

Corollaire (22.3.4). — Soient A un anneau local noethérien complet et intégre, K son
corps des fractions, p un idéal premier de A, B Panneau localisé A,,. Alors, pour tout idéal premier q
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du complété B, el que qnB=o0, Panneau local ﬁq est une K-algebre formellement lisse pour sa
topologie q-adique, donc un anneau géométriquement régulier sur K.

En effet, il résulte de (19.8.9) qu’il existe un sous-anneau A, de A qui est un
anneau de séries formelles sur un corps de caractéristique p>0 ou sur un anneau de
Cohen (on rappelle que les anneaux de Cohen ont un corps des fractions de caracté-
ristique 0), et est tel que A soit une Aj-algébre finie. Or, on sait que anneau A, est
régulier (17.3.8) et vérifie I'une des hypothéses (i), (ii) de (22.3.2), en vertu de (21.8.8);
il suffit donc d’appliquer (22.3.2), en remplacant B par A et A par A,.

22 . 4. Résultats préliminaires sur les extensions finies d’anneaux locaux dont
Pidéal maximal est de carré nul.

Proposition (22.4.x). — Soient A un anneau local dont I’idéal maximal m est de carré
nul, K=A|m son corps résiduel; désignons par V 'idéal m considéré comme K-espace vectoriel.
Soient T, (1<i<r) des indéterminées, et pour chaque i, soit ¥; un polynéme unitaire de A[T;],
de degré d;; désignons par A' le quotient de I’anneau de polynémes A[Ty, ..., T,] par Pidéal b
engendré par les r polyndmes F;. Supposons que A' soit un anneau local, et soient m’ son idéal
maximal, K'=A'|m’ son corps résiduel. Alors :

(i) Si Pon pose d=1X1d;,, A’ est un A-module libre de rang d, et I'on a [K’': K]<d.
i=1

(ii) Pour que [K':K]=d, il faut et il suffit que A'® ,K=A'|mA’' soit un corps
(nécessairement isomorphe a K'), autrement dit, que m’=mA’'. On a dans ce cas m>=o, et
st V' désigne Uidéal w’ considéré comme K'-espace vectoriel, I’ homomorphisme canonique V@K'V’
est bijectif (et par suite rgyx. V'=rggV).

Sans supposer A’ local, il est évident, par division euclidienne et récurrence sur r,
que si ¢; est la classe de T; mod. b, les monémes M, =#"#*...t)", ol o<v<d;—I,
forment une base du A-module A’. Si A’ est supposé local, K’ est un quotient de
A'/mA’=A'®,K, donc [K':K]<[A'®,K:K]=d, et il ne peut y avoir égalité que
si m'=mA’, ce qui démontre (i) et la premiére assertion de (ii). D’autre part, il est
clair que lorsque m’=mA’, on a m2?=o0, et VO;K'=m®,A'=mA’'=V’ puisque A’
est un A-module libre.

Remarque (22.4.2). — Lorsque A est artinien (autrement dit rg, (V) fini), ’hypothése
que A’ est local entraine toujours que rgy (m’'/m'?)>rgg(V), comme nous le verrons
plus loin (22.5.2). On notera que ces deux rangs peuvent étre égaux sans que l'on
ait m'=mA'".

Proposition (22.4.3). — Les hypothéses sur A et les notations étant celles de (22.4.1),
supposons que les F; sotent de la forme
(22.4.3.1) Fi(T) =T?1+1<§<dicik’r‘iii *
ot d;>2 pour tout i, et cyem (« polyndmes d’Eisenstein »). Alors :

(1) A’ est un anneau local, et son corps résiduel K'=A'[m’ est isomorphe a K.
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(ii) Le noyau de I’homomorphisme canonique V—>V'=m’'[m'2 est I'idéal n de A engendré
par les &;=c; 4 (« termes constants » des ¥), et le conoyau de cet homomorphisme a pour base
sur K’ les tmages des 'T,;; en particulier, on a

(22.4.3.2) rgg (V') =1gx (V) +r—7’

o r'=rgg(n). Lorsque rgy(V) est fini (autrement dit lorsque A est artinien), pour que
rgx (V') =rgx(V), il faut et il suffit que les &, soient linéairement indépendants sur K.

(i) I1 est clair que A'®,K=A’/mA’ est isomorphe a K[Ty, ..., T,]/b’, ou b’
est I'idéal engendré par les r polynémes T‘ii"; c’est donc un anneau local de corps
résiduel K, dont 'idéal maximal est engendré par les classes des T; mod. b’, d’ou (i).

(i1) Soit ¢, (1<i<r) la classe de T, mod. b; il résulte de (i) que I'idéal maximal m’
de A’ est donné par

r
m =mA’ —i—_EI LA’
=
d’ou, compte tenu de m2=o,
m2=2X4tA" +X5mA’
1] %

On en conclut que A’/m’? est isomorphe a Panneau A[T;, ..., T,]/¢c, ol ¢ est I'idéal
engendré par les éléments

F; (1<i<r), T, T (1<, 154<7), £T; (1<i<r, xem).

Comme d;>2 et que les T? appartiennent a ¢, les hypothéses faites entrainent que ¢
est aussi engendré par les éléments

£ (1<i<r), T, T, (1<i<r, 1<), T, x (1<i<r, xem).

Soient ¢=XT,T,A[Ty,...,T,], ,=¢ +2ZmTA[Ty, ..., T,], de sorte que
7] 1
c=6+ZEA[T,, ..., T,]. Il est clair que A[Ty, ..., T,]/¢; est le A-module somme

directe de A et des AV, ou £V est la classe de T; mod. ¢;. On en déduit que
A[Ty, ..., T,]/c, est somme directe de A et des K&, ot #? est la classe de T; mod. ,.
Enfin A[T,, ..., T,]/c est somme directe de A/n et des K, ou # est la classe
de T, mod. ¢, et n est 'idéal de A engendré par les &; dans I'identification de A’/m’?
a A[Ty, ..., T,]/¢, 'image de V s’identifie 2 m/n, et ce qui précéde prouve donc (ii).

Proposition (22.4.4). — Les hypothéses sur A et les notations étant celles de (22.4.1),
supposons que K soit de caractéristique p>o (donc p.1em dans A) et que les F; soient de

la forme )

o
(22.4.4.1) F,(T5) =Tf+Pk§1‘¢ka_k—fi

avec ¢y €A et f,e A pour tout i et tout k tel que 1<k<p— 1;en outre si a;est la classe de f; mod. m,
on suppose que la famille (4;);<;<, est p-libre sur K? (« absolument p-libre »). Alors :

(1) A’ est un anneau local, d’idéal maximal mA’, dont le corps résiduel K’ est isomorphe
a Dextension de K obtenue par adjonction des a® (1<i<r).
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(i) Les éléments d, f®1y. forment une base du noyau N =YY\ de ’homomorphisme
canonique Q4,®,K’ - Q}.®,, K.

(i) Cette fois A'®,K=A'/mA’ est isomorphe & K[T,, ..., T,]/b’, o b’ est
Iidéal engendré par les polynémes T?—g,;; I’hypothése faite sur les ¢; entraine que est
anneau quotient est un corps (21.1.8), d’ou les assertions de (i).

Avant de démontrer (ii), nous établirons le

Lemme (22.4.4.2). — Soient A un anneau, A une A-algebre,  un idéal de A tel que
Panneau C=A|J soit de caractéristique p>o (ce qui équivaut & dire que p.1€3y dans A).
Soit = Pimage canonique de p.1 dans J|J2. Si C est une (AJpA)-algébre formellement lisse
pour les topologies discrétes, on a une suite exacte canonique

(22.4.4-3) 0—>(J/3H/C.n—>Q} ,®, C—>Qpy —o0.
Posons en effet A'=A[pA, J'=3J/pA, de sorte que C=A’[/F. Comme
A'=A®,(A[pA), on a Q},®,A’=Q} .. 4 un isomorphisme canonique prés, A’ dési-

gnant 'anneau A/pA (20.5.5). Appliquant alors la suite exacte (20.5.14.1) a la
A’-algebre formellement lisse C=A’/J’, on obtient la suite exacte

0"3'/3'2'*9};'/1\' ®A’C_>Q(13/A’ —0

et comme ’homomorphisme A—>A’ est surjectif, on a Qp,, =Qg, 4 un isomorphisme
canonique prés (20.5.15); d’ou la suite exacte (22.4.4.3) en vertu de ce qui précéde.

(i) Comme on a m’2=o0, nous désignerons encore par V’ I'idéal m’ considéré
comme K'-espace vectoriel, et nous poserons

(22.4.4.4) V,=V/K.p=m/(m*+pA), Vo=V'[K’.p=m’'[(m"+pA’).

Appliquant la suite exacte (22.4.4.3) au cas ot A=2Z, ala Z-algebre A (resp. A’)
et a son idéal m (resp. m'), il vient, puisque K (resp. K’) est séparable sur le corps
premier Z[pZ, donc une (Z[pZ)-algebre formellement lisse (19.6.1), les suites exactes

(22.4.4.5) 0-V,~Ql®,K->QL o, 0—->V;—>QL®, K'-Qk —o.

Considérons alors le diagramme (22.4.4.6) ou les deux colonnes médianes sont
la seconde suite (22.4.4.5) et la premiére tensorisée par K’; comme la premiere suite
exacte (22.4.4.5) est formée d’espaces vectoriels sur K, les deux colonnes médianes
de (22.4.4.6) sont exactes; en outre, le diagramme formé par ces colonnes et les
fleches horizontales qui les connectent est commutatif, en vertu de la démonstration
de (22.4.4.2) et de la commutativité du diagramme (20.5.11.3). La derniére ligne
de (22.4.4.6) est la suite exacte obtenue a partir de (20.6.1.1) en y remplagant A,
B, C par Z, K et K’; la ligne médiane est obtenue par tensorisation avec K’ de la
suite exacte de K-modules déduite de (20.6.1.1) en y remplagant A, B, G par Z,
A, K respectivement. Le diagramme formé de ces deux lignes et des fleches verticales qui
les connectent est commutatif en vertu de la commutativité de (20.6.4.3). Notons
d’autre part qu’on est sous les conditions d’application de (22.4.1, (ii)), donc la ligne
supérieure du diagramme (22.4.4.6) est exacte; les colonnes extrémes du diagramme
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(22.4.4.6) o o
0o —— V@K’ V, 0
0 N Qi9, K — 01,9, K —— Q@K —> o

0 — YT — QoK — QF) ——— Q}(,/K — 0

v

o [0}

sont donc formées respectivement des noyaux et des conoyaux des fleches horizontales
médianes, ce qui achéve de prouver que le diagramme est commutatif. En outre :

Lemme (22.4.4.7). — Les homomorphismes
N-oTYex e Qpu®K —>Qpx

du diagramme (22.4.4.6) sont bijectifs.
En effet, le diagramme du serpent (Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 1, n° 4, prop. 2)
appliqué aux deux colonnes médianes de (22.4.4.6) donne une suite exacte

0—>N—->Ty x>0—>Q},, ®, K'—>Q4 x—o.

Or, si ¢; est 'image canonique de T, dans A’, la relation F;(%)=o0, jointe au fait que
dans A’ona p.1emA’<m’, montre aussitdt quel’ona d,, f,em’'Q},, donc d,, f;®14. =o0;
cela prouve que les d, f,®1¢ appartiennent 3 N. En outre, leurs images dans Yy, x sont
les dga,®1g,, quiforment une base de Y, x sur K’ (21.4.7); compte tenu de (22.4.4.7),
cela achéve de démontrer (22.4.4).

(22.4.5) Considérons maintenant deux anneaux A, B de caractéristique p>o, et
deux homomorphismes

ASBLA

292



§ 22 PRELIMINAIRES 197

vérifiant les conditions de (21.8.1). Soit en outre m un idéal de carré nul dans A;
posons
K=A/m, Bk, =B®,K =B/Bi(m)

et soient

les homomorphismes canoniques.

Comme ¢ est surjectif, QlB(K)/A s’identifie canoniquement a Qle x (20.5.15).
Notons que, puisque p>2, pour tout xem, on a j(i(¥))=x"=o0, autrement dit
j(i(m)) =o0; par passage aux quotients on déduit donc de j un homomorphisme

J' By —~A
tel que, si '=yoi : A>By), on ait
J@@x)=x> et (J())=y" pour xeA et yeBg,.
En posant, suivant les notations de (21.3.2)
= 1 oy == 1 .
Ongyn = O By = POy A
on a donc (21.3.2.2) un homomorphisme canonique
. 1
(22.4.5.1) OB A ¢ @B(K)/A—>QA.

D’autre part, on déduit de i et j, par passage aux quotients (tenant compte de
ce que j(i(m))=o0) des homomorphismes

io Jo
K—=By—K
de sorte que l'on a le diagramme commutatif
A B> A

Nt

K_.—>B(K)_.‘>K

To
Il est clair en outre que l'on a
Joi())=s? et 4, (g,(t))=1¢" pour seK et  teBg,.
On définit donc de méme
=0l =
Op gy = ok Kii = On n @0 K

donc, en tensorisant (22.4.5.1) par K, on obtient un K-homomorphisme canonique
(22.4.5.2) n%(K)IK::TCB(K)/AQDIK : GB(K)/K - Ql®, K.
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Il résulte aussit6t des définitions que le diagramme

B\ K
(k)
K T Qt&@AK

"B(K)h l P/

Qk

®
B )

est commutatif, B /K étant ’homomorphisme canonique correspondant a i, et j,
K

(21.3.2.2). Par restriction a EB( ),KzKer(nB( )/K), I’homomorphisme ng< K définit donc
. . K K K
un homomorphisme canonique

(22.4.5.3) EB(K)/K — Ker(Q{®, K — Qi) =Tg,.

(22.4.6) Les hypothéses et notations étant celles de (22.4.5), supposons en outre
que m soit un idéal maximal de carré nul, donc K. un corps, et notons V Plidéal m
considéré comme K-espace vectoriel. Comme K est une algébre formellement lisse sur
son corps premier F, (21.5.2) et que A est une algébre sur F, (de sorte que Q} = QZ/FP),
on déduit de (20.5.14) que ’on a une suite exacte

(22.4.6.1) : 0->V->0Qi®,K->Q—o.

On a donc par (22.4.5.3) un homomorphisme noté
(22.4.6.2) AB/A EB(K),K—>V

que nous appellerons homomorphisme caractéristique de la A-algébre B (relative & i, j et m).
Il résulte des définitions que pour que yp;, soit injectif, il faut et il suffit que ngm,K soit
injectif, le noyau de ce dernier étant évidemment contenu dans EB(K)/K.

Proposition (22.4.7). — Soient A un anneau local artinien dont Uidéal maximal m est
de carré nul, K=A|m son corps résiduel, V Uidéal m considéré comme K-espace vectoriel; on
suppose que A est de caractéristique p>o0; soient

(22.4.7.1) F,(T,) =T?r—f; avec  fieA (1<i<r)

et désignons par B I’anneau quotient de A[T,, ..., T,] par I'idéal engendré par les r polyndmes F,;.
Alors :

(i) B est un anneau local.

(ii) 87 m’ est Pidéal maximal de B, K'=B/m’ son corps résiduel, V' le B-module m’/m"*
considéré comme K'-espace vectoriel, alors, pour que rgy (V) =rgyx (V'), il faut et il suffit que
Phomomorphisme caractéristique de K-espaces vectoriels

—

(22.4.7.2) Xi?/A . ‘:B(K)/K_)V

(cf. (22.4.6.2)) soit injectif.
Désignons encore par g; (1<i<r) la classe de f; mod. m; les 4; ne sont plus néces-
sairement p-indépendants sur K?, mais on peut toujours supposer que la sous-famille
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(@;)s+1<i, €St p-libre sur K? et forme une p-base sur K? du corps K?(a,, ..., a,) de sorte
que 'on a
acKP(a, ., ...,a,) pour 1<i<s.

Désignons par A" I'anneau quotient de A[T,.,, ..., T,] par I'idéal engendré
par les F; d’indice i>s+1; alors, par (22.4.4), A’ est un anneau local dont I’idéal
maximal est m”’=mA’" (donc de carré nul) et le corps résiduel K”"=K(al? , ..., a'P).
On a donc ¢,eK’? pour 1<i<s et par suite, dans A”, ’élément f;, pour 1<i<s, peut
s’écrire

(22.4.7.3) Sfi=g&+h

ou geA” et hem'” (comme m'?=o0 et pm’ =o, il estimmédiat que k; est déterminé
de fagon unique par ces conditions). Remplacant T; par T;+g;, on voit donc que si

P’on pose
1

e
G(T) =Tr+ 2 (g7~ TH—h, C (i<iso)

B est ’anneau quotient de A’'[Ty, ..., T,] par I'idéal engendré par les G;; or, tous
les coefficients de G; sauf le coefficient dominant appartiennent a m’’, donc on est dans
la situation de (22.4.3), B est un anneau local, et son corps résiduel K’ est isomorphe
@ K", ce qui prouve (i) (qui d’ailleurs résulte directement de ce que BPCA, et par
suite il n’y a qu’un seul idéal de B au-dessus de m).

Notons maintenant que pour que (22.4.7.2) soit injectif, il faut et il suffit qu’il
en soit ainsi de

TcI;(K)/K : Q}g(x)/K(@B(K) K-> Qe K

(par (22.4.6)). Or By, =B/mB est ’algeébre quotientde C=K [Ty, ..., T,] parlidéal
engendré par les polynémes F,=TF—a,;, et comme dyxF;=o0 il résulte de (20.5.13)
que Q}B(K)/K est un Bx,-module libre ayant pour base les dB(K)/Kti’ ol £; est 'image canonique
de T, (1<i<r). Mais par définition (22.4.5) 'image canonique par j': By —~A d’une
classs mod. mB d’un élément xeB est I'élément xPcA; on en déduit aussitot,
puisque &f=f;, que 'image de a’B(K),Kt,@I par n];(K)/K est d, f;®1 dans Q\®,K; la
condition que ng(x),K soit injectif est donc équivalente au fait que les d, f;®1¢ sont linfairement
indépendants sur K, ou encore que leurs images d,f®@1y. sont linéairement indépendants
sur K’ dans Q}®,K"’.

Or, si on applique (22.4.4) a la A-algébre A", on voit que le noyau de I’homo-
morphisme canonique Q}®,K’'—Q}.®,,K’ a pour base les d, f®1;, pour s-+1<i<r.
La condition précédente équivaut donc encore a dire que les d,. f[®1g, sont linéairement
indépendants dans Q.®,,.K’ pour 1<i<s. Or, on a d,.f,=d.h; par (22.4.7.3);
d’autre part, si V"’ est le K’-espace vectoriel m’’, on a rgy.(V"') =rgg(V) (22.4.1, (ii)),
et la condition rgg (V') =rgg(V) est donc équivalente & rgy. (V") =rge.(V'). Mais il
résulte de (22.4.3) que cette derniére relation est équivalente au fait que les classes &,
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dans V"’ sont linéairement indépendantes sur K'. Or, dans Q.®,.K’, les d,.h,®1g sont
les images canoniques (20.5.11.2) des &, par injection V''—0Q4,®,, K’ (cf. (22.4.6.1)),
et cela achéve de prouver (22.4.7).

On a en outre prouvé :

Corollaire (22.4.7.4). — Pour que rgy (V) =rgg.(V"), il faut et il suffit que les éléments
d, fi®1x (1<i<r) soient linéairement indépendants dans le K-espace vectoriel QL®,K.

Remarque (22.4.8). — On peut définir les homomorphismes (22.4.5.2) et
(22.4.6.2) dans des conditions un peu différentes. Soient A un anneau, m un idéal
de carré nul dans A, K=A/m, p un nombre premier tel que p.1em (autrement dit K
est de caractéristique p, mais non nécessairement A). Soit d’autre part B une A-algébre
qui est un A-module fidélement plat (de sorte que ACB), et supposons que 'on ait

(22.4.8.1) yPeA +pBCA +mB

pour tout yeB. Si yP=x-4pz avec xeA, zeB, la classe mod.(AnpB) de x est bien
déterminée, et comme AnpB=pA puisque B est un A-module fidélement plat, on a
ainsi défini une application canonique j:B—>A/[pA, telle que, pour xeA, j(x) soit la
classe de x” mod. pA. D’ailleurs,si y'eB et y?=x'+pz’ avec x'e€A, z'eB, il estimmédiat
que les éléments (y-+)y)?—x—x' et (y')?—xx’ appartiennent & pB en vertu du fait
que les coefficients binomiaux (?) sont des multiples de p pour 1<i<p—1. L’appli-
cation j est donc un homomorphisme d’anneaux. Par composition, on déduit de j un
homomorphisme . ;" : BAHApA—>A/m=K et par suite un homomorphisme j, : Bz, —~K
tel que j’ soit le composé BBy, =B® AK—’&K; en outre, si i, : K—B, est application
canonique, ¢, et j, vérifient les conditions de (21.9.1) pour les anneaux de caractéristique p, K
et Bi). Cela étant, pour définir un K-homomorphisme ni’(g)/K : Q‘B(K)/K®B(K)K[jn]—>Qk® WK,
il suffit (20.4.8) de définir une K-dérivation

(22.4.8.2) D, : By~ Q®, K

ou le second membre est considéré comme un Bg,-module au moyen de j,. Pour cela,
il suffit de définir une A-dérivation

(22.4.8.3) D:B--0'®, K

qui s’annule dans mB (le second membre étant considéré comme B-module au moyen
de j'). Or, si ’'on a la relation y?=x4pz avec yeB, xeA, zeB, I'élément d,x®@1; de
QL ®,K ne dépend que de la classe j( y)mod. pA de x (donc seulement de y), car pour tout
teA ona d,(pt)=pd,(t), donc d,(pt)®1 =0 dans Q}®,K =0Q%/mQ}, puisque p.1em.
On peut donc prendre

D(y) =d,x®1x.

Le fait que D est une dérivation résulte aisément de ce que j est un homomorphisme
d’anneaux; en outre, pour teA, on a d,(tPx)=1t"d,(x) +pt*~'xd,(t) et on en tire que
D(#p)=tD(y), donc D est une A-dérivation; enfin, si I'on a de plus tem, on a
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D(ty)=tD(y)=o0 puisque Q,®,K est annulé par m. On a ainsi défini ’homomor-
phisme (22.4.5.2) cherché, et il est immédiat de vérifier que ’homomorphisme composé

est encore ’homomorphisme canonique B /K (relatif a 7, et j;). On a donc aussi un
homomorphisme canonique analogue a (22.4.5.3).
Si maintenant K est un corps, A[pA est une F,-algebre, et 'on a la suite
exacte (20.5.14)
0—->V[pA—->Q;,,®,,, K—>Qp—o0

et d’autre part on a la suite exacte (20.5.12.1)
PA—>QL®, (A[pA) >Q} ,, >0

qui montre, en tensorisant avec K, que les K-espaces vectoriels Q;®,K et Q) ,®, ,K
sont isomorphes. L’analogue de (22.4.6.2) est donc ici un homomorphisme

(22.4.8.4) k‘”—:.B(K),K—»V/pA=m/(m2 +pA).

Ceci dit, le critére (22.4.7), ou Lon remplace V et V' par V[pA et V'|[pB respectivement,
reste valable en supposant seulement que K soit de caractéristique p>o (autrement dit, que
p.1em dans A), et que les F,(T,) soient de la forme plus générale (22.4.4.1) : en effet, B est
un A-module libre (donc fidélement plat), et il suffit de reprendre le raisonnement
de (22.4.7), en y remplagant (22.4.6.2) par (22.4.8.4) et V"’ par V" [pA"".

22.5. Algébres géométriquement réguliéres et algébres formellement lisses.

Proposition (22.5.1). — Sotent A un anneau local régulier, A’ un anneau local contenant A
et qui est une A-algébre finte, m (resp. m') lidéal maximal de A (resp. A’), K=A/m
(resp. K'=A’'[m’) son corps résiduel. Pour que A’ soit un anneau régulier, il faut et il suffit
que Pon ait

(22.5.1.1) rgg(m/m?) =rgg (m’'/m’).

En effet, le premier membre de (22.5.1.1) est dim(A) (17.1.1) et comme ACA’
et que A’ est une A-algébre finie, dim(A’)=dim(A) (16.1.5); I'égalité (22.5.1.1)
est donc nécessaire et suffisante pour que A’ soit régulier (17.1.1).

Remarques (22.5.2). — (i) Soient A;=A/m? A{=A'®,A;=A'/m*’A’; comme
m?A’Cm’®, m; =m’/mA’ est ’idéal maximal de A[ et m;/m? est un K'-espace vectoriel
isomorphe & m’/m’?; la condition de régularité de A’ ne dépend donc que de la structure
de la A,-algébre A;, ce qui va nous permettre ci-dessous d’appliquer les résultats
préliminaires de (22.4) sur les algébres finies sur des anneaux artiniens.

(ii) Il résulte de la démonstration de (22.5.1) et de (16.2.6.1) que l'on a en
tout cas

(22.5.2.1) rgg(m/m?) <rgg (m’/m’®).
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(i) Supposons que A et A’ vérifient les hypothéses générales de (22.4.1). On
sait (19.8.10) qu’il existe un anneau local régulier B, d’idéal maximal n, tel que A soit
isomorphe a B/n?; désignons par G;eB[T;] un polynéme unitaire dont 'image canonique
dans A[T;] soit F; (1<i<r); alors, si B’ est I’anneau quotient de B[Ty, ..., T,] par
I'idéal engendré par les G;, il est clair que B’ est un B-module libre de rang d et que
A'=B'®;A=DB'|/n’B’; comme A’ est supposé étre un anneau local, il en est de méme
de B’, et si n’ est 'idéal maximal de B’, B’/n’ est isomorphe a K’ et n’/n’? isomorphe
a m’/m’? en tant qu’espace vectoriel sur K’; 'inégalité (22.5.2. 1) montre donc que ’on a,
sous les hypothéses de (22.4.1)

(22.5.2.2) rgg(V)<rgg (m'/m’).

Corollaire (22.5.3). — Sotent A un anneau local régulier, m son idéal maximal, T,; (1<i<r)
des indéterminées, et pour chaque i, soit
(22.5.3.1) Fi(Ti):T?i+1<§S(licikT?i *
un polynéme unitaire de A[T,], tel que d;>2 pour tout i et c,,em. Soit A’ le quotient de I’ anneau
de polynémes A[T,, ..., T,] par Uidéal engendré par les r polyndmes F;. Alors :

(1) A’ est un anneau local, et son corps résiduel K' est isomorphe au corps résiduel K de A.

(i) Pour que A’ soit un anneau régulier, il faut et il suffit que les classes &, mod. m® des
éléments ¢; 4 (1<i<r) soient linfairement indépendantes sur K.

En ef‘;‘et, avec les notations de (22.5.2, (i), si F; désigne le polynéme de A,[T;]
obtenu en appliquant aux coefficients de F; 'homomorphisme A—A;, A se définit
A partir de A, et des polynémes F; comme dans (22.4.1), et la conclusion résulte donc
de (22.5.1) et de (22.4.3).

Théoréme (22.5.4). — Soient A un anneau local régulier, K son corps résiduel; on suppose

que K est de caractéristique p>o; sotent
1

.
(22.5.4.1) F(T)=T{+p 2 e, TV " —f,

avec ¢ €A et fieA (1<i<r); soit B Panneau quotient de A[Ty, ..., T,] par Uidéal engendré
par les 1 polynémes ¥,. Alors B est un anneau local, et les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est régulier;

b) les éléments d, f;®@1¢ (1<i<r) sont lindairement indépendants dans le K-espace vectoriel
Q,0,K;

c) si B'=B/m®B et si l'on pose Eg K)/KZEB'(K)/K (22.4.5), U’homomorphisme carac-
téristique EB(K)/K —m/m? (22.4.6.2) est injectif. -

En effet, B’ se définit encore & partir de A; =A/m? et des polynémes F, obtenus
en appliquant aux F; Phomomorphisme A-—A;. Compte tenu de ce que Q,®,K est
canoniquement isomorphe 2 Q} ®, K (20.5.12, (ii)), le théoréme résulte de (22.5.1)
et de (22.4.7.4), en utilisant la remarque (22.4.8) lorsque A, n’est pas de
caractéristique p.
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(22.5.5) Soient £ un corps de caractéristique p>o, A un anneau local, £’ une
extension radicielle finie de £ telle que £Ck, m I'idéal maximal de A, K=A/m son
corps résiduel; rappelons que A’=A® %’ est un anneau local dont le corps résiduel
est le méme que celui de ’anneau local K®,k' (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 2,
n° 3, lemme 4). Notons que 'on a Ay =A'®,K=K®,k’, et par suite (21.3.6)

(22.5.5.1) @A,')/K=®k,/k®kK

4 un isomorphisme canonique prés. En outre, on sait (21.4.7) que 'on a &, ,=o,
autrement dit I’homomorphisme canonique (21.3.2.2)

. 1
T * @k,/k——>QK
est injectif, si bien que 'on a une injection canonique
b

(22.5.5.2) GAEK)/K_)Q%{@"K

qui s’explicite de la fagon suivante (compte tenu de (22.5.5.1)) : pour tout x'ek’, a
’élément dAtK)/K(x'@)IK)@IK de kak)/KQ@AiK)K, on fait correspondre 1’élément
d,(x")®1; de UK.

Lemme (22.5.6). — Avec les notations de (22.5.5) :

() Le noyau de U’homomorphisme canonique = Ajy& (21.3.2.2) s’identifie par (22.5.5.2)
d (0,9, K)nTg.

(ii) Soient Ay =Am?® Al =A@k = A’'|m2A’; alors ! homomorphisme caractéristique yy;
(22.4.6.2) sidentifie & la restriction de I’homomorphisme caractéristique y,, : Yip—V =m/m®
(20.6.24) @ (0,,9,K)nYg,.

(i) En vertu de (20.6.9), appliqué en remplagant A par le corps premier, B par £,
Cpar K et E par A;=A/m? (extension de K par V=m/m?), il suffit (cf. (22.5.5))
de vérifier que si x’ek’ et si zeA; est un élément dont la classe mod. m/m? est x”ek,
alors 'image de d,(x'?)®1x par I’homomorphisme canonique Q}® K—>Q} ®, K est
d,2®1g, ce qui résulte des définitions.

(ii) Comme Ay =K®k'=(A{)g, (en vertu de la relation K=A,/(m/m?),
®AZK)/K s’identifie a ®(A‘)<x)/K’ et la vérification résulte du méme calcul que dans (i) et
de la définition (22.4.5.2) de n(lAi)(x)/K‘

‘Proposition (22.5.7). — Soient k un corps de caractéristique p>o, A une k-algeébre qui
est un anneau local régulier, m son idéal maximal, K =A|m son corps résiduel; soit V =m/m?
considéré comme K-espace vectoriel. Soient k' une extension finie de k telle que k'’Ck, et A’ =A® k';
pour que Uanneau local A’ soit régulier, il faut et il suffit que la restriction de I’homomorphisme
caractéristique yyy, * Y=V (20.6.24) a (0,0, K)n Yy, soit injective.

Il s’agit de prouver que la condition de I’énoncé est équivalente a (22.5.1.1),
en désignant par m’ idéal maximal de A’, par K'=A’/m’ son corps résiduel. Avec
les notations de laremarque (22.5.2, (i)),ona A;=A,®.k’. Or, soit (4;); <;<, une p-base
de k' sur k, de sorte que a?=0b,ck, et k' est isomorphe au quotient de Panneau de
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polynémes k[T, ..., T,] par I'idéal engendré par les polyndmes F,=TF—b, (1<i<r);
on en déduit que Aj est isomorphe au quotient de ’anneau de polyndémes A,[Ty, ..., T,]
par I'idéal engendré par les F,. On peut alors appliquer le critére (22.4.7), et la condition
de P’énoncé équivaut donc au fait que y}:,, soit injectif; on conclut a I’aide de (22.5.6).

Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque de (19.6.5)

Théoréme (22.5.8). — Soient k un corps, p son exposant caractéristique, A une k-algébre
locale noethérienne. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est une k-algébre formellement lisse (pour sa topologie préadique).

b) A est géométriquement régulier sur k.

b") Pour toute extension finie k' de k telle que k'"Ck, A'=A®gk’ est un anneau régulier.

Compte tenu de (19.6.6), on peut se borner au cas p>1.

Le fait que a) implique b) n’est autre que (19.6.5), et 4) entraine trivialement 4’).
Montrons que 5’) entraine que les conditions de (22.2.2) sont satisfaites; c’est évident
pour la premiére (17.1.1) puisque 4’) entraine d’abord que A est régulier. D’autre part,
soit (x,),e; une p-base de k' sur k; on sait que les éléments d,(xZ) forment une base
du k-espace vectoriel Q} (21.4.5), donc les éléments d,(¥?)®1, forment une base du
K-espace vectoriel Qi®,K. On en conclut (cf. (22.5.5)) que lorsque k' parcourt
Pensemble des sous-extensions de £'7, finies sur £, la famille des sous-espaces ©,,®,K
de Q!®,K est filtrante croissante et a pour réunion Q;®,K. Il résulte alors de (22.5.7)
que la condition 4’) entraine que y,; est injectif, ce qui n’est autre que la condition (ii)
de (22.2.2).

Corollaire (22.5.9). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne formellement
lisse. Alors, pour tout idéal premier p de A, Ianneau local A, est une k-algébre formellement lisse
(pour la topologie p-préadique).

En effet, avec les notations de (22.5.8, 4’)), il suffit de montrer que I’anneau
local A, ®.k" est régulier; mais comme c’est un anneau de fractions de I’anneau
local A®,k’" et que ce dernier est régulier par hypothése, il en est de méme de
A ®k (17.3.6).

Remarques (22.5.10). — (i) La conclusion de (22.5.8) est en défaut lorsque, dans
la condition 4’), on se borne aux extensions monogénes k'=k(x) de k (avec xPek). Ilse
peut en effet que pour toutes ces extensions k', on ait Yi,n (0,8, K) =0, bien que Yy, +o0;
cela signifie que pour tout xek™ tel que x¢k, on doit avoir d(x")®@1g¢Yg,, ou
encore dg(xP)=+o0, c'est-a-dire xP¢K”; autrement dit, on doit avoir KPnk=£?, bien
que K soit une extension inséparable de k. Or, on construit aisément des exemples de
telles extensions : partons d’un corps parfait £, de caractéristique p>o, soient X, Y, Z
trois indéterminées et posons k=+ky(X,Y) et K=k(X" +ZY"); on vérifie aisément
que K vérifie les conditions précédentes, donc Y, =+o0. Appliquons maintenant le
lemme (22.2.5.2) en prenant V=K et pour # ’homomorphisme nul; A est alors un
anneau de valuation discréte ayant K pour corps résiduel, avec y,,=o0, et n’est donc
pas une k-algebre formellement lisse par (22.2.2); toutefois A®, k" est un anneau
régulier pour toute extension monogéne k'CK'P de k.
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(i) Le corollaire (22.5.9) ameéne a considérer la question suivante : si A est une
k-algébre noethérienne, a quelles conditions I’ensemble des idéaux premiers peSpec(A)
tels que A, soit une k-algebre formellement lisse est-il ouvert ? Nous en aborderons plus
tard certains cas particuliers.

22 .6. Critére jacobien de Zariski.

Théoréme (22.6.1) (critere jacobien de lissité formelle). — Soient A, B deux
anneaux topologiques, u : A—B un homomorphisme continu faisant de B une A-algébre formellement
lisse, 3 un idéal de B (non nécessairement fermé), C=B|J la A-algébre topologique quotient.
Pour que C soit une A-algébre formellement lisse, il faut et il suffit que I’homomorphisme
canonique (cf. (20.5.11.2))

(22.6.1.1) Sopia I JP = Qpa®C

soit formellement inversible & gauche (cf. (19.1.5)).

En effet, dire que B (resp. C) est une A-algebre formellement lisse signifie (19.4.4)
que Pon a Exalcotop, (B, L)=o0 (resp. Exalcotop, (C, L)=0) pour tout B-module
(resp. C-module) discret L annulé par un idéal ouvert de B (resp. C). Comme par
hypothése Exalcotop, (B, L) =0 pour tout C-module discret L annulé par un idéal
ouvert de G, dire que C est une A-algebre formellement lisse signifie donc que ’homo-
morphisme canonique Exalcotop, (G, L) —Exalcotop, (B, L) est injectif, et le théoréme
résulte donc de (20.7.8).

Rappelons (19.5.3) que lorsque B et G sont des A-algebres formellement lisses,
3/ 3% est un C-module topologique formellement projectif; en outre, les homomorphismes
canoniques ¢, : SA(J/J?) — I/ J"*! sont des bimorphismes formels lorsque B est supposé
étre un anneau préadmissible.

Corollaire (22.6.2). — Les hypothéses et notations étant celles de (22.6.1), supposons
de plus que dans B le carré de tout idéal ouvert soit ouvert, et que sur J la topologie induite par celle
de B soit identique a la topologie déduite de celle de B (19.0) (on notera que ces deux conditions
sont vérifiées lorsque B est noethérien et sa topologie préadique (0;, 7.3.2), ou si la topologie
de B est la topologie J-préadique). Soit (b,) un systéme fondamental d’idéaux ouverts de B et
posons B, =B|b, pour tout N. Alors :

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) C est une A-algebre formellement lisse.

b) Pour tout A, I’homomorphisme de B,-modules

(22.6.2.1) (3/3)©pBy - Qf, ®B,
déduit de Sy, par tensorisation, est inversible & gauche (autrement dit un isomorphisme sur

un facteur direct de Qj,®gB,).
(i) Supposons de plus que I’anneau topologique C soit préadmissible (0;, 7.1.2) et
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soit 8 un idéal de définition de C; alors les conditions a) et b) de (i) équivalent aussi & :
c) L’homomorphisme de (C/R)-modules

(3/F)®c(C/2) — Q) ®5(C/L)
est inversible a gauche.

Les hypothéses entrainent que sur Qj, la topologie est déduite de celle de B (20.4.5),
donc (i) résulte de (22.6.1) et de (19.1.7). D’autre part, rappelons (20.4.9) que
puisque B est une A-algébre formellement lisse, Q}, est un B-module formellement projectif,
donc Qf,®yB, est un By-module projectif pour tout A (19.2.4); équivalence de ¢)
avec a) et ) lorsque G est préadmissible résulte alors de (19.1.9).

En particulier :

Corollaire (22.6.3). — Soient A un anneau, B une A-algébre,  un idéal de B, C=B/S;
on suppose A, B, C munis des topologies discrétes et que B est une A-algébre formellement lisse.
Pour que G soit une A-algébre formellement lisse, il faut et il suffit que I’homomorphisme canonique
(22.6.1.1) soit inversible & gauche.

On notera que puisque foute A-algebre C est quotient d’une algebre de polynémes
A[T,].e1, €t que cette derniére est formellement lisse (19.3.3), le critére (22.6.3) permet
en principe de reconnaitre si C est une A-algébre formellement lisse.

Proposition (22.6.4). — Soient A un anneau, B une A-algébre formellement lisse (pour
les topologies discrétes), I un idéal de B, C=B|J; on suppose que J|J* est un C-module
de type fini. Soient p un idéal premicr de C, k(p) le corps résiduel de C,, p’ limage
réciproque de p dans B, q U’idéal premier de A image réciproque de p’. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) G, est une A-algébre formellement lisse (pour les topologies discrétes).

a') G, est une A-algébre formellement lisse (pour les topologies discrétes).

b) L’homomorphisme canonique

(22.6.4.1) (J/3) @k (p) — Qpys @gke(p)

est injectif.

c) Il existe feC—yp tel que C; soit une A-algébre formellement lisse.

St de plus B est noethérien, les conditions précédentes sont encore équivalentes

d) C, est une A,-algébre formellement lisse pour la topologie p-préadique sur C,, et la topologie
discréte (ou la topologie q-préadique) sur A,.

Comme A, est une A-algébre formellement lisse (19.3.5, (iv) et (ii)), on sait
déja que a) et a’) sont équivalentes (19.3.5, (ii)). On a C,=B, /3B, , et B, est une
A-algébre formellement lisse pour la topologie discréte (19.3.5, (iv)); en outre
Qllipr/A:(QllwA)p: (20.5.9). L’équivalence de a’) et b) résulte alors de Papplication
de (22.6.3) a B, et C,, en tenant compte de ce que Qp, est un B-module projectif
((20.4.9) et (19.2.1)) et J/F?
(19.1.12). L’application de (19.1.12) prouve aussi ’équivalence de &) et ¢). Enfin,

un B-module de type fini, et en utilisant

notons que puisque B, est une A -algébre formellement lisse pour les topologies
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discrétes (19.3.5, (iv)), By, muni de la topologie p’-préadique, est encore une A,-algebre
formellement lisse lorsque P'on prend sur A, la topologie discréte ou la topologie
g-préadique (19.3.8). Pour montrer I’équivalence de 5) et d) lorsque B est noethé-
rien, appliquons (22.6.2) & I'anneau A, discret (ou g-préadique) et a I’anneau B,
muni de la topologie p’-préadique; comme C, est préadmissible et que pC, est un
idéal de définition pour sa topologie, on peut invoquer 1’équivalence de ¢) et a)
dans (22.6.2).

Corollaire (22.6.5). — Sous les hypothéses générales de (22.6. 4), Pensemble des peSpec(C)
tels que G, soit une A-algébre formellement lisse (ou une A -algebre formellement lisse, en
désignant par q P'image réciproque de p dans A) pour les topologies discrétes, est ouvert
dans Spec(C).

Cela résulte de la forme ¢) de (22.6.4). On notera que lorsque B est noethérien,
on peut remplacer les topologies discrétes par les topologies préadiques.

Corollaire (22.6.6). — Sous les hypothéses générales de (22.6.4), les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) C est une A-algébre formellement lisse (pour les topologies discrétes).

b) Pour tout peSpec(C) (ou seulement pour tout idéal maximal p de C), C, est
une A-algébre formellement lisse (ou une A -algébre formellement lisse, en désignant par q
I'image réciproque de p dans A) pour les topologies discrétes.

En outre, lorsque B est noethérien, on peut remplacer dans b) les topologies discrétes par les
topologies préadiques sur A, et GC,,.

La derniére assertion résulte de (22.6.4). En vertu de (22.6.3), la condition a)
équivaut au fait que ’homomorphisme (22.6.1.1) est inversible & gauche; 1’équivalence
de a) et b) résulte donc de (19.1.14), compte tenu du fait que Q, est un B-module
projectif et §/3* un C-module de type fini.

Proposition (22.6.7). — Soient ko un corps, k une extension séparable de ky, G une k-algébre
de type fini.

(1) Soit p un idéal premier de C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) G, est une ky-algebre formellement lisse pour la topologie discréte.

b) C, est une ky-algébre formellement lisse pour la topologie p-préadique.

c) 1l existe feC—yp tel que C; soit une ky-algeébre formellement lisse pour la topologie
discréte.

d) C, est un anneau géométriquement régulier (19.6.5) sur k.

En outre Uensemble des peSpec(C) ayant Pune quelconque de ces propriétés est ouvert
dans Spec(C).

(i1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) C est une ky-algébre formellement lisse pour la topologie discréte.

b) Tout peSpec(C) vérifie les conditions équivalentes de (i).

c) Tout idéal maximal m de C vérifie les conditions équivalentes de (i).

d) Pour toute extension k' de ky, C®, k' est un anneau régulier (17.3.6); on dit encore
que C est un anneau géométriquement régulier sur k.
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(iii) Soient B=k[Ty, ..., T,] une algebre de polyndmes, J un idéal de B tels que C soit
isomorphe a B|J. Soit q un idéal premier de B contenant J et soit p=q/J. Les conditions de (i)
sont alors encore équivalentes & la suivante (« critére jacobien de Zariski ») :

€) Il existe un systtme d’éléments (f)i<i<m de 3, engendrant idéal 3, dans B, et des
ko-dérivations D; de B dans lui-méme (1<j<m) tels que det(D,(f))¢q.

On sait que C est toujours isomorphe & une k-algébre de la forme B/J. Comme B
est une k-algébre formellement lisse (19.3.3) et que £, étant séparable sur k,, est une k-
algebre formellement lisse (19.6.1), B est une £y -algébre formellement lisse (19.3.5, (ii)).
L’équivalence des conditions a), b), ¢) de (i) résulte donc de (22.6.4), etcellede a), b), ¢)
dans (ii) résulte de (22.6.6); ’équivalence de a) et d) dans (i) résulte de (22.5.8);
comme tout localisé de C®, k' est aussi un localisé¢ de C,®, £’ pour un idéal premier
peSpec(C) convenable, I’équivalence de d) et &) dans (ii) résulte de I’équivalence de d)
et a) dans (i). Enfin, comme Qf, est un B-module projectif, I’équivalence du critére
de Zariski ¢) et des autres conditions de (i) découle de (19.1.12) et de (22.6.3), compte
tenu de (20.4.8).

Zariski s’intéressait en fait & un critére différentiel de régularité pour les anneaux
locaux C,. Comme il revient au méme de dire qu’un anneau local noethérien contenant
un corps est régulier ou est formellement lisse en tant qu’algebre sur son sous-corps
premier (19.6.4), on obtient aussitét un tel critére en remplagant &, par le sous-corps
premier de £ dans (22.6.7); en particulier, on obtient le résultat suivant, que nous
retrouverons plus tard (IV, 6.12.5) comme cas particulier de résultats plus généraux
de Nagata :

Corollaire (22.6.8) (Zariski). — Soit C une algébre de type fini sur un corps. Alors
Pensemble des peSpec(C) tels que C, soit un anneau local régulier est ouvert dans Spec(C).

Remarques (22.6.9). — (i) Les énoncés de (22.6.7) sont encore valables si au lieu
de supposer k séparable sur k;, on suppose seulement qu’il est de multiplicité radicielle
finie, autrement dit (19.6.6) qu’il existe une extension radicielle finie k; de £, telle que
le corps résiduel de ’anneau artinien local k®, k; soit une extension séparable k' de k;.
Il existe alors un k;-monomorphisme k'—k®, k; qui, composé avec I’homomorphisme
canonique k®, k;—k’, donne l'identité, puisque £’ est une kj-algébre formellement
lisse (19.6.1); on en conclut que C®, k; est muni d’une structure de £’-algebre de type
fini, et comme £’ est séparable sur k;, on peut appliquer (22.6.7) a cette k’-algébre;
on en conclut notre assertion en appliquant (19.4.7). Comme nous n’aurons pas a
nous servir de cette généralisation, nous en laissons le détail au lecteur. Nous ignorons
par contre si les résultats de (22.6.7) sont valables sans aucune hypothése sur I’extension k
de k,.

(i1) Sous les hypothéses générales de (22.6.7), soit (k,) une famille filtrante
décroissante de sous-corps de k contenant k, et telle que Dka(k”):ko(k") (ol p est

Pexposant caractéristique de k). Utilisant une méthode de décompte des dimensions
due 4 Nagata, on peut montrer que, dans le critére jacobien (22.6.7, (iii)), on peut
se borner a des dérivations D; de B qui soient des k,-dérivations pour un « convenable.
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L’intérét de ce résultat est qu’il y a toujours de telles familles (£,) pour lesquelles [ : k,]
soit fini (21.8.6). Nous ne démontrerons pas ce raffinement du critére de Zariski, dont
nous n’aurons pas a faire usage. Dans (22.7), on va donner, pour les anneaux locaux
complets, une variante (due aussi & Nagata) du critére de Zariski, qui se démontre
essentiellement par la méme méthode (avec des difficultés techniques un peu plus grandes).

22 .7%7. Le critére jacobien de Nagata.

(22.7.1) Le critére jacobien de Nagata est ’analogue du critére jacobien de
Zariski, mais pour des anneaux quotients d’anneaux de séries formelles sur un corps. Nous
en donnerons, comme Nagata [31], deux versions, présentées ici comme critéres de lissité
formelle.

Proposition (22.7.2). — Soient k un corps, A=k[[Ty, ..., T,]] un anneau de séries
Sormelles sur k, muni de sa structure usuelle de k-algébre, q un idéal de A, B=A[q. Soit p un
déal premier de A contenant q. On suppose qu’il existe une sous-k-algébre C' de C = Ap, isomorphe
a une algébre de séries formelles k[[Xy, ..., X,]], telle que C soit finie sur C' et que le corps
des fractions L de C soit une extension séparable de L'=k((X,, ..., X,)) (hypothése toujours
satisfaite si k£ est de caractéristique o). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B,=A,/qA, est une k-algébre formellement lisse pour la topologie p-préadique.

b) 1l existe des k-dérivations D; (1<i<m) de A dans lui-méme, et des éléments f, (1<i<m)
de q, tels que les images des f; dans qA, engendrent cet idéal de A,,, et que Uon ait det(D, f;)¢ p.

c) B, est un anneau régulier.

Le corps résiduel de B, est k(p); comme k((X;, ..., X)) est séparable sur &
(21.9.6.4), k(p) est séparable sur £ par hypotheése, et ’on sait déja que dans ces conditions
les propriétés a) et ¢) sont équivalentes (19.6.4). D’ailleurs A, est un anneau régulier
((17.1.4) et (17.3.2)), et comme son corps résiduel k(p) est séparable sur £, A, est
formellement lisse sur £ pour la topologie p-préadique (19.6.4). Il résulte donc de
(22.6.2, (ii)) que la condition a) équivaut au fait que I’homomorphisme de L-espaces

vectoriels
(22.7.2.1) Jot (a/g*)®, L — QlAp/k®kL =Q},®,L
soit injectif.
Considérons d’autre part I’homomorphisme composé
(22.7.2.2) i (q/)®, L5 Q®, L — 0L,®,L
et montrons que la condition ) équivaut a dire que j est injectif. Notons en effet que
(q/q2)®AL::(qu/qup)@)ApL; la condition b) signifie que si F,=j(f/®1), ou f; est
Iimage de f; dans gA,/q’A,, la matrice (<F;,D;®1>) est inversible; donc cela

entraine que les F; sont linéairement indépendants, et a fortiori qu’il en est de méme
des f/®1; mais comme ces derniers engendrent (qu/q2Ap)®ApL, on en conclut que j

est injectif. Inversement, supposons j injectif, et prenons les f; tels que les f'®1 forment
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une base de (qu/qup)®ApL; alors les F; forment une base de Iimage de j; mais on
sait (21.9.3) que ﬁk/k est un A-module libre de rang r et les k-dérivations de A dans
lui-méme engendrent son dual; le fait que les F; soient linéairement indépendants
entraine donc Dexistence de k-dérivations D; de A dans lui-méme telles que la
matrice (<F;, D;®1>) soit inversible, autrement dit la condition 4).

Ces remarques montrent déja que 5) entraine a). Pour prouver inversement que
la condition a) entraine que j est injectif, considérons le diagramme commutatif

(a/*)®, L —s ﬁ}\lk@AL

(22.7.2.3) «

(p/v?) ®, L - Qi&/k®AL

et notons le lemme suivant :

Lemme (22.7.2.4). — Soient R un anneau local régulier, m son idéal maximal, K =R/m
son corps résiduel. St n est un idéal de R tel que R[n soit régulier, alors I’homomorphisme canonique
(22.7.2.5) o (n/n?)®gK — (m/m*)®zK

est injectif.

En effet, on sait (17.1.6) que n est engendré par une suite (¥;); <;<, faisant partie
d’un systéme régulier de parametres (x;);<;<, de R;lesimagesdes x; (1<:<t) forment
une base de (n/n?)®zK, et leurs images par o font partie de la base de (m/m?)®zK
formée des images des x; pour 1<i<n, d’ou le lemme.

Ce lemme et le diagramme (22.7.2.3) raménent donc (en vertu de I’ hypothese a))
a prouver que i est injectif. Or, dans la suite

(22.7.2.6) p/p? —’QA/k®A(A/p) (A/p)k'*o

on sait (20.7.20) que g est surjectif et que I'image de % est dense dans le noyau de g
pour la topologie m-adique (m étant 'idéal maximal de A); comme Q}Vk est un A-module
de type fini, tous les sous-modules du (A/p)-module f)},/k®A (Alp) =ﬁk/k®A(A/p) sont
fermés pour la topologie m-adique (0, 7.3.5), donc la suite (22.7.2.6) est exacte.

Tensorisant par L, il vient la suite exacte
(p/p*)®, L—>QA/k®AL—>Q(A/p/k®A/pL—>o

Or, ’hypothése de séparabilité faite sur L entraine, en vertu de (21.9.5), que
ﬁ(lAlp),k®A,pL est de rang s sur L; comme ﬁ};/k®AL est de rang r sur L (21.9.3),

on a rgy(Im(})) =r—s. Mais comme Afp est finie sur une sous-algébre isomorphe
a K[[Ty, ..., T]], on a dim(A/p)=s ((17.1.4) et (16.1.5)); donc

r—s=dim(A) —dim(A/p) =dim(A,)
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par (16.5.11). Or, comme A, est régulier (17.3.2), dim(A,) est égal au rang sur L
de pA,/p*A, (17.1.1), donc au rang sur L de (p/p?)®,L, ce qui achéve de prouver
que ¢ est injectif.

Théoréme (22.7.3). — Soient k un corps, A un anneau local noethérien complet de corps
résiduel K. On suppose que :

10 [k:kP]< A0 (on p est Pexposant caractéristique de k) ;

20 K est une extension finie d’une extension séparable K, de k;

3° A est muni d’une structure de Ky-algébre formellement lisse (pour la topologie
préadique).

Soient q un idéal de A, B=A|q, p un idéal premier de A contenant q. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) B, est une k-algébre formellement lisse (pour la topologie p-préadique).

b) 1l existe des k-dérivations D; de A dans lui-méme (1<i<m) et des éléments f; (1<i<m)
de q, tels que les images des f; dans qA, engendrent cet idéal de A,,, et que Uon ait det(D,f;)¢p.

b’) 1l existe une sous-extension k' de K,, contenant K5, telle que [K,:k']< 40, des
k'-dérivations D; de A dans lui-méme (1<i<m) et des éléments f; de q (1<i<m), tels que les
images des f; dans qA, engendrent cet idéal de A, et que P'on ait det(D,f;)¢p.

Distinguons deux cas, suivant que p=1 ou p>1.

A) k est de caractéristique o. Comme K est alors une extension séparable de K,
il résulte de (19.6.4) que A est K -isomorphe & un anneau de séries formelles
K[[T,, ..., T,]] muni de sa structure usuelle de K-algébre. Mais alors, compte tenu
de (19.8.8, (ii)) appliqué & A/p, on voit que les conditions générales de (22.7.2) sont
vérifiées en y remplagant £ par K. En outre, en vertu de (19.6.4), il revient au méme
de dire que B, est une k-algébre formellement lisse ou une K-algebre formellement lisse,
les deux conditions étant équivalentes au fait que B, est un anneau régulier. On peut
donc appliquer les conclusions de (22.7.2), et il est immédiat que cela prouve I’équi-
valence de a), b) et b’) (avec k'=K, dans 4’)).

B) k est de caractéristique p>o. Comme A est une Kj-algébre formellement lisse
et que K, est séparable sur £, il résulte de (19.3.5, (ii)) et (19.6.1) que A est une k-algebre
formellement lisse; en vertu de (22.5.9), A, est aussi une k-algebre formellement lisse
pour la topologie p-préadique. Il résulte donc encore de (22.6.2, (ii)) que la
condition a) équivaut au fait que ’homomorphisme j, défini dans (22.7.2.1) (ou L =Ek(p))
est injectif. Donc (19.1.12, ¢)) montre donc déja que b) implique @); comme par
ailleurs 4’) implique trivialement &), tout revient & montrer que ’hypothese que j, est
injectif entraine &’).

Désignons d’abord par %' une sous-extension quelconque de K, telle que
[K, : £#1< +o0. Notons que ﬁlA/k' est un A-module libre de type fini. Par le raisonnement

de (22.7.2), il suffit de montrer que (pour un choix convenable de £’), ’homomorphisme
composé

(22.7.3.1) J' : (q/g®)®, L A Q4 @, L — thk@AL
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est injectif. Considérons encore le diagramme commutatif

(Q/q2)®AL > Qf;/k®AL - ﬁk/k@AL

(22.7.3.2) «

|
(p/p?) ®,L g Q}&/k®AL - Q{A/k’®AL

Comme j, est injectif, on a Ker(jox)=0. Mais comme A, est un anneau
régulier et que 'hypothése a) implique que B,=A,/qA, est aussi un anneau régulier
(19.6.5), le lemme (22.7.2.4) montre que « est injectif, d’ot o« *(Ker ¢j)=o0. Si ¢’
est le composé des homomorphismes de la seconde ligne de (22.7.3.2), on a de méme

Ker(j')=a""(Ker(i')), et tout revient donc & montrer que, pour un choix convenable
de %', on a

(22.7.3.3) Ker(:") =Ker(7).
Mais le méme raisonnement que dans (22.7.2) montre que I'on a une suite exacte
(p/P)®,L - Q}, ®,L - Q(IA/p)/k,GDA/pL — 0.

Or, les hypothéses faites permettent d’appliquer (21.9.8), donc il existe une
sous-extension k£’ de K, contenant K}, telle que [K,:4']< 40, et pour laquelle on a
rgL(ﬁ(lA/p)/k’®A/p L) =dim(A/p) +rgy, Yo +18x, Uy -

Mais on a
dim(A/p)=dim(A) —dim(A,)
par (16.5.11)
dim(Ay) =gy ((p/p*) L L)
puisque A, est régulier (17.1.1) et enfin
dim(A) +rgg, Qg = rgL(ﬁk/k’®AL)
en vertu de (21.9.2); on obtient donc
(22.7.3-4) rgy,(Ker(i")) = rgy, Yy

D’autre part, le corps résiduel de A, étant formellement lisse sur le corps premier
de &, on a une suite exacte (20.6.22.1)
XAp/k 2 ' 1
T —> (PA,)/(PA,)* —> QAp/k®ApL
et comme A, est une k-algébre formellement lisse pour la topologie p-préadique, il suit
de (22.2.2) que y, ok €St un homomorphisme injectif, donc Ker(z) est isomorphe a Yy,

et compte tenu de (22.7.3.4) et de ce que Ker(:) CKer(:'), cela achéve de prouver
(22.7.3.3) et par suite le théoréme.
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Remarque (22.7.4). — On a en fait montré (en utilisant (21.9.6)) que la
condition 5’) est encore équivalente aux autres conditions de (22.7.3) lorsque ’on
assujettit £” 4 étre un des corps d’une famille filtrante décroissante (k,) de sous-corps
de K, contenant K}, tels que [K;:#%,]<<+o pour tout « et que Qku=K§.

Corollaire (22.7.5). — Sous les hypothéses générales de (22.7.3), Uensemble des idéaux
premiers neSpec(B) tels que B, soit une k-algébre formellement lisse (pour la topologie n-préadique)
est ouvert dans Spec(B).

Avec les notations de (22.7.3), il suffit de voir que si B, est formellement lisse
sur £, il en est de méme de B, pour tout p’eV(q) assez voisin de p dans Spec(A). Or,
si les k-dérivations D; et les éléments f; de g vérifient le critére 4) de (22.7.3), on a aussi
f=det(D,f,) ¢p’ pour p’eD(f); d’autre part, il existe un g¢p tel que les images des f;
dans gA, engendrent qA, pour p'eD(g) (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § 5, n° 1,
prop. 2), ce qui achéve de prouver le corollaire.

Corollaire (22.7.6) (Nagata). — Soit B un anneau local noethérien complet contenant
un corps. Alors Uensemble des neSpec(B) tels que B, soit régulier est ouvert dans Spec(B).

En effet, B est une algébre sur un corps premier k, donc (19.8.8, (i)) de la forme A/q,
ou A=K([[Ty, ..., T,]] est un anneau de séries formelles et K, une extension de £;
d’autre part, dire que B, est régulier équivaut a dire que c’est une k-algebre formellement
lisse pour la topologie n-préadique (19.6.4). Toutes les conditions d’application de
(22.7.5) sont donc réalisées.

Remarques (22.7.7). — (i) Nous verrons plus loin, avec Nagata, en utilisant (22.7.6),
que Pon peut étendre la conclusion de (22.7.6) au cas d’un anneau local noethérien
complet quelconque (IV, 6.12.7).

(ii) La conclusion du théoréme (22.7.3) n’est plus nécessairement exacte lorsqu’on
ne suppose plus que [k : k] soit fini. Prenons par exemple k=F(X,),>,, A=k[[T, U]],

q égal a I’idéal principal Af, ot f=U?— ¥ X T"; A estun anneau factoriel danslequel f
n=0

est un élément extrémal, car il est extrémal dans ’anneau de polynémes k((T))[U],
donc aussi dans ’anneau de séries formelles £((T))[[U]] (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § 3), et a fortiori dans A. Prenons p=q, de sorte que B, est le corps
désigné par E dans {21.9.7), qui est séparable sur k£ (loc. c¢it.), donc une k-algébre
formellement lisse. Mais on a ici, avec les notations de (22.7.3), f=K =K, et les
k-dérivations de A dans lui-méme sont les combinaisons linéaires de /0T et 2/0U;
comme on a 9f/dT = gf|oU =o, les critéres b) et ') de (22.7.3) ne sont pas vérifiés.

§ 23. ANNEAUX JAPONAIS

Les résultats de ce paragraphe seront complétés dans IV, (7.6) et (7.7).

23.1. Anneaux japonais.

Définition (23.x.1). — On dit qu’un anneau intégre A est un anneau japonais si, pour
toute extension finie K’ de son corps des fractions K, la fermeture intégrale A’ de A dans K’ est
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un A-module de type fini (autrement dit, une A-algebre finie). On dit qu’un anneau A est
universellement japonais si toute A-algébre intégre de type fini est un anneau japonais.

Il est clair que si A est un anneau japonais, tout anneau de fractions S™!A est alors
un anneau japonais, car (avec les notations précédentes) ST'A’ est la fermeture intégrale
de S7'A dans K’, et est évidemment un S™'A-module de type fini.

Un anneau intégre noethérien, méme un anneau de valuation discréte, n’est pas
nécessairement un anneau japonais [30].

Proposition (23.x.2). — Sotent A un anneau noethérien intégre, K son corps des fractions.
St, pour toute extension radicielle finie K’ de K, la_fermeture intégrale de A dans K’ est un A-module
de type fini, alors A est un anneau japonais.

Comme A est noethérien, il suffit, pour vérifier que A est un anneau japonais,
de voir que pour toute extension quasi-galoisienne finie L de K, la fermeture intégrale B
de A dans L est un A-module de type fini. Or L est une extension galoisienne de la plus
grande extension radicielle K’ de K contenue dans L; et si A’ est la fermeture intégrale
de A dans K’, B est la fermeture intégrale de A’ dans L. Mais on sait que dans une
extension séparable de K’, la fermeture intégrale de A’ est un A’-module de type fini
(Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 1, n° 6, cor. 1 de la prop. 20), d’ou la proposition.

Il résulte de (28.1.2) que lorsque K est de caractéristique o, dire que A est un anneau
japonais signifie que sa cldture intégrale A’ est un A-module de type fini.

Théoréme (23.1.3) (Tate). — Soient A un anneau intégre noethérien, x+o0 un élément
de A. Supposons vérifies les conditions suivantes :

(1) A est intégralement clos.

(il) p=xA est premier et A est séparé et complet pour la topologie p-préadique.

(iii) A/xA est un anneau japonais.

Alors A est un anneau japonais.

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (23.1.3.1). — Soient A un anneau, x un élément de A non diviseur de o dans A
et tel que xA=p soit premier; alors, pour tout entier n>o, Pimage réciproque de x"A, dans A
est KA.

En effet, supposons que beA soit un élément tel que b/1 =x"a/s dans A, ol acA
et s¢p; il existe donc s'¢p tel que s'sb=x"as’, d’ou s'shep, et comme s's¢p, cela
entraine bep, autrement dit b=xb’ avec b'€A; puisque x est non diviseur de o, on
en conclut s'sb’=x""'as et il suffit de raisonner par récurrence sur n.

Pour démontrer le théoréme, on peut se borner au cas ot le corps des fractions K
de A est de caractéristique p>o0, puisque A est intégralement clos. Soit K’ une extension
radicielle finie de K, de sorte qu’il existe une puissance ¢=p° telle que K'?cK; en
remplagant K’ par une extension radicielle plus grande, on peut méme supposer qu’il
existe yeK’ tel que »?==x. Soit A’ la fermeture intégrale de A dans K’; comme A est
intégralement clos, A’ est I’ensemble des x'eK’ tels que x?eA’'nK =A. Posons V=A,;
’idéal maximal m=xV de V étant principal, on sait que ’anneau local noethérien V
est un anneau de valuation discréte (17.1.4); comme V est intégralement clos, le méme
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raisonnement que ci-dessus montre que la fermeture intégrale V' de V dans K’ est
Pensemble des x'eK’ tels que xeV; on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 8,
n 6, prop. 6, et chap. V, § 2, n° 3, lemme 4) que V' est un anneau de valuation discréte,
dont I'idéal maximal m’ est I’ensemble des x"?eK’ tels que x'?em et en outre le corps
résiduel V’'/m’ est une extension finie de V/m (loc. cit., chap. VI, § 8, n° 1, lemme 2).
Montrons que, pour tout entier n>0, on a

(23.1.3.2) m"nA’ = y"A’.

En effet, comme j»*==x, on a yem’, donc Y'A’'cm’"nA’. Inversement, soit
x'em™™nA’, et posons x'=zy'" avec z'eK’. Ona x?€A’; d’autre part, &’ est somme
de produits #...¢, avec # em’, donc f?em, etl’on en conclut que x?em”nA. Or le
lemme (23.1.3.1) prouve que m"nA=x"A, donc on a 2z'%"ex"A, ou encore Z'‘cA
puisque x#o0, ce qui établit (23.1.3.2).

Montrons en second lieu que sur A’ la topologie xA’-préadique est séparée; cette
topologie est aussi la topologie yA’-préadique de A’ et il résulte de (23.1.3.2) que cette
topologie est induite par la topologie m'-préadique de V' qui est séparée puisque V' est
un anneau de valuation discrete.

Prouvons ensuite que A’/xA’ est un A-module de type fini. Comme x=3! et que
JFA’[Y* 1A’ est isomorphe & A’[yA’, on peut se borner & montrer que A’[yA’ est un
A-module de type fini; mais la formule (23.1.3.2) appliquée pour n=1 montre
que A’/pA’ est un sous-anneau de V’'/m’, c’est-a-dire du corps résiduel de V', qui est
une extension finie du corps résiduel V/m de V. Or V/m est le corps des fractions de A/p,
et comme A’ est entier sur A, A’[yA’ est entier sur A/p, donc contenu dans la fermeture
intégrale de A/p dans V’/m’; comme par hypothése A/p est un anneau japonais
noethérien, A’[yA’ est un (A/p)-module de type fini, et a fortiori un A-module de type
fini.

Cela étant, la topologie xA'-préadique de A’ étant séparée, A’ est un sous-anneau
de son complété A’ pour cette topologie; mais puisque A’/*A’ est un A-module de
type fini et que A est séparé et complet pour la topologie ¥A-préadique, A’ est un A-module
de type fini en vertu de (0;, 7.2.9), donc il en est de méme de A, C.Q.F.D.

Corollaire (23.1.4). — Soit A un anneau japonais noethérien et intégralement clos. Alors
tout anneau de séries formelles A[[Ty, ..., T,]] est un anneau japonais.

On sait que pour tout anneau noethérien intégralement clos B, ’anneau de séries
formelles B[[T]] est noethérien et intégralement clos (Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 1, n° 4, prop. 14); on peut donc, par récurrence sur n, se borner a prouver
que AJ[[T]] est un anneau japonais. Or I’élément x=T vérifie toutes les conditions
de (28.1.3), d’ou la conclusion.

Théoréme (23.1.5) (Nagata). — Tout anneau local noethérien intégre complet A est un
anneau japonais.

On sait (19.8.8, (ii)) qu’il existe un sous-anneau B de A qui est un anneau local
complet et régulier, tel que A soit une B-algebre finie; il suffit évidemment de prouver

311



216 A. GROTHENDIECK Chap. o

que B est un anneau japonais, autrement dit, on peut se borner au cas ot A est en outre
régulier. Raisonnons par récurrence sur #=dim(A), le thédréme étant évident pour n=o.
Supposons donc n>o, et, en désignant par m 1’idéal maximal de A, soit x un élément
de m—m?; on sait (17.1.8) que A/rxA est un anneau régulier, et en outre ((17.1.7)
et (16.3.4)) que dim(A/xA)=n—r1; de plus, I'idéal xA est fermé dans A (0;, 7.3.5),
donc A/xA est complet. En vertu de ’hypothése de récurrence, A/xA est donc un anneau
japonais, et il résulte alors de (23.1.3) qu’il en est de méme de A.

Corollaire (23.1.6). — Soient A un anneau local noethérien intégre complet, K son corps
des fractions, K’ une extension finie de K ; alors la fermeture intégrale A’ de A dans K' est un anneau
local complet.

On sait déja par (23.1.5) que A’ est une A-algeébre finie, donc un anneau semi-local
noethérien complet, et par suite un composé direct d’anneaux locaux; mais comme A’
est intégre, c’est nécessairement un anneau local.

Proposition (23.1.7). — Soient A un anneau local noethérien intégre, K son corps des
Sfractions, K’ une extension finie de K, A’ la fermeture intégrale de A dans K'. On suppose que le
complété A est réduit, et Pon désigne par R son anneau total des Sfractions.

(1) Si Panneau R®yK' est réduit (ce qui aura lieu en particulier lorsque K’ est
une extension séparable de K, R étant composé direct de corps, extensions de K
(Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n® 3, cor. 1 du th. 1)), alors A’ est un A-module de
type fini.

(i1) St en particulier R est une K-algébre séparable, alors A est un anneau japonais.

(i) Posons pour simplifier A;=A, A;=A'®,A,, K;=K'®,A,. Comme A, est un
A-module plat (0;, 7.3.5), A; s’'identifie 2 un sous-anneau de K| et est évidemment
entier sur A;. D’autre part, si Pon pose K,=K®,A;, on peut écrire K;=K'®K;;
comme A est intégre et que A; est un A-module plat, tout élément o de A est
A,-régulier (0;,6.3.4); comme K=S"'A, ou S=A—{o}, ona K,=S7'A;, etla
remarque précédente prouve que K, s’identifie & un sous-anneau de I’anneau total des
fractions R de A,. Puisque tout K-module est plat, K; s’identifie a un sous-anneau de
K'®xR, qui par hypothese est réduit et est une R-algebre finie. Désignons par q; (1<i1<n)
les idéaux premiers minimaux de A,, par B, ’anneau intégre A,/q;, par L; le corps
des fractions de B;, de sorte que R est composé direct des L;, et K'®;R composé direct
des K'®gL,;; ces derniéres K-algébres, étant réduites, sont des composées directes de
corps, extensions finies des L;. Comme B, est un anneau local intégre complet, le théoréme
de Nagata (23.1.5) prouve que la fermeture intégrale de B; dans K'®¢L; est un
B,-module de type fini, et a fortiori un A;-module de type fini; comme tout élément de
K'®L; qui est entier sur A, est aussi entier sur B; (étant annulé par g;), on en conclut
finalement que la fermeture intégrale de A; dans K'®R est un A;-module de type
fini. Mais comme A] est contenu dans cette fermeture intégrale et que A, est noethérien,
A] est aussi un A;-module de type fini. Enfin, comme A; est un A-module fidélement
plat (0;, 7.3.5), on en conclut que A’ est un A-module de type fini (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. I, § 3, n° 6, prop. 11).
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(ii) L’hypothése entraine que les L, sont des extensions séparables de K, donc
K'®gL; est réduit (Bourbaki, 4lg., chap. VIII, § 7, n° 3, th. 1) et ’on peut appliquer (i)
a toute extension finie K’ de K, ce qui démontre notre assertion.

23.2. Cloture intégrale d’un anneau local noethérien intégre.

(23.2.1) Dans ce qui suit, pour tout anneau A, nous noterons A ,; pour simplifier,
le quotient de A par son nilradical (de sorte que si X ==Spec(A), ona X = Spec(A,,))-

Nous dirons qu’un anneau local A est unibranche si ’anneau A, est intégre et si
la cloture intégrale de A 4 est un anneau local, ce qui généralise la définition donnée
dans (I, 4.3.6). Nous dirons que A est géométriqguement unibranche s’il est unibranche
et sile corps résiduel de I’anneau local, cléture intégrale de A_,;, est une extension radicielle
de celui de A. Il est clair qu’un anneau local intégralement clos est géométriquement
unibranche; il résulte de (23.1.6) qu’un anneau local noethérien intégre complet est
unibranche.

Lemme (23.2.2) (¥). — Soient A un anneau intégre, A’ sa cloture intégrale ; pour que
le morphisme canonique f: Spec(A’)—Spec(A) soit radiciel, il faut et il suffit que pour tout
peSpec(A), A, soit gbométriquement unibranche ; lorsqu’il en est ainsi, f est un homéomorphisme.

En effet, pour tout peSpec(A), la cléture intégrale de A, est A (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 1, n® 5, prop. 16), et tous les idéaux premiers de A; au-dessus
de pA, sont maximaux (loc. ¢it., § 2, n° 1, prop. 1). Dire que f est injectif signifie donc que
pour tout peSpec(A), Aj est un anneau local, c’est-a-dire que les A, sont unibranches.
Dire que tout A, est géométriquement unibranche signifie alors que f est radiciel en
vertu de (I, 3.5.8). Lorsqu’il en est ainsi, f est surjectif et fermé (II, 6.1.10), donc un
homéomorphisme.

Lemme (23.2.3). — Sotent A un anneau intégre, K son corps des fractions, B un anneau
noethérien, o : A—B un homomorphisme d’anneau faisant de B un A-module plat. Soit K’ une
extension de K; posons B, =B, 4, et soit R Panneau total des fractions de B,. Alors, pour toute
sous-A-algebre A' de K', I’homomorphisme canonique

(23.1.8.1) (A'®yB) g = (K'®y R)

est injectif.
On peut en effet considérer I’homomorphisme canonique #:A'®,B - K'®,R
comme composé des homomorphismes suivants

A'®,B5K'®,B->K'®,B, >K'®,R.

Comme B est un A-module plat, u est injectif; de méme, K’ étant un K-module plat
et K un A-module plat, K’ est un A-module plat, et w est donc injectif puisque B, est
réduit, donc ’homomorphisme B, —R injectif. Enfin, pour la méme raison, si 9 est

(*) Dans la suite de ce numéro, nous utilisons des notions et résultats exposés au chap. IV, §§ 2 et 5; comme
les résultats de ce numéro ne sont pas utilisés avant le chap. IV, § 6, cela n’entraine pas de cercle vicieux.
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218 A. GROTHENDIECK Chap. o

le nilradical de B, le noyau de v est K'®,R, donc il est contenu dans le nilradical
de K'®,B; on en conclut aussitdt que si I'image par - =wovou d’un élément xcA’®,B
est nilpotent, x est nilpotent, ce qui prouve le lemme.

Proposition (23.2.4). — Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions, B un
anneau noethérien, q, (1<i<n) ses idéaux premiers minimaux, ¢ :A—B un homomorphisme
d’anneaux. On suppose que les B|q; sont des anneaux japonais, et que B soit un A-module plat.
Soit K’ une extension finie de K, et soit (C,) la famille filtrante croissante des sous-anneaux de K’
qui sont des A-algebres finies et admettent K' pour corps des fractions ; la réunion A’ des C, est
donc la fermeture intégrale de A dans K'. Alors :

(1) Il existe un indice o tel que pour A>a, UI’homomorphisme canonique
(23'2'4'1) (CG®AB)red g (C)\®AB)red

soit bijectif.

(i) S% en outre B est un A-module fidélement plat, le morphisme Spec(A’)—Spec(C,)
est radiciel.

(i) Soit B, =B,,, etsoit R ’anneau total des fractions de B,; comme A est intégre
et B un A-module plat, tout élément o de A est B-régulier (0;, 6.5.4), donc ’homo-

morphisme composé A—<p>B—>B1 se prolonge en un homomorphisme K-R; on peut
alors écrire K'®, R=(K'®,K)®R, et comme K'® K ¢s’identifie 3 K, on a
K'®,R=K'®R. Comme R est composé direct des corps des fractions L; des B/q;,
K'®, R est composé direct des K'®yL;, et par suite (K'®,R), est composé direct
d’un nombre fini d’extensions finies des L;. En vertu de ’hypotheése, la fermeture intégrale
de B/q; dans une extension finie de L, est un (B/q;)-module de type fini, donc un B-module
de type fini; on en conclut que la fermeture intégrale B’ de B dans (K'®,R),,, est un
B-module de type fini. En vertu de (23.2.3), les (G,®,B),,; s’identifient canoniquement
a des sous-anneaux de (K'®,R),; qui sont des B-algebres finies, donc contenues dans B’.
Comme B est noethérien et B’ un B-module de type fini, la famille filtrante des (C,®,B),4
admet un plus grand élément (C,®,B),q, ce qui prouve (i).

(ii) Comme B est un A-module fidélement plat, il suffit (IV, 2.6.1, (v)) de
montrer que le morphisme Spec(A’'®,B)—Spec(C,®,B) est radiciel, ou, ce qui revient
au méme (I, 5.1.6) que le morphisme Spec(A'®,B),,—>Spec(C,®,B),, est radiciel;
mais on a A’®AB=E§\_I)1 (C,®,B), donc (IV, 5.13.2) (A'®AB)red=li_i>n (C,®,B) 4, et
la conclusion résulte de (i).

Corollaire (23.2.5). — Soient A un anneau local noethérien intégre, K son corps des
Sfractions, K’ une extension finie de K. Soit (C,) la famille filtrante croissante des sous-anneaux
de K’ qui sont des A-algébres finies (donc des anneaux noethériens semi-locaux (Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9)) et admettent K’ pour corps des fractions.
Alors il existe o tel que I’homomorphisme ((A]a)red»(@;\)red soit un isomorphisme pour A>a,
et si A’ est la fermeture intégrale de A dans K', le morphisme Spec(A’)—Spec(C,) est

radiciel (cf. (23.2.2)).
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On applique (23.2.4) en prenant B=A; comme les B/g; sont des anneaux
locaux noethériens complets, ce sont des anneaux japonais (23.1.5) et B est un A-module
fidelement plat (0;, 7.3.5); en outreona C,®,B= C, (Bourbaki, Alg. comm., chap. ITI,
§ 3, n° 4, th. 3 et chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. g).

Corollaire (23.2.6). — Sous les hypothéses de (28.2.5), la fermetwre intégrale A’ de A
dans K’ est un anneau semi-local; st m est I'idéal maximal de A, alors, pour tout idéal maximal m’
de A’y A’'/m’ est une extension finie de Ajm.

Le fait que I’homomorphisme ((A]a)md»(é;\)red soit bijectif pour A>« entraine
que le nombre des idéaux maximaux de C, est constant pour A>a et que si m, est un
idéal maximal de C, et m, 'unique idéal maximal de C, au-dessus de m,, les corps C,/m,
et C,/m, sont canoniquement isomorphes. La conclusion résulte de ce que m’ =li_r)n m,
et A'/m’=£n;.(Cx/m;\) Oy, 10.3.1.3). _

Proposition (23.2.7) (Y. Mori). — Sotent A un anneau local noethérien intégre, K son
corps des fractions, A’ la cloture intégrale de A. Alors A’ est un anneau de Krull (Bourbaki,
Alg. comm., chap. VII, § 1) semi-local ; autrement dit, il existe une famille (V,) d’anncaux de
valuation discréte ayant K pour corps des fractions, tels que A’ = QV,\ et que tout x€K appartienne
a tous les V, sauf pour un nombre fini d’entre eux. En outre, il existe un sous-anneau C de K qui
est une A-algébre finie, et telle que les V, soient les clotures intégrales des anneaux C,,, oi (p,)
est la famille des idéaux premiers de hauteur 1 de I’anneau local C.

Prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme (23.2.7.1). — Sotent A, B deux anneaux, ¢ : A—~B un homomorphisme faisant
de B un A-module fidélement plat. On suppose que A est intégre ; alors, st G=DB_q, I’homomorphisme
composé § : A>B—>B, ,=C est injectif et se prolonge en un homomorphisme injectif du corps
des fractions K de A dans I’anneau total des fractions R de C; en outre, si C' est la fermeture intégrale
de C dans R, C'aK est la cloture intégrale de A.

Comme A est intégre et ¢ injectif, I'intersection de ¢(A) et du nilradical it de B
est réduite a o, et comme C=B/N, ¢ est injectif. Tout a+o0 dans A étant non diviseur
de zéro dans A ne I’est pas non plus dans B par platitude (0;, 6.3.4); on en déduit que a
n’est pas non plus diviseur de o dans C, car si ’on avait axe® pour un x¢RN dans B,
on en tirerait 4"x"=o0 pour un entier z, ce qui contredit ce qui précéde puisque x"=o.
On peut donc prolonger ¢ en un homomorphisme injectif de K dans R. Pour prouver
la derniére assertion, notons qu’il est clair que la cléture intégrale A’ de A est contenue
dans C’'nK. Inversement, soit xeC’'nK; x est donc entier sur G, et a fortiori sur B,
autrement dit B[x] est une B-algébre finie; d’ailleurs, K s’identifie 2 un sous-anneau
de B®,K, et le sous-anneau B[x] de B®,K s’identifie a B®,A[x] par platitude; on
en conclut que A[x] est un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § 3,
n° 6, prop. 11), donc que xeA’.

Ce lemme étant établi, nous allons ’appliquer 4 l'injection canonique de A dans
son complété A, qui est un A-module fidelement plat; B=(A) ,=A/M (ot N est le
nilradical de A) est un anneau local noethérien complet réduit, dont ’anneau total des
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220 A. GROTHENDIECK Chap. o

fractions R est donc composé direct d’un nombre fini de corps L;; 'image canonique B;
de B dans L; est un anneau local noethérien intégre et complet, dont L, est le corps de
fractions, et la fermeture intégrale B’ de B dans R est composée directe des B], ou B; est la
cléture intégrale de B;. Mais en vertu de (23.1.5), B; est une B;-algebre finie, donc un
anneau local noethérien intégralement clos. On sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII,
§ 1, n° g, cor. du th. 2) que B; est un anneau de Krull. Or, pour tout 7, on a un homo-
morphisme ¢, : K—L,, qui est injectif, et par suite ¢;*(B;) est un anneau de Krull
dans K. Mais comme A’=B'nK en vertu du lemme et que B’=Q<p,-“ 1(B]), A’est
intersection d’un nombre fini d’anneaux de Krull et est par suite un anneau de Krull.
Pour prouver la derniére assertion de la proposition, notons qu’il existe une A-algébre
finie CCK telle que le morphisme Spec(A’)->Spec(C) soit radiciel et un homéo-
morphisme (28.2.4); pour tout idéal premier p’eSpec(A’), p’ est donc le seul idéal
premier de A’ au-dessus de p=p'nC et A} la cléture intégrale de C,; d’autre part
le fait que Spec(A’)—Spec(C) est un homéomorphisme entraine que I’application
p’~>p'nC est une bijection de ’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de A’ sur
Pensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de C; d’ou la conclusion, compte tenu
de Bourbaki, 4lg. comm., chap. VII, § 1, n° 6, th. 4.

Remarques (23.2.8). — (i) On aura soin de noter, dans ’application de (23.2.6)
et (23.2.%), que ’anneau A’ n’est pas nécessairement un anneau noethérien, comme le montre
un exemple de Nagata avec dim(A)=3 [30].

(ii) Les conclusions de (23.2.7%) sont encore valables si A’ est la fermeture intégrale
de A dans une extension finie K’ de K; il suffit en effet de considérer une A-algebre finie B
dont K’ est le corps des fractions; B est un anneau semi-local noethérien, donc intersection
d’un nombre fini d’anneaux locaux noethériens B, (m; idéaux maximaux de B), et sa
cléture intégrale (qui est égale a A’) est intersection des Ay, (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. II, § 3, n° 3, cor. 4 du th. 1) qui sont les clotures intégrales des By, , donc des anneaux
de Krull par (28.1.13); par suite A’ est un anneau de Krull.

(iii) On peut montrer ([30], 3.3.10) que pour tout anneau noethérien intégre A
(non nécessairement local), la cloture intégrale de A est un anneau de Krull.

Corollaire (23.2.9). — Soient A un anneau noethérien intégre, A’ sa cloture intégrale.
Supposons que pour tout anneau G tel que ACCCA' et tel que C soit une A-algébre finie, et pour
tout idéal premier q de hauteur 1 dans C, qnA soit un idéal premier de hauteur 1 dans A. Soit P
Pensemble des idéaux premiers de hauteur 1 dans A; on a alors

A= N A

pep P’

Comme A’ est un A-module sans torsion,ona A’ = Q A;,, oum parcourt’ensemble
des idéaux maximaux de A (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. 4 du th. 1);
il suffira donc de prouver que Ay, est 'intersection des A pour les idéaux premiers p Cm
de hauteur 1. Comme Aj, est la cléture intégrale de A, on voit qu’on peut se borner
a démontrer le corollaire pour A,,. Or, il y a alors, en vertu de (23.2.7%), une A, -algébre
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finie B contenue dans Aj, telle que A;, soit I'intersection des clétures intégrales des
anneaux B, ol q parcourt I’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de B. Mais B
est de la forme C,, ot C est une A-algebre finie; donc, pour tout idéal premier q de
hauteur 1 dans B, qnA est par hypothése un idéal premier de hauteur 1 dans A;
comme la cl6ture intégrale de B, contient cellede A, et que cette derniére contient Ay,
il en résulte bien que A;, est I'intersection des A} pour peP et pCm, ce qui achéve la
démonstration.

Remarques (23.2.10). — (i) Nous verrons (IV, 5.6.3 et 5.6.10) que ’hypothése
de (23.2.9) est vérifiée lorsque A est universellement caténaire, en particulier (IV, 5.10.17
et 5.11.2) lorsque A est quotient d’un anneau régulier; enfin, elle est évidemment vérifiée
si Spec(A’)—>Spec(A) est un homéomorphisme, en particulier si ce morphisme est
radiciel (23.2.2).

(ii) La conclusion de (23.2.9) n’est plus nécessairement exacte lorsqu’on omet
Phypothése sur les sous-A-algebres finies de A’. En effet, on peut définir un anneau
local noethérien intégre A, de dimension 2, dont la cl6ture intégrale A’ est une A-algebre
finie, mais tel qu’il y ait un idéal premier p’ de A’ de hauteur 1 au-dessus de I'idéal
maximal m (de hauteur 2) de A, et tel en outre que pour tout idéal premier p de hauteur 1
dans A, A, soit intégralement clos (IV, 5.6.11); l'intersection de ces anneaux A, ne peut
alors étre égale 3 A’ puisque A’ est un anneau de Krull (Bourbaki, 4lg. comm., chap. VII,
§ 1, n° 5, prop. 9).

(A suivre.)
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CHAPITRE IV

ETUDE LOCALE DES SCHEMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS

Sommaire
§ 1 Conditions de finitude relatives. Ensembles constructibles dans les préschémas.
§ 2 Changement de base et platitude.
§ 3 Cycles premiers associés et décompositions primaires.
§ 4 Changement du corps de base dans les préschémas.
§ 5 Dimension et profondeur dans les préschémas.
§ 6 Morphismes plats de préschémas localement noethériens.
§ 7 Application aux relations entre un anneau local noethérien et son complété.
Anneaux excellents.
§ 8. Limites projectives de préschémas.
§ 9. Propriétés constructibles.
§ 10.  Préschémas de Jacobson.
§ 11. (*) Propriétés topologiques des morphismes plats de présentation finie. Critéres

locaux de platitude.

§ 12.  Etude des fibres des morphismes plats de présentation finie.

§ 13.  Morphismes équidimensionnels.

§ 14.  Morphismes universellement ouverts.

§ 15. Etude des fibres d’'un morphisme universellement ouvert.

§ 16.  Invariants différentiels. Morphismes différentiellement lisses.

§ 17.  Morphismes lisses, non ramifiés, étales.

§ 18.  Compléments sur les morphismes étales. Anneaux locaux henséliens.
§ 19. Immersions régulieéres et transversalement réguliéres.

§ 20.  Sections hyperplanes; projections génériques.

§ 21.  Prolongements infinitésimaux.

(1) L’ordre et le contenu des §§ 11 4 21 ne sont donnés qu’a titre indicatif et pourront étre modifiés avant leur
publication.
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Les sujets traités dans ce Chapitre appellent les remarques suivantes :

a) Leur caractére commun est d’étre relatifs a des propriétés locales de préschémas
ou de morphismes, i.e. considérées en un point, ou aux points d’une fibre, ou dans
un voisinage (non spécifié) d’un point ou d’une fibre. Ces propriétés sont généralement
de nature topologique, différentielle ou dimensionnelle (i.e. faisant intervenir les notions de
dimension et de profondeur) et sont liées aux propriétés des anneaux locaux aux points
considérés. Un probléme type est de mettre en relation, pour un morphisme donné
S:X—=>Y et un point xeX, les propriétés de X en x avec celles de Y en y=f(x) et
de la fibre X =f7'(y) en x. Un autre est de déterminer la nature topologique (par
exemple la constructibilité, ou le fait d’étre ouvert ou fermé) de I’ensemble des points xeX
en lesquels X posséde une certaine propriété ou pour lesquels la fibre X, passant par x
posséde une certaine propriété en x. De méme, on s’intéressera a la nature topologique
de ’ensemble des points yeY tels que X ait une certaine propriété en tous les points
de la fibre X , ou tels que cette fibre ait une certaine propriété.

b) Les notions les plus importantes pour les chapitres suivants sont celle de
morphisme plat de présentation finie et celles de morphisme lisse et de morphisme étale, qui
en sont des cas particuliers. Leur étude détaillée (jointe a celle de questions connexes)
commence a proprement parler au § 11.

¢) Les §§ 1 a4 10 peuvent étre considérés comme de nature préliminaire et
développent trois types de techniques, utilisées non seulement dans les autres paragraphes
du chapitre mais aussi bien entendu dans les chapitres suivants :

¢ 1) Aux §§ 1 a 4 sont envisagés divers aspects de la notion de changement de base,
surtout en relation avec des conditions de finitude ou de platitude; on y amorce la technique
de descente sous ses aspects les plus élémentaires (les questions d’ « effectivité » liées a
cette technique seront étudiées dans le chap. V).

c2) Les §§ 5 a 7 sont centrés sur ce que l'on peut appeler des techniques
noethériennes, les préschémas considérés étant toujours supposés localement noethériens,
tandis qu’au contraire aucune condition de finitude n’est généralement imposée aux
morphismes; cela tient essentiellement a ce que les notions de dimension et de profondeur
ne sont guére maniables que pour les anneaux locaux noethériens. Rappelons que
le § 7 constitue une théorie « fine » des anneaux locaux noethériens, assez peu utilisée
dans la suite du chapitre.

¢3) Les §§ 8 a 10 donnent entre autres le moyen d’éliminer les hypothéses noethé-
riennes sur les préschémas étudiés, en leur substituant des hypothéses convenables de
finitude (la « présentation finie ») sur les morphismes considérés : Pavantage de cette
substitution est que ces derniéres hypothéses sont stables par changement de base, ce qui
n’est pas le cas pour les hypothéses noethériennes sur les préschémas. La technique
permettant ce passage repose, d’une part, sur I'utilisation de la notion de limite projective
de préschémas, grice a laquelle on peut ramener une question a la méme question sous
des hypotheses noethériennes; d’autre part, sur 'emploi systématique des ensembles construc-
tibles, qui ont le double intérét de se conserver par image réciproque (par un morphisme
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quelconque) et par image directe (par un morphisme de présentation finie), et d’avoir
des propriétés topologiques maniables dans les préschémas localement noethériens. Les
mémes techniques permettent méme souvent de se ramener & des anneaux noethériens
plus particuliers, par exemple les Z-algébres de type fini, et c’est 12 que les propriétés
des anneaux « excellents» (étudiées au § %) interviennent de fagon décisive. Indépendam-
ment d’ailleurs de la question de I’élimination des hypothéses noethériennes, les techniques
des §§ 8 a 10, de nature trés élémentaire, sont d’usage constant dans presque toutes
les applications.

§ 1. CONDITIONS DE FINITUDE RELATIVES
ENSEMBLES CONSTRUCTIBLES DANS LES PRESCHEMAS

Nous allons, dans ce paragraphe, reprendre, en les complétant, ’exposé des
« conditions de finitude » pour un morphisme de préschémas f:X —Y, donné dans
(I, 6.3 et 6.6). Il y a essentiellement deux notions de « finitude » de nature globale sur X,
celle de morphisme quasi-compact (définie dans (I, 6.6.1)) et celle de morphisme quasi-
séparé; il y a d’autre part deux notions de « finitude » de nature locale sur X, celle de
morphisme localement de type fini (définie dans (I, 6.6.2)) et celle de morphisme localement
de présentation finie. En combinant ces notions locales aux notions globales précédentes,
on obtient les notions de morphisme de type fini (définie dans (I, 6.3.1)) et de morphisme
de présentation finie. Pour la commodité du lecteur, nous donnerons de nouveau, dans
ce paragraphe, les principales propriétés énoncées dans (I, 6.3 et 6.6), en renvoyant
bien entendu & ces numéros du chapitre I pour leurs démonstrations.

Aux n*”® (1.8) et (1.9), nous complétons, dans le cadre des préschémas, et en
faisant usage des notions de finitude précédentes, les résultats sur les ensembles construc-
tibles donnés dans (0., § 9).

I1.1. Morphismes quasi-compacts.

Définition (x.x.x). — On dit qw’un morphisme de préschémas f: X —Y est quasi-compact
st Dapplication continue f de Uespace topologique X dans Pespace topologique Y est quasi-compacte
(05 9.1.1), autrement dit si image réciproque f~*(U) de tout ouvert quasi-compact U de Y
est quasi-compacte (cf. (I,6.6.1)).

Si B est une base de la topologie de Y formée d’ouverts affines, pour que f soit
quasi-compact, il faut et il suffit que pour tout Ve®B, f~(V) soit réunion finie d’ouverts
affines. Par exemple, si Y est affine et X quasi-compact, fout morphisme f: X —>Y est
quasi-compact (I,6.6.1).

Si f: XY est un morphisme quasi-compact, il est clair que pour tout ouvert V
de Y, la restriction de fa f~*(V) est un morphisme quasi-compact f~*(V)—V. Inver-
sement, si (U,) est un recouvrement ouvert de Y et f:X—Y un morphisme tel que
les restrictions f~!(U,)—U, soient quasi-compactes, alors f est quasi-compact. Par
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suite, si f: X—Y est un S-morphisme de S-préschémas, et §’il existe un recouvrement
ouvert (S,) de S tel que les restrictions g=*(S,) —>4"(S,) de f (ot g et k sont les mor-
phismes structuraux) soient quasi-compactes, alors f est quasi-compact.

Proposition (x.x.2). — (i) Une immersion X—Y est quasi-compacte si elle est fermée,
ou st Pespace sous-jacent & Y est localement noethérien ou si espace sous-jacent & X est noethérien.

(ii) Le composé de deux morphismes quasi-compacts est quasi-compact.

(i) St f: XY est un S-morphisme quasi-compact, il en est de méme de f ” )—>Y(s')
pour toute extension g :S'—>S du préschéma de base. ‘

(iv) Si f: X—>X' et g:Y—>Y' sont deux S-morphismes quasi-compacts,

SXgg : XX Y - X' % Y"
est quasi-compact.

(v) 8% le composé gof de deux morphismes f:X—Y,g:Y—>Z est quasi-compact, et
si g est séparé, ou Uespace sous-jacent @ X localement noethérien, f est quasi-compact.

(vi) Pour qu’un morphisme f soit quasi-compact, il faut et il suffit que f,., le soit.

Pour la démonstration, voir (I, 6.6.4). On notera que I’assertion (vi) est aussi
conséquence de la proposition plus générale :

Proposition (x.1.3). — Soient f: XY, g:Y—~>Z deux morphismes. Si gof est quasi-
compact et f surjectif, g est quasi-compact.

En effet, si V est un ouvert quasi-compact dans Z, f~*(g~*(V)) est quasi-compact
par hypotheése, et Pon a g~ (V) =f(f"(g~*(V))), puisque f est surjectif; donc g~*(V)
est quasi-compact.

Corollaire (x.1.4). — Sotent f: XY, g:Y' =Y deux morphismes, X' =X xyY',
S =fxy : X'=>Y'; supposons g quasi-compact et surjectif (vesp. surjectif). Alors, pour que f
soit quasi-compact (rvesp. dominant), il suffit que f' le soit.

Si g’ : X’»X estla projection canonique, g’ est un morphisme surjectif (I, 3.5.2),
et’on a fog' =gof’; si f' est quasi-compact (resp. dominant), il en est de méme de gof”
puisque g est quasi-compact (1.1.2) (resp. surjectif); comme fog’ est quasi-compact
(resp. dominant) et que g’ est surjectif, on en déduit que f est quasi-compact (1.1.3)
(resp. dominant).

Pour abréger, nous appellerons point maximal d’un préschéma X tout point générique
d’une composante irréductible de X; si X =Spec(A) est affine, les points maximaux
de X sont les idéaux premiers minimaux de A.

Proposition (x.x1.5). — Soit f:X—>Y un morphisme quasi-compact. Les conditions
sutvantes sont équivalenles :

a) f est dominant;

b) pour tout point maximal y de Y, on a f~(y)+o0;

c) pour tout point maximal y de Y, f~'(p) contient un point maximal de X

L’équivalence de a) et ¢) a été démontrée dans (I, 6.6.5). Il est clair que ¢)

. entraine b) ; d’autre part, si X’ est une composante irréductible de X rencontrant f~'(y),
f(X") est irréductible et contient », donc est contenu dans la composante irréduc-
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tible Y'={y} de Y (0;,2.1.6); si x est le point générique de X', on a donc néces-
sairement f(x) =y (0, 2.1.5); donc 4) entraine c).

Proposition (x.x.6). — Soient ' : X'>Y, f" : X"">Y deux morphismes, X le préschéma
somme X'uX",f:X—>Y le morphisme égal a f' dans X' et a ' dans X''. Pour que f soit
quasi-compact, il faut et il suffit que ' et f' le soient.

Cela 1ésulte aussitét de la définition.

1.2. Morphismes quasi-séparés.

Définition (x.2.1). — Sotent X, Y deux préschémas. On dit qu’un morphisme f: X—Y est
quast-séparé (ou que X est quasi-séparé sur Y) si le morphisme diagonal A; == (15, 1x)y : X—>X Xy X
est quasi-compact. On dit quun préschéma X est quasi-séparé s’il est quasi-séparé sur Spec(Z).

Par définition, tout morphisme séparé est quasi-séparé, A; étant une immersion
fermée (1.1.2, (i)); un schéma X est un préschéma quasi-séparé, étant séparé sur
Spec(Z) (I, 5.4.1).

Proposition (x.2.2). — (i) Tout monomorphisme de préschémas f: X —Y (en particulier
toute immersion) est quasi-séparé.

(1) St f:X->Y et g:Y—>Z sont deux morphismes quasi-séparés, gof : X—~7Z est
quasi-séparé.

(iii) Soient X, Y deux S-préschémas, f:X—>Y un S-morphisme quasi-séparé. Alors,
pour tout changement de base g:S'—S, le morphisme fig) : Xgy—>Yg est quasi-séparé.

(iv) St f: XY, f X' >Y' sont deux S-morphismes quasi-séparés, alors

X f 1 XXX >Y XY’
est quasi-séparé.

(v) St f:X~>Y,g:Y—>Z sont deux morphismes tels que gof soit quasi-séparé, alors f
est quasi-séparé.

(vi) Si f:X—>Y est un morphisme quasi-séparé, fioq: Xiq—>Y,q st quasi-séparé.

En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii).

L’assertion (i) est triviale, tout monomorphisme étant séparé (I, 5.5.1). Pour
démontrer (iii), on se rameéne aussitét au cas ot Y =S (I, 3.3.11) et I’assertion résulte
de ce que Al(s'): (A)sy (I,5.8.4) et de (1.1.2, (iii)). Pour démontrer (ii), considérons
les projections p et ¢ de XXy X sur X; si 1=(p, g)z, on sait que le diagramme

XxyX —> Xx,X
3 1 x,f

[

(ou 7 est le morphisme structural) est commutatif et identifie X XX au produit des
(Y X, Y)-préschémas Y et Xx,;X (I, 5.3.5). Si g est quasi-séparé, A, est quasi-compact,
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donc il en est de méme de ¢ (1.1.2, (iii)) ; si de plus f est quasi-séparé, A, est quasi-compact,
donc il en est de méme de oA, (1.1.2, (ii)) qui est égal & A .

Corollaire (x.2.3). — (i) Soit X un préschéma quasi-séparé. Alors tout morphisme f: X —Y
est quasi-séparé.

(i) Soit Y un préschéma quasi-séparé. Pour qu’un morphisme f: XY soit quasi-séparé,
il faut et il suffit que le préschéma X soit quasi-séparé.

Cela résulte aussitét de (1.2.2, (i) et (v)) appliqué a X, Y et Spec(Z).

Proposition (x.2.4). — Sotent f:X—>Y un morphisme, g:Y—>7Z un morphisme
quasi-séparé. St gof est quasi-compact, il en est de méme de f.

On sait que f est le morphisme composé X 4 XXZYEZ Y (I, 5.3.13); d’autre .
part, pr, s’identifie & (gof)x, 1y (I, 3.3.4) etsi gof est quasi-compact, il en est de méme
de pr, (1.1.2, (iv)). Enfin, on a le diagramme commutatif

X 1 Xx,Y

v
Y — Yx,Y

Ag

(r.2.4.1) IJ ‘/xly

qui identifie X au produit des (Y x,Y)-préschémas Y et X x,Y (I, 5.3.7). Comme
par hypothése A, est un morphisme quasi-compact, il en est de méme de I'; (1.1.2, (iii));
la conclusion résulte donc de (1.1.2, (ii)).

Proposition (x.2.5). — Soient f: X—>Y, g:Y' =Y deux morphismes, X'=X XY/,
f'=fyy : X'=>Y'. S0 g est quasi-compact et surjectif et [’ quasi-séparé, alors f est
quasi-séparé.

On a en effet (X'XyX')=(XXyX)y, et A=(4)y, (I, 5.3.4); comme la
projection X’'Xy, X’'—>XxyX est quasi-compacte (1.1.2, (iii)) et surjective (I, 3.5.2),
on peut, en vertu de (I, 3.3.11), appliquer (1.1.4), qui montre que puisque A, est
un morphisme quasi-compact, il en est de méme de A,.

Proposition (1.2.6). Sotent f: X—~>Y un morphisme, (U,) un recouvrement de Y
par des ouverts tels que les préschémas induits U, soient quasi-séparés. Pour que f soit quasi-
séparé, il faut et il suffit que chacun des préschémas induits par X sur les ouverts f~*(U,) soit
quasi-séparé.

L’image réciproque dans X xyX de U, est X, Xy, X,, en posant X,=f -4U,),
etlarestriction X,—X, Xy X, de A, n’est autre que A, , en désignant par f, la restriction
X,—~U, de f; en vertu de la définition (1.2.1) et du caractere local de la notion de
morphisme quasi-compact (1.1.1), pour que f soit quasi-séparé, il faut et il suffit que
chacun des morphismes f, le soit. Mais comme par hypothése le morphisme U,—Spec(Z)
est quasi-séparé, il revient au méme de dire que f, est quasi-séparé ou que le composé

fa
X,—~>U,—~>Spec(Z) lest (1.2.2, (ii) et (v)), d’ou la proposition.
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Pour vérifier qu’un morphisme est quasi-séparé, on est donc ramené a donner
des critéres pour qu'un préschéma soit quasi-séparé :

Proposition (x.2.7). — Soient X un préschéma, (U,) un recouvrement de X formé d’ouverts
quasi-compacts. Les propriétés suivantes somt équivalentes :

a) X est quasi-séparé.

b)  Pour tout ouvert quasi-compact U de X, Pimmersion canonique U—>X est quasi-compacte
(autrement dit, U est rétrocompact dans X).

b’) L’intersection de deux ouverts quasi-compacts de X est quasi-compacte.

c) Pour tout couple d’indices (a, B), Uintersection U,nUy est quasi-compacte.

Les propriétés ) et b’) sont trivialement équivalentes par définition d’un morphisme
" quasi-compact. Comme un ouvert quasi-compact est réunion finie d’ouverts affines,
pour deux ouverts quasi-compacts U, V de X, UXx,V est un ouvert quasi-compact
de Xx;X (I, 3.2.7), dont 'image réciproque par Ay est UnV, donc a) entraine 4’).
Il est trivial que &’) entraine ¢); enfin, si ¢) est vérifiée, les U, x,U, forment un
recouvrement de XXX par des ouverts quasi-compacts, et ’on sait que pour que le
morphisme Ay : X—>XXx,X soit quasi-compact, il suffit que les images réciproques
U,nU,; des U,x;U; par Ay soient quasi-compactes (1.1.1); donc ¢) entraine a).

Corollaire {x.2.8). — Tout préschéma X dont Uespace sous-jacent est localement noethérien
(par exemple un préschéma localement noethérien) est quasi-séparé; tout morphisme f:X—>Y est
alors quasi-séparé.

Proposition (1.2.9). — Sotent X', X' deux préschémas, X=X'uX" leur somme,
S XY, f" XY deux morphismes, f: X —>Y le morphisme qui coincide avec f' dans X'
et avec "' dans X''. Pour que f soit quasi-séparé, il faut et il suffit que ' et f'' le soient.

En effet, X Xy X est somme des quatre préschémas X' XyX', X' Xy X", X" Xy X’
et X" XyX", et A est le morphisme qui coincide avec A, dans X’ et avec A, dans X"';
la proposition résulte donc aussitdt des définitions.

1.3. Morphismes localement de type fini.

(x.3.1) Rappelons que si A est un 2nneau, une A-algébre (commutative) B est
dite de type fini si elle est engendrée par un nombre fini d’éléments de B, ou, ce qui revient
au méme, si elle est isomorphe au quotient d’une algébre de polynémes A[T,, ..., T,]
par un idéal de cette algébre. Il est clair que pour toute A-algébre (commutative) A’,
B®,A’ est alors une A’-algébre de type fini. Si B est une A-algébre de type fini et G
une B-algébre de type fini, C est une A-algebre de type fini, car si C est un quotient
de B[T,, ..., T,] etBunquotientde A[S,, ...,8,], B[T,, ..., T,]=B®,A[T,, ..., T,]
est un quotient de A[S;, ..., S,, T;, ..., T,], donc il en est de méme de C.

Définition (x.3.2). — Soient f: X—Y un morphisme de préschémas, x un point de X,
y=f(x). On dit que f est de type fini en x s’il existe un voisinage ouvert affine V de y et un voisinage
ouvert affine U de x tels que f(U)CV et que Panneaw A(U) soit une A(V)-algébre de type fini.
On dit que f est localement de type fini s’il est de type fini en tout point de X.
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Proposition (x.3.8). — St Y est un préschéma localement noethérien et f:X—Y un
morphisme localement de type fini, alors X est localement noethérien.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.7).

Proposition (x.3.4). — (i) Toute immersion locale est localement de type fini.

(i1} 87 deux morphismes f:X—>Y,g:Y—>Z sont localement de type fini, il en est de
méme de gof.

(iii) 87 f: XY est un S-morphisme localement de type fini, fi,: Xgy—>Yg, est
localement de type fini pour toute extension S'—S du préschéma de base.

(iv) 8t f:X->X' et g:Y—>Y' sont deux S-morphismes localement de type fini, fxqg
est localement de type fini. '

(v) S8i le composé gof de deux morphismes est localement de type fini, f est localement de
type fini.

(vi) 8¢ un morphisme f est localement de type fini, il en est de méme de f,,.

Pour la démonstration, voir (I, 6.6.6).

Corollaire (x.3.5). — Soit f: X—Y un morphisme localement de tvpe fini. Pour tout
morphisme Y'—Y tel que Y' soit localement noethérien, X XyY' est localement noethérien.

En effet, fyy:XxyY =Y’ est localement de type fini par (1.3.4, (iii)), et il
suffit d’appliquer (1.3.3).

Proposition (1.3.6). — Soit ¢ : A—~B un homomorphisme d’anneaux. Pour que le
morphisme correspondant f: Spec(B) —Spec(A) soit localement de type fini, il faut et il suffit
que B soit une A-algébre de type fini.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.4), en tenant compte de ce que f est quasi-
compact et de (I,6.6.3).

Proposition (x.9.7). — Pour qu’un morphisme localement de type fini f:X—>Y soit
surjectif, il faut et il suffit que, pour tout corps algébriquement clos Q, Uapplication X(Q)—Y(Q)
correspondant & f (I, g.4.1) soit surjective.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.10).

(x.3.8) Soit A un anneau. On dit qu’une A-algébre B est essentiellement de type fini
si B est A-isomorphe a une A-algébre de la forme S™'C, ou C est une A-algebre de type
fini et S une partie multiplicative de C.

Proposition (x.3.9). — (i) St B est une A-algebre essentiellement de type fini et C une
B-algeébre essentiellement de type fini, alors G est une A-algébre essentiellement de type fini.

(i1) Soient B une A-algébre essentiellement de type fini, A’ une A-algébre ; alors B'=B®, A’
est une A’-algébre essentiellement de type fini.

(i) Soient B=S'"'B’ et C=T'"!C’, ou B’ (resp. C’) est une A-algebre (resp.
une B-algebre) de type fini et S’ (resp. T’) une partie multiplicative de B’ (resp. C’);
alors C’ est de la forme S'~'C”, ou C” est une B’-algébre de type fini, donc C est aussi
un anneau de fractions de C’’; comme C'’ est une A-algebre de type fini, cela prouve
notre assertion.

(ii) Si B est anneau de fractions d’une A-algébre de type fini C, B’ est un anneau
de fractions de la A’-algébre de type fini C®,A’, d’ou (ii).
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(r.3.10) Si B est une A-algébre locale essentiellement de type fini, B est de la
forme C;, ot C est une A-algebre de type fini et q un idéal premier de C (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 5, prop. 11). Soit p I'image réciproque dans A de I’idéal q; si 'on
pose S=A—p, C, est aussi un anneau local en un idéal premierde S~'C; comme S~!C
est une algébre de type fini sur A,=S7'A, on voit que B est aussi une A -algébre essen-
tiellement de type fini, et en outre ’homomorphisme A, —B est local.

Proposition (x.3.xx). — Si B est une A-algébre locale essentiellement de type fini, B est
A-isomorphe @ une A-algeébre quotient d’une A-algibre de la forme C,, ou C est une algeébre de
polynémes ATy, ..., 'T,| et q un idéal premier de C.

En effet, par définition, B est isomorphe a C;, o C’ est une A-algebre de type
fini et q" un idéal premier de C’; mais CG'=C/b, ot C=A[T,, ..., T,] et b est un
idéal de C; donc q"=q/b, ou q est un idéal premier de C, et C;, est isomorphe & C,/bC,.

I.4. Morphismes localement de présentation finie.

(r.4.1) Etant donné un anneau A, nous dirons qu’une A-algébre B (commu-
tative) est de présentation finie si elle est isomorphe au quotient A[T,, ..., T,]/a d’une
algébre de polynoémes sur A par un idéal de type fini a de A[T,, ..., T,]. Pour toute
A-algébre (commutative) A’, B®,A’ est alors une A’-algébre de présentation finie.
étant isomorphe au quotient de A'[T,, ..., T,] par l'image canonique dans cet
anneau de a®,A’, qui est évidemment un A'[T,, ..., T, ]-module de type fini.
Si B est une A-algébre de présentation finie et C une B-algébre de présentation finie,
alors C est une A-algébre de présentation finie. En effet, soient B=A[S,, ..., S,]/a
et C=B[T,, ..., T,]/b, ol a (resp. b) est un idéal de type finide A[S,, ..., S,] (resp.
B[T,, ..., T,]); Yanneau B[T,, ..., T,] est isomorphe a A[S,,...,S,,,T;,...,T,]/a,
ol a’ est 'image canonique de a®,A[T,, ..., T,], et est donc un idéal de type fini
de A[S,,...,S,,T,, ..., T,]; lidéal b de B[T,,...,T,] est de la forme b’/a’,
ou b’ est un idéal de A[S,, ..., S,, Ty, ..., T,]; comme a’et b’/a’ sont des modules
de type fini sur A[S,, ..., S,, Ty, ..., T,], il en est de méme de b’, et C, isomorphe
a A[S,...,S,, T, ..., T,]/b’, est donc bien une A-algébre de présentation finie.
Notons enfin que si A est noethérien, il en est de méme de A[T,;, ..., T,], donc toute
A-algebre de type fini est alors de présentation finie.

Définition (x.4.2). — Soient f:X—Y un morphisme de préschémas, x un point de X,
y=f(x). On dit que f est de présentation finie en x 5’1l existe un voisinage ouvert affine V de y et un
voisinage ouvert affine U de x tels que f(U)CV et que I’anneau A(U) soit une A(V)-algébre de présen-
tation finie. On dit que f est localement de présentation finie s’il est de présentation finie en tout point de X.

Si Y est localement noethérien, il revient au méme de dire que f est localement
de type fini ou localement de présentation finie.

Proposition (x.4.3). — (1) Tout isomorphisme local est localement de présentation finie.

(i) St deux morphismes f:X—Y,g:Y—>Z sont localement de présentation finie, il en
est de méme de gof.
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(il) St f: XY est un S-morphisme localement de présentation finie, fis : Xgy—>Y,
est localement de présentation finie pour toute extension S'—S du préschéma de base.

(iv) St f: X—>X" et g:Y—>Y' sont deux S-morphismes localement de présentation finie,
fXgg est localement de présentation fine.

(v) St le composé gof de deux morphismes est localement de présentation finie et si g est
localement de type fini, alors f est localement de présentation finie.

L’assertion (i) est triviale. Pour démontrer (iii), on peut se limiter au casol S=Y
(I, 3.8.11); soient x’ un point de X, 5’ et x ses projections sur S’ et X respectivement,
s la projection commune de s” et x sur S. Par hypothése, il y a un voisinage ouvert affine V
(resp. U) de s (resp. x) tels que 'image de U soit contenue dans V et que A(U) soit
une A(V)-algeébre de présentation finie; soit V' un voisinage ouvert affine de s’ dont
I'image dans S soit contenue dans V; alors U Xy V' est un voisinage ouvert affine de x’
dont I'image dans S’ est contenue dans V' et dont ’'anneau A(U)®,y,A(V’) est une
A(V')-algebre de présentation finie (1.4.1).

Pour démontrer (ii), considérons un point x€X, et soient y=f(x), z=g(f(x)).
11 y a par hypothése un voisinage ouvert affine W =Spec(C) (resp. V==Spec(B)) de z
(resp. ) tels que g(V)CW et que B soit une C-algébre de présentation finie. D’autre
part, il y a un voisinage ouvert affine V’=Spec(B’) (resp. U ==Spec(A)) de y (resp. x)
tels que f(U)CV’ et que A soit une B’-algébre de présentation finie. Soit seB tel que
Pouvert D(s) =Spec(B,) dans V soit un voisinage de y contenu dans V’, et soit
U'=jf"1D(s))CU; ona U’'=Spec(A®yB,), et A®g B, est une B -algébre de présen-
tation finie (1.4.1); d’autie part B,==B[T]/(1 —sT) est une B-algébre de présentation
finie par définition; par suite (1.4.1), A®g B, est une C-algébre de présentation finie,
ce qui prouve (ii).

On sait que (iv) résulte de (i), (ii) et (iii) (I, 8.5.1). Pour prouver (v), considérons
le diagramme commutatif

Ty
X — Xx,Y

T

Y — Yx,Y
Ag

qui identifie X au produit des (Y x;Y)-préschémas Y et Xx,Y (I, 5.3.7, A, étant le
morphisme diagonal). Si Pon sait que A, est localement de présentation finie, il en résultera
par (iii) qu’il en est de méme de I}. D’autre part, on a la factorisation de f en
X i XX, Y 5y (I, 5.3.13), ou la projection p, est égale a (gof)X,;1y; comme gof
est supposé localement de présentation finie, il en est de méme de p, par (iv), et il résultera
finalement de (ii) que f est aussi localement de présentation finie. On voit donc qu’on
est ramené 4 démontrer le

Corollaire (1.4.3.x). — Soit g:Y—7Z un morphisme localement de type fini; alors le
morphisme diagonal A, :Y =Y X;Y est localement de présentation finie.
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On peut se borner au cas ot Z==Spec(A), Y =Spec(B), B étant une A-algébre
de type fini; le morphisme A, correspond alors a I’ homomorphisme d’augmentation § : B®,B —-B
tel que 3(x®y) =xy. Compte tenu de la définition (1.4.2), il suffit de montrer que le
noyau J de § est un idéal de type fini, ce qui résulte de (0, 20.4.4).

Proposition (1.4.4). — Soient A un anneau, B une A-algébre, B’ une algébre de polynémes
A[T,, ..., T,], u:B =B un homomorphisme surjectif de A-algébres. Pour que B soit une
A-algébre de présentation finie, il faut et il suffit que le noyau 5 de u soit un idéal de type fini de B'.

La condition est suffisante par définition (1.4.1). Pour voir qu’elle est nécessaire,
remarquons que le morphisme g : Spec(B’) —>Spec(A) est localement de type fini;
si B est une A-algebre de présentation finie, le morphisme f: Spec(B)—Spec(B’)
correspondant & u est tel que gof: Spec(B) —>Spec(A) soit localement de présentation
finie, donc il résulte de (1.4.3, (v)) que f est aussi localement de présentation finie.
Or, pour démontrer que I'idéal J est de type fini, il suffit de prouver que § est un
B’-Module de type fini (II, 6.1.4.1). Revenant a la définition (1.4.2), on est finalement
ramené a prouver le

Lemme (x.4.4.1). — Sotent a un idéal d’un anneau C, s un élément de C, tel que C [a,
soit une C-algébre de présentation finie; alors a, est un idéal de type fini dans P’anneau C,.

Par hypothese, il existe une C-algebre de polynémes C'=C[T,, ..., T,] etun
C-homomorphisme surjectif »:C'—C,/a, dont le noyau b est de type fini. Soit
p:C,—~C,/a, I’homomorphisme canonique; pour tout 7, il y a un £eC tel que
p(t/s¥) =o(T;) (on peut supposer que I’exposant £ est le méme pour tous les indices 7).
Considérons alors la C-algebre D=C,[T,, ..., T,], et’homomorphisme de C,-algebres
w:D—C, tel que w(T,) =t/s*; w est évidemment surjectif, et il en est par suite de
méme de v’ =pow : D—->C,a,. D’autre part, tout polynéme de D peut s’écrire P/s™,
ou PeC’'=C[T,, ..., T], etPona v'(P/s") = (1/s™)o(P); comme 1/s est inversible dans C,,
la relation v'(P/s™) =0 dans C,/a, équivaut a »(P)=o, et par suite le noyau b’ de v’
est engendré par l'image canonique de b dans D, et a fortior: est de type fini dans
I’anneau D. Mais b'=0v""'(0) =w '(p~ (o)) =w~(a,), et comme w est surjectif,
a,=w(b’), ce qui prouve que a, est un idéal de type fini de C,.

Corollaire (x.4.5). — Soient X, Y deux préschémas, j:X—Y une immersion, U un
ouvert de Y tel que j(X) soit fermé dans U, fF UIdéal quasi-cohérent de Oy qui définit le sous-
préschéma fermé de Y associé & j. Pour que j soit localement de présentation finie, il faut et il suffit
que § soit un Oy-Module de type fini.

Proposition (1.4.6). — Soit ¢ : A—>B un homomorphisme d’anneaux. Pour que le
morphisme correspondant f : Spec(B)—Spec(A) soit localement de présentation finie, il faut et
il suffit que B soit une A-algébre de présentation finie.

La condition étant trivialement suffisante, il reste a prouver qu’elle est nécessaire.
Si fest localement de présentation finie, il résulte déja de (1.5.6) que B est une A-algebre
de type fini, donc il existe un homomorphisme surjectif « : B'=A[T,, ..., T,]>B de
A-algébres; il résulte de (1.4.3, (v)) que Pimmersion j: Spec(B)—Spec(B’) est loca-
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lement de présentation finie; donc (1.4.5), si J est le noyau de u, le T?:’-Modulegest
de type fini, et par suite (II, 6.1.4.1) J est un idéal de type fini.

Proposition (x.4.7). — Soit o : A—>B un homomorphisme d’anneaux faisant de B une
A-algébre finie. Pour que B soit une A-algébre de présentation finie, il faut et il suffit que B soit
un A-module de présentation finte.

Nous utiliserons le

Lemme (x.4.7.1). — Si B est une A-algébre finie, il existe un A-homomorphisme surjectif
d’algebres u :B'—B, oi B’ est une A-algébre finie et de présentation finie qui est un A-module
libre.

En effet, il y a un systeme fini (g;);¢;<, de générateurs de la A-algeébre B tel que
chaque g; vérifie une relation F;(g)) =0, ou F;eA[X] est un polynéme unitaire de
degré >o; la A-algébre quotient B;=A[X]/(F;) est donc libre de rang fini sur A;
soit ¢; la classe de X dans Bj. Il existe un A-homomorphisme d’algébres u; : B/ >B tel
que u(c¢;) =a;; il suffit alors de prendre pour B’ le produit tensoriel B;®,B,®...®,B,,
et de considérer ’homomorphisme #,®u,®...®u, : B'—B, qui est surjectif par construc-
tion. En outre, si B"=A[T,, ..., T,] et si b; désigne 'image canonique de ¢; dans B’,
le A-homomorphisme d’algebres v : B —B’ tel que o(T;) =5 (1<i<m) est surjectif, et
son noyau b’ est 'idéal de B”” engendré par les F;(T,), donc de type fini; ceci prouve
que B’ est une A-algébre de présentation finie.

Ce lemme étant démontré, gardons les mémes notations, et soit w =vou : B —B.
Si b (resp. a) est le noyau de w (resp. u), on a a=uv(b) puisque v est surjectif. Or (1.4.4),
si B est une A-algébre de présentation finie, b est un idéal de type fini de B’’, donc a
est un idéal de type fini de B, donc un A-module de type fini puisque B est une A-algébre
finie; comme B’ est un A-module libre, B est un A-module de présentation finie. Inver-
sement, si B’ est un A-module de présentation finie, a est un A-module de type fini
(Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n° 8, lemme 9) et a fortior: un idéal de type fini de B’;
par suite, B est par définition une B’-alg¢bre de présentation finie, et comme B’ est une
A-algébre de présentation finie, B est une A-algébre de présentation finie.

I.5. Morphismes de type fini.

Proposition (x.5.1). — Soient f: X—Y un morphisme, (U,) un recouvrement de Y formé
d’ouverts affines. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est localement de type fini et quasi-compact.

b) Pour tout «, f~1(U,) est réunion finie d’ouverts affines V,; tels que chaque anneau A(V ;)
soit une A(U,)-algébre de type fini.

c) Pour tout ouvert affine U de Y, f~'(U) est réunion finie d’ouverts affines V; tels que
les anneaux A(V;) soient des A(U)-algébres de type fim.

Pour la démonstration, voir (I,6.3.2 et 6.6.3).

Définition (x.5.2). — On dit qu’un morbhisme f est de type fini 5’1l vérifie les conditions
équivalentes de la proposition (1.5.1).
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Proposition (1.5.3). — Soit f: X—>Y un morphisme de type fini; si Y est noethérien,
il en est de méme de X.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.7).

Proposition (1.5.4). — (1) Soit j:X—Y un morphisme d’immersion. Si j est quasi-
compact (ce qui est le cas si j est une immersion fermée, ou si Pespace sous-jacent & X est noethérien,
ou st Uespace sous-jacent & Y est localement noethérien), j est de type fini.

(i1) Le composé de deux morphismes de type fini est de type fini.

(iil) Si f: XY est un S-morphisme de type fini, fisy: Xgy—>Yg est de type fini
pour toute extension S'—S du préschéma de base.

(v) S f: X=X et g:Y>Y' sont deux S-morphismes de type fini, fXgg est de
type fini.

(v) St le composé gof de deux morphismes est de type fini et si g est quasi-séparé ou st X
est noethérien, f est de Lype fini.

(vi) 8% un morphisme f est de type fini, il en est de méme de fq.

Cela résulte aussitot (sauf le cas (v) ot X est noethérien, démontré dans (I, 6.3.6))
des définitions et de (1.1.2), (1.2.4) et (1.3.4).

Corollaire (x.5.5). — Soit f: X—>Y unmorphisme de type fini. Pour tout morphisme Y'—Y
tel que Y' soit noethérien, X XyY' est noethérien.

Cela résulte de (1.5.4, (iii)) et de (1.5.3).

Corollaire (1.5.6). — Soit X un préschéma de type fini sur un préschéma localement noethé-
rien S. Alors tout S-morphisme f:X—>Y est de type fini.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.9).

Proposition (x.5.7). — Soit ¢ : A—~B un homomorphisme d’anneaux. Pour que le morphisme
correspondant f : Spec(B) —Spec(A) soit de type fini, il faut et il suffit que ¢ fasse de B une
A-algébre de type fini.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.3).

1.6. Morphismes de présentation finie.

Définition (x.6.1). — Soient X, Y deux préschémas. On dit qu’un morphisme f:X—>Y
est de présentation finie s’il vérifie les trois conditions suivantes :

(1) f est localement de présentation finie;

(i) f est quasi-compact (ce qui, lorsque (i) est vérifiée, équivaut a dire que f est
de type fini (1.5.2));

(iii) f est quasi-séparé.

On dit alors aussi que X est de présentation finie sur Y, ou un Y-préschéma de présentation
Sinie.

La condition (iii) est automatiquement vérifiée si f est séparé, ou si X est localement
noethérien (1.2.8); lorsque Y est localement noethérien, il revient au méme de dire
que f est de présentation finie ou que f est de type fini (cette derniére condition entrainant
que X est localement noethérien (1.3.3)).
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Proposition (x.6.2). — (i) Toute immersion quasi-compacte et localement de présentation
Sfimie (en particulier toute immersion ouverle quasi-compacte) est de présentation finie.

(ii) Le composé de deux morphismes de présentation finie est de présentation finie.

(iii) Soient X, Y deux S-préschémas, f:X—>Y un S-morphisme de présentation finie.
Alors, pour tout morphisme S'—S, le morphisme fg., : Xg)—>Yq,) est de présentation finie.

(iv) Soient f:X—->Y,f" :X'—>Y' deux S-morphismes de présentation finie; alors
IXsf' 1 XX X' >Y XY est de présentation finie.

(v) St le composé gof de deux morphismes est de présentation finie et si g est quasi-séparé
et localement de présentation finie, f est de présentation finie.

Cela résulte immédiatement de (1.1.2), (1.2.2), (1.2.4) et (1.4.3).

Il résulte en particulier de (1.6.2, (iii)) que si f est un morphisme de présentation
finie et U un ouvert de Y, la restriction f~*(U)—U de f est un morphisme de présen-
tation finie. Inversement, soit (U,) un recouvrement de Y par des ouverts affines, et
supposons que les restrictions f~*(U,)—U, de f soient des morphismes de présentation
finie; il en résulte alors que f est de présentation finie, car f est évidemment localement
de présentation finie, quasi-compact en vertu de (1.1.1) et quasi-séparé en vertu
de (1.2.6). On peut donc dire que la propriété pour un morphisme f:X-—Y d’étre
de présentation finie est locale sur Y.

Si X est un préschéma quasi-séparé, tout morphisme f:X-—>Y est quasi-
séparé (1.2.3). Donc, si f est quasi-compact et localement de présentation finie, f est
alors de présentation finie.

En particulier :

Corollaire (1.6.3). — Soit © : A—B un homomorphisme d’anneaux. Pour que le morphisme
correspondant f : Spec(B) — Spec(A) soit de présentation finie, il faut et il suffit que ¢ fasse de B
une A-algébre de présentation finie.

La nécessité de la condition résulte en effet de (1.4.6).

Remarque (x.6.4). — Dans la définition (1.6.1), la condition (iii) n’est pas consé-
quence des deux autres. Soit par exemple Y un schéma affine dont I’espace sous-jacent
ne soit pas noethérien, et soit U un ouvert non quasi-compact dans Y. Soit X le préschéma
obtenu en recollant deux préschémas Y;, Y, isomorphes 4 Y le long des ouverts Uy, U,
correspondant & U (0, 4.1.7), de sorte que X est réunion de deux ouverts isomorphes
respectivement a Y, et Y, (et que nous identifions & ces derniers), avec Y;nY,="U.
En outre, il y a un morphisme f:X—Y qui coincide dans Y; avec I'isomorphisme
donné Y;—Y (i=1,2). Il est clair que f vérifie la condition (i) de (1.6.1), étant un
isomorphisme local; il vérifie aussi (ii), 'image réciproque d’un ouvert quasi-compact
de Y étant la réunion de ses images dans Y, et Y,; mais comme Y;nY, n’est pas quasi-
compact, f n’est pas quasi-séparé (1.2.7).

Proposition (x.6.5). — Sotent X', X' deux préschémas, X=X'uX'"" leur somme,
XY, f": X">Y deux morphismes, f:X—Y le morphisme qui coincide avec [’ dans X’
et avec ' dans X''. Pour que f soit de présentation finie, il faut et il suffit que [’ et f'' le soient.

Il suffit de montrer que pour que f posséde une des trois propriétés de la défi-
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nition (1.6.1), il faut et il suffit que f’ et /" la possédent; c’est évident pour la propriété
d’étre localement de présentation finie, qui est locale sur X; pour la propriété d’étre
quasi-compact, cela a été vu en (1.1.6) et pour la propriété d’étre quasi-séparé,
en (1.2.9).

1.7. Améliorations de résultats antérieurs.

Nous allons donner dans ce numéro une liste de propositions démontrées dans les
chapitres précédents, dont I’énoncé peut étre amélioré a I’aide des nouvelles conditions
de finltude introduites ci-dessus.

(x.7.1) Dans les énoncés de (I, 6.4.2, 6.4.3 et 6.4.9), on peut, au lieu de
supposer que X et Y sont de type fini sur le corps K, supposer seulement qu’ils sont
localement de type fint sur K; pour (I, 6.4.2), il suffit d’observer que tout point d’un
préschéma X qui est fermé dans tout ouvert affine de X est fermé dans X, et un schéma
affine localement de type fini sur K est ipso facto de type fini (1.5.1). Pour (I, 6.4.9),
on utilise (1.3.7) et (1.3.4, (v)).

(x.7.2) Dans (I, 6.5.1, (ii)), on peut au lieu de supposer que S est localement
noethérien et Y de type fini sur S, supposer seulement que Y est localement de présentation
finie sur S, comme le montre aussitdtla démonstration (en appliquant la définition (1.4.2)).
De méme dans (I,6.5.4, (ii)) et (I,6.5.5, (ii)) il suffit de supposer que f est
un S-morphisme, Y étant localement de présentation finie sur S.

(x.7.3) Dans (I,7.1.11), pour la deuxiéme assertion, au lieu de supposer S
localement noethérien et Y de type fini sur S, on peut seulement supposer Y localement
de présentation finie sur S (la démonstration dépendant de (I, 6.5.1, (ii)); de méme
dans (I, 7.1.12 & 7.1.15).

(x.7.4) Dans (I,9.2.2), on peut remplacer les trois hypothéses par la seule
hypothése (entrainée par chacune des autres) que f est quasi-compact et quasi-séparé, en
vertude (1.2.6) et (1.2.7). On notera que dans (I, 9.2.1), ’hypothése signifie exactement
que f est quasi-compact et quasi-séparé.

(x.7.5) Dans (I, 9.3.1, 9.3.2 et 9.3.3), on peut remplacer les deux hypothéses
sur X par ’hypothése (moins forte) que X est un préschéma quasi-compact et quasi-séparé,
la démonstration utilisant exactement ces deux propriétés (en vertu de (1.2.7)).

(x.7.6) Dans (I, 9.3.4 et 9.3.5), il suffit de supposer X quasi-compact, F et ¢
quasi-cohérents et de type fini.

(x.7.7) Dans (I, 9.4.7), on peut affaiblir ’hypothése 4) en supposant seulement X
quasi-séparé, puisqu’il suffit seulement que P'immersion canonique U-—>X soit quasi-
compacte (1.2.7). On peut faire la méme modification dans (I, 9.4.8,9.4.9 et 9.4.10).

(x.7.8) Dans (I, 9.5.1), les conditions indiquées entre parenthéses dans I’énoncé
peuvent étre remplacées par la condition que f soit quasi-compact et quasi-séparé.

(x.7.9) Dans (I, 9.6.5), on peut remplacer les hypothéses sur X par I’hypothése
moins forte que X est quasi-compact et quasi-séparé, comme le montre la démonstration,
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qui n’utilise que (I, 9.4.7). Dans (I, 9.6.6), ’hypothése « X est un schéma quasi-
compact» peut étre remplacée par « X est un préschéma quasi-compact et quasi-séparé ».

(x.7.10) Dans (I, 1.7.15), on peut supposer seulement que Y est quasi-compact
et quasi-séparé, la démonstration n’utilisant que (I, 9.6.5).

(x.7.xx) Dans la seconde assertion de (II, 3.4.5), on peut substituer aux deux
hypothéses sur Y I’hypothése plus faible que Y est quasi-compact et quasi-séparé. De
méme dans (I, 3.4.8).

(x.7.12) Dans (II, 3.8.5), on peut de méme supposer seulement que Y est quasi-
compact et quasi-séparé, cette hypothése intervenant par (I, 9.4.7).

(x.7.x3) Dans (IL, 4.4.1, 4.4.6 et 4.4.7), il suffit de supposer que Y est quasi-
compact et quasi-séparé, compte tenu de (1.2.3) dans la démonstration de (IL, 4.4.7).
De méme, dans (II, 4.4.10.1), il suffit de supposer Z quasi-compact et quasi-séparé.

(x.7.14) Dans (IL 4.5.2) et (IL 4.5.5), il suffit de supposer X gquasi-compact
et quasi-séparé, cette hypotheése intervenant par (I, 9.3.1 et 9.3.2).

(x.7.15) Dans (II, 4.6.8), il suffit encore de supposer X gquasi-compact et quasi-
séparé, cette hypotheése intervenant par (I, 9.4.7).

(x.7.16) Dans (II, 5.1.2), il suffif de supposer que X est quasi-compact et quasi-
séparé (I’hypothése intervenant par (II, 4.5.2 et 4.5.5)). De méme dans (IL 5.1.9),
ou on utilise (I, 9.6.5).

(x.7.17) Dans (IL, 5.2.1), il suffit toujours de supposer X quasi-compact et
quasi-séparé (I’hypothése intervenant par (II, 4.5.2)).

(x.7.18) Dans (IL, 5.2.2), il faut supposer f quasi-compact et X quasi-séparé; la
démonstration actuelle est en effet insuffisante (avec les hypotheses faites), car du fait
que pour tout Oy-Module quasi-cohérent # on a R!f,(F)=o, il ne s’ensuit pas
nécessairement, pour un ouvert affine U de Y, que la méme propriété soit valable pour
les (Ox|f~'(U))-Modules quasi-cohérents, si on ne sait pas qu’un tel Module est la
restriction d’'un Oy-Module quasi-cohérent (la méme remarque s’appliquant aux condi-
tions ) et ¢’)); lorsque f est quasi-compact et X quasi-séparé, ce prolongement est
possible en vertu de (I, 9.4.7), modifié plus haut (1.7.7).

(x.7.19) Dans (IL, 5.3.2), il suffit de supposer Y quasi-compact et quasi-séparé (ce
qui intervient par (IL, 4.4.6 et 4.4.7)). De méme dans (IL, 5.5.3, (ii)).

(x.7.20) Dans (III, 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4), on peut remplacer les deux hypo-
théses sur X par I’hypothése moins forte que X est un préschéma quasi-compact et quasi-
séparé, la démonstration n’utilisant que (I, 9.3.3).

(x.7.2x) Dans (III, 1.4.10 & 1.4.14), on peut remplacer « séparé » par « quasi-
séparé », cette hypothése servant uniquement a pouvoir appliquer (I, 9.2.2) (voir
ci-dessus (1.7.4)). De méme, dans (III, 1.4.15), il suffit de supposer que le morphisme u
est quasi-séparé et quasi-compact.

(x.7.22) Dans (IIL, 2.1.3), on peut encore remplacer les hypothéses par I’hypo-
thése moins forte que X est un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, le raisonnement
étant le méme que dans (III, 1.2.2).
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1.8. Morphismes de présentation finie et ensembles constructibles.

(x.8.1) Soit X un préschéma; on sait que tout ouvert quasi-compact dans X est
réunion finie d’ouverts affines, et réciproquement. Pour qu’un ouvert U de X soit
rétrocompact dans X (07, 9.1.1), il faut et il suffit donc que pour tout ouvert affine V de X,
UnV soit quasi-compact. Lorsque X est quasi-séparé (1.2.1), tout ouvert quasi-compact
dans X est rétrocompact dans X (1.2.7), donc toute partie localement constructible de X
est rétrocompacte dans X (0, 9.1.13); si de plus X est quasi-compact, il y a identité
entre parties constructibles et parties localement constructibles dans X (0, 9.1.12), et
entre parties ouvertes constructibles et parties ouvertes quasi-compactes (0, 9.1.5).

Proposition (x.8.2). — Soient X, Y deux préschémas, f:X—>Y un morphisme. Pour
toute partie constructible (resp. localement constructible) Z de Y, f~*(Z) est une partie constructible
(resp. localement constructible) de X.

Supposons Z localement constructible; pour tout xeX, il y aura un voisinage
ouvert affine V de f(x) tel que ZnV soit constructible dans V; si la proposition est
démontrée pour les parties constructibles, f~*(Z)n f~*(V) seraconstructibledans f~(V),
donc f~YZ) sera localement constructible. Il suffit par suite de considérer le cas ot Z
est constructible, et compte tenu de (0;, 9.1.3), on est ramené au cas ol Z est ouvert
et rétrocompact dans Y, autrement dit tel que I'injection canonique Z—Y soit un morphisme
quasi-compact; il suffit alors de voir que f~*(Z) est rétrocompact dans X, autrement dit
tel que linjection canonique f~*(Z)->X soit un morphisme quasi-compact; mais cela
résulte de (1.1.2, (iil)), puisque f~HZ)=ZxyX (L, 4.4.1).

Lemme (x.8.3). — Soient X un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, Z une partie
constructible de X. Il existe alors un schéma affine X' et un morphisme de présentation finie f: X' =X
tels que f(X") =7Z.

Comme X est quasi-compact, il est réunion finie d’ouverts affines X, (zeI), et
comme X est quasi-séparé, il résulte de (1.2.7) que chacune des immersions canoniques
g+ X;—>X est de présentation finie; on en conclut que si f; : X; —X, est un morphisme
de présentation finie, il en est de méme de g;of; : X{ -X (1.6.2), etsi X" estle préschéma
somme des X!, le morphisme % :X'—X qui coincide avec gof; dans chaque X est
lui aussi de présentation finie (1.6.5). Comme ZnX,; est constructible dans X; (0,
9.1.8), on voit qu’on est ramené a prouver le lemme lorsque X; est affine d’anneau A.
Comme Z est alors réunion finie d’ensembles de la forme UnCV, ou U et V sont
des ouverts quasi-compacts (0;;, 9.1.3), on voit, en considérant encore une somme
convenable de préschémas, qu’on peut se ramener au cas ou Z=Un(V; comme
d’ailleurs U est réunion finie d’ouverts affines, on peut méme se borner au cas ou U
est affine. Comme V est quasi-compact, il est réunion finie d’ouverts de la forme X,
ou fieA; soit J I'idéal de A engendré par les f;, et soit Z’ le sous-schéma fermé affine
de X qu’il définit (et qui est par construction de présentation finie sur X); on a par

définition V=(Z’, donc Un(V=UnZ". Considérons le schéma affine X’'=2Z’ xXxU
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et soit f: X'—X le morphisme structural; on vient de voir que 'immersion canonique
Z'—>X est de présentation finie, et il en est de méme de immersion ouverte U-—>X,
qui est quasi-compacte puisque U et X sont affines; on conclut donc de (1.6.2, (iv))
que f est de présentation finie, et P'on a f(X')=Z'nU (I, 3.4.8), ce qui achéve la
démonstration.

T héoréme (x.8.4) (Chevalley). — Soit f: X Y un morphisme de présentation finie.
Pour toute partie localement constructible Z de X, f(Z) est localement constructible dans Y.

Soient yeY et V un voisinage ouvert affine de y; comme f est quasi-compact
et quasi-séparé, il en est de méme de sa restriction f~*(V)—=V, donc f~*(V) est un
préschéma quasi-compact et quasi-séparé (1.2.3); comme Znjf (V) est constructible
dans f~*(V) (1.8.1), on voit qu’on peut se borner au cas ou Y est affine et Z construc-
tible; X est alors quasi-compact et quasi-séparé, donc (1.8.3), il existe un morphisme
de présentation finie g:X'—>X tel que Z=g(X'); comme fog est de présentation
finie, on voit qu’on est ramené au cas ou Z =X; autrement dit, il suffira de prouver le

Lemme (x1.8.4.1). — Sotent Y un schéma affine, f: X —Y un morphisme quasi-compact
et localement de présentation finie; alors f(X) est une partie constructible de Y.

Comme X est quasi-compact, il est réunion finie d’ouverts affines; on peut donc
se borner au cas ot Y =Spec(A), X =Spec(B), B étant une A-algébre de présentation
finie (1.4.6). Or, on a le

Lemme (1.8.4.2). — Soient Ay un anneau, (A,)ycp un systéme inductif de Ag-algébres,
A:l'ﬂn} A,; si B est une A-algébre de présentation finie, il existe un N et une A,-algébre de
présentation finie B, tels que B soit isomorphe & B, ®,, A.

Par hypothése, B est isomorphe a une algébre de la forme A[T,, ..., T, ]/J, ou
les T; sont des indéterminées et J un idéal de type fini; soit (F;) (1<j<m) un systéme
de générateurs de J. Soit ¢, : A, >A I’homomorphisme canonique. Comme L est
filtrant, il existe A tel que chacun des coefficients de chacun des polynémes F; soit
Iimage par ¢, d’un élément de A,. Autrement dit, il existe un systéme de polynémes
(Fo)icjem de ATy, ..., T,] tels que F;=¢,(F,) pour 1<j<m. Si 3, est 'idéal
de A;[Ty, ..., T,] engendré par les F,, J est limage de 3J®, A dans
AlTy, ..., T,]=Ay[Ty, ..., T,]1®,, A; TPanneau B, =A,[T,, ..., T,]/3, répond ala
question.

On appliquera ici ce lemme en considérant A comme limite inductive de ses
sous-Z-algébres de type fini. On voit donc qu’il existe une telle sous-Z-algébre A, de A,
et une Ag-algebre de présentation finie B, telles que B soit isomorphe 2 By®, A; posons
Xo=2Spec(By), Yo=Spec(4,), de sorte que 'on a X =2X,Xy Y, f étant la projection
X —Y; soient f,: X,—>Y,, & : Y=Y, les morphismes structuraux; il résulte de (I, 3.4.8)
que Pon a f(X)=g"(fo(X,)); compte tenu de (1.8.2), il suffit donc de montrer que
fo(X,) est constructible. Autrement dit, on est finalement ramené a démontrer le

Corollaire (1.8.5). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—>Y un morphisme de
type fini. Pour toute partie constructible Z de X, f(Z) est une partie constructible de Y.
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On se raméne comme ci-dessus a prouver que f(X) est constructible. Appliquons
le critére (0yy;, 9.2.3) : il faut prouver que pour toute partie fermée irréductible T de Y,
Tof(X)=f(f""(T)) est rare dans T ou contient un ouvert non vide de T; en prenant
un sous-préschéma de Y ayant T pour espace sous-jacent (I, 5.2.1) et en considérant
son image réciproque par f, on voit finalement (compte tenu de (1.5.4, (iii)) qu’on est
ramené a prouver que si ’on suppose Y irréductible et f dominant, f(X) contient un ouvert
non vide de Y. On peut en outre supposer Y affine; alors X est réunion finie d’ouverts
affines V;, et comme f(X) est dense dans Y, il en est de méme d’un au moins des f(V,).
On peut donc aussi supposer X affine; si (X;) est la famille (finie) des composantes
irréductibles de X, on voit comme ci-dessus qu’un au moins des f(X;) est dense dans Y;
on peut donc supposer X irréductible. Enfin, en remplagant f par f, 4 (1.5.4, (vi)) on peut
supposer X et Y intégres. Alors X = Spec(B), Y =Spec(A), ol A est un anneau intégre
noethérien, B une A-algébre intégre de type fini contenant A (I, 1.2.7). Il suffit de
montrer qu’il existe geA tel que, pour tout yeD(g) (c’est-a-dire tel que g¢j,) I'idéal j,
soit I'intersection de A et d’un idéal premier de B, car cela montrera que D(g) Cf(X).
Finalement il suffit de prouver le

Lemme (x.8.5.1). — Soient A un anneau intégre, B une A-algeébre intégre de type fini.
Il existe geA tel que tout homomorphisme de A dans un corps algébriquement clos Q, non nul en g,
se prolonge en un homomorphisme de B dans Q.

Or Clest 12 un résultat classique d’algébre commutative (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 3, n° 1, cor. g du th. 1).

Corollaire (1.8.6). — Sotent Y un préschéma irréductible, v son point générique, f:X—>Y
un morphisme localement de type fini. Si f~*(n) nest pas vide, il existe un voisinage ouvert U de ,
dans Y tel que f~'(y) soit non vide pour tout yeU. Si F est un Ox-Module quasi-cohérent
de type fini, et si. F, = F®p k(n) West pas nul, alors il existe un voisinage ouvert U’ de n dans Y
tel que F,=F®o k(y) ne soit pas nul pour tout yeU’.

Si p, est la projection canonique de la fibre f~'(y)=XxXySpec(k(y)) dans X,
on a F,=p,(F), donc Supp(F,)=p,  (Supp(F))=Supp(F)nf~'(y) en vertu de
(I,9.1.13.1) et (I, 3.6.1), puisque & est de type fini; en outre Supp(F) est fermé
dans X (0, 5.2.2), et si Z est un sous-préschéma fermé de X ayant pour espace sous-
jacent Supp(#) (I, 5.2.1), et j 'immersion canonique Z—>X, foj est localement
de type fini (1.3.4); cela prouve que la premiére assertion entraine la seconde. Pour
prouver la premiére assertion, remarquons d’abord que I’on peut supposer X et Y réduits
(1.3.4, (vi)), autrement dit Y intégre. Soit £ un point de f~'(n); on peut remplacer X
et Y par des voisinages ouverts affines de £ et v respectivement, et par suite supposer
que X =Spec(B), Y=Spec(A), B étant une A-algebre de type fini. En outre, si Z est
le sous-préschéma fermé réduit de X ayant {_ﬁ} pour ensemble sous-jacent (I, 5.2.1),
on peut, comme ci-dessus, remplacer X par Z, autrement dit supposer B intégre (I, 5.1.4).
Comme le morphisme f est alors dominant, I’homomorphisme correspondant ¢ : A—B
est injectif (I, 1.2.7); donc le corollaire résulte finalement du lemme (1.8.5.1).
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Proposition (x.8.7). — Soient S un préschéma, g:X—>S, h:Y—>S deux morphismes de
présentation finie, f: X—Y unS-morphisme. Pour tout s€S, posons X,= g~*(s) = XX sSpec(k(s)),
Y, =k (s)=Y X Spec(k(s)), f,=fx1 : X, —>Y,. Alors l'ensemble des seS tels que f, soit
surjectif (resp. radiciel) est localement constructible.

Soit E I’ensemble des seS tels que f, soit surjectif; I’ensemble S—E est égal
a h(Y—f(X)); or f est de présentation finie (1.6.2, (v)) donc f(X) est localement
constructible dans Y (1.8.4); comme % est de présentation finie, A(Y—f(X)) est
localement constructible dans S, donc aussi E. :

Pour montrer que I’ensemble E’ des seS tels que f, soit radiciel est localement
constructible, nous utiliserons le

Lemme (1.8.7.x). — Soient U, V deux préschémas; pour qu’un morphisme f:U—V
soit radiciel, il faut et il suffit que le morphisme diagonal A;: U—~U xyU soit surjectif. Par suite,
tout morphisme radiciel est séparé.

En effet, A; étant une immersion (I, 5.3.9), est un morphisme localement de type
fini (1.3.4); dire que A est surjectif signifie donc que pour tout corps algébriquement
clos K, 'application correspondante U(K)— (U Xy U)(K)=U(K) Xy U(K) est surjec-
tive (1.3.7 et I, 3.4.2.1); mais par définition d’un produit fibré d’ensembles, cela
signifie que ’application U(K)—V(K) correspondant a f est injective, et cela équivaut
a dire que f est radiciel (I, 3.5.5).

Cela étant, Ar se déduit de A;:X—>XxyX par le changement de base
Spec(k(s))>S (I, 5.3.4). Comme f est de présentation finie, il en est de méme du
morphisme structural X xyX—>Y (1.6.2, (iv)), donc aussi de A; (1.6.2, (v)); il suffit
donc d’appliquer la premiére partie de la proposition & A;, en utilisant le lemme (1.8.7.1).

1.9. Ensembles pro-constructibles et ind-constructibles.

Lemme (x.9.1). — Soit (A,)qey un systéme inductif d’anneaux dont l’ensemble d’indices 1
est filtrant a droite, et soit A=EI_I>1 A,. Pour que A=o, il faut et il suffit qu’il existe un
indice v tel que A,=o0 (et Uon a alors Ag=o0 pour tout B>v).

En effet, pour tout acl, ’homomorphisme canonique ¢,:A,—~A transforme
I’élément unité en élément unité; dire que A =o signifie que ¢,(1)=0, ou encore
?.(1)=0,(0); on sait que cela équivaut a dire qu’il existe un indice y>oa tel que
I’homomorphisme ¢, : A,—~A, soit tel que ¢_,(1)=¢,,(0), et cette derniere relation
équivaut & A =o0, d’ou le lemme.

Proposition (x.9.2). — Sotent B un anneau, (A,),c1 un systéeme inductif de B-algébres
dont lensemble d’indices 1 est filtrant a droite, et soit A=1i_r_)n A,; posons Y =Spec(B),
X,=Spec(A,), X=Spec(A), et sotent u:X—>Y,u,: X, Y les morphismes correspondant
aux homomorphismes structuraux B—A, B—A,. Alors :

(i) Pour que X =0, il faut et il suffit qu’il existe un yel tel que X =0, et l'on a
alors X, =0 pour a>vy.
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(i1) On a
(r.9.2.1) u(X) = Qlu“(Xa)'

L’assertion (i) n’est autre que la traduction de (r.9.1). Pour démontrer (ii),

notons que, puisque u se factorise en X»XagY, le premier membre de (1.9.2.1)
est contenu dans le second. Inversement, soit yeY —u(X); on a u=(y) =0, et u~'(y)
est I’espace sous-jacent au k( p)-préschéma Spec(A®pk(y)); comme dans la catégorie
des B-modules le foncteur ll_r)n commute au produit tensoriel, A®gk(y) est limite
inductive du systéme inductif d’anneaux A,®pk(y); le lemme (1.9.1) montre qu’il
existe « tel que A, ®pk(y)=o0, c'est-a-dire u;'(y)=9, donc y¢u,(X,). C.Q.F.D.

Proposition (x1.9.3). — Soient X un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, E une partie
de X, (X,)qc1 un recouvrement ouvert affine de X, et pour tout ocl, posons E,=EnX,.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un morphisme quasi-compact f:X'—X tel que E=f(X).

a’) Pour tout o, il existe un morphisme quasi-compact f, : X, X, tel que E, =f (X.).

a'") Pour tout «, il existe un schéma affine X, et un morphisme f, : X, —>X, tel que
fuX,) =E,.

b) E est intersection de parties constructibles de X.

b)) F=X—E est réunion de parties constructibles de X.

I1 est clair que &) et b’) sont équivalentes. La condition a) entraine a’) en prenant
pour X le préschéma induit sur 'ouvert f~'(X,) de X’ et pour f, la restriction de f.
Pour voir que a’) entraine a”’), il suffit de remarquer que X est réunion d’ouverts
affines X}, (AeL); soit X!’ le préschéma somme des X (A€L), qui est un schéma affine;
si g, : X —>X! est le morphisme coincidant avec l'identité dans chacun des X_;, il
est clair que si 'on pose f,=f.0g,, ona E =f/(X]) puisque g, est surjectif. Pour
montrer que a’’) entraine a), notons qu’il y a une partie finie J de I telle que les X,
d’indices a€] recouvrent X; soit X' le préschéma somme des X pour «c], et soit
f:X'->X le morphisme coincidant avec j,of, pour tout acJ, ou j,:X,—>X est
'injection canonique. Comme E est réunion des EnX, pour «€J, ona bien E=f(X")
et il reste & voir que f est un morphisme quasi-compact; mais I’hypothése que X est
quasi-séparé entraine que j, est quasi-compact (1.2.7), donc il en est de méme de j,of,
(1.1.1 et 1.1.2) et finalement de f (1.1.6).

Reste donc a prouver I’équivalence de a’’) et de ). Prouvons en premier lieu
que a’’) entraine b) : considérons une partie finie J de I telle que les X, pour «€]
recouvrent X; il suffira de montrer que, pour tout «€]J, E, est intersection de parties
constructibles F,, de X, (AeL,); en effet, tout F,, est aussi une partie constructible
de X en vertu de (0, 9.1.8, (ii)), car 'hypothése que X est quasi-séparé entraine
que tout X, est rétrocompact dans X (1.2.7); E étant réunion des E, pour «€], est
intersection des réunions (finies) alEJJFa,Ma)’ pour tous les choix des A(x)€L,; ces réunions

étant constructibles dans X, cela établit notre assertion. On peut donc se borner au cas
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ou X ==Spec(A) etou E=f(X"), o X'==Spec(A’) estaffine, f: X'—>X unmorphisme
correspondant & un homomorphisme d’anneaux A—A’. Notons maintenant que A’
est limite inductive de la famille (A;) de ses sous-A-algebres de fype fini, ordonnée par

inclusion; si X; = Spec(A;), f se factorise en X'—>X§\—f—A>X et il résulte de (1.9.2, (ii))
que 'on a f(X') =Q £,(X3); si Pon démontre que f,(X;) est intersection de parties
constructibles de X, il en sera de méme de f(X'). On peut donc se borner au cas ou A’
est une A-algébre de type fini. Or, on a le lemme suivant :

Lemme (x.9.3.x). — Soient A un anneau, A' une A-algébre de type fini. Alors A’ est
A-isomorphe & une limite inductive filtrante h_r)n A oi les A sont des A-algébres de présentation
finie (1.4.1).

En effet, on peut écrire A’=B/J, avec B=A[T,, ..., T,] et J un idéal de B.
Mais J est limite inductive des idéaux de type fini J, de B, contenus dans J, ordonnés
par inclusion; comme dans la catégorie des B-modules le foncteur lli)n est exact, on
en conclut que A’zli_r)n B/3, a un A-isomorphisme prés.

Le méme raisonnement que ci-dessus permet alors de se ramener au cas ou A’
est une A-algebre de présentation finie; mais alors f(X') est constructible dans X en vertu
du théoréme de Chevalley (1.8.5), ce qui prouve 5).

Démontrons enfin que 4) entraine a”’). Si E est intersection d’une famille (G,), ¢,
de parties constructibles de X, chaque E, est intersection des G, nX,, qui sont
constructibles dans X, (0;;,9.1.8, (i)), donc on est ramené au cas ou X =Spec(A)
est affine.

On sait alors (1.8.3) que pour tout AeL il existe un morphisme f, : X;—X,
ou X;=Spec(A}) est affine, tel que f,(X;) =G,. Il suffit donc de prouver le lemme
suivant :

Lemme (1.9.3.2). — Sotent (A;),er une famille de A-algeébres, X =Spec(A),
X5 =Spec(A;), et soit f, : X5 —>X le morphisme structural. Pour toute partie finie J de L,
posons A:,:A(?JA’l (produit tensoriel de A-algébres), X;=Spec(A}]), et soit f;: X;—X le
morphisme structural. On a alors f3(X}) = A@J LX), St A’ =1ii)n A%, J parcourant Iensemble

Sfiltrant des parties ﬁnies de L, X'=Spec(A’), et st f:X' =X est le morphisme structural,
oma f(X)=N £(X;).

AEL

La prem?ére assertion résulte de (I, 3.4.7); la deuxiéme résulte de (1.9.2, (ii)),
qui donne la relation f(X') = Q S3(X5.

Définition (1.9.4). — Soit X un espace topologique. On dit qu’une partie E de X est pro-
constructible (resp. ind-constructible) dans X si, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U
de x dans X tel que EnU soit intersection (resp. réunion) de parties localement constructibles de U.

Tenant compte de (1.2.7) et de (0, 9.1.8 et 9.1.12), les conditions équivalentes
de la proposition (1.9.3) s’expriment donc en disant que E est pro-constructible dans X,
les ensembles localement constructibles dans X étant identiques aux ensembles construc-

tibles dans X sous les hypothéeses de (1.9.3).
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Proposition (x.9.5). — Soit X un préschéma.

(i) Pour quune partie E de X soit pro-constructible, il faut et il :suﬁit que X—E soit
ind-constructible.

(i) Toute réunion finie et toute intersection de parties pro-constructibles de X sont pro-
constructibles. Toute intersection finie et toute réunion de parties ind-constructibles de X sont ind-
constructibles.

(iii) Toute intersection (vesp. réunion) de parties localement constructibles de X est pro-
constructible (resp. ind-constructible). Inversement, si X est quasi-compact et quasi-séparé, toute
partie pro-constructible (resp. ind-constructible) de X est intersection (resp. réunion) de parties
constructibles de X.

(iv) Soit (U,) un recouvrement ouvert de X. Pour qu’une partie E de X soit pro-constructible
(resp. ind-constructible) dans X, il faut et il suffit que pour tout o, EaU, soit pro-constructible
(rep. tnd-constructible) dans U,.

(v) Toute partie pro-constructible E de X est rétrocompacte dans X. Pour qu’une partie locale-
ment fermée E de X soit rétrocompacte dans X, il faut et il suffit qu’elle soit pro-constructible dans X.

(vi) Soit f:X'—>X un morphisme de préschémas; pour toute partie pro-constructible
(resp. ind-constructible) E de X, f~'(E) est pro-constructible (resp. ind-constructible) dans X'.

(vii) Soit f:X'—>X un morphisme quasi-compact; pour toute partie pro-constructible E’
de X', f(E') est pro-constructible dans X; en particulier f(X') est pro-constructible dans X.

(viii) Soit f: X'—>X un morphisme localement de présentation finie; pour toute partie
ind-constructible E' de X', f(E') est ind-constructible dans X ; en particulier f(X') est ind-constructible
dans X.

(ix) Supposons que X soit quasi-compact et quasi-séparé; alors, pour qu’une partie E de X
soit pro-constructible, il faut et il suffit qu’il existe un schéma affine X' et un morphisme (nécessairement
quasi-compact) f:X'—>X tels que E=f(X).

Les propriétés (i), (ii), (iv) et la premiere assertion de (iii) résultent de la défi-
nition (1.9.4) et sont valables pour un espace topologique quelconque, en utilisant la
distributivité mutuelle de U'intersection et de la réunion et le fait que si T est localement
constructible dans X, TnU est localement constructible dans U pour tout ouvert U
de X. Si X est quasi-compact et quasi-séparé et E est pro-constructible dans X, il y a
un recouvrement fini (U;) de X formé d’ouverts affines tels que EnU; soit intersection
de parties constructibles M;, de U; (AeL)); les M, sont aussi constructibles dans X
en vertu de (1.2.7) et (O, 9.1.8, (ii)) et E est intersection des réunions finies lIJ M, 5,
(ou A(é)eL; pour tout i), qui sont des parties constructibles dans X; cela démontre
la seconde assertion de (iii). L’assertion (ix) résulte de (iii) et de (1.9.3). Pour démontrer
la premiére assertion de (v), on peut se limiter au cas ott X est affine, et prouver alors que E
est quasi-compact (0, 9.1.1); mais comme X est alors quasi-séparé, il existe en vertu
de (ix) un morphisme quasi-compact f:X’'—>X tel que E=f(X’); comme X' est
quasi-compact, il en est de méme de son image E par une application continue.

Pour prouver (vi), on peut se borner, en vertu de (iv), au cas ou X est affine; la
conclusion résulte alors de (iii) et de (1.8.2).
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De méme, pour démontrer (vii), on peut se borner au cas oi X est affine; alors X’
est réunion finie d’ouverts affines X; et f(E’) est réunion des f(E’'nX]), si bien qu'on
peut aussi supposer que X' est affine, en vertu de (ii); mais alors E’'=g(X"), ou
g : X"”"—X’ est un morphisme quasi-compact, en vertu de (ix), et 'ona f(E’) = f(g(X"")),
donc f(E’) est pro-constructible puisque gof est quasi-compact.

On déduit de (vii) la démonstration de la seconde assertion de (v) : en effet, soit E
une partie localement fermée et rétrocompacte dans X, et considérons un sous-préschéma
de X ayant E pour espace sous-jacent (I, 5.2.1); P'injection canonique j:E—>X est
alors par hypothése un morphisme quasi-compact, et il résulte de (vii) que E=j(E)
est pro-constructible dans X.

Enfin, pour prouver (viii), on peut encore supposer X affine; en outre, si (X))
est un recouvrement ouvert affine de X' tel que E’'nX] soit réunion de parties
constructibles de X ((iii) et (iv)), f(E’) est réunion des f(E'nX]) et, en vertu du théo-
réme de Chevalley (1.8.4), chacune des f(E'nX) est réunion de parties constructibles
de X, d’ou la conclusion.

Exemples (1.9.6). — Toute partie finie d’'un préschéma X est pro-constructible :
en effet, il suffit de considérer les parties {x} réduites 2 un seul point (1.9.5, (ii)) et {x}
est 'image de Spec(k(x)) par le morphisme canonique Spec(k(x))—X, qui est quasi-
compact; d’ou la conclusion par (1.9.5, (vii)). Par contre, une partie {x} réduite a
un point n’est pas nécessairement ind-constructible; par exemple, soit A un anneau
noethérien intégre ayant une infinité d’idéaux maximaux, et soit x le point générique
de X =Spec(A); si {x} était ind-constructible dans X, il serait constructible en vertu
de (1.9.5, (iil)) et par suite contiendrait un ouvert non vide de X (0;;;, 9.2.2); mais cela
contredit I’hypothése que A posséde une infinité d’idéaux maximaux, en vertu du théoréme
d’Artin-Tate (0, 16.3.3).

Toute partie fermée Y d’un préschéma X est pro-constructible, par (1.9.5, (v)).
Toute partie ouverte de X est donc ind-constructible, mais une partie ouverte U de X
n’est pro-constructible que si elle est rétrocompacte, en vertu encore de (1.9.5, (V)).

Enfin, si X est un préschéma noethérien, donc quasi-séparé (1.2.8), il résulte de
(1.9.5, (iii)) et de (O, 9.1.7) que les parties ind-constructibles de X sont les réunions
de parties localement fermées de X.

Théoréme (1.9.7). — Sotent X un préschéma quasi-compact, E une partie ind-constructible
de X, (F))acr une famille de parties pro-constructibles de X telle que ADLF,‘CE; alors il existe
une partie finie J de L telle que ;‘QJ F, CE.

Notons que les ensembles F=X-—E et FnF, sont pro-constructibles, donc on
est ramené au

Corollaire (1.9.8). — Soient X un préschéma quasi-compact, (F,),cy une famille de
parties pro-constructibles de X dont Uintersection est vide; alors il existe une sous-famille finie (F,);c 5
dont Dintersection est vide.

Recouvrant X par un nombre fini d’ouverts affines, et utilisant (1.9.5, (iv)),
on est ramené au cas o X est affine; en vertu de (1.9.5, (ix)), on a F,=f(X]),
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ou Xj =Spec(A;) est affine, et f, est un morphisme X;—X; alors, avec les notations
de (1.9.3.2), on a par hypothése f(X')=0, donc X'=0; mais cela entraine par
(1.9.2, (i)) qu’il existe une partie finie J de L telle que X;=0, donc f;(X}) =)‘QJF,‘ =0.

Corollaire (x.9.9). — Soient X un préschéma quasi-compact, ¥ une partie pro-constructible
de X, (E))rcr une famille de parties ind-constructibles de X telle que FCxLeJLEA; alors il existe
une partie finie J de L telle que FCALEJJ E,. En particulier, de tout recouvrement de X par des parties
ind-constructibles, on peut extraire un recouvrement fini de X.

Cela résulte de (1.9.7) par passage aux complémentaires.

Proposition (x.9.10). — Soit X un préschéma. Pour qu'une partie E de X soit ind-
constructible, il est nécessaire que, pour tout x€X, [intersection En{x_} soit un voisinage de x
dans {—Jc_} St X est localement noethérien, cette condition est suffisante.

Supposons E ind-constructible, et soit Y l'intersection de m» et d’'un ouvert
affine dans X, contenant x; il y a donc un sous-préschéma de X ayant Y pour espace
sous-jacent (I, 5.2.1), et si j:Y—>X est 'injection canonique, EnY=j;"!(E) est
ind-constructible dans Y (1.9.5, (vi)). Comme Y est quasi-compact et séparé, EnY est
donc réunion de parties constructibles de Y (1.9.5, (iil)); par suite, il y a deux
ouverts U, V dans Y tels que xeUn(VCEAY (0, 9.1.3). Mais comme x est point
générique de l’espace irréductible Y, V est nécessairement vide et 'on a UCEnY.

Supposons maintenant X localement noethérien, et soit E une partie de X vérifiant
la condition de I’énoncé. En vertu de la définition (1.9.4), on peut se borner au cas
ou X est noethérien. Alors, pour tout xeckE, En{x—} contient une partie non vide de la
forme Un{_xj», ot U est ouvert dans X; cela montre que E est réunion de parties
localement fermées de X, donc est ind-constructible (1.9.6).

Proposition (x.9.11). — Sotent X un préschéma, E une partie de X. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) E est localement constructible.

b) E est ind-constructible et pro-constructible.

¢) E et X—E sont pro-constructibles.

d) E e¢ X—E sont ind-constructibles.

Il suffit évidemment de prouver que d) entraine a), et on peut se borner au cas
ou X est affine. Alors (1.9.5, (iii)), E (resp. X—E) est réunion d’une famille (E,)
(resp. E})) de parties constructibles de X; comme les E, et les E; forment un recou-
vrement de X, il résulte de (1.9.9) qu’il y a des indices en nombre fini 2, y; tels que les E)‘i
et les E;, forment un recouvrement de X; cela implique que E est réunion des E)‘i, donc

)
est constructible.

Corollaire (1.9.12). — Soit f: X—>Y un morphisme surjectif, qui est, soit quasi-
compact, soit localement de présentation finie. Pour qu'unme partie E de Y soit localement
constructible (resp. pro-constructible, resp. ind-constructible), il faut et il suffit que f~*(E) le
soit dans X.
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On sait que la condition est nécessaire ((1.8.2) et (1.9.5, (vi))); pour montrer
qu’elle est suffisante, on est ramené au cas ou X est affine, en vertu de (1.9.5, (iv));
en outre, en vertu de (1.9.11), on peut se borner au cas o f *(E) est pro-constructible,
ou au cas ou f~'(E) est ind-constructible. Si f est surjectif et quasi-compact, et f~!(E)
pro-constructible, il résulte de (1.9.5, (vii)) que E=f(f"!(E)) est pro-constructible.
Si f est surjectif et localement de présentation finie, et f~*(E) ind-constructible,
E=f(f"YE)) est ind-constructible par (1.9.5, (viii)), ce qui achéve la démonstration.

(x.9.13) Soient X un préschéma, J sa topologie; il résulte de (1.9.5, (i) et (ii))
que les parties ind-constructibles (resp. pro-constructibles) de X sont les parties ouvertes
(resp. fermées) pour une topologie sur X, appelée topologie constructible et que nous
noterons 7 **; nous désignerons par X** I’ensemble X muni de la topologie 7.

Proposition (1.9.14). — Sotent X un préschéma, T sa topologie, T ™ la topologie
constructible sur X.

(1) La topologie T°™ est plus fine que T .

(11) Les parties localement constructibles de X sont identiques aux parties a la fois ouvertes
et fermées de Pespace X,

(i11) Pour tout morphisme f:X—Y, Uapplication sous-jacente de X" dans Y*™ est
continue; on la note f°.

(iv) Si le morphisme f:X—>Y est quasi-compact, [ est une application fermée; en
particulier, si f est quasi-compact et bijectif, f°™ est un homéomorphisme.

(v) 8% un morphisme f: XY est localement de présentation finie, f°"° est une application
ouverte; en particulier, si f est bijectif et localement de présentation finie, f°"° est un homéomorphisme.

(vi) Pour tout ouvert U de X, la topologie induite par T sur U est identique a la
topologie de U™,

En effet, (i) résulte de ce que tout ouvert pour 7 est un ouvert pour J “* (1.9.6),
et (ii) est une traduction de (1.9.11); (iii), (iv) et (v) traduisent respectivement (1.9.5),
(vi), (vii) et (viii). Enfin pour démontrer (vi), il suffit de remarquer que linjection
canonique j: U—>X estlocalement de présentation finie (1.4.3), donc j* : U — X
est une application continue ouverte.

Proposition (1.9.15). — Soit X un préschéma.

(1) Pour que X*™° soit quasi-compact, il faut et il suffit que X soit quasi-compact.

(i1) Pour que X soit séparé, il faut et il suffit que X soit quasi-séparé, et alors X est
localement compact et totalement discontinu.

(1ii) Pour que X* soit compact, il faut et il suffit que X soit quasi-compact et quasi-séparé.

(iv) Tout point de X admet, pour la topologie T *™°, un voisinage ouvert et compact.

(v) Pour qu’un morphisme f: X—Y soit quasi-compact, il faut et il suffit que I’application
continue o 1 X*M Y soit propre.

(1) Comme I est plus fine que 7, il est clair que si X*™ est quasi-compact,
il en est de méme de X; la réciproque résulte de (1.9.9).

(ii) Supposons X quasi-séparé, et montrons que X*™ est totalement discontinu :
en effet, si x, » sont deux points distincts de X et si par exemple xqu, il existe un
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voisinage ouvert affine U de X ne contenant pas y; comme X est quasi-séparé, U est
rétrocompact dans X (1.2.7), donc U et X—U sont localement constructibles dans X,
et par suite ouverts dans X*™ en vertu de (1.9.11), d’olt notre assertion. Comme sur
tout ouvert affine U de X, la topologie induite par I est celle de U™ en vertu
de (1.9.14, (vi)), il résulte de ce qui précede que X*™ est localement compact, puisque U
est ouvert dans X** et que U*™ est compact. Reste & prouver que si X*™ est séparé,
alors X est quasi-séparé; considérons en effet un ouvert affine U de X; la topologie
induite sur U par 7 est celle de U*™ (1.9.14, (vi)), donc U est compact pour cette
topologie induite, puisque U*™ est compact par la premiére partie du raisonnement.
Si V est un second ouvert affine dans X, UnV est donc une partie compacte de ’espace
séparé X®®, étant intersection de deux parties compactes de cet espace; comme la
topologie induite par 7 sur UnV est celle de (UnV)* (1.9.14, (vi)) et que
Papplication identique (UnV)**—UnV est continue, on en conclut que UnV est
quasi-compact pour la topologie induite par .7 ; X est par suite quasi-séparé en vertu
de (1.2.7%).

(iii) est un corollaire immédiat de (i) et (ii).

(iv) Pour tout x€X, un voisinage ouvert affine U de x pour J est aussi un voisinage
de x pour 7 ** et il est compact en vertu de (iii) et de (1.9.14, (vi)), la topologie induite
sur U par J* étant identique a celle de U*™,

(v) Supposons f quasi-compact; alors on sait déja (1.9.14, (iv)) que f*" est une
application fermée. Soit d’autre part y un point de Y, et posons

Z = f~Y(y) =X xySpec(k());

Z est quasi-compact (1.1.2, (iii)) et comme le morphisme canonique p:Z-—>X est
injectif, il résulte de (i) et de ce que P’application p*™* est continue, que la topologie
induite sur f~'(y) par celle de X** fait de f~'(») un espace quasi-compact. Cela
prouve que f®™ est une application propre (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, ge éd.,
§ 10, n° 2, th. 1). Inversement, supposons que ’application continue f*" soit propre,
et soit V un ouvert quasi-compact de Y; si h:V—>Y est 'injection canonique,
hooms 1 Vome . Y8 est continue et injective et V**° est quasi-compact par (i), donc la
topologie induite sur V par celle de Y*™ fait de V un espace quasi-compact. L’hypo-
thése que f*™ est propre entraine alors que la topologie induite sur f~'(V) par celle
de X** fait de f~!(V) un espace quasi-compact (loc. cit., prop. 6), donc f~'(V)
est aussi un sous-espace quasi-compact de X, ce qui montre que le morphisme f est
quasi-compact.

(x.9.16) Nous montrerons plus tard comment on peut, pour tout préschéma X,
munir Pespace X** d’un faisceau d’anneaux qui en fait un préschéma dont les anneaux
locaux sont tous des corps, identiques aux corps résiduels aux points de X. De tels
préschémas s’introduisent par exemple de fagon naturelle dans la traduction, en langage
des schémas, des constructions de Néron [32] dans sa théorie de la réduction des variétés
abéliennes.
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1.10. Application aux morphismes ouverts.

Théoréme (x.x10.1). — Sotent X un préschéma, E une partie ind-constructible de X (1.9.4),
x un point de X. Pour que x soit intérieur & E, il faut et il suffit que toute générisation (0;, 2.1.2) x'
de x appartienne a E, autrement dit (I, 2.4.2) que Pon ait Spec(0Oy ,) CE.

La condition est évidemment nécessaire, tout voisinage de x contenant les géné-

3.

risations de x. Pour voir qu’elle est suffisante, on peut évidemment se borner au cas
ou X ==Spec(A) est affine, x étant un idéal premier p de A. On sait alors (1.9.5, (ix))
qu’il existe un schéma affine X’=Spec(A’) et un morphisme f:X'—>X tels que
J(X')=X—E. Posons Y==Spec(ly,) et Y =X'xxY; I’hypothese signifie (en vertu
de (I,3.6.5)) que 'on a Y’ =g, autrement dit A'®,A =o0. Comme Ap———li_rr; A,
ou f parcourt A—p (0, 1.4.5),0ona l_1r_r>1 A/ =o, lefoncteur E_IE commutant au produit
tensoriel. Par suite (1.9.1), il existe un teA—p tel que A/ =o0, et D(¢) est alors un
voisinage ouvert de x dans X contenu dans E.

Corollaire (x1.10.2). — Sotent f:X—~>Y un morphisme localement de présentation finie,
et soit yeY. Pour que y soit intérieur @ f(X) il faut et il suffit que toute générisation y' de y appar-
tienne a f(X).

On sait en effet (1.9.5, (viil)) que f(X) est ind-constructible dans Y et il suffit
d’appliquer (1.10.1). '

Nous dirons qu’une application continue f:X-—>Y est ouverte en un point xeX
s1 'image par f de fout voisinage de x dans X est un voisinage de f(x) dans Y.

Proposition (1.10.3). — Soient f:X—Y un morphisme, x un point de X, y=f(x).
Considérons les conditions suivantes :

a) f est ouvert au point x.

b) Pour toute générisation y' de y, il existe une générisation x' de x telle que f(x')=y'.

b’) L’image par f de Spec(Ox ,) est Spec(0Oy ).

c) Pour toute partie fermée irréductible Y' de Y contenant y, il existe une composante
irréductible de X' =f~'(Y') contenant x et dominant Y'.

Alors on a les implications a) =>b)<b’)<>c). Si en outre f est localement de présentation
finte, les quatre conditions sont équivalentes.

Par définition d’une générisation, I'image par f de Spec(Cx ,) est toujours contenue
dans Spec(@y ), donc b) et b’) sont équivalentes. Il est immédiat que ¢) entraine 4),
car si ¥’ est une générisation de y, Y’ :«m est une partie irréductible de Y contenant y;
si x" est le point générique d’une composante irréductible de f~'(Y’) qui contient »
et domine Y’, on a f(x')=y" (0, 2.1.5) et x" est une générisation de x. Inversement,
b) entraine ¢) : en effet, soit »’ le point générique de Y’ et soit x" une générisation de x
telle que f(x') ='; soit Z’ une composante irréductible de f~'(Y’) contenantx’ (donc x);
comme f(x’) est déja dense dans Y’, il en est ainsi a fortiori de f(Z').

Pour voir que a) entraine 4’ ), on peut évidemment se borner au cas ot X = Spec(B)
et Y =Spec(A) sont affines, x étant unidéal premier qde B, de sorte que Oy ,=B,= l_m_;l B,
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ou ¢ parcourt B—gq. On a, par suite (1.9.2), S (Spec(O ,)) = rt]f(Spec(Bl)) = f;\f(D(t)),
et par hypothéese, pour tout teB-—gq, y est intérieur a f(D(¢)), donc f(D(¢)) contient
Spec(0y,,); d’ott Spec(0y ,) Cf (Spec(¥x ,)), ce qui établit notre assertion. Enfin, lorsque f
est localement de présentation finie, ) implique @) en vertu de (1.10.2) appliqué a
la restriction U—Y de f & un voisinage ouvert arbitraire U de x.

Corollaire (1.10.4). — Soit f: X—Y un morphisme. Considérons les conditions suivantes :

a) f est ouvert. -

b) Pour tout xeX et toute générisation y' de y=f(x), il existe une générisation x' de x
telle que f(x')==y'.

b’) Pour tout xeX, Uimage par f de Spec(Cx ,) est Spec(Oy ;).

c) Pour toute partie fermée irréductible Y' de Y, toute composante irréductible de f—*(Y')
domine Y'.

Alors on a les implications a) =b)<b’)<>c). Si en outre f est localement de présentation
finie, les quatre conditions sont équivalentes.

Dire que f est ouvert signifie que f est ouvert en tout point x€X, donc les impli-
cations a)=0b)<b') résultent des implications analogues dans (1.10.3), ainsi que
Pimplication b) =a) lorsque f est localement de présentation finie. L’implication ¢) =b)
résulte aussi de 'implication analogue dans (1.10.3); prouvons enfin que b) entraine ¢).
En effet, soit #” le point générique d’une composante irréductible de f~*(Y’), et montrons
que » =f(x) est le point générique de Y’. Soit »"’ une générisation de »'; il existe par
hypothése une générisation x”’ de x’ telle que f(x") =»", et comme x"ef '(Y'), ona
nécessairement x’'=x’, donc y”’ =)', ce qui achéve la démonstration.

(A suivre.)
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FA’ AP, AP), E) (A anneau de caractéristique p>o0, E A-module) : 0, 21.1.4.
TR ®B/A’ E‘B/A (A, B anneaux de caractéristique p>o0) : 0, 21.3.2.
A(L/K, klky), d(L/K, kfky), A(L/K, k), d(L|K, k) (ko, k, K, L corps) : 0, 21.6.1.
xé/A (A, B anneaux de caractéristique p>o0) : 0, 22.4.6.

greons Xeons (X préschéma, I topologie de X) : IV, 1.9.12.

feom8 ( f morphisme de préschémas) : IV, 1.9.13.
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Dérivation, A-dérivation : 0, 20.1.2.

Différentielles, 1-différentielles, différentielles absolues : 0, 20.4.3.

Différentielle extérieure : 0, 20.4.6.

Dimension combinatoire, dimension d’un espace topologique : 0, 14.1.2.

Dimension d’un espace topologique en un point : 0, 14.1.2.

Dimension de Krull, dimension d’un anneau : 0, 16.1.1.

Dimension d’un module : 0, 16.1.7.

Dimension cohomologique, dimension cohomologique globale d’un anneau : 0, 17.2.8.

Dimension cohomologique d’un espace annelé en un point, dimension cohomologique d’un espace annelé :
0, 17.2.14.
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Dimension injective en un point, dimension injective d’un faisceau : 0, 17.2.14.

Dimension projective en un point, dimension projective d’un faisceau : 0, 17.2.14.
.

Elément de A non diviseur de o dans un A-module : 0, 15.1.1.
Elément M-régulier, élément M-quasi-régulier : 0, 15.1.4.
Ensemble ind-constructible, ensemble pro-constructible : IV, 1.9.4.
Epimorphisme formel : 0, 19.1.2.

A-équivalence de A-extensions : 0, 18.2.2.

Espace biéquidimensionnel : 0, 14.3.3.

Espace caténaire : 0, 14.3.2.

Espace équicodimensionnel : 0, 14.2.1.

Espace équidimensionnel : 0, 14.1.3.

A-extension d’un A-anneau B par un B-bimodule : 0, 18.2.2.
Extension déduite d’une autre par un homomorphisme de bimodules : 0, 18.2.8.
Extension de Hochschild : 0, 18.4.3.

B-extension A-triviale : 0, 18.3.7.

Extension triviale type : 0, 18.2.3.

A-extensions A-équivalentes : 0, 18.2.2.

Famille p-libre, famille absolument p-libre : 0, 21.1.9.
Formellement étale (algébre) : 0, 19.10.2.

Formellement inversible a droite (homomorphisme) : 0, 19.1.15.
Formellement inversible & gauche (homomorphisme) : 0, 19.1.5.
Formellement non ramifiée (algébre) : 0, 19.10.2.

Formellement projectif (module) : 0, 19.2.1.

Formellement lisse (algébre) : 0, 19.3.1.

Formellement lisse relativement 4 un anneau (algébre) : 0, 19.9.1.

Géométriquement régulier sur un corps (anneau local) : 0, 19.6.5.
Groupe des classes de A-extensions : 0, 18.3.4.

Hauteur d’un idéal : 0, 16.1.3.

A-homomorphisme de A-anneaux : 0, 18.1.1.

Homomorphisme caractéristique d’une B-extension A-triviale : 0, 20.6.8.

Homomorphisme caractéristique d’une A-algébre relativement 3 un anneau et a un idéal : 0, 20.6.24.
Homomorphisme caractéristique d’une algébre de caractéristique p>o : 0, 22.4.6.

Idéal d’augmentation : 0, 18.1.4.
Image réciproque d’un anneau augmenté : 0, 18.1.5.
Image réciproque d’une A-extension : 0, 18.2.5.

Longueur d’une chaine : 0, 14.1.1.

Module biéquidimensionnel, caténaire, équicodimensionnel, équidimensionnel : 0, 16.1.7.

Module de Cohen-Macaulay : 0, 16.5.1 et 16.5.13.

Module d’imperfection : 0, 20.6.1.

Monomorphisme formel : 0, 19.1.2.

Morphisme de A-extensions : 0, 18.2.4.

Morphisme de présentation finie en un point, morphisme localement de présentation finie : IV, 1.4.2.
Morphisme de présentation finie : IV, 1.6.1.

Morphisme quasi-séparé : IV, 1.2.1.

p-anneau de Coben : 0, 19.8.4.
p-base, p-base absolue : 0, 21.1.9.
Point maximal d’un préschéma : IV, 1.1.4.
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Polynéme de Hilbert-Samuel : 0, 16.2.1.

Préschéma de présentation finie sur un autre : IV, 1.6.1.
Préschéma quasi-séparé : IV, 1.2.1.

Produit fibré de A-anneaux : 0, 18.1.2.

Profondeur d’un module : 0, 16.4.5.

Somme amalgamée de bimodules : 0, 18.2.7.

Strictement formellement projectif (module) : 0, 19.2.3.

Suite M-réguli¢re, suite M-quasi-réguliére : 0, 15.1.7.

Suite #F-réguliére, suite F-quasi-réguliére : 0, 15.2.2.

Systéme de paramétres pour un module sur un anneau semi-local noethérien : 0, 16.3.6.
Systéme de p-générateurs, systéme absolu de p-générateurs : 0, 21.1.9.

Systéme fondamental d’idéaux ouverts, de sous-modules ouverts : 0, 19.0.2.

Systéme régulier de paramétres d’un anneau local régulier : 0, 17.1.6.

Topologie constructible sur un préschéma : IV, 1.9.12.

Topologie sur un A-module déduite de la topologie de A : 0, 19.0.2.
Trivial (A-anneau augmenté) : 0, 18.1.4.

A-triviale (extension) : 0, 18.2.3 et 18.3.7.
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