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CHAPITRE II

ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE
DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES

Sommaire

§ i. Morphismes affines.
§ 2. Spectres premiers homogènes.
§ 3. Spectre homogène d'un faisceau d'algèbres graduées.
§ 4. Fibres projectifs. Faisceaux amples.
§ 5. Morphismes quasi-affines; morphismes quasi-projectifs; morphismes propres;

morphismes projectifs.
§ 6. Morphismes entiers et morphismes finis.
§ 7. Critères valuatifs.
§ 8. Schémas éclatés; cônes projetants; fermeture projective.

Les diverses classes de morphismes étudiées dans ce chapitre le sont sans faire
grand usage des méthodes cohomologiques ; une étude plus poussée, utilisant ces
dernières méthodes, en sera faite au chapitre III, où on utilisera surtout les §§ 2, 4 et 5
du chapitre II. Le § 8 peut être omis en première lecture : il donne quelques complé-
ments au formalisme développé dans les §§ i à 3, se réduisant à des applications faciles
de ce formalisme, et nous en ferons un usage moins constant que des autres résultats
de ce chapitre.

§ i. MORPHISMES AFFINES

La plupart des résultats de ce paragraphe sont les contreparties « globales » de
ceux du chapitre Ier, § i ; ils ne sont donc pas essentiellement nouveaux et fournissent
simplement un langage commode pour la suite.

i • i. S-préschémas et (^g-Algèbres.

(1.1.1) Soient S un préschéma, X un S-préschéma, /: X->S son morphisme
structural. On sait (0, 4.2.4) que l'image directe /^(^x) est une ^s-^gèbre, que nous
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noterons e^(X) lorsqu'il n'en résultera pas de confusion; si U est un ouvert de S, on a
^(f-\v))==^W\v.

De même, pour tout ^x-Module ^ (resp. toute 0^-Algèbre gS\ nous écrirons j^(^')
(resp. ^(â?)) l'image directe j^(^) (resp./^(â?)) qui est un e^(X)-Module (resp. une
ja^(X) -Algèbre), et non seulement un ^g-Module (resp. (Pg-Algèbre).

(1.1.2) Soient Y un second S-préschéma, g : Y->S son morphisme structural,
h : X~>Y un S-morphisme; on a donc le diagramme commutatif

X^Y
(l . I . 2 . I ) /\ / g

S

On a par définition h =• (^, 6), où 6 : ̂ Y'^^*(^x)=== ̂ (^x) est un homomorphisme
de faisceaux d'anneaux; on en déduit (0, 4 .2 .2) un homomorphisme de ^g-Algèbres
S W : ê (^y)""^? (^ (^x)) ^/(^x)? autrement dit, un homomorphisme de (Pg-Algèbres
J^(Y)-^J^(X), que nous noterons aussi s / ( K ) . Si A7 : Y->Z est un second S-morphisme,
il est immédiat que ^/(h'oh) ==^/Çh)o^/[h'). Nous avons donc défini un fondeur contra-
variant ja^(X) sur la catégorie des S-préschémas, à valeurs dans la catégorie des 0^-
Algèbres.

Soient maintenant y un (P^-M.odule, ^ un (P^-M.od\ile, et u : ̂ —^y un A-mor-
phisme, c'est-à-dire (0, 4.4.1) un homomorphisme de ^y-Modules ^->A^(J^'). Alors
g W : g (^-^(^W) ==/*(^:') est un homomorphisme e^(^)->^(^) de ^g-Modules,
que nous noterons ^{u)\ en outre, le couple (^(A), ^/(u)) constitue un di-homomorphisme
du ^(Y)-Module ^(^) dans le ^(X)-Module ^(^).

(1.1.3) Le préschéma S étant fixé, on peut considérer les couples (X, J^), où X
est un S-préschéma et 3F un ^"Module, comme formant une catégorie, en définissant
un morphisme (X, ̂ -^(Y, ^) comme un couple (À, u\ où A : X->Y est un S-mor-
phisme et u : ̂ -^^ un A-morphisme. On peut alors dire que (J^(X), ^(^r)) est un
fondeur contr avariant à valeurs dans la catégorie dont les objets sont les couples formés
d'une ^g-Algèbre et d'un Module sur cette Algèbre, et les morphismes sont les
di-homomorphismes.

i . 2. Préschémas affines sur un préschéma.

Définition ( 1 . 2 . 1 ) . — Soient X un S-préschéma, f: X->S son morphisme structural.
On dit que X est affine au-dessus de S s^il existe un recouvrement (SJ de S par des ouverts affines
tels que, pour tout a, le préschéma induit par X sur l'ensemble ouvert ./"^SJ soit affine.

Exemple (1.2.2). — Tout sous-préschéma fermé de S est un S-préschéma affine
au-dessus de S (I, 4.2.3 et 4.2.4).

Remarque (1.2.3). — Un préschéma X affine au-dessus de S n'est pas nécessaire-
ment un schéma affine, comme le montre l'exemple X=S (1 .2 .2) . D'autre part, si
un schéma affine X est un S-préschéma, X n'est pas nécessairement affine au-dessus
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de S (voir (1.3.3)). Toutefois, rappelons que si S est un schéma, tout S-préschéma qui
est un schéma affine est affine au-dessus de S (I, 5.5.10).

Proposition (1.2.4). — Tout S-préschéma qui est affine au-dessus de S est séparé au-dessus
de S (autrement dit, est un S-schéma).

Gela résulte aussitôt de (I, 5.5.5) et (I, 5.5.8).
Proposition (1.2.5). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f : X-^S le morphisme

structural. Pour tout ouvert UcS,y-l(U) est affine au-dessus de U.
En vertu de la déf. ( i . 2. i), on est ramené au cas où S = Spec(A) et X == Spec(B)

sont affines et alors f== ^cp, r^)^ où ç : A->B est un homomorphisme. Comme les D(^),
où g^A, forment une base de S, on est ramené au cas où U==D(^)$ mais on sait alors
que y^CU) =D(cp(^)) (I, 1 .2 .2 .2) , d'où la proposition.

Proposition (1.2.6) . — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f\ X->S le mor-
phisme structural. Pour tout 0^-Module quasi-cohérent ^^f(^) est un 0 ̂ -Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (1 .2 .4 )5 cela résulte de (I, 9 . 2 . 2 , a)}.
En particulier, la ^g-Algèbre j^(X)==y(^x) est quasi-cohérente.
Proposition (1.2.7). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S. Pour tout S-préschéma Y,

l'application h->^/(h) de l'ensemble Homg(Y, X) dans l'ensemble Hom(^(X), ̂ (Y)) ( 1 . 1 . 2 )
est bijective.

Soient y: X-^S, g : Y->S les morphismes structuraux. Supposons d'abord
S==Spec(A) et X=Spec(B) affines; il faut prouver que pour tout homomorphisme
0) '-/{^x^^S (^y) de ^g-Algèbres, il existe un S-morphisme h : Y-^X et un seul tel
que ^/(h) ==CL). Par définition, pour tout ouvert UcS, co définit un homomorphisme
û)u=r(U,co) :r(f-\V), ^-^r^-^U),^) de r(U, 6?s)-algèbres. En particulier,
pour U==S, cela donne un homomorphisme 9 : r(X, ̂ x)-^^ ^y) de ^^ ^s)-
algèbres, auquel correspond un S-morphisme h : Y—^X bien déterminé, puisque X est
affine (I, 2.2.4) . Reste à prouver que ^ / ( h ) == co, autrement dit, que pour tout ouvert U
d'une base de S, (Oy coïncide avec l'homomorphisme d'algèbres (pu correspondant au
S-morphisme g~l(V)->•f~l(U) restriction de h. On peut se borner au cas où U==D(X),
avec XeS; alors, si f== ("p, ^), où p : A->B est un homomorphisme d'anneaux, on a
/-^(U^D^), où pi=pM, et IV-^U),^) est l'anneau de fractions B^ or,
le diagramme

B -̂  F(Y, ^y)

B^rQr^u),^)

est commutatif, et il en est de même du diagramme analogue où cpp est remplacé par M(J;
l'égalité <pp=cû(j résulte alors de la propriété universelle des anneaux de fractions
(0,1.2.4).

Passons au cas général, et soit (SJ un recouvrement de S par des ouverts affines
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tels que les /"^(SJ soient affines. Alors tout homomorphisme <o : J^(X)-^J^(Y) de
^g-Algèbres donne par restriction une famille d'homomorphismes

^:^{f-\S^^{g-\S^

de fi^-Algèbres, donc une famille de S^morphismes h^ : ̂ (SJ-V-^SJ d'après ce
qui précède. Tout revient à voir que pour tout ouvert affine U d'une base de S^nSo,
les restrictions de h^ et de h^ à ^"^(U) coïncident, ce qui est évident, puisque, en vertu
de ce qui précède, ces restrictions correspondent toutes deux à l'homomorphisme
^(X)[U->J^(Y)|U restriction de œ.

Corollaire (1.2.8). — Soient X, Y deux S-schémas qui sont affines au-dessus de S. Pour
qu'un ^-morphisme h : Y->X soit un isomorphisme, il faut et il suffit que ^/(h) : J^(X)-^(Y)
soit un isomorphisme.

Cela résulte aussitôt de (1.2.7) et du caractère fonctoriel de j^(X).

1.3. Préschéma affine au-dessus de S associé à une ^g-Algèbre.

Proposition (1.3.1). — Soit S un préschéma. Pour toute (S^-Algèbre quasi-cohérente 88,
il existe un préschéma X affine au-dessus de S, défini à un S-isomorphisme unique près, tel que
J^(X)=^.

L'unicité résulte de (1.2.8); démontrons l'existence de X. Pour tout ouvert
affine UcS, soit Xy le préschéma Spec(F(U, ^)); comme F(U, âê) est une F(U, ^g)-
algèbre, Xy est un S-préschéma (I, 1.6.1). En outre, comme âS est quasi-cohérente,
la ^g-Algèbre ^(Xy) s'identifie canoniquement à â?|U (I, 1.3.7, 1.3.13 et 1.6.3).
Soit V un second ouvert affine de S, et soit X^y le préschéma induit par Xy sur
/u'^UnV), en désignant par/y le morphisme structural Xy-^S; X^y et Xyu sont
affines sur UnV (1.2.5), et par définition ^(X^) et j^(Xyjj) s'identifient canonique-
ment à SS\ (UnV). Il y a donc (1.2.8) un S-isomorphisme canonique 6y y '- Xyu-^Xy y;
en outre, si W est un troisième ouvert affine de S, et si 6y y, 6y ^y, 6y ̂  sont les restrictions
de 6^y, 6y^, 6^^ aux images réciproques de UnVnW dans Xy, X^ et X^ respective-
ment par les morphismes structuraux, on a 6^yo6y^ == 6 .̂ Il existe par suite un pré-
schéma X, un recouvrement (TJ de X par des ouverts affines, et pour chaque U un
isomorphisme 9u : Xy-^Ty, de sorte que <pu applique /u'^UnV) sur T^nTy et que
l'on ait Ouy^^cxpy (I, 2.3. i). Le morphisme gv=fv°<?v1 fait ̂  Ty un S-préschéma,
et les morphismes g^ et gy coïncident dans T^nTy, donc X est un S-préschéma. En
outre, il est clair par définition que X est affine au-dessus de S et que ^(TJ =^|U,
donc j^(X)==^.

On dit que le S-schéma X ainsi défini est associé à la 0 ̂ -Algèbre 38 ou est le spectre
de 88, et on le note Spec(^).

Corollaire (1.3.2). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, / : X->S le morphisme
structural. Pour tout ouvert affine UcS, le préschéma induit sur /"^(U) est un schéma affine
d'anneau F(U, ^(X)).



§ i ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 9

Gomme on peut supposer X associé à une ^g-Algèbre en vertu de ( i. 2.6) et ( i . 3. i ),
le corollaire résulte de la construction de X décrite dans (1.3.1).

Exemple (1.3.3). — Soit S le plan affine sur un corps K, où le point o a été dédoublé
(^ 5 • 5 • T 1 ) ; ̂ ec les notations de (I, 5.5.11 ), S est réunion de deux ouverts affines Y,, Yg ;
si/est l'immersion ouverte Y^S,/-^) ==Y^Y^ n'est pas un ouvert affine dans Y^
(loc. cit.), donc on a un exemple d'un schéma affine qui n'est pas affine au-dessus de S.

Corollaire (1.3.4). — Soit S un schéma affine; pour qu'un S-préschéma X soit affine
au-dessus de S, il faut et il suffit que X soit un schéma affine.

Corollaire (1.3.5). — Soient X un préschéma affine au-dessus d'un préschéma S, Y un
X-préschéma. Pour que Y soit affine au-dessus de S, il faut et il suffit que Y soit affine au-dessus
de X.

On est aussitôt ramené au cas où S est un schéma affine, et il en est alors de même
de X (1.3.4); les deux conditions de l'énoncé expriment alors que Y est un schéma
affine (1.3.4).

(1.3.6) Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour définir un préschéma Y
affine au-dessus de X, il revient au même, en vertu de (1.3.5), de se donner un pré-
schéma Y affine au-dessus de S, et un S-morphisme g : Y-^X; en d'autres termes (1.3.1
et 1.2.7) , cela revient à se donner une ^g-Algèbre quasi-cohérente SS et un homo-
morphisme j^(X)->^ de ^g-Algèbres (que l'on peut envisager comme définissant
sur S9 une structure de ^(X)-Algèbre). Si /: X—S est le morphisme structural on a
alors âS==f^gW).

Corollaire (1.3.7). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit de type
fini sur S, il faut et il suffit que la (!) ̂ -Algèbre quasi-cohérente e^(X) soit de type fini (I, 9.6.2).

Par définition (I, 9.6.2), on est ramené au cas où S est affine; alors X est un
schéma affine (1.3.4), et si S=Spec(A), X-Spec(B), j^(X) est la ^-Algèbre "B;
comme F(U, Ï ) ==B, le corollaire résulte de (I, 9.6.2) et (I, 6.3.3).

Corollaire (1.3.8). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit réduite
il faut et il suffit que la G^-Algèbre quasi-cohérente e^(X) soit réduite (0, 4.1.4).

En effet, la question est évidemment locale sur S; en vertu de (i .3.2), le corollaire
résulte de (I, 5. i . i) et (I, 5.1.4).

1.4. Faisceaux quasi-cohérents sur un préschéma affine au-dessus de S.
Proposition (1.4.1). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, Y un S-préschéma,

y (resp. ^) un QyModule (resp. un ^y-Module) quasi-cohérent. Alors l'application
[h,ù)-^{^{h),^(u)} de l'ensemble des morphismes (Y, ^) -. (X, ^r) dans l'ensemble des
di-homomorphismes (^(X), ^(^))->(^(Y), j^(^)) (1 .1 .2 et 1.1.3) est bijective.

La démonstration suit exactement la même marche que celle de (1 .2 .7) en
utilisant (I, 2.2.5) et (I, 2.2.4), et les détails en sont laissés au lecteur.

Corollaire (1.4.2). — Si^ en outre des hypothèses de ( i . 4.1), on suppose Y affine au-dessus
de S, alors, pour que (A, u) soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (J^(À), s/{u)) soit un
di-isomorphisme.
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Proposition (1.4.3). — Pour tout couple (^?, JK) formé d'une 6g-Algèbre quasi-cohérente â9
et d'un Sâ-Module JK quasi-cohérent (en tant que ^g-Module ou en tant que ^-Module, ce
qui revient au même (I, 9.6.1)), il existe un couple (X, e^) formé d'un préschéma X affine
au-dessus de S et d'un 0^-Module quasi-cohérent y, tels que e^(X) ==^? et j^(^) =J(\ en
outre ce couple est déterminé à un isomorphisme unique près,

L'unicité résulte de (1.4.1) et (1 .4 .2) ; l'existence se démontre comme dans
(i .3. i), et nous laissons encore les détails au lecteur. On note J( le (9^- Module y, et
on dit qu'il est associé au ^-Module quasi-cohérent ^f; pour tout ouvert affine UcS,
/^^
^\P'~ (U) (où p est le morphisme structural X—^S) est canoniquement isomorphe
à(r(u,^))-.

Corollaire (1.4.4) . — Dans la catégorie des SS-Modules quasi-cohérents^ ^( est un fondeur
covariant additif exact en < ,̂ qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

On est en effet aussitôt ramené au cas où S est affine, et le corollaire résulte alors
de (I, 1.3.5. l • î ' 9 et 1.3.11). ^

Corollaire (1.4.5). — Sous les hypothèses de (1.4.3), pour que J( soit un Oy Module
de type fini, il faut et il suffit que J( soit un Sa-Module de type fini.

On est aussitôt ramené au cas où S = Spec(A) est un schéma affine. Alors ^?== B,
où B est une A-algèbre de type fini (I, 9.6.2), et ^=M, où M est un B-module
(I, 1.3.13); sur le préschéma X, 0^ est associé à l'anneau B et J( au B-module M;

/—s./

pour que ̂  soit de type fini, il faut et il suffit donc que M soit de type fini (I, 1.3.13),
d'où notre assertion.

Proposition (1.4.6). — Soient Y un préschéma affine au-dessus de S, X, X' deux préschémas
affines au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S (1.3.5)). Soient ^==e^(Y), j^=^(X),
^f=^{X.f). Alors XXyX' est affine au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S) et
^(XXyX') s'identifie canoniquement à ^/®^^\

En effet (I, 9.6.1) ^ ® ^ ^ / ' est une .^-Algèbre quasi-cohérente, donc aussi une
^g-Algèbre quasi-cohérente (I, 9.6.1); soit Z le spectre de s^®^^' (1.3.1). Les
^-homomorphismes canoniques ^->^®^^/' et ^'->^®^^1 correspondent (i .2 .7)
à des Y-morphismes p : Z->X et p ' : Z—X'. Pour voir que le triplet (Z, p, p ' ) est un
produit X X yX', on peut se borner au cas où S est un schéma affine d'anneau G
(I, 3.2.6.4). Mais alors Y, X, X' sont des schémas affines (1.3.4) dont les anneaux B,
A, A' sont des C-algèbres telles que SS= B, e0^= A, s e ' = A'. On sait alors (I, 1.3.13)
que j^®^j^' s'identifie canoniquement à la ^g-Algèbre (A®BA')^, donc l'anneau A(Z)
s'identifie à A®^' et les morphismes p, p1 correspondent aux homomorphismes cano-
niques A—^A®jgA'3 A'->A®gA'. La proposition résulte alors de (I, 3.2.2).

Corollaire (1.4.7). — Soit ^ (resp. y} un (9^- Module (resp. un 0^,-Module} quasi-
cohérent, alors ^(^^y^'') s'identifie canoniquement à ^(e^)®^)^^)-

On sait que y®^' est quasi-cohérent sur X XyX' (I, 9. i .2). Soient g : Y->S,
f : X->Y,y : X'->Y les morphismes structuraux, de sorte que le morphisme structural

10
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h : Z-^S est égal à gofop et à g o f ' o p ' . On définit un homomorphisme canonique

^W^Y^W^^G^Y^)

de la façon suivante : pour tout ouvert UcS, on a des homomorphismes canoniques
F^-^-^U)), ̂ )^r(h-\v),p\^)) et ^(ff-l{g-\v)^ ̂ -^r^-^u),^^))
(0, 4.4.3), d'où on déduit un homomorphisme canonique

IV-1^-1^)), ̂ ^-wW-^g-^^ ^)->
r^-^u),/^))®^^^^^"1^)^"^)).

Pour voir qu'on a bien là un isomorphisme de s/(Z] -Modules, on peut se borner au
cas où S (et par suite X, X', Y, X X yX') sont des schémas affines, et (avec les notations

de (i .4.6)), y=M, ̂ =M', M (resp. M') étant un A-module (resp. un A'-module).
Alors y®^' s'identifie au faisceau sur X X y X ' associé au (A ®g A7)-module M®BM'
(^ 9 • ï ' 3) et ̂  corollaire résulte de l'identification canonique des Oc,- Modules (M®^')^^-/ /-^ ±» /
et M®^' (où M, M' et B sont considérés comme des C-modules) (I, ï .3.13 et ï .6.3).

Si on applique en particulier (1.4.7) au cas où X==Y et ^'=G^', on voit que
le ^'-Module ^(/'*(^')) s'identifie à j^^)®^'.

(1.4.8) En particulier, lorsque X=X'=Y (X étant affine au-dessus de S),
on voit que si ^, ^ sont deux 6^-Modules quasi-cohérents, on a

( 1 . 4 .8 .1 ) ^(^®c^)=^(^)®^(X)^(^)

à un isomorphisme canonique fonctoriel près. Si de plus ^ admet une présentation
finie, il résulte de (I, 1.6.3 et 1.3.12) que

(1.4.8.2) ^(^om^y, ^)) =^^x)(^(^), ̂ W)

à un isomorphisme canonique près.
Remarque (1.4.9). — Si X, X' sont deux préschémas affines au-dessus de S, la

somme XuX' est aussi affine au-dessus de S, la somme de deux schémas affines étant
un schéma affine.

Proposition (1.4.10). — Soient S un préschéma. Se une Q ̂ Algèbre quasi-cohérente,

X=Spec(^). Pour tout faisceau quasi-cohérent à'idéaux / de SS,/' est un faisceau quasi-

cohérent d'idéaux de (9^, et le sous-préschéma fermé Y de X défini par1/ est canoniquement isomorphe
à SpecW^).

En effet, il résulte aussitôt de (I, 4.2.3) que Y est affine au-dessus de S; en vertu
de ( 1.3.1), on est donc ramené au cas où S est affine, et la proposition résulte alors
aussitôt de (I, 4. ï .2).

On peut encore exprimer le résultat de (1.4.10) en disant que si h : ^->SS' est un
homomorphisme surjectif de ^g-Algèbres quasi-cohérentes, sé{h} : Spec(^)^Spec(^)
est une immersion fermée.

11
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Proposition ( 1 . 4 . 1 1 ) . — Soient S un préschéma, 38 une 0^-Algèbre quasi-cohérente^
X=Spec(^). Pour tout Idéal quasi-cohérent ̂  de ég, on a [en désignant par f le morphisme
structural ^K->S),f*{J^)(P^= {^Sê}^ à un isomorphisme canonique près.

La question étant locale sur S, on est ramené au cas où S=Spec(A) est affine,
et dans ce cas la proposition n'est autre que (I, 1.6.9).

i . 5. Changement du préschéma de base»

Proposition (1.5.1). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour toute extension
g : S'—^S du préschéma de base, X'==X(g.)=X X gS' est affine au-dessus de S'.

Si y est la projection X'-^-S', il suffit de prouver quey-l(U /) est un ouvert affine
pour tout ouvert affine U' de S' tel que g(V) soit contenu dans un ouvert affine U
de S ( i . 2. i) ; on peut donc se limiter au cas où S et S' sont affines, et il suffit de prouver
que X' est alors un schéma affine (1.3.4). Mais alors (1.3.4) X est un schéma affine,
et si A, A' et B sont les anneaux de S, S' et X respectivement, on sait que X' est un
schéma affine d'anneau A'®^B (I, 3.2.2) .

Corollaire (1.5.2). — Sous les hypothèses de ( 1 . 5 . 1 ) 3 soient f : X->S le morphisme
structurale f : X'—^S',^' : X'->X les projections, de sorte que le diagramme

x4- x'
[ [ r
S <- S'

g

est commutatif. Pour tout G^-Module quasi-cohérent J ,̂ il existe un isomorphisme canonique de
0^-Modules

(i.5.2.1) ^XWW:(^W).

En particulier^ il existe un isomorphisme canonique de j^(X') sur ^*(^(X)).
Pour définir u, il suffit de définir un homomorphisme

^ :./.(^)^.(/:(5'*W)) =/X^'W))
et de prendre u==v^ (0, 4.4.3). Nous prendrons y=y(p), où p est l'homomorphisme
canonique ^->^(<?'*(^)) (0, 4.4.3). Pour prouver que u est un isomorphisme, on peut
se borner au cas où S et S', donc X et X', sont affines; avec les notations de (1.5.1),

^»-/
on a alors e^'==M, où M est un B-module. On constate alors aussitôt que g*(f{^))
etf'Çg^Ç^)) sont tous deux égaux au ^g.-Module associé au A'-module A'®^M (où M
est considéré comme A-module), et que u est l'homomorphisme associé à l'identité
(I, 1.6.3, 1.6.5 et 1.6.7).

Remarque (1.5.3). — On se gardera de croire que (1.5.2) reste valable lorsque X
n'est plus supposé affine au-dessus de S, même lorsque S'=Spec(/e(j)) {seS) et que
S'->S est le morphisme canonique (I, 2.4.5) — auquel cas X' n'est autre que la fibre
f~l{s) (I, 3.6.2). En d'autres termes, lorsque X n'est pas affine au-dessus de S, l'opération
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« image directe de faisceaux quasi-cohérents » ne permute pas à l'opération de « passage
aux fibres ». Nous verrons cependant au chapitre III (III, 4.2.4) un résultat dans ce
sens, de nature « asymptotique », valable pour les faisceaux cohérents sur X lorsque / est
propre (5.4) et S noethérien.

Corollaire (1.5.4). — Pour tout préschéma X affine au-dessus de S et tout seS, la fibre
y"1^) {où/désigne le morphisme structural X->S) est un schéma affine.

Il suffit d'appliquer (1.5.1) à S'=Spec(fe(.y)) et d'utiliser (1.3.4).
Corollaire (1.5.5). — Soient X un S-préschéma, S' un préschéma affine au-dessus de S;

alors X'=X(g^ est un préschéma affine au-dessus de X. En outre, si f: X-^S est le morphisme
structural, il y a un isomorphisme canonique de Q^-Algèbres ^(X'^/^^S')), et pour tout
^ ( S ' ) -Module quasi-cohérent Ji, un di-isomorphisme canonique f* (e )̂ ̂  ̂  (//ilc (J^) ), en désignant
par f'=f^ le morphisme structural X'-^S'.

Il suffit d'intervertir les rôles de X et de S' dans (1.5.1) et (1.5.2).
(i.5.6) Soient maintenant S, S' deux préschémas, q : S'->S un morphisme,

SS (resp. S S ' } une ^g-Algèbre (resp. une É^-Algèbre) quasi-cohérente, u : g8->SS'
un y-morphisme (c'est-à-dire un homomorphisme SS->q^3S'} de ^g-Algèbres). Si
X=Spec(^?), X'^Spec^'), on en déduit canoniquement un morphisme

v==Spec{u) : X'->X
tel que le diagramme

X'-^X
(1.5.6.1) ^ ^

S' -> S
q

soit commutatif (les flèches verticales étant les morphismes structuraux). En effet, la
donnée de u équivaut à celle d'un homomorphisme de 6^-Algèbres quasi-cohérentes
u^ : q\^)->^ (0, 4.4.3); elle définit donc canoniquement un S'-morphisme

w : Spec^-^Spec^*^))

tel que s/(w)=u^ (1 .2 .7) . D'autre part, il résulte de (1.5.2) que Spec(/(^)) s'iden-
tifie canoniquement à X X gS'; le morphisme v est le composé X'-^X x gS'^X de w
avec la première projection, et la commutativité de (1.5.6.1) résulte des définitions.
Soient U (resp. U') an ouvert affine de S (resp. S') tels que ^(U')cU, A==F(U, ^g),
A' = r(U', 0^ leurs anneaux, B == F(U, S8\ B' = I^U', Sa'} ; la restriction de u en un
(?[U')-morphisme : ^[U-^^'IU' correspond à un di-homomorphisme d'algèbres
B->B'; si V, V sont les images réciproques de U, U' dans X, X7 respectivement, par
les morphismes structuraux, le morphisme V'->V, restriction de y, correspond (I, 1.7.3)
au di-homomorphisme précédent.

î1^-?) Sous les mêmes hypothèses que dans (i .5.6)3 soit JK un ^-Module quasi-
cohérent; il y a alors un isomorphisme canonique de ^'"Modules

(I.5.7.I) ^)^(^(^)®^)^')^
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