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C R I T E R E S D ' I R R E D U C T I B I L I T E E T D ' E Q U I V A L E N C E DES 
R E P R E S E N T A T I O N S R E G U L I E R E S DE GAUSS DU GROUPE DES M A T R I C E S 

T R I A N G U L A I R E S S U P E R I E U R E S FINIES D'ORDRE INFINI 

V. K O S Y A K (Kiev) 

Résumé : Dans cette étude, on construit des équivalents des représentations 
régulières liées à la mesure de Gauss sur le sous-groupe du groupe des matrices 
finies triangulaires supérieures d'ordre infini et on trouve leur critère 
d'irréductibilité et d'équivalence. 
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INTRODUCTION 

La représentation régulière joue un rôle important en théorie 

des représentations des groupes localement compacts . Toutes les 

représentations irréductibles des groupes finis et des groupes 

compacts , ainsi que de nombreuses représentations irréductibles de 

groupes de Lie localement compacts sont contenus dans la 

décomposition de la représentation régulière en représentations 

irréductibles. Dans le cas des groupes localement compacts , la 

représentation régulière elle-même est toujours réductible puisqu'il 

existe, parallèlement à la représentation régulière droite, une 

représentation régulière gauche, qui commute avec celle-ci. On sait 

[1] que le théorème suivant est vrai pour les groupes unimodulaires : 

Théorème A. Le commutateur de la représentation régulière 

droite est engendré par les opérateurs de la représentation régulière 

gauche, tandis que le commutateur de la représentation régulière 

gauche est engendré par les opérateurs de la représentation régulière 

droite. 

Il est donc naturel de vouloir construire l'équivalent de la 

représentation régulière dans le cas de groupes de dimension finie et 

d'étudier ses propriétés. On entend par équivalent de la 

représentation régulière (droite et gauche) du groupe de dimension 

finie G les homomorphismes 

tt*,ïL:G -> u ( ï = L ( G , G , d ^ ) ) , f (x ) G îl - » ( ï * f ) ( x ) = ( d / / ( x t )fd/u (x x 

x f ( x t ) G I , f (x) e l - ) ( ï L f ) ( x ) = ( d ^ ( t _ 1 x ) y d ^ ( x ) ) 2 f ( t - 1 x ) G Ï , 

où G est un groupe topologique (soit un espace topologique, soit un 
i 
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G-espace topologique) contenant G comme sous-groupe dense : 

G c G , IÀ est une G-mesure quasi-invariante sur G . 

Apparemment, l'équivalent de la représentation régulière O -> 

-> (O', <D, d / / ) ) d'un groupe commutatif de dimension infinie de 

l'espace nucléaire O, où 0 ' est l'adjoint de l'espace O, a été 

mentionné pour la première fois dans l'étude [2] . L a représentation 

régulière R~ -> U(L (R~, R", da>)) du groupe commutatif R~ des suites 

finies de nombres réels correspondant aux différentes R~ -mesures 

quasi-invariantes sur le groupe R~ = R1 x R 1 x - , R M c R~, a été 

étudiée dans la monographie [3] . Les études [4-9] sont consacrées à 

la représentation E dite représentation énergétique du groupe 

C ( X , G ) des applications lisses à support compact de la variété 

riemannienne X dans le groupe de Lie semi-simple G compact . 

L a représentation E a été introduite dans l'étude [4] pour G = 

SU 2 et le X-domaine dans R n et elle a été introduite dans le cas 

général dans [5,6] . L'irréductibilité et la non équivalence réciproque 

de représentations de ce type pour différentes matrices ont été 

démontrées pour la première fois dans [4] lorsque d = dimX > 5 et 

que G = SU 2. On a démontré [5] l'irréductibilité et la non équivalence 

lorsque d > 4 et que G est un groupe de Lie compact semi-simple. On 

a démontré dans l'étude [8] l'irréductibilité pour d > 3 et d = 2 avec 

des hypothèses complémentaires. L'irréductibilité pour d = 1 a été 

démontrée dans les études [7] et [8] . 

On a mentionné le lien avec la représentation régulière lorsque 

d=l dans les études [6-9] . On montre [6] que lorsque X = [0, t ) , la 
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représentation énergétique E est unitairement équivalente à la 

représentation régulière droite U* r c 1 ([0, t),G ) -> 

- > Ï ( L (c ( [ C t X G ^ C 1 ( [0 , t ) ,G) ,dw)) f où C ( [ 0 , t ) , G ) est r e s p a c e de 

chemins lisses dans G, w est une mesure de Wiener sur c ( [ 0 , t ) ,G) 

définie par un mouvement brownien gauche sur G. On a montré dans 

Tétude [7] pour le groupe C q ~((0 , 1) ,G) qu'à côté de la représentation 

droite , équivalente à la représentation énergétique E, il existe une 

représentation gauche UL et on a prouvé ainsi la réductibilité de la 

représentation énergétique lorsque d=l. Ce fait a été établi dans 

Tétude [8] où Ton a également étudié la représentation droite kR et 

gauche t L des groupes C "(R 1 ,G ) et c "(s 1 ,G ) . On a montré [9] que les 

représentations tt* et Ï L construites en [8] sont des représentations 

factorisables et que le théorème A est vrai pour celles-ci et on y 

trouve la décomposition des représentations et t L en intégrale 

directe de représentations irréductibles. 

On construit [10] des représentations régulières, une 

représentation régulière gauche ttL et une représentation régulière 

droite il*, ï \ ï * : 0 ( E ) -> îf^l = L ^(E ® E ) , 0 ( E ) , d v j j du groupe 

O (E ) = 1 im O (m), où E « R~, O (m) est un groupe orthogonal sur Rm 

m 

* 

et (E <8> E ) « M l'espace des matrices réelles d'ordre infini, v une 

mesure s tandard de Gauss bi-invariante sur O (E ) et on montre que la 

représentation (g , g„ ) e O (E ) x O (E ) -> œ± ( g ] , g2 ) = llL ^ )uR e ï (If ) 

se décompose en somme directe de représentations irréductibles. On 
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transpose dans [11] les résultats de l'étude [10] au groupe unitaire U 

où E = C ~ ( X , R ) est l'espace des fonctions réelles C M sur la variété 

riemannienne compacte X, l (E ) est un groupe d'opérateurs 

inversibles sur E, qui sont des isométries de l'espace L (X ) . Dans 

l'étude [12] on construit une représentation gauche régulière 

ttL:ï(oo) - » Ï ( L (M^ ,H (oo) ,dv )) du groupe ï ( o o j = 1 im U(m), où M c 

est l'espace de toutes les matrices complexes d'ordre infini, v est 
G 

une mesure standard de Gauss sur M,„ et on montre que tIL se 

décompose en somme directe de représentations irréductibles. En 

[ 13] on construit une représentation droite régulière : Bo° - > 

-> 1Ï(L ( B ~ , B o ~ , d v ) ) du groupe Bo~ des matrices de la forme 

X = exp t + S , où t est une matrice diagonale avec un nombre fini 

d'éléments réels non nuls, S est une matrice complexe triangulaire 

supérieure finie, §7 est un groupe de matrices arbitraires de la forme 

X = exp t + S , v une mesure de Gauss s tandard sur Bo~ et on a 

démontré l'irréductibilité de %R . 

Dans l'étude de l'auteur [14] on a démontré l'existence d'une 

famille de mesures de Gauss / / p sur le groupe B ~ des matrices 

triangulaires supérieures d'ordre infini avec des unités sur la 

diagonale principale, qui possèdent la propriété (LR) : une action  

droite du groupe B ~ est admissible et ergodique tandis que l'action 

gauche n'est pas admissible et Ton construit la famille des 

représentations droites régulières T R , b : B " -> U (L (B~, B ° ° , d t f ) ) du 

groupe B ~ des matrices triangulaires supérieures finies B " c B 0 0 . 

R. S. Ismahilov a émis l'hypothèse selon laquelle pour toutes 
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ces représentations, la propriété (LR) est équivalente à une 

irréductibilité. G. I. Olchansky a conjecturé que des représentations 

non équivalentes correspondent à des mesures non équivalentes. Ce 

travail est consacré à la démonstration de ces conjectures pour le 

groupe B " des mesures de Gauss produits (Cf. également [15] ) . 

Il est vraisemblable que ces hypothèses sont justifiées pour 

tous les autres groupes infinis et pas obligatoirement pour les 

mesures de Gauss. La question de la décomposition de la 

représentation régulière irréductible du groupe B ~ est ouverte. 

Au § 1, on construit sur le groupe B ~ une famille de mesures 

de Gauss /AP possédant la propriété (LR) et une famille de 
b 

représentations régulières droites TR,b du groupe B " . Au § 2 on 

démontre que la propriété (LR) est équivalente à l'irréductibilité de 

T R b . La démonstration de l'irréductibilité deTR b repose sur la B ~ -
0 

ergodicité de la mesure et sur le fait que Ton peut approximer les 
b 

opérateurs de multiplication par des variables indépendantes par des 

générateurs de groupes à un paramètre . Au §3 on démontre que des 

représentations non équivalentes correspondent à des mesures non 

équivalentes. La démonstration est fondée sur un calcul utilisant des 

transformations de Fourier partielles sur le groupe B " des mesures 

spectrales de la famille des sous-groupes commutatifs 

B - m C B ~ , m e N ainsi que sur la comparaison de ces mesures 
0 0 

spectrales à l'aide des intégrales de Helinger. Au § 4 on donne la 

démonstration de quelques lemmes techniques. 

R. S. Ismahilov ne s'est pas contenté d'att irer l'attention de 

l'auteur sur ce t te conjecture, il a également accordé son soutien 
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constant et formulé de nombreuses remarques qui ont simplifié 

profondément quelques démonstrations. Les discussions avec G. I. 

Olchansky ont été très utiles à l'auteur. 
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§ 1. Représentation régulière 

Soit B " le groupe des matrices triangulaires supérieures finies 

réelles d'ordre infini avec des unités sur la diagonale principale, B ~ 

est le groupe de toutes les matrices triangulaires supérieures avec 

des unités sur la diagonale principale, b~ est son algèbre de Lie, c'est-

à-dire l'ensemble de toutes les matrices triangulaires supérieures 

strictes . Si l'on désigne par E , k, n € N les unités matricielles 
k n 

d'ordre infini, alors les matrices I + x , x = V x E où seul un 
k n k n 

k <n 

nombre fini d'éléments x est distinct de zéro (X é tant des 
k n k n 

éléments quelconques) sont des éléments du groupe B " 

(respectivement B ~ ) . b ~ = i x = Y x E \ Soit B (m, R ) le sous-
k n k n \ 

k <n J 
groupe des matrices de B ~ d e la forme 

0 

B (m, R ) = \ t = I + Y X E L II est évident que 
k n k n L k <n <.m J 

B " = 1 im B (m, R ) . Munissons B ~ de la topologie de limite inductive. 
0 > o 

m 

E t a n t donné que le groupe G = B ~ n'est pas localement 

compact , alors il n'existe pas de groupe de mesure G-invariante (A. 

Weil [16] ) , ni de mesure G-quasi-invariante (Sia-Do-Chin [17]) . P a r 

conséquent, on doit construire un équivalent sur le complément G du 

groupe G. Si l'on choisit pour complément G le groupe B ~ , alors il 

existe sur le groupe B " de nombreuses mesures différentes B ~ quasi-

invariantes (par exemple des mesures de Gauss). Il n'y a aucune 

raison de préférer l'une d'entre elles ; il est donc raisonnable 
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d'étudier toutes les mesures ou les mesures d'une classe donnée. 

Il est plus commode de construire d'abord une mesure sur 

l'algèbre de Lie correspondante b~, puis de la transposer au groupe 

B ~ à l'aide de l'application exponentielle. 

Pour une matrice de nombres positifs b = (b ) (désignons 

par S l'ensemble de ces nombres), définissons la mesure de Gauss JÀ 
b 

sur l'espace b " : 

du ( x ) = <g> i - ^ - e x p f - b X 2 )dX = <8> dy. (x ) 
b k <n \ Jl * k n k n / k n k <n & \ k n / 

' k n 

Soit jup la mesure sur B " , image de la mesure fi par l'application 
b b 

p:X e b " -> p (X ) = I + X e B ~ , ^ " ( A ) = / / ( A ) ) , 

En réalité, x = Y x E représente les coordonnées de 
^•"^ k n k n 

k <n 

m 

second ordre pour p(X ) = I + X . Posons donc X = Y x E . 1 1 
m k m k m 

k =1 

est alors évident que p(x ) = I + X =—(1 + X m ) — ( i + X )(l + ) = 

•••exp(X w )---exp(x jexp(x ) . Etudions l'action à droite R et l'action à 

gauche L du groupe B " sur B ~ : R s = st, L s = ts, t e B ~ , s e B ~ . 

Désignons par (^ b

P) ' > ' l e s images de la mesure / / p par les 

applications R L : B ~ - » B ~ . Il s'avère que la mesure jup est toujours 

B~-quasi-invariante droite (lemme 1.1), mais pas toujours B ~ -quasi-

invariante gauche (lemme 1.2). C'est pourquoi on peut construire une 

famille d'équivalents des représentations régulières droites T R b et 
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g a u c h e s l L b (si elles existent) dans l'espace X ( b ) = L ( B ~ , d ^ p ) : 

f (x) € I ( b ) -> ( ï 7 2
 b f ) ( x ) = ( d ^ P ( X t ) / d ^ P ( x ) ) ^ f ( X t ) G JT(b) (1.1) 

1 / 

f (x) 6 I ( b ) -> (T L b f ) ( x ) = ( d ^ j t ^ x j / d ^ l x l p j t ^ x t ) G I ( b ) (1.2) 

Théorème 1.1. La représentation régulière droite T * , b du 

groupe B 0 0 est irréductible seulement et seulement si aucun 
0 

déplacement gauche L ,t e B " n'est admissible pour la mesure up. 

Les représentations (1.1) et (1.2) ont été construites dans 

l'étude [14] de l'auteur, mais les questions d'irréductibilité n'y ont 

pas été étudiées. La représentation T * ' 1 pour la mesure de Gauss 

s tandard 1 = ( b ) , b = 1 a été construite indépendamment par 

V k n l k < n k n 

N. I. Nessonov [13] et on a montré son irréductibilité. Cependant, la 

méthode de Nessonov qui est fondée sur la transformation de Fourier 

et sur la loi des grands nombres n'englobe pas le cas général b e l . 

Lemme 1.1. Pour t G B~, les mesures (yup) ' et iip sont toujours 

équivalentes. 

Démonstration. Etant donné que pour une transformation 

R : B 0 0 - > B ~ , seul un nombre fini de coordonnées varie : 

X G B ~ = I + Y X E - > R ( X ) = I + Y X E G B ~ 
k <n V <Q 

q - 1 

où X = x + t + Y x t quand p < q < N ( t ) e t X = X 
p q p q p q p k k q v q p q 

k = p + l 

quand q > N<t), alors la question se réduit à l'équivalence de deux 

mesures de Gauss dégénérées dans un espace de dimension finie qui 

sont visiblement équivalentes, puisque chacune d'entre elles est 
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équivalente à la mesure de Lebesgue. 

Lemme 1.2. Soit t e b~. Les mesures (tf)' e t ' sont 

équivalentes si et seulement si 

S L (b) = y b b - 1 < o o , k € N (1.3) 
k k + 1 k m k + 1 m 

m =k +2 

Démonstration. Posons t = I + t E , t e R 1 et montrons 
k k + 1 k k +1 

que la condition ( ^ p ) 1 ~/j.p est équivalente à (1.3) . En réalité, puisque 

( V \̂ 
0 ••• 1 t ••• o 0 1 x ••• X 

L ( X ) = k k +i k m — 

t o ••• 0 1 ••• 0 ••• 0 ••• 0 1 ••• x 

K K + i k + 1 m 

v À "•• ) 

( •"• ^ 

o . . . i x + 1 x + tx 
k k + 1 / c m + 1 m 

0 — 0 1 ••• X . 
k + 1 m 

alors ^ k k l est une mesure produit ^ = ^(jup)Lt j 

^ '* * + 1 (X ) = ® ^ (X ) <g> ¡1 '* k + 1 fx ) <g> 

Vn , k + 1 y * K 1 

<8> <8> n <8> fj. k k 'l (x , X ) 
m =fc +2 b ^ V k m k +1 m ' V m k +1 m / 

de plus les densités de ses facteurs par rapport aux facteurs de la 

mesure sont égaux : 
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( L t 1 
d u k k l 

b ( 2 ^ 

— k J ^ L - (x ) = exp - b (x + t ) + b x* 

H II V k k + 1 / * k + 1 V k k + 1 / * Jfc + 1 Jfc * + 1 

V ) 

d « M / N 

V * m * ^ M r fx , x ) = exp - b fx + t x ) + b X 2 

' \ \ k m k + 1 m I k m \ k m k + l m / k m k m 

O D 
\ k m k +1 m / 

En vertu du cri tère d'équivalence de la mesure produit [18, § 16, 
L 

t 

théorème 1] , la condition /u * * 1 -¡1 est équivalente à la convergence 
b b 

du produit n : 

( L< ^ 

n = f "kktl ( x )d,u ( x ) x 
J A n k k + 1 b k k +1 

l
 U A* Jfc k +1 

R 1 b 

k k +1 

V J 
( ( \Lt ^ 

k k +1 
d »b ® ^ ( \ 

x f [ f - A * j : ( x , x )d ^ ®/z ( x , x 
A X J / \ k m k +1 m b b k m k +1 m 

m = k + 2 R z dU <8> U V k m k + l m J 

b b 
V k m k +1 m J 

V J 
( 2 ^ 

fb y z - b fx + t ) + b X 2 

J k J k + 1 f Jfc fc + 1 \ fc * + 1 / * A: + 1 fc * + 1 / . _ _ z \ 1 V 

= exp exp - b X u x 

- f b b - b fx + tx ) + b X 2 n k m k +\ m f k m \ k m k + l m / k m k m 
J exp 

m = * +2 V J R 2 ^ 

expf -b X 2 - b X 2 )dX dX 
V k m k m k +1 m k + lm / * m k + l m 
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f b t2 ) - fb \ / (-b t 2 x 2 1 
= exp - " k + i Vf _j_±¡_jn_ r _ ^ j n — 

V J m - k + z \ J R i { ) 

( ^ 
f b O - b 

exp - b X dX = exp - " k+1
 ]~T * + 1 m  

V * + 1 m k + 1 m I k + 1 m 4 D 
m =k +2 , 2 t m 

V / b + t 
^ * + 1 m 4 > 

f b t2 V - ( t 2 b 
= exp - k k + 1 T 7 1 + — — S J -

4 m t k \ ? 4 b 

Ainsi, la convergence du produit n est équivalente à la convergence 

de la série SL (b) = Y b b"1 . E tant donné que les groupes à 
m =k +2 

un paramètre 

G = ft G B - t = I + tE , t € R 1 1 k G N, 
k k + 1 L k k + 1 0 k k + 1 A + 1 J 

L 

engendrent le groupe B " , alors ^ ~jU , t G B~ est équivalent à 

L 
t 

u k k 1 ~u , k G N, et le théorème est démontré. 

Remarque 1.1. On en déduit notamment l'équivalence des 

conditions s L (b) < ©o k e N et 
k k + 1 

S L (b) = y b b"1 < ~ , k , n e N,k < n 
k n ¿ * k m n m 

m - n + 1 

Lemme 1.3 La mesure ^ définie sur B°° est B~-ergodique par 

rapport à Faction à droite. 

Démonstration. Toute fonction mesurable sur R ~ dont la 

mesure s tandard de Gauss est invariante lors d'une variation 

arbitraire d'une coordonnée première quelconque, coïncide presque 

14 



partout avec une constante [19, § 3, conséquence 1] . C'est pourquoi 

la démonstration découle du fait que le sous-groupe B (n, R ) du groupe 

B ~ a une action transitive sur le sous-groupe B (n, R ) c B ~ et, du fait 
0 

que la mesure ¡1 est un produit tensoriel de mesures. 
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§ 2. Irréductibilité des représentations 

L a démonstration de l'irréductibilité d'une représentation 

régulière repose sur l'ergodicité de la mesure / / p par rapport aux 
b 

déplacements droits sur les éléments du groupe B " et sur le fait que 

l'on peut approximer les opérateurs de multiplication par des 

variables indépendantes par des générateurs de groupes à un 

paramètre . 

Démonstration du théorème 1.1. La condition nécessaire est 

évidente. Démontrons que la condition est suffisante. Soit 

y^j1 ± t e B~, alors d'après le lemme 1.2 

S L (b) = oo, k ,n G N , k < n. 
k n 

Désignons p a r w (b) l'ensemble des opérateurs auto-adjoints ou 

antiauto-adjoints de Jf (b), associés à l'algèbre w (b) = j r * b t e B~J 

et montrons que : 

W (b ) 3 fx , d - b X |k < n, p < q, k, n, p, q € N j . 

Désignons par A les générateurs du déplacement droit : 
k n 

A = — T R ' b fi + tE ) k < n, k, k e N. 
k n dt v * 71 ' t = 0 

Un calcul direct donne 

A = I X (d - b X ), X s l , k < n , d = d/)Y • ( 2 - 1 ) 
k n m k \ m 71

 m n m n r k k m 71 / OX 

m = 1 / m n 

Lemme 2.1. ( y , d - b x |m < n, p < q ,m,n, p,q e n } c w (b)-
L m n 7 p q P Q P Q 1 J 

Nous démontrons ce lemme par récurrence. 

E t a p e initiale de la récurrence. Montrons que : 
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{x ,<? - b X 9d - b X , k = 2 , 3 , . . . } c W ( b ) . 

1 1 2 l k 1 k Ik k 2 k + 1 2 k + 1 2 k + 1 J 

Effectivement, l 'opérateur X 2 peut ê tre approximé par des 

combinaisons linéaires des opérateurs A , A , n > 2. Utilisons pour 

1 n 2 71 

ce t t e démonstration la méthode de calcul proposée par R. S. 

Ismahilov (lemme 2.3-2.4) (la méthode initiale (Cf. [15]) était plus 

complexe). 

Lemme 2.2. L'opérateur X ^ peut être approximé par des 

combinaisons linéaires des opérateurs A A si et seulement si 
1 71 2 71 

a ( b ) = V b b - 1 = oo 

1 2 W ^ 1 n 2 n 
71 =3 

Démonstration. Calculons la distance de X I par rapport à 

l'enveloppe linéaire des vecteurs A A 1, N < n < N . E t a n t donné 
1 71 2 71 1 2 

que 
A = d - b X , A = X (d - b X ) + - b X ) (2.2) 

l n l n l n l n 2 n 1 2 V 1 n l n l n / \ 2 n 2 n 2 n / 

(Cf. (2 .1)) , nous avons 

A A 1 = X f b 2 X 2 - b ) + b b X X 
l n 2 n 1 2 V 1 n 1 n l n / I n 2 n l n 2 n 

= - ^ b X + b 2 X y + b b X X . 
2 l n l 2 1 n 1 2 1 n I n 2 n l n 2 n 

En effectuant le changement de variables 

f \ 

X 2 = X 2 + = y + , alors f y du = 0 et 
î n i n 2b 2b 1 n 2b mJ • i n r b 

^ 1 n y 1 n 1 w 

fy 2 d|i = f (x 4 - X 2 b' 1 - 4 - l b " 2 )d/i ( X ) = 2- 'b- 2 . 

J 1 « 6 J \ 1 n - 1 H 1 R 1 * / b l » l 

Multiplions les deux membres de (2.2) par t n ,N < n < N2 de sorte 
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N 

18 

que £ b tn = -2 et faisons la sommation sur n : 
N 

1 

N N N 

2 2 2 

Y t A A 1 = X + Y t b 2 X y + Y t b b X X , 
^ 7 1 1 n 2 n 1 2 ^ n 1 n 1 2 1 n w 1 n 2 n 1 n 2 n 

n =AT n =JST n =N 

1 1 1 

Posons 

N N N 

2 2 2 

û > = Y t A A 1 - X = Y t b 2 X y + Y t b b X X , 
n 1 n 2 n 1 2 " w 1 n 1 2 1 w ^ n 1 n 2 n 1 n 2 n 

71 =AT 71 = t f 71 = t f 

1 1 1 

puisque tous les termes sont non corrélés, alors 
N ( | 2 i 2 ^\ N ( 2 \ 

2 1 1 D D 2 1 b 

la,!* = V t

2
 b 4 — — +

 l n Z n = Y t 2 ± - ± - ^ + b b . 

n ^ n 1 * 2b 2b 2 2b 2b n ~ n
 4 b 

1 V 1 2 1 » l n 2 n y n " i V

1 ^ 1 2 ) 

Choisissons à présent |t w } de sorte que œ soit minimal. Il est facile de 

voir que 

{ 1 r V 1 

m m m j 
K a „ 2 a = 1 f = 1 - > 

n = 1 n = 1 J = 1 n y 

i r w i Y 1 

de plus on obtient un extremum pour tn = — ^ — ; c'est 
\ \ n = 1 a

n y 

pourquoi 

N Z N 2 ( N bZ \ l 

m]n\i<rn È K h

l n = - 2 = 4 É > < 2- 3 

n =N n =N n =N Yn 
1 1 J V i J 

2b f " 2 b 2 Y 
de plus l 'extremum est atteint pour tn = — ]|T , c'est 

2 



pourquoi l'on obtient après avoir choisi [t n J de manière optimale : 

( "z b 2 Y 

Exigeons que V b 2 y~l = <*>, c'est-à-dire 
n 

b 2 b" 1 + b b ) = y ( b - 1 + b b" 1 I = oo <=> y b b" 1 = oo. 
1 n 1 2 1 n 2 n / V 1 2 2 n 1 w / " 1 n 2 n 

n n n 

Alors, X e W (b ), <? - b X = A e W (b ), k > 2, 
1 2 1 * 1 k 1 ifc 1 * 

(? - b X = A - X (d - b X ) e W ( b ) , k > 3 
Z k Z k Z k 2 k 1 2 V 1 * 1 ' Je 1 * / 

N 

Z 

Montrons à présent que la convergence t n A A -> X 
n = tf 

1 

N 

Z 

des opérateurs auto-adjoints A = X t n A A c a r a c t è r e 
1 ' 2 n =N 

1 

auto-adjoint de l 'opérateur A découle de la relation de 
1 * 2 

commutation A , A = 0 , n , q > 3 , du c a r a c t è r e anti-adjoint de 
, 1 n 2 q J 

A : A* = - A et de la nature réelle de t ) Vers l 'opérateur auto-
k n k n k n n 

adjoint A = X a lieu au sens de la résolvante d e W e i l . Il suffît pour 

cela de montrer [20, théorème VIII.25], que la convergence 

A f - » A f est vraie pour tout f e S, où 3 est un domaine réel 
N , N 

1 2 

quelconque pour tous les opérateurs A , A. Soit A un ensemble 
1 2 

dense constitué des combinaisons linéaires finies des monômes libres 
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X a = x ^ x ^ x " 2 3 - X ^ X ^ . . . . a = 0 , 1 , . . . , i < j On voit que J 
1 2 1 3 2 3 1 k 2 k i j ^ 

est un domaine réel quelconque pour tous les opérateurs A et A 
1 ' 2 

puisque J est constitué de vecteurs analytiques pour les opérateurs 

A et A. Soit f € J . Puisque f est cylindrique, il existe n G N tel 
N ,N 0 

1 2 

que f ne dépend pas des variables X , X quand n > n . Soit 
1 n 2 n 0 

N > n , alors 
i o 

[ N z )
 2 ï N Z ^ 2 

x - y t A A f = x - y t | X (b2 X - b ) + b b X X 1 f = 
1 2 7 1 1 n 2 n 1 2 n \ 1 2 V 1 n l n l n / l n 2 n l n 2 n / 

n =N n=N v y 

1 / IV 1 y 
f N \ 2 \f N \ 2 

2 2 

= x i - y t b 2 x 2 - b f + y t b b x x f = 
1 2 w V 1 n 1 n l n / * ^ w l n 2 n l n 2 n 

n=N n=N 

I V i y K i y 

T N 2 1 2
 ï N z 

lk fll • i - É t f a ' x 2 ~ b ) i + H f . Y t b b x x n - > o , 
If 1 2 K 71

 V 1 n 1 n 1 n / , r " ^ w 1 n 2 n 1 n 2 n 1 
n =/V n =iV [I 

v i y IV * y H 

puisque comme on vient de le démontrer 

I f Y \ , A ' ï"' \ ï 
x - y t A A i = i - y t b 2 X 2 - b 1 1 +1 y t b b X X I I 

Il 1 2 7 1 1 n 2 n |l n V 1 n 1 n 1 n / U n
 1 n 2 n l n 2 n | H 

I n =jV I n =AT fi n=N || 

llv i y llv i y IV i y H 

est négligeable pour N , N convenablement choisis. 
Pas de récurrence. L'inclusion suivante est vraie. 

fx , n < m < p , d - b X , 1 < n < p,m > nj c W (b) . 

Prouvons qu'alors 

fx , d - b X ,1 < p + 1 < m l c W (b). Nous 
L l V + 1 p + 1 m p +1 m p +1 m J 

présentons la démonstration de ce t te proposition sous la forme de 
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plusieurs lemmes. 

Il semblerait que les opérateurs X ,1 < k puissent ê tre 
l k 

approximés par analogie avec x , par les opérateurs A A ,n > k. 
1 2 l n k n 

Cependant, les considérations suivantes montrent que ce n'est pas 

toiyours possible quand s L ( b ) = k < n. 
k n 

Lemme 2.3. L'opérateur X , l < k peut être approximé par les 

combinaisons d'opérateurs A A , n > k si et seulement si 
l n k n 

b 2 

à (b ) = Y !-= = oo, i < k 

» = * + 1 y V b b 

j = 1 m = 1 

Démonstration. D'après la formule (2.1) 

l k 

A = Y x (d - b X ) , A = Y x (d - b x ), 
l n ^ j l \ j n j n j n J k n m n \ m n m n m n / 

j = 1 m = 1 

c'est pourquoi 

A A i = Y x (d - b x ) Y x (d - b X ) l = 
l n k n j l V j n j n j n J m n \ m n m n m n f 

j -1 m -1 

l k l k 

= Y x (d - b x ) Y x ( - b x ) i = Y Y b b x x x x -
j i \ j n j n j n J m k \ m 7 1 m 7 1 i *-* j n m 7 1 j l j n m k 171 7 1 

j = 1 m = 1 j =1 m = 1 

; i k 

- Y b x x = Y Y b b x x x x + 
J—t ™ n m i w k Â-U A-d j n m n j t j n m k m n 

m -1 j = 1 m -1 

j +m 

l l 

+ Y b 2 x 2 x x - Y b x x . 
4md m n m n m t m k +md m n m t m k 

m = 1 m = 1 

ÇÉn posant X 2 = y + — - — , f y dju = 0,) 
^ m n J m n 25 J m 7 1 b 

m n 
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1 k l 

A A 1 = y £ b b X X X X + Y b 2 y X X 

j = 1 m - 1 m = 1 

l 

- l- Y b x x . 
2 m n m t m k 

m = 1 

Multiplions les deux parties de l'égalité par des nombres [tw } tels que 

N 

2 

— — y t b = 1 . Alors 
n =JV 

1 

2 2 

û) (b ): = Y t A A 1 + ± y t b X 
n=N n=N 

1 1 

N 

2 l k l - 1 
= X l I X b b x x x x - ^ - y b x x + 

Imd n A-d Â-à j n m n j i j n m k m 7 1 ï m 7 1 m l m k 

n =N j = 1 m -1 m = 1 

Z - 1 

+ Y b z y X X + b 2 y X 
m 7 1 m l m l m k l n l n l k 

m = 1 

c'est pourquoi 

I l N 2 l k b b l - 1 K 2 

1 . j l m k m l m k 

i - i b

4 b 4 

m = i 2 b 2 4b b 2b 2 2b 
171 7 1 m l m k l n l k 

En d'autres termes, 

N N 

n =N m =1 j =1 m =1 n =N m = 1 J =1 

En utilisant (2.3) , nous obtenons : 
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j = l w =1 

Exemple 2.1. Soit le système b ( 1 } = (b ( 1 } ) de la forme : 

. . . b b b ••• ( • • • n 1 (n+2jr •••] 

2 n 2 n + l 2 n +2 = h* 1 ' =1 k ^ ? ^ 

. . . ^ » b m b ( i » . . . . . . 1 ( n + 1 / 1 ...J k ~ ' 
V 3 n 3 n + l 3 n 4 2 7 V ' . 

Il est évident que (b ( n j = <*>, k < n, mais 

-o ( t > m ) = f u = y ! < o o , k > 3 . 

2 n * 71 

Il découle du lemme 2.3 que pour le système b ( 1 ) on ne peut 

approximer par les opérateurs A A aucun opérateur 
1 n k n 

f -> X f, k > 3 ; on peut approximer X 2 . Il vaut mieux 

approximer les opérateurs X par des opérateurs du type 
k l 

(d - b X )A k < n. 
V i n l n l n / k n 

Lemme 2.4. Pour que Ton puisse approximer les variables 

X , 1 < k par les opérateurs [d - b X )A , il faut et il suffît que 
1 k \ l n l n l n J k n 

b 

° < b ) =• X —1T = - , i < k 
l k * 

" = * + 1 t b 
JLtJ m n 

m = 1 , m *l 

Démonstration. 
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k 

(d - b x )A 1 = (d - b X ) Y x (<? - b X ) l = 
\ l n l n l n / k n \ l n l n l n / ^ m k \ m n m n m n f 

m = 1 

k k 

= (<? - b x ) y x ( - b x ) i = y b b X X X - X b 
\ l n l n l n J m k \ m n m n ; A M D l n m n m k l n m n l k l n 

m = 1 m =1 
k 

y b b X X X + b 2 y X - LX b , 
l n m n m k l n m n l n l n l k 2 l k l n 

m = 1 , m *l 

(avec le changement de variables : x 2 = y + —-—, f y du = 0 ) . 
i n i n 2b ^ 1 n b 

l n 

Multiplions la partie gauche et la partie droite par t w , N < n < , 

N 

2 

après avoir choisi tw tel que ]T t n b = - 2 , alors 
n =N 

1 

( » \ 
2 

CO ( b ) : = y t [d - b X )A - X 1 = 
l k 7 1 \ l n l n l n J k n l k 

n =N 

V 1 J 
N r -i 

2 k 

= Y t Y* b b X X X + b 2 y X 
n * ^ l n m n m k l n m n l l n l k 

n =N m = 1 , m *l 
1 

N f , , , 2 1 N 

I l 2 k D D D 2 k 

- , . H 2 i r ^ + ^ Z - J S " , . " . . . 

n = N m = 1 , m * t _ . , . n =N m = 1 

P a r conséquent, d'après la formule (2.3) 

f Y 
N , 2 

I 2 2 

m i n û> (6) = 4 X — ~ 
I l k K 

f ' 1 ' " " " i Y b b 
t y b r = - 2 f ÀM^D i n m n 

71 y l n 7 1 V m = 1 y 
n J x 

Il faut que 
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b2 - b 
I ~ k ~ = I — l — ~ = - s i < k, 

y b b n = k + i y b + b 

JLd i n m n JL* m n t n 

m = 1 m =1 , m *l 

ce qui est équivalent à 

f k Y 
a (b ) = V b Y b = oo, i < k. 

I k
 V

 l n J - J m n > 

n =k + 1 \ m =1 , m *l J 

Cependant, l'exemple 2.1 montre que pour tout système b ( L ) , 

comme précédemment, on ne peut approximer aucun opérateur 

f X f, k > 3 par les opérateurs ( d - b X )A ; avec X on le 
1 * V i n \ n \ n I k n 1 2 

peut. 

Il s'avère que pour tout q = 2 , 3 , . . . il existe p < q tel l'on peut 

approximer les variables X p q par les opérateurs 

(d - b X W , n > q. 
\ p n p n p n ) q n 

Lemme 2.5. Soit S L (b) = <», k = 1,2, . . . , q — 1, il existe alors 
k q 

p<q tel que a (b) = oo. 

Démonstration. Nous donnerons une démonstration par 

récurrence. Soit q = 3 et S L (b) = y b b' 1 = <*> 
1 k 1 ife 3 k 

k = 4 

S L ( b ) = £ b b"1 = oo. Supposons au contraire que a (b) = 
k = 4 

- - 1 . - 1 

= y b (b + b ) et que a (b) = y b (b + b ) < oo 
^ 1 * V 2 3 3 * / ^ 2 3 ^ 2 * V 1 * 3 * / 

k =4 k =4 

alors il découle de a (b ) < oo que b < b + b , k > k , alors 
1 3 1 k 2 3 3 k 0 

° 3 M > l \ A b

l k
 + b a J 1 > Ï K k { \ k

 + 2 b

3 J 1 = ~ ' P u i s ( * u e 

k =k k =k 
0 0 
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(b) = oo. La contradiction obtenue démontre la propriété pour q=3. 

Il découle de S^L (b) = oo, k = 1,2, ...q - 1 que a q (b) = oo pour 

un certain p<q. Démontrons cet te propriété pour q+1. Supposons au 

contraire que a (b) < oo, r = 1 , 2 , q . Il découle de 
r q + 1 

•o f q +1 \ 1 

a (b) = Y b y b < oo. que b < b +---+b n > n 
1 g + 1 Amé i n Amé m n * l n 2 n g + l n 0 

n -q +2 \ m =2 J 

Substituons a (b) < ©o, r = 2, . . . ,q . Nous avons : 
rq + 1 

- b 
oo > o ( b ) > Y l i - , r = 2 , 3 , . . . q . 

r q + 1 9 + 1 

n = n

0 b + 2 Y b 
r n m m n 

m -2 

m ¥2 

Cette dernière formule est équivalente à 

à l ) ( b ) = X — ^ 2 < r < q , 
r q + i q + 1 

n = , + 2 y b 

m =2 , m *r 

où S L (b) = oo, 2 < k < q, ce qui contredit l'hypothèse de 
k q + 1 

récurrence après un changement de notation : b = b , k < n . 
k n k + 1 n + 1 

L'exemple suivant montre que pour tout q il existe un p 

unique tel que p<q et a (b) = oo. 

Exemple 2.2. Soit b{ } = n 2 , k = 1 < n et b u = 1 , k > 1 , alors 
k n k n 

s* (b , 2 ) ) = oo, k < q,or ^ (b 1 2 1 ) = °°,opq (b'2' ) = oo , i < p < q . n reste à 

"corriger" un peu les opérateurs [d - b X )A , n > k pour que 

\ l n I n l n / k n 

Ton puisse approximer les variables x , l < k à l'aide de ces 

opérateurs . 
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Lemme 2.6. Soit S L (b) = «>, k < n, alors X , l < k sont 
k n l k 

n , .... n J I n , .... n j 
approximés par les opérateurs 1 r J = [d - b x )AV 1 R J 

l n k n \ l n l n l n J k n 

où A ' " 1 " r ) = Y X (d - b X ) , X = 1 
m =1 

1 1
 r J 

pour un choix convenable de n e N, 1 < n < k, n * n , i * j 
i i i j 

1 < i, j < r, r < k - 2 

La démonstration découle de la démonstration du pas de 

récurrence. Supposons que l'hypothèse de récurrence 

(x , n < m < p, d - b X , 1 < n < p, m > n ) C W (b ) soit 
[ ~n m r n m n m n m r J 
vérifiée. Démontrons alors que 

j x ,d - b X , 1 < p + 1 < m) c W (b ) 
L l p + 1 p + 1 m p+1 m p+1 m J 

Pour approximer X par les opérateurs [d - b X )A , il faut 
l p + 1 N ¿ 7 1 l n l n / p + l n 

et il suffît en vertu du lemme 2.4 que 

o (b ) = f — ^ = - , i < p + i 
l p+l P + l 

w = p + 2 V* b 
JLU m n 

m =1 , m *l 

En vertu du lemme 2.5 Tune des séries a (b ), l < p + 1 est 
i p +1 

divergente. 

Ainsi, pour un certain n < p + l a (b) = «> c'est-à-dire 
1 71 p + l 

1 

que nous pouvons approximer X par des opérateurs 
71 p +1 

1 
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f d - b X 1a . E n vertu du lemme 2.5 on peut approximer 
V i i I J p 

( n ) 

X par les opérateurs A 1 si et seulement si 
r p +1 r 71 p +1 n 

( n ) ~ b 
<J 1 (b ) = Y — = o o , 1 < r < P , r * n 

n = p+Z k 

w = 1 

m *r , n 
1 

( n ) 

En vertu du lemme 2.5 Tune des séries a 1 ( b ) est divergente. Soit 
r p +1 

( n ) 

a 1 ( b ) = o o . Alors on peut approximer x , n * n , e tc par les 
n p +1 n p +1 1 2 

2 2 

( w ) 

opérateurs A 1 . Il en résulte que nous obtenons une suite 
^ 7 1

2

 7 1 p+l n * 

(n , n , n p ) , une permutation de nombres (1 ,2 , . . . , p) telle que les 

variables X , k = l , 2 , . . . , p peuvent être approximées par les 
n p+l 

k 

I n , .... n ) 

opérateurs A 1 * 1 . Il découle de d - b X = 
n

k

 7 1 p+l n p+l m p+l m p+l m 

P 

= A - Y , X (d - b X ), p + 1 < m l'inclusion 
p+l m r p+l \ r m r m r m J 7 

r =1 

d - b X e W (b ) , , ce qui termine la démonstration du 
p +1 m p +1 m p +1 m 

lemme 2.1. 

Ainsi, les opérateurs de multiplication par les variables 

indépendantes jx^ |k,n e N, k < n j sont adjoints à l'algèbre de Von 

Neuman sur w (b) = ( T * , b t e B " ) ; l'algèbre de Von Neuman w (b) 

contient donc les opérateurs 
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|ufc ( t) = exp^itX^ ]|t e R l , k, n G N, k < n j . 

Soit un opérateur A e L J L °°, d ^ p j j commutant avec tous les 

opérateurs T R , b > t e B ~ . Montrons qu'il est alors multiple de 

l 'opérateur unité A = Al, X e C 1 . En réalité, dans ce cas , A commute 

avec les opérateurs u (t) ; c'est pourquoi A est opérateur de 
K N 

multiplication par la fonction réelle bornée A = f (x ) . En vertu des 
A 

relations de commutation (X ) , T * , b j = 0, nous en déduisons que la 

fonction f ( X ) est invariante par rapport à l'action du groupe B ~ , 
A 0 

f (X ) = f ( x t ) quels que soient X e B ~ t € B " . En vertu de 
A A ' 0 

l'ergodicité de la mesure /up f (X ) = c o n s t , c'est-à-dire A = Al, ce qu'il 
B F A 

fallait démontrer. 

Ainsi, on a construit une famille d'équivalents des 

représentations régulières T u , b G I du groupe B ~ . Parmi celles-ci 

les représentations irréductibles sont caractérisées par la condition 

b G i L : 

J L = Jb € 0 SL ( b ) = Y b b~ l = o o > . 

K N ' K M 7 1 1 7 1 

M -N + 1 
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§ 3. Représentations équivalentes 

La question se pose naturellement de savoir quelles sont les 

représentations équivalentes parmi les représentations irréductibles 

T * b , b e | L . 

Théorème 3.1. Les représentations irréductibles T * b l ) et 

T sont unitairement équivalentes si et seulement si les mesures 

u et a sont équivalentes. 
. m K t 2 ) 

o o 

On sait [2, chapitre II] que deux mesures produits a et u 
• ( 1 ) K ( 2 ) 
o o 

sont équivalentes si et seulement si 

( \ f b ( l l + b ( 2 ) ) 
H ( b , n , b , 2 , ) = H L = W— — >0. (3.1) 

^ ' r» '>» ^ J , A i 4 b a ) b , 2 ) 

/ e n A: n 

V J 

Les théorèmes 2.1 et 3.1 donnent une description des représentations 

régulières T R b , b e * du groupe B " . 

Théorème 3.2. Parmi les représentations régulières droites T R b , 

b G 9, les représentations irréductibles sont déterminées grâce à la 

condition b e f l L , mais parmi les représentations irréductibles, les 

représentations équivalentes sont déterminées par la condition 

h ( U ,U 1>0. 

La démonstration du théorème 3.1 repose sur le calcul 

explicite des a~m -mesures spectrales des restrictions des 

tb) 

représentations TRb sur les sous-groupes commutatifs de dimension 

infinie B " m et sur la comparaison de ces mesures spectrales à Taide 
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des intégrales de Helinger. Le calcul de la mesure spectrale A ' M 

( b ) 

utilise la transformation partielle de Fourier proposée par N. I. 

Nessonov [13] qui envoie les générateurs des groupes à un paramètre 

de B~m sur les opérateurs de multiplication par les fonctions. 

La condition suffisante est évidente. En réalité, soit 

ju ~ ju , alors nP ~ jup , et l 'opérateur unitaire 

tt(b(1),b(2))l(b(1))->l(b(2)) où X(B)=L ( B ~ , d ^ p ) de multiplication par la 

( y / 
fonction f d ^ p yid^p 1 (x) permute les représentations x f f b et 

( 2 ) 

L R B , c'est-à-dire que le diagramme suivant est commutatif. 

1 ( b ' " ) - ^ i r -

„ . ( 1 ) ff . ( 2 ) 

Nécessité. Montrons que T ~T • découle de u ~ u 

Désignons par W (b) = ^ * , h |t G B ^ ) l'algèbre de van Neumann engendrée 

par les opérateurs T * , f t , t G B ~ > w ( b ) est l'ensemble des opérateurs 

auto-adjoints ou anti-auto-adjoints A = j A d E ( A ) , associés à l'algèbre 

w ( b ) , c'est-à-dire dont les projecteurs spectraux E (A) se trouvent 
A 

dans W (b), A e B ^ R 1 j est la a-algèbre des ensembles boréliens sur l'axe. 

Soit W (b) l'ensemble des opérateurs de multiplication par des 

variables indépendantes f - > x f dans l'espace Jf(b), alors W ( b ) c W ( b ) 
k n 1 

comme on l'avait démontré dans le théorème 2.1. Soit 

V m = { ( k , n ) | k <n <m}, _ m = { ( k , n ) | k < m < n } , m = 2,3,..., 
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1 1 Т = ® 1 Л , / T m = (S) /л . 
b (k,n)eV b , b (k,n)e b , 

v / m к n \ J ~ m к n 

Posons jT"1 ( b ) = L ( в \ ( ^ т f j j f"" 1 0>)=L ( в " " , ^ " ' " OÙ 

B V m = i l + У X E L 

A n к n 
lk,n)eV 
\ I m 

B " m = s l + У X E К a rb i t r a i r e s^ с В ~, remarquons que B " m est 
к n к n | к n 

{"'"Km 

un sous-groupe commutatif de B ~ . Alors w(b)~™ = { i A

i k | ( k > n ) e _ w J e s t 

une famille commutative d'opérateurs de l'ensemble w (b). Rappelons 

que Ton nomme mesure spectrale a(A) de la famille a = ( a ) des 

opérateurs auto-adjoints A , k e N commutant au sens de la partition 

de l'unité, toute mesure scalaire <т(А,Д) sur la a-algèbre A e B ( R ~ ) 

engendrée par les ensembles cylindriques avec des bases boréliennes 

U ( R " ) = U ( v ^ g A i — x , € V 

L 1 71 

A e B J R 1 j , i =l,...,n, k ,.. . ,k n GN|, est équivalente à la partition 

simultanée de l'unité de la famille des opérateurs A qui est 

définie sur les ensembles cylindriques d'après la formule : 

Е д ( и ( Х 1 , . . ч Х > ; А х . . . х А > ) ) = Е д . ( л ) х - х Е д ( A j 
к к 

1 7 1 

Soit (j(b)-™ =o^v(b)-™ ) la mesure spectrale de la famille des 

opérateurs iA b = i A , ( M ) e de JT(b). 
к n к n —m 
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Soit T* b e t T * b " des représentations équivalentes, c'est-à-

dire telles qu'il existe un opérateur unitaire S:Jf(bm ) -> l (b ( 2 ) ) tel que 

R? h ( 1 ) T? H { 2 ) ~ + V> 1 V . , ( 2 ) 

HT =T î , t G B , nous écrirons brièvement T . 
T T o 

La démonstration de la nécessité repose sur deux lemmes. 

Lemme 3.1. Soit o ( b m ) ~ m ~ o (b ( 2 ) )" m , alors ^ ^ ^ G N 

Lemme 3.2. S o i t T * b 1 e t T 7 2 ^ 2 des représentations unitaires 

irréductibles équivalentes T * ' * m %~TR'bi2) Alors w (b ( 1 ) (b ( 2 ) ) avec le 

même opérateur de permutation S:IX = x 11. 
k n k n 

La nécessité du théorème 3.1 découle alors du lemme 3.2. En 

réalité, T * y n V b m =*w(b ( 1 , ) îw ( b ( 2 ) ) = > c 7 ^ ( b ( 1 ) ) ) - o ^ ( b ( 2 ) ) ) . Mais la 

mesure spectrale o^v (b)) de la famille des opérateurs de 

multiplication par des variables indépendantes dans l'espace Jf(b) est 

évidemment équivalente à /XP, c'est pourquoi nous avons 
b 

La démonstration du lemme 3.1 se réduit au calcul explicite 

des mesures spectrales de a<b)-™ ,m G N et au calcul des intégrales de 

Helinger H ( o ( b m ) ~ m , o(b ( 2 ) ) " m ) . 

Rappelons la définition et les propriétés de l'intégrale de 

Helinger [22, chapitre 11, § 2 ] . 

Soit JU et v deux mesures probabilistes sur un espace 

mesurable (X, l ) , A est une mesure probabiliste telle que ,u<A, v < A , 

par exemple, A = G u + v ) / 2 . L'intégrale de Helinger pour y et v est 

définie comme suit : 
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Elle ne dépend pas de A et possède les propriétés suivantes : 

(Hl) 0 <H (JUY V) <1 est rinégalité de Schwartz, 

( H 2 ) H ( # v ) = l » / i = v , 

(H3)H(yU, v )=0 ttjulv, 

(H4) ju ~ v = » H ( / 4 v) > 0 , l'inverse, en règle générale, n'est pas 

vrai. 

Fixons un nombre m e N et faisons la transformation de Fourier 

v 
J de l'espace t m (b)<8>ÎTm (b) sur lequel agissent les opérateurs A5 

171 k n 

de la famille w (b)-™ . 

Désignons par bV™ =P~L (B V™ | b ~ m = p _ 1 (B" m ) c b ~ . Soit 

t = Y t E e b V m , y = V y E , x = Y x E eb"" . 
k n k n k n k n k n k n 

k <n £m k <*m <n k <jn <n 

Il est évident que B " m est un sous-groupe commutat i f normal 
V 

dans B ~ . Examinons le produit semi-direct B W

( X B m . Il est évident 
V 

que I + t + y =(I + y)(l + t ) = p(y)p(t) e B m o < B
 m , les fonctions 

f ( p ( y ) p ( t ) ) G Ï V M (b)<g>ITm ( b ) = L ^ B V w ( x B " m , ( ^ V w <S>ju~m 

Calculons la transformation partielle de Fourier-Wiener (Cf. 

l'équivalent [23] ou [21] , chapitre II § 5) . 

( } 
( J m f ) ( p ( x ) p ( t ) ) = f (p (x) P ( t ) ) = exp J- J 

(k,n)e 

\ v f - m J 

{ ï f X 
f exp i £ \ ^ f(p(y)p<t))d u - ; (p(y)) = 

• K 71 K 71 O 

B ~ M { ( K N ) E - M J \ & J 
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= e x p ( ^ ( B " 1 x , x ) ) J exp ( i (x ,y))f (p(y)p( t ) )d/ / -^ (y) , 

où {B/Z)KN

 = b

J f e w / 2 ' k < n > B e s t u n opérateur diagonal 

(Bx) . = b x , k <n . 3 est un opérateur unitaire de X m (b)<8>JTw (b) 
k n k n m 

dans XVm (b)®!? -" 1 ( b - 1 ) , ( b - 1 ) = b _ 1 , k < n . Soit z = Y z E e b _ m . 
V / V / t n k n , k n k n 

( " " K m 

Calculons p(y)p<t)p(z ). Nous avons : 

p(y)p(t)p(z ) = p(y)p(t)p(z )p(t)~l p(t) 

E t a n t donné que B m est un sous-groupe normal dans B m < xB m , alors 

piï)p(z )p(t)~l = A d a p t e ). C'est pourquoi l'application 

(P = p _ 1 A d p 
KO K) 

agit sur b"m . Le calcul direct donne 

Puisque pour x, z € b " m p(x)p(z) = p ( x + z ) , alors 

p(y)p(t)p(z) =p (y )p (z t )p<t) = p ( y +z ' )p(t) . 

P a r transformation de Fourier, les opérateurs T * ^ , p(z ) e B " m 

prennent la forme : 

f (p(x )p<t>) -> exp(i- (B _ 1 x, x) ) J exp(i (x, y ))f (p(y )p(t>p(z )) 
B - m 

d(/i m ® ^ - m (p(y)p(t)p(z)) ( \ 
1 ; V / D K ; 

d ( ^ m ®u;m) (p(y)p(t)) J l / J 
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( I v \pI I , \ \ \ £ 

d[nm ®n~m) (p(y +z W ) 
e x p ^ B ^ x ) ) f e x p ( i ( x , y ) ) f ( p ( y + z > t > ) W " \ p d u " ; ( y ) 

d (U m ® i " ; m (p(y)P(t)) / 

= e x p ( J - ( B - 1 x , x ) ) J exp(i(x,y)X(p(y W ) p m ^ 

(en posant w = y + z f , y = w - z ' , exp(i(x,y )) = exp( i (x ,w)) -exp(- i (x , z r ) ) ) 

^ e x p f - i f ^ z ^ j f C p f x i p a ) ) . 

P a r conséquent, 

( s J ^ K f ) ^ ( x ) ^ ( t ) ) = e x p ( - i ( x , Z

t ) ) f (p(x)p(t)). 

De plus, les générateurs iA 5 sont envoyés sur les iÂ b opérateurs de 
k n k n 

multiplication par les fonctions suivantes : 

i Â b = i exp(- i (x ,z f V) = i exp - i Y X z -f Y t z = 
kr, kn V V r=p+l ) ) 

k n = 0 k n \ \ ' h = 0 

fc n k n 

E t a n t donné que 3M:JF
V™ 0b)<8)JC"m (b) - > * V m ( b ) ® » " " 1 ( b _ I ) est un 

opérateur unitaire [21, chapitre II, théorème 5 .1] , alors la mesure 

spectrale de la famille iA* , (k ,n ) e_ m est équivalente à la mesure 

spectrale o(t>)-™ de la famille des opérateurs iÂ" , (k ,n )e . Nous 
k n m 

désignerons la mesure a ( b ) - ™ sur le groupe B ~ m et son image 

<r(b)-™ p (A) = <r(b) -m (p(A)) sur l'algèbre b ~ m par le même symbole 

Montrons que la mesure <r(b)-™ sur l'algèbre b " w a la forme 
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suivante pour A e l ( b ~ m ) où j ( b ~ m ) est une c-algèbre d'ensembles 

boréliens sur b ~ m : 

a(b ) - - (A) = l vm ( / T « j (<f )) (A)d /A ( t) . (3.3) 

En effet, selon la définition dans <r(b)->» nous avons 

F \ 

cr(b)-«. (A) =\dfiVm ® d / r m ) ( t , x ) e b V m x b _ m L x = p ( t r ) x e A 

= i v - r 6 " " J H , r )) - m 

v v 
E t a n t donné que la mesure dju m = ® d/j. sur b m est 

b (k.n)eV h

u 

v / m k n 

équivalente à la mesure de Gauss standard 

v 1 / \ 
du m = <8> — e x p -t2 ut , alors la mesure (3.3) est équivalente 

1 v p < ? r p q 

[18, § 18, théorème 1) à la mesure suivante : 

oby«(A) = [*mU-~ (<f )) (A)d|i« (t) (3.4) 

Pour calculer les intégrales de Helinger 

H m = h o\bK,J ,o\b{,j J des mesures o\b{jJ et o\b{Jj sur 

l'espace b ~ m , calculons les intégrales de Helinger 

F F h ) \ - m , n F ( Z ) \ m , n \ 

H m 71 = h I o\b J , a ] b w J des projections des mesures a(b)-m 

sur les sous-espaces de dimension finie b~mn de b ~ w où 
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B~MN =\XEB~M\X= V x E L = { ( r , s ) e 11 <r <m <s <m + n | 
JLd r s r s ' —m ,n [ v ' ' —m

 1 J 
(r, s )€ y 
v - m ,n 

et en se servant du fait que l i m H w w = H m , montrons que pour les 

mesures orthogonales J U ~ M ± J U ~ M , on a H w = l i m H m w = 0 ; par 

b ( l ) fe(2) n - > ~ 

conséquent, d'après la propriété (44) des intégrales de Helinger, 

A ~ M ±<t~ w , ce qui démontre le lemme 3.1. 
b i l ) b [ 2 ) 

Calcul des intégrales H™ n . Désignons par dl™ n (x) la mesure de 

Lebesgue sur B~M,N et calculons la densité d<j(b)-^ ,n ( x ) / d l w n ( x ) . Alors, 
par définition, l'intégrale de Helinger Hmn sera égale à 

• ( d ( 7 Í b ( 1 ) ) " m w ( x ) d o ( b ( 2 ) ) " 7 n ' 7 l ( x ) f 
Hmn= — i - - - — d l m w ( x ) (3.5) 

J d l m , n ( x ) d l m ' w ( x ) 

b V J 

Soit f une application mesurable bijective R71 -> R n , dx est la mesure 

de Lebesgue sur R w , D/¿(X) une mesure équivalente à la mesure de 

Lebesgue : //(A) = J g (xidx^djUfxi/dx = g ( x ) , alors 

//(A) =/j(f~l (A)}= J g ( x ) d x = (en faisant la substitution 

/ ( A ) 

y = f ( X ) , X = f " 1 ( y ) ) 

= J g ( f - 1 ( y ) ) ( d f - 1 ( y ) / d y ) d y (3.6) 
A 
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39 

E t a n t donné que pour tout t G b m , L est un automorphisme de 

l'espace b ~ m w pour tout n \ n e N , alors pour A e f l ( b ~ m w ) d'après la 

formule (3.6) nous avons avec f (x) = L " 1

/ x : 

W ) ) 

<r(b)-™ (A) = J f / T « J H ' r )) ( A ) d / ^ (t) = 

= f f — L , x V 1 ; JDLMN{X)DUM (t) (3.7) 

J | d l" 1 7 1 pf,rl d l " - " (x ) 1 

II découle de (3.2) que le Jacobien de l'application z - > L z est égal 

r J 

à 1 pour tout t € b V m , c'est pourquoi la formule suivante pour la 

densité d C J ( b ) " ' n découle de (3.7) 
dl*-" 

( ï ^ ) ( ( 1 ) 

I n J _ u . e x p - X b ; ; k . + X « ) r x I x 

v (r s le 1 / l r (r, 5 )e V î =1 y 

x g f - i - exp( - t 2 )dt l = f T / ' " ( b - ' , x - " ) . (3.8) 

x r n e M a t ( r x n ) , 

r - l ^ J E r - 1 V 

<§>(4=exp(-t 2 )dt ! (3.9) 
i = i ^ ^ v i r ' i r ) 



Examinons la m x n matrice xmn eMat(m,n) et les vecteurs 

t , X , . . . « X G R 
1 1 7 1 

(X X ••- X A (t \ \ fx \ 
11 12 l n 1 1 1 1 w 

X X ••• X t x x 
v m , n _ 21 22 2 n f _ 2 v — 2 1

 Y _ 2 n 
A . . . > \ " . . . > i ~~ > n . . . 

X X X [t J X , * , 

Alors, on peut écrire (3.9) sous une forme plus commode : 

> x . . , , ) = n j j . j exp - £ b : ' t i t ( x _ ( + ( x j ) U _ e x p ( - ( t , . ) ) d t 

* =1 / t n TÏI V Jk = m +2
 V y y T TU 

Conformément à (3.8) 

= ^ • " • • K . x " " ) ( ^ F ) ( x " - ) (3.10) 

c'est pourquoi, après avoir posé a = â , . . . , a n ) , b = ( b , . . . , b j , 

a = ( b ( 1 ) ) , b = ( b ( 2 ) ) ,k =1,2,...,n, nous obtenons : 

k \ m + 1 , m +1 +k J k \ m + 1 , m +1 +k / 

f { , / d o / a - 1 ) - " ! 

H m + 1 " = f p " 1 + I n ( a , x m + I " J i — ^ (xmn)x 

X f r - . - ( b t X « « . . ) - L _ 2 _ _ ( x - ) ( d . - ( x - ) * C * d x - 4 | J ) (3.11) 

V J ) 

Posons 

G m n ( a , b , X " ' • " ) = J ( ^ m + I " ( a , X m n ) ^ + 1 ' n ( b , X m n ) ) ^ è d X m + i ^ = 

= | fflJÇ I e x p ( - I a , K + 1 , + ( X n , t ) ) 2 ] - ^ e x p H t , t ) ) d t 
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n fb~ f N O 1 n 

I ] J — f exp ~ 2 > ( x + 1 t + ( * , . t ) ) i — e x p ( - ( t , t ) ) d t <x)dX . (3.12) 

L'objectif des calculs suivants est de trouver une expression explicite 

pour la fonction G m " (a,b,X ) . 

Lemme 3.3. Pour tout m , n e N , soient a = (a , . . . , a n ) , b = ( b , . . . , b j 

des suites de nombres positifs et une matrice 

(X X — X \ 
U 12 l n 

X X — X 

X m " = 2 1 2 2 2 " , la représentation suivante 

X X — X 
\ ML M 2

 MN J 

r Y/ 

c - h b , x ) J n 4 a < " ' , S " " ^ ? " ^ ] , ( 3 . i 3 ) 

V V a + b 

est vérifiée 

M r 

r n ( a , x ) = l + X £ f [ a 4 x t , - , X f c , (3.14) 
r-l IZk Oc <-<k t = 1 î L 1 r 

l 2 r 

où a j x ,x 2 . . . , x r J = d e t | x , x j || est le déterminant de Gram des 

2ab (2ab\ 2 * k

h

k 

vecteurs x , x . . . , x , est la suite = — 
i 2 r a + b U + b A a +b 

k k 

Formulons encore deux lemmes nécessaires à la démonstration 

du lemme 3.1. 
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Lemme 3.4. L'égalité suivante est vraie : 

f " ( a , x ) f • * ( b , x ) = 2 2 m _ 1 n 2 m . „ M ( 3 1 5 ) 

f t 
a +b 

2 m k k I . 
o ù n 2 m n ( a , b ) = max 1 1 ^ ^ 4 < k <k < - < k < n - . 

f . f 4a b T i 2 2 m 

i i 

Lemme 3.5. Si le produit des nombres positifs n = F F m ,m >1 
k =1 

diverge, n = o o , alors pour tout p e N , 1 imn p , H/n* , m =0 où 

n p , n = m a x f f m 1 <k < k <—<k <n k I T n = T]M , p <n 

i =1 I J * =1 

Si Ton suppose que les lemmes 3.3. à 3.5 sont vérifiés, le lemme 

3.1 en découle. 

Démonstration du lemme 3.1. Nous ferons la démonstration à 

part ir du contraposé, c'est-à-dire que la condition 

/ /" M + 1 1JLL~ M + I (3.16) 

implique H m + 1 = l i m H m + 1 n =0,m = 0,l,.... La condition (3.16) est 

équivalente (Cf. (3.1)) à 

( b m + b , 2 ) f 

n — — — = - (3.17) 
(*,«)€ 4b b 

m + 1 k n k n 
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- ( b ( n + b , 2 ) ) 2 

Soit m = 0, et 1^"' c'est-à-dire J | l n l*' = 0 0 ; montrons 
l n l n 

qu'alors o(b ( 1 1 ) " 1 l o ( b ( 2 ' )" 1 . En effet, 

cr(b) - i =<T{iA" = i(<? - b x )|1 < n j ~ C T ( X |1 < n j , , " U l , 

1 1 " v 1 » 1 » l » / r J , - ] ^ l 1 n r Jjf " 1 L -1 j b -1 

puisque la transformation partielle de Fourier J transforme 

i(<9^ - b

l B

x

l n ) e n opérateurs de multiplication par x (Cf. (3 .2)) . P a r 

conséquent, 

- f b ( n + b 1 2 1 ) 2 

f \ — — — - « / i " 1 i f f 1 

1 n 1 n 

(((,'")"' + ( b l ! ' ) " ' l 

~ 4 ( b , " : ) ( b r : ) ('•") ('"') 

Supposons que (3.17) soit vrai. Posons 

(b + b ) . m + n + 1 v m + n + l 

P = max k: FT — — = ~ k a* = b U ) , b * = b m eR" 

alors en vertu des lemmes 3.3., 3.4 et des formules (3 .11) , (3 .12) , nous 

obtenons : 

H m + l n < | ( n n n ( a m + 1 , b m + 1 ) ) 1 2 2 m - 1 n 2 m n ( a m + ^ b m + 1 ) | ^ H m n 

Après avoir appliqué ce t te inégalité un nombre suffisant de fois, nous 
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obtenons : 

m+i I I a ,b 
H m + l . n < l T T 2 2 * - 3 _\ ^ 1 ( 3 < 1 8 ) 

*4 IT-"(a*,b*) 

Puisque 1 im n n 7 l i a * , b * ) < « pour k = p + l , . . . , m + l et 

1 im n n 71 ( a p , b p ) = oo, alors en vertu du lemme 3.5 

1 lm rf(* ) m (a* ,b* ) / lT ' m (a* ,b* ) < o o et l i m n 2 p - 2 w ( a p , b p ) / n n n
 ( a p , b p ) = 0 . 

D'après la propriété (Hl) des intégrales de Helinger 

0 < H P = l i m H p n <1 , c'est pourquoi nous obtenons à part ir de (3.18) 

l i m H m + 1 •" = 0 . 
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§ 4. Démonstration des lemmes 3.2 à 3.5 

Démonstration du lemme 3.5. Si tous les m < c , alors UPN <CP, 

k 

c'est pourquoi UPN/LTN <CP/UNN - > 0 , lorsque n -> <*>. Dans le cas 

contraire , il existe une suite infinie (k(n))~= 1 , k0) = l, 

k(2) = min{k|m >m J , k ( n +1) = minjkjm >m^ j , pour laquelle la propriété 

limm = o o , m <m , . n € N est vérifiée. 

n - * o o k (71 ) k (n) k[n+l) 

Pour r , neN, r < p, désignons par k(r,n)€N des nombres tels que 

k ( R n ) < k ( p - l , n ) < - - < k ( l , n ) , fTm =ILPN. Soit n e[k(r),k(r + l ) ] n N , alors 
x A k (r, n ) * J 

r =L 

k(l,n) > k(r), k(2,r) > k ( r - 1 \ k(p,n) > k(r - p+1) , c'est pourquoi 

np"/n"" = m , -m, . . . . - 1 1 1 / f T m < 

~ f i 1 1 1 - f i" 1 , " > 0 , n - > o o 

^ =i y v * = 1 y 

k * * ( l ,n ) k (p,n ) 

Démonstration du lemme 3.4. Nous réécrirons l'inégalité (3.15) 

sous la forme suivante : 

( r n Y ^ 

r =1 1 <Jfc < • • • < * < n i = l i L 1 r J s =1 1 <-<] <n 1 L 1 *J 

V i A i J 

t
 2 a b r i 

I * , < 3 1 9 > 

V i . ' I I ) 

Alors l'inégalité (3.19) découle du système d'inégalités suivant que l'on 
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obtient en comparant les coefficients de x ,--,x , 
k k 

1 r _ 

x y-"jX x x ,~%X YL <r,s <n, dans le membre gauche et le membre droit de 
i r L i _ 

(3.19). 

T 1 r r 2 3 b 

v- x, fh +ïl b, * c Zïï;r^1* r*n : 

. i >• j <=i \ i=i i i = i a , + b , 

i i 

T ~| r s s r 

X ,---,x x x ,---,x :l~Ta l~Tb + rTa FTb < 
k k 9 9 Ç A l Jk A l g X X q X X k 

1 J L 1 s J i = i i t=l 1 t=l 1 1=1 i 

r ï \ h

k s 2 a b 
< c 2 ] l *' ,1 <r,s <n ( 3 . 2 0 ) 

a +b , a + b 
1 - 1 k k t _ i <? 9 , 

Affaiblissons les inégalités ( 3 . 2 0 ) : 

r ( \ ^ b 

i =1 i i =1 i i =L V i i J i =1 ^ ^ ^ 

i i 

fh flb + f h flb* ^flk +b* )tl{% + b 1* 
i = l i t =1 1 t=\ 1 i = l i i = l V ï i y t = i ^ f f ^ 

r

 2 a , b , , 2a b 

< c 2 ] l — i - ± - t \ *' *' ^ r > s ^ n (3.21) 
f_fa +b t

A_fa + b 
i - l k k t - l q q 

i i t t 

Nous obtenons à part ir de ( 3 . 2 1 ) : 

r
 + ^ J r [\ + \ ) . fa + b Ï 

c =max 2 r- 1fl^ U - ^ - x t \ ^ '-L fî̂ -î ^ - 1 < r , s < n -
4a b 4a b j 1 * 4a b 

i i ï ï 
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f t 
a +b 

2 m k k 

= 22M~L m a x m - ^ 1 < k < -<k <n , 
f * 4a b 1 Z m 

1 - 1 k k 
i i 

ce qui démontre le lemme 3.4. 

Demonstration du lemme 3.2. Soit T et T des 

représentations unitaires irréductibles équivalentes, ï : Jf(b ( 1 ) ) -> l (b ( 2 ) j est 

leur opérateur d'entrelaçage : ï T « f e ( 1 ) =T * fe(2)î!, t e B ~ . Montrons qu'alors 

tlx = x ft. (3.22) 
k n k n 

En effet, d'après le lemme 3.1, on a pour tout meN,u~m ~u~m , c'est-à-
b ( 1 ) 6 ( 2 ) 

dire 

fb ( 1 ) + b ( 2 ) f 

n
i ^ — i ^ - < o o . (3.23) 

v f m k n k n 

La démonstration du lemme 2.2 nous a montré que 

N 

Y t ( b m V m A ( , m - + x dans x ( b m ) avec y =b 2 +b b et 
AMÉ n \ J \ n 2 n 12 \ / 7 1 I n l n 2 n 

1 

b { % b2 T 1
 o K b V 

t = - 2 ^ - V - i i = - y LS— , (3.24) 
Y „ y b +b b +b 

^ 7 IV 1 1 / | [ b ( 1 ) j 
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N (b{l)>\ N R 1 

= y t z l b { l ] Y - i i i l . + b ( 1 ) b ( 1 ) w f t 2 f b ( 1 ) ) f b ( 1 ) ) 2 + b ( 1 ) b ( 2 ) = 
^ 7 1 \ / 4 K ( l ) I n 2 n M l ^ M / V i n / 1 n 1 n 

n =N u n=AT L 

! 1 2 1 

= 4 É r ^ 7 • (3-25) 
n =N b + b 

y l i n Z n J 

( N \ 

Montrons que 11 X ^f5 1 K A ' ~* x

1 2

 d a n s *(b ( 2 )). n suffit pour cela, 
n =N 

comme lors de la démonstration du théorème 2.1, de montrer la 

convergence de ces opérateurs sur un vecteur unique l e ï ( b ( 2 ) ) . Nous 

avons : 

f N N \ 2 

h ( b m ) T , X = X t ( b m ) A 6 ' Z 1 A b m + Y t ( b m ) i - b m x 1 

n=N n -N , v 

AT A ( 2 ) \ 2 AT p 

= y t 2 ( b m ) l ^ j L + b ( 2 ) b ( 2 ) w y t 2 f b ( 1 ) ) f b ( 2 ) f + b ( 2 ) b ( 2 ) = 
^ * V / K ( 2 ) l n 2 n M M / V i n / l n l n 

n =JV D n =tf L 

! 1 2 1 

f
 N

 u ( 2 ) ^ 2 ^ u ( 1 > u ( 2 ) i ( 2 ) , , ( 2 ) 
2 D 2 D D D + D 

= 4 V — V L» L 2 — 1 . 2 . ÎJL. ( 3 2 6 ) 

„ ~ b m + b , 2 ) „ ~ b m + b m b m b m + b m 

^ l i n Z n J l i n 2 n 1 n . 1 n 2 n 

b ( 2 ) b ( 2 ) + b ' 2 ' 
Montrons que l i m — — — = 1 . En effet, la condition (3.23) est 

» - > ~ b m b m + b m 

l n l n 2 n 

équivalente à la convergence de la série 
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( b m - b , 2 , f X V k n k n / < oo 
(k.n)ERI b b 
V / r\m k n k n 

ce qui est équivalent à la convergence de la série : 

f b , 2 ) t 
y JUL-L <oo, 

(k,n)EN °U 

b ( 2 ) ' 
il en découle que pour tout meN, e>0, il existe n e N tel que - j j ^ - l < £\ 

k n 

k =1,2,...,m, n >n , pour ce t te raison 

m m m 

t b ( 2 ) t b , 2 ) - b , n m c t b ' 1 1 

k n k n k n k n 

1 <JLÏ± < t^l = m e 

m m m 

J b : Y b ' Y b m 

k n k n ^ k n 
k =1 fc =1 * =1 

P a r conséquent, 

771 

SX 2 » 
11m*f L -^-=l , me N, (3.27) 

^ J k n 
=1 

Il découle de (3.27) l'inégalité suivante pour le membre droit de (3.26) 

( N b ( l ) 1 1 

H 12 V J U m ^ 5 < i ) + b < i » 

\ / y 1 1 71 2 71 y 

qui est négligeable pour un choix approprié de N et N , compte tenu du 

fait que ( b m ) = fb^ / b ^ = - (Cf. (1.3)) . 
71 =3 
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N

 2 ( p > 

Nous écrirons 1 im £ "TTTTTnT = ~ s i K >N

? ) = K ( P > N

2 ( P>) " » °°-
„ = V P ) b n +b n 

2 

La partie gauche de (3.26) contient l'expression - Y t (b ( 1 ) Jb ( 2 ) x . 
2 MMD JL\ f i n 1 2 

n =N 
1 

Montrons que 

N 

lim i f t ( b m W 2 ) = - 1 . En effet, 
[N

L'
N

2J-*~ »=* 

" 2 , ^ ( " 2 b ( U Y ' \ b ( U b ( 2 ) 

lim ±- Y t ( b m ) b m = - lim Y — Y L» L2L = - i 

\N ,N UOO N = J V \N iN U» n = N b +b n=N b +b b 

V l 2 y 1 V 1 2 >/ 1 1 » 2 n J l i n 2 n l n 

étant donné que 

N N 

V a b f a (b - 1 ) 
JLd n n *—d n \ n / 

n =N n=N 

— i 1 < i < max b -1 ->0 
N Z N 2 N ^ n ^ ^ i n 1 

i ^ r ^ n iErf̂ n 
n =N n =N 

1 1 

b m b ( 2 ) 

Nous avons posé a = — b = -±-^- et nous avons utilisé le fait que 
w , ( 1 ) , ( 1 ) n , ( 1 ) * 

b +b b 
I n 2 n l n 

1 im-^=- =1 
» - . - b U ) 

1 n 

N 
2 

Ainsi, dans la partie gauche de (3.26) L y t (b ( I ) )b ( 2 ) x - > - x , 
2 Amd n \ ) l n 12 1 2 

n=N 
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r N 2 ^ N 

par conséquent I I X ̂  (b<U Kl A !„ = É 4 n (b<1'Kl' A" ^ x , » d a n s 

n=JV n=N 

ï ( b ( 2 ) ) , c'est pourquoi Ux = x U. 

On montre par analogie que Ux = x ï . En effet, d'après le lemme 

l k l k 

N 

2.4 , x est approximé par les opérateurs ] £ tn (b ( 1 ) - b ( 1 ) x ) A * 
1 

Ï N } 2 

h ( * m i \ É t f b ( 1 ) P - b ( 1 )* K m -* 1 M 
i k \ / L f h ( n 1 A-rf » \ A ! n l n l n J k n Ik 1 1 

HÉ<("m)i»;>::=4 î » : : ix:: 
n =AT m =1 w =AT V m =1 y 

i V i / 

où 

/ y 1 / y 1 

O V v ( 1 ) K ( l ) 2 N , ( 1 ) 

2b z b p 2 b 
. ¿ 7 1 V i n _ L V 1 7 1 

M 5 ) = - - 2L~k 2 . 

y b , „ b , i , , = * y b m b u ) y b a . » = * y b ( i . 
l n Vfl n AmJ i n m n AmJ 771 71 Àmmi 7*1 n 

771 =1 V 771 =1 J 771 =1 V 7 1 1 - 1 / 

Montrons que I I Y t ( b ( 1 1 ) ( < ? - b l l , x V ' " - > x d a n s ï ( b m ) 
^ ^ » V A ! n l N l N ) k N l k V / 

71 =N 

. . v i / 

En effet, 

^ ' IV 1 1 / 
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N 

«i<K')i>;x: 
n -N m =1 

1 

( V2 

N . m at b < 2 ) Yb* 2 1 

2 D l i n m 71 

= 4 V L N V *»= i = 

A: / x 2 
1 2 A . » 1 Y b , n 

V m = l 7 ^ m n 

V"1 = 1 ) 
( V 

b 
_ ^ i n y t n l n m =i  

MMI K W , ( l ) K 

y b ( i » y b < i , b M y b ( 1 ) 

AMI m n JLMI m n À—À m n 

\ m =1 / m =1 m =1 

Compte tenu de (3.27) , nous obtenons l'inégalité : 

f Y 1 

N ^ ( 1 ) h fb<n)L ^c É — — » 
l J .̂ r y b « l , 

m n 

V m =1 7 
qui est négligeable pour un choix approprié de N et N (Cf. 

1 2 

démonstration du lemme 2.4). On conclut la démonstration du lemme 3.2 

par l'égalité 

f Y 1 

N 2 N 2 b ( U
 ^ 2 b ( U b ( 2 ) 

lim - Y t (b m W Z ) = - lim Y — ^ — Y — - ^ = - 1 
/ \ 2 ^ n \ / | n / N AMI K JLMI H , ( 1 ) 
l l ' N 2 ; °° 1 1 ' N 2 J~*~ N = N V b ( U 7 1 = N V b ( U LN 

* 1 I L m n JMML m n n 

V m =1 J m =1 

Démonstration du lemme 3.3. Notons que la fonction G m w (a ,b,x w * ) , 

xmn e M a t ( m x n ) est invariante par rapport à J(m), groupe orthogonal D E 

l'espace R M . En effet, 

O " ( a , b , O x " ) = 0 " - (a,b,0x , . . . ,0x, ) - j , , ffl JÇjL- " » f - 2 » . ( * . , + K 4 ) 
V*=l ' / l \ k=l ) 
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i n /k r w 2 ^ i 
^ e x p ( - ( t , t ) ) d t . n ^ J R m e x p ^ - X B t ( x m + i t + ( o x t , t ) ) J 7 _ r e x p H t , t ) ) d t J 0 

n 

® d x = G m n fa ,b ,x , . . . , x ) = G " " l ( a , b , x m n l (3.28) 

Il suffit de démontrer l'égalité (3.13) pour G " n + 1 , n e N. 

En effet, quand m < n l'égalité (3.13) pour G " 1 " est un cas particulier de 

l'égalité pour G " " 1 ' " , puisque pour x , . . . , x n e R m c R " 

x , . . . , x = detll x , x =0 , r >m. 
* k \L k k 

L 1
 r J ||V I J 

Indiquons quelques formules qui nous sont nécessaires. On sait que pour 

A e E n d ^ R * ) , A > 0 

- i - f , e x p ( - ( A z , z ) ) = - = L = (3.29) 
FRF*K Vdet A 

Soit m,n eN,c , . . . ,c e R m , d e R m , c =(c ,k=l, . . . ,n, c , . . . ,c e R", 
l 7 1 k \ p k ' p = i 1 7 7 1 

C =LC ) , alors 

^ ( c , . . . , ^ ) = exp - Z K ' * ) exp(-(t,t))dt = 

= ! : e x P ( r ( G +A (c ) ) - 1 d,d) l (3.30) 
J d e t a + A ( o ) V 4 V ; f 

O Ù A ( c ) = (A ( c ) ) ,A ( c ) = ( c , c ) . 

V I, >I.J=\ ' I v ' J ' e " 

En effet, substituons dans la partie gauche (3.30) t =T +7^, T ,T e R™ de 

sorte que les termes soient linéaires en T . E t a n t donné que 
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n I 

£ ( >t) +(t,t) = ((i + A(c))t,t), alors 
k =1 

n 2 

£ ( c >T + T

0 ) + ( d ' T + T ) + + T >T + T ) = ((! +A(c))(r +T ),T +T ) + 

+(d,T +T ) = ((I + A(c ) )T ,T ) + 2((I + A(c )Xo ,T ) + (d,T ) + ((I + A(c )f ,T ) + (d,T ) . 

Choisissons T tel que (2(1 + A(c )f +d,T ) =0 <=>T = - ( I + A(c — , alors 

o V o / o 2 

((I + A ( c »To ,T ) + (d,T ) = [ 0 + A(c ,)To + i T ) 4- g , T ) = g , T ) = 

= - ¡ - ( 0 + A ( c ) ) _ 1 d,dj, pour cette raison 
^(c , . . . , c n , d ) = Y=jRm exp(-((I +A(c) )T,T))dT expj-((l + A ( c ) ) " l d , d ) , 

nous en déduisons (3.30) d'après la formule (3.29). Utilisons la formule 

(3.30) pour la transformation G M , N 

G m w ( a , b , x ) = V * = 1 • 7 f f exp - Y a fx +(x ,t)) - 7 = x 

I Ï F
 i R n { i R m [ k=i k { m + l k

 1 * " J F Ï F 

( M W2 ^ 1 Y 2 N 

x e x p H ^ d t . ^ e x p ^ X b K ^ . + K . t ) ) J ^ e x p r t t ^ d t J « d x ^ ^ 

f f l a

A

b , ] ^ f / 2 \ 
= / 7 L [ J L - e x p ( " ^ ( v 1 ) 2 ~ ^ a * x - . « * K . t ) j 7 j r e x p H t . t ) ) d t 

V * = l Jfc =1 jy 71 J 

F a +b ^ 
® exp — - X 2 dx = 

L -i 9 m +1 m +1 Jk 
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a +b i/2z 
(En posant * * X 2 = z 2 , x = . * , x (a) = x J I ~ , x (b) = x Jb~, 

v * * 

. m »> 2-/2a x z „ 
d ( a ) = ( d (a)) , d (a) = V = (x (a),z , x ( a ) = ( x (a)) , 

2-/2a x n 2V2b x z 

% . , a l = 7 r ^ - d * , = K * t , ' d > ) = , Ç - î = # i = ^ W z ) . 
2i/2b x 

x ( b ) = x (b) , x ( b ) = . k p k ) 
v v p * p * J a +b 

v * * 

r i / 
« 4a b r ( N I \ 2 ^ 1 

= • 1 1 i - L T r JBn J R m exp -X (x p (a ) , t ) - ( d ( a ) , t ) - _ e x p ( - ( t , t ) ) d t 

* = 1 (a +b ) V V p = i JVX 

f " 2 ^ j 1 
x f m e x P ~Z(X ( a ) » t ) - ( d ^ X O - i = e x p ( - ( t , t ) ) d t - T = e x p ( - ( z , z ) ) d z 

r 1 ' / 
^ 4a b i 

* = t (a +b d 6 t ^ + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l +A(x(b))) ' X 

Je"

 eXPi"{(̂  +A(x(a)))- 1 d(a),d(a)) + (̂l + A(x(b))) _ 1 d (b}d(b ) j j - j=exp ( - ( z , z ) )dz . 

(3.31) 

Désignons respectivement par R p î (a), A p ? (a), 1 < P,Q <m les éléments de la 

matr ice (I + A(x(a)))~L et ses cofacteurs, alors 

A (a) 
R ( a ) = - 2 2 — -

p q det(l +A(x(a))) 

pour ce t t e raison 
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((I +A(x(a)))" ld(a),d(a)) + ^(l + A(x(b)))"' d(b^d(b)j = 

m 

p,q =1 

m f n n ^ 

= X R

v a X * ( a ) z * ( a ) z + R r , 0 X * * = 

p q mmm} p i 1 q j j p l * p i l q J J 

P.Q =1 V » - J =1 i . j - l J 

n f m m \ n 

= Y Y R (a)x ( a ) x ( a ) + Y R (b)x (b)x (b) z z = Y R (a,b,x)z z , 
Amà AMI pq pi g j MMÉ pq pf q j i j âmmà f j ^ j 

i , j - l \p,q =1 P.q =L / i , j = l 

m 

R (a,b,x)= V (R (a)x (a)x ( a ) + R (b)x (b)x (b)) = 
* i j \ PQ p i q j PQ p i q j } 

p.q =1 

" L f A ( a ) A (b) ^ 
= y ES_ _x (a)x ( a ) + r - ^ — -RX (b)x (b) = 

P i ~ ^ d e t ( l + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l + A ( x ( b ) ) ) ; 

= -. ; - r Y f d e t ( l + A ( x ( b ) ) ) A (a)x (a)x ( a ) + 

d e t ( I + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l + A ( x ( b ) ) ) p f ^ * v ; / P" R* *I 

Y (a ,b , X ) 

+ d e t ( l + A ( x ( a ) ) ) A (b)x (b)x ( b ) ) = / ° ' ' . - - r . 
* » PQ P I ;

w

 QJ

K ) d e t ( ! + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l +A (x (b ) ) ) 

P a r conséquent, 

((I +A(x(a))) _ 1 d(a),d(a)) + ^(l +A (x(b) ) ) _ 1 d(bXd(b^ = 

- i M 

= (det(I +A (x(a ) ) )det ( l +A(x(b)))) £ r (a,b,x> z . 
i , j =1 

En reportant dans (3.13) nous obtenons 

r V/ 
« 4a b i 

G m n ( a , b , x ) = m *-* r - - r \ X 
* = i (a +b d 6 t ( l + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l +A(x(b))) 

X f 6XD" ^ ̂ * ! ^* ^ » Gxpf—(z z )) dz — 
J " n [8 de t ( l + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l + A ( x ( b ) ) ) ] / ? " ' 
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n 4a b 

= < YL s - s _ r ( d e t ( 1 +A(x (a ) ) )de t ( l +A(x(b) ) ) 

d e t 2 j Ka,b,x)  

Y 8 d e t ( I + A ( x ( a ) ) ) d e t ( l + A ( x ( b ) ) ) J J 

r ]'/ 
» 4a^b^ de t ( l +A(x(a)))det( l + A(x(b))) 

*^(a +b ) 2 d e t 2 ( 8 d e t ( l +A(x (a ) ) )de t ( l+A(x (b ) ) ) - r ( a , b ,x ) ) 

E t a n t d o n n é q u e APQ (a), A (a), de t ( l + A(x(a))), de t ( l + A(x(b))) s o n t d e s 

p o l y n ô m e s e n X , l < i < m , l < j < n , r (a,b,x) 
1 j i j 

det (8 det(I + A(x(a)))det(l + A(x(b)) ) - r (a ,b ,x)) s o n t é g a l e m e n t d e s p o l y n ô m e s 

e n x . 
i j 

S o i t x (a),...,x ( a ) e R m , x ( a ) = ( x ./â~) , k = l , . . . , n , x (a),...,x (a) G Rn, 

x , . , = ( > J T ) ' . 

P o s o n s A(x(a)) = (A^(x (a ) ) ) , A j x | a ] ) = (x (a|,x (a)), Â(x(a)) = ( Â M (xla)))" ^ 

A

P , ( x ( a ) ) = ( x

P

( a ) ' x , ( a ) ) ' x = ( x

P J ' x ( a ) = K * ^ ) 1 - p - m l - k - n • A l o r s 

l ' é g a l i t é 

de t ( l + A ( x ( a ) ) ) = d e t ( l + Â(x (a») = (a,k) (3.34) 

57 



est vérifiée. En effet, pour les vecteurs x ,...,x e f , l'égalité 
k k 

1 r 

[ y v p

 2 

x ,x y M 1 ' r (x) , (3.35) 
k k k 

* j A,j=l 1 ^ <"'<Pr * m 1 

p , . . . Pr 

où M 1 (x) sont les mineurs de la matrice X est vérifié, c a r 
i r 

l +(x (a),x (a)) (x (a),x (a)) (x (a),xw (a)) 

de t ( i+A (x (a ) ) )=de t ( a ) ' * i ( a ) ) 1 + fc ( a ) ' * 2

 ( a ) ) ( * 2

 ( a ) ' ^ < a > ) = 

(xm (a),x (a)) (xw (a),x (a)) -» 1 + (xm (a),xw (a)) 

_ _ 2 
m m p , . . , p 

= 1 + 2 2 x p (a),...,xp (a) =1 + X X M*1...'/ ( x ( a ) ) 

* =1 1 £ p <"-<p L 1
 s J s =1 1 £ p < - - < p £ r a 1 s 

l s i s 
1 <k <—<fc < n 

1 s 

= 1 + Ë X fla, x, = ^ W ( ^ x m n ) = d e t ( l +A(x(a))). 
s=l l£k <—<fc £w i =1 i L 1 5 

1 s 

Nous démontrerons l'égalité (3.13) p o u r G * w + 1 par récurrence sur 

n e N. Soit n =1 ; alors, après avoir posé x (a) = fâ~x , x (a) = FÂ~x , 
1 V 1 1 1 2 Y 2 1 2 

2 

x ( a l ^ / T x ^ ^ x J , det(l +A(x(a))) = ( l+(x (a),x (a))) =1 + ^ x ^ , 
* =1 

de t ( l +A (x (b) ) ) =1 + 2 b x2 , d(a) = 2 - f ^ = > d ( b ) = 2 l ^ ^ > 

2 2 

(((I +A(x(a)))d(a),d(a)) + ((l + A(x(b)))d(bXd(b))) = (c ,z) + (c ,z) 
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f \ 

1 a x a x 
- , n f i 1 1 2 1 2 

OU C = • • , , , 

1 ^ ,/a + b J a +b 
J 1 + Z a . x i J k ^ 1 1 2 2 ^ 
Ï * = i 

j b x b x 
c = . . 1 1 1 , . 2 1 2 , nous avons, d'après (3 .31) , (3.30) 

2 2 J a + b J a +b 

J 1 + X b X , ^ 2 ^ 

r i ' / 
. . 2 4a b i 

G 1 , 2 (a,b,x ,x = 1 1 S-ï i 
M 1 *=Ma + b f d e t ^ + A ( x ( a > ) ) d e t ( l + A(x(b)) )det 2 ((I - A ( c ) ) 

\ k k ' 

mais d'après (3.34) 

( 2 2 \ 

2 a x 
\7 k l k 

~ x
 1 ~fC ' C ) ~ ( C ' C ) k - l & + b 

d e t ( I - A ( c ) ) = d e t ( l - A ( c ) ) = d e t V l \ J V l 2 ' = 1 — 
- ( c 2 , c j l - ( c , c j 1 + V a x 2 

^ k 1 k 
k =1 

v y 

f ' < b 2 x 2 i M b > : J r ^ 2 a b t 

* , a + b * = i a

t

 + b r > + b 

2 ( Z Y 2 A f 2 V 2 \ 

1 + Y b x 2 1 + Y a x 2 1 + Y b x 2 1 + Y a x 2 1 + Y b x 2 

*-* k \ k A-d k i k A-d k i k k l k k l k 

* = i v * = i A * = i ) \ * = i A * = i y 

il en d é c o u l e (3.13) p o u r G 1 2 ( a , b , x ,x ) . 

Montrons que si (3.13) est vérifiée pour G n " 1 , w ( a , b , x n ~ 1 , w ) , alors 

l'égalité (3.13) est vérifiée pour G n w (a,b,xw w ) . En vertu de l'invariance 

G : G W 71 (a,b,flx) = Gnn (a,b,x)>l> G 8(n),, on peut considérer que la matrice x est 

triangulaire : 
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X X X X 

1 1 1 2 1 w - 1 1 w 

x x x 0 
2 1 2 2 2 w - 1 ' 

X = 

x x 0 0 
71 " I 1 71 " I 2 : 

x 0 — 0 0 : 
n 1 I 

on peut écrire la fonction (a,x) sous la forme suivante : 

r " ( a , x ) = l + X X fr, x , >-'x, = 
r = l 1 <k <••<* <m, i = l i L 1 T 

1 r 

=1 + I X É h \ > - > X

K

 + £ I ÎL\ * > - - \ » \ 1 

r =1 1 SJfc <• -<fc £w - 1 i =1 i 1 r J r =1 1 £k <• • < * = n i =1 i \_ 1 r -1 
1 r 1 r 

D'après la propriété (3.33) nous obtenons, pour la matrice x, 

x , . . . , x , x = Y M*1""**-1'** (x) = 
k k n k k ,n 

1 r -1 1 <V <—<p <n 2 r -1 
1 ' 

2 
l , p . . . . p , p 

Y M 2 r 4 (x) = 
k ,k , n 

1 = p < p < - - < p £ n 1 2 r -1 
1 2 r 

- s k ' . : H > , -
2 £ p < — < p £ n 1 r 1 I 

2 r 

~~~ X. X a, a a a a, X. ) 
1 n * k 

1 r -1 _ 

où M ? 2 P r f l x) sont les mineurs de la matrice L x, L x *x sont le» 
k , \ J 1 » - 1 

1 r -1 

colonnes de la matrice L x : 
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X X - X X X x H 
2 1 2 2 2 n - 1 1 2 1 3 U 

x x ... 0 x x • • • O H 
3 1 3 2 2 2 2 3 B 

^ V — •"• v ••• ••• ... H 
f i x -

x x ... 0 x x - " 0 
n - 1 1 7i - 1 2 n -2 2 n - 2 3 

x 0 ••• 0 x 0 — 0 
" 1 n - 1 2 

c'est pourquoi 

<T" (a,xM" ) = « f - 1 (a.x"'"-1 ) + a n x 2 J""1'"-1 (a / x"'" ). ( 3 . 3 6 ) 

On montre p a r analogie que 

r ( A ) X " ) = r u ( a , x " - 1 ' " ) + a x ^ - 1 ' ' - 1 ( a , i x " ' * ) ( 3 . 3 7 ) 

E t a n t donné que 

f e x p ( - a ( y + t x ) 2 ) - ^ e x p ( - t 2 ) d t = • 1 e x p f ( a y X \ - a y 2 = 

1 a v 

= - J E X P ^ ( 3 . 3 8 ) 

V l + a x 2 V 1 + a x 7 
alors 

/ n - 1 \ J 
f 1 E X P -a x + Y t x + t x - = - E X P ( - t 2 Vit = 

J e 1 i » + n ^ r n n n i TW r \ n F n 

a x + V t x 
I 1 W +1 1 AMI T r l 

1 V r=l J 
- . = R E X P — 

J l + a x 2
 1 + a i X ' L 

V 1 n 1 1 n 1 

v y 
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( n ~ l i l 
f 1 exp -b x + T t x +t x — : exp(-t 2 Vit = 

V r = l / V / | r 

V / 

F n - 1 \ 

b x + Y t x 
i 1 n +1 1 r r 1 

= - — i exp i - ^ J -

J l + b x 2 1 + b x 2 

V 1 n i 1 n l 

\ J 

c'est pourquoi 

( ^ 
G"-"(a ,b ,x"-")=G- 1 - - (â ,b ,x"- 1 - - ) l-

V ' 1 + a x 2 V l + b x 2 

V V i n i A i n i / J 

OÙ â = â b = b , â = i , b = 1 , â = a , b , 2 £ * . 

\*/*=1 W/*=1 1 1 + a x 2 1 l + b x

2 k k k k 

1 n 1 1 n 1 

E t a n t donné que 

2â b 2a b i 
i i _ 

*. + 6 > " f1 + a , < , X 1 + b , X I , ) a (L + a X » , ) " + B (1 + B , ) " 

1 V • 1 n 1 / I V 1 n 1 / 

2a b f 2a b 
= L_I_ 1 + L_L_X

2 

a + b a +b w l 

i i V i i / 

2 2 

4â b 4a b (l + a x 2 ) (l +b x 2 ) 
l i _ l l V l n l / V l n l / _ 

(â +b ) , , w , / 2a b ) 
^ i ' 1 + a x 2 fl +b x 2 1 + ^ ^ x 2 

\ i n i A i n i / a n i 

. . V i i / 

4a b ( l + a x 2 ) ( l+b x 2 ) 
_ L J \ 1 n i / V 1 n i / 

fa +b f ( 2a b Y 
a +b n l 

V i l / 

62 



alors r - 1 - (a - , x - l - )= l + 2 X fia ("xfc , . . . , x = 

r = 1 1 < • < * < n t = 1 i 1 r 

l r -1 

( r 
= 1 +I — 7 7 - I Iïa x

t >
x + 

y 1 n 1 2 r 

r \ f f 

r J 71 r 

+ Y TTa x , . . . ,x = — 1 + a x 2 + Y Y a f T a x ,x ...,x 
A A k k k 1 - L o y 2 l u i * - * 1 A A k k k k 

2<.k < • • • < * $ n i = l i L 1 r J 1 , r = l 2 < * < • • < * < t i ï = 2 i 1 2 r 

l r y 1 w 1 ^ V 2 r u J 

/ \\ 

r r + X T l \ x

A >••«*„ + a

1

x I 1 I ï l \ \ >->\ = 
2 < • • • < * £ w ï = l i l r 2 <•••<* <>n i =1 1 1 r 

f r f W 

J 71 r r 

= + X X ria x >->x + a x 2 1 + S ria x > —>x 

1 T d X r = l l < * <-<k < n i = l t L 1 r J 2£k <-<k £71 ¿ = 1 i 1 r 

£ n - 1 ' n (a,x n - 1 n ) + a x ^ £ w - 1 '* - 1 (a,x n* n ) 

1 + a x 2 

1 71 1 

c'est pourquoi 

G n,7l / 1 W , n \ 1 71 -l , n ( ~ / ~ 7 * - l , 7 l \ 

(a,b,x ) = —rG ^a,b,x j = 

( ( ' + V l , ) ( 1 + V l , ) f 

/ w \ ( 2 a b 1 
4a b (1 + a x 2 (1 +b x 2 11 + — ^ - x 2 

n k k \ l n l / V 1 n 1 / a n 1 
= n r-^i:—/ 1 1 x 

(a +b ) l + - ^ - ^ x 2 ( l + a x 2 ( 1 + b x 2 

\ k k l a 71 1 V 1 71 1 A 1 71 1 / 

v 1 1 y 
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(5"- 1-"(a,x"- l >") + a x2 ^"^-"-'(a, x"-"))(^ ,- 1-"(b,x"- 1-")+b x2 f 1 -" - 1 (b, x"'")) 

64 

( \ z 

| " - l n f — , x n - l n V — ^ l _ x 2 £ » - i - » - i ( i ^ L x - - - H 
U + b y a + b n l U + b 1 j 

r V/ 

• W f"(a,x"")|*,,(b,x") 

ce qui, compte tenu de (3.37) démontre (3.13) pour G n n (a,b,xw 71 ). 

Démontrons à présent que la formule (3.13) est vraie pour 

G " ' n + l ( a , b , x n , , l + l ) . 

Si Ton désigne par 

X X X X X X X • • • X D 
1 1 1 2 1 3 l n 1 n +1 1 1 1 2 1 n | 

X X X - X 0 X X • • • X I 
n , n + l _ _ 2 1 2 2 2 3 2 n n , n _ 2 1 2 2 2 n | 

X , X ~~— m 

m m m m m m m m m 

x x 0 ••• 0 0 x x ••• 0 I 
w 1 w 2 n 1 w 2 H 

X X • • • X 

2 1 2 2 Z n 

x x ••• 0 
1 3 1 3 2 

X = 

x x - - - 0 
n i n 2 

(on peut réduire la matrice x = x n w + 1 à ce t te forme en vertu de 

l'invariance de G n 7 1 + 1 (a,b,x* w + 1 ) par tf(m)) et si Ton utilise (3.36) pour 

«f 1 7 1 + 1 (a,x) alors Tégalité (3.13) peut être écrite sous la forme : 

f ( r - ( ^ " ) ^ , ^ ; , J - ' 1 a , ' x ) ) ( r - ( b , x - ) + b j t i x ; - t ] r - - ( b ; x ) ) f 
^ (a ,b ,x ) := - -

(G"'"+ 1(a,b,x)) 



r i Y , 
4 a b f / ? a h \ 2a b / o„ h 0 

= 1 1 L J M — > x "" + "+ 1 ** x 2 r P n ' x L (3.39) J i / f l , h f U + b J a +b i - " * U + b ' J j * 1 (a -fb V n+i n + i / 
\ it * / 

Pour x =0 (3.39) correspond à (3.13) pour G71 n(a,b,xnw). E t a n t donné 

que G w w + 1 (a,b,x) est une fonction paire par rapport à x , alors y/fab,x) 

1 n +1 

est une fonction paire, mais compte tenu de (3.32) nous en déduisons 

que y/(a,b,x) est un polynôme : 
V 

y(a ,b ,x) = Y IF/ (a,b,x)x , p < oo, ( 3 . 4 0 ) 
k l n + 1 

* =1 

^ ( a , b , x ) = ^ | | > Ç , x L 
« 4a b U + b / 

K ~ l k k 

Un calcul direct donne 

<̂  y/ta,b,x) 
2 ^ ( a , b , x ) = — — 

1 <7 X 
l n + 1 3. 

1 n +1 -0 

r i Y 
» 4a b 4a b / ?a h "\ 

= . T T L J L _ n + l , + l | n . » f i l x »-» I ( 3 . 4 1 ) 

* - W 4 .K n 3 + b ^ a + b ' 

En effet, 

^ ^ b > x ) = ^(a,b,x) | x " + 1 , 1 J + "+1 , 1 / 

dxz
 x m . ! . o f-"(a,x"-M |"-"(b'x"'") G 

V / * =o 
1 n +1 
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(n_+l_ \ ^ 
mais la fonction G = TTa b G w , w + 1 (a,b,x) vérifie : 

A A k k 
\k=l J 

(G ) - A T - = < G > — = 

ln+l x =0 1 n +1 x ^ 
l n + l l n + l 

= - 2 ( g ) a2 - ^ - + b 2 J * - - * « 71+1 , v / n + i < ? a n + i 2 
V » + 1 n + I / l x =0 

1 n + 1 

ce qui permet d'utiliser la formule déjà démontrée 

G(a,b,x) = f f [ a b 1" G w w + 1 (a,b,x) 
x A A k k 

1 n 4 V e = 1 / 
x 

1 w + 1 

r l / 
4 " ' f •"(^x")f-"(b,x"-') 

En calculant ( G n w + I ) et en reportant dans ^ ^ , nous 
x =o l n + l 

1 n +1 

obtenons (3 .41) . 

<?k V(a,b,x) Montrons que = 0, k > 1 
<2x2* 

ln+l x = Q 

1 n 4 

Démontrons pour cela que 

lim G n n + 1 ( a , b , x ) > 0 (3.42) 
x —• 

1 n +1 
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En effet, en intégrant par rapport à t e R 1 et en utilisant (3.38) 

nous obtenons 

R I A B ( ( 

G " " + 1 ( a , b , x ) = ^ L- ( t i f ^ e x p - X a x + Y x t - a x 2 + 
i7?+l

 k=x

 k \ m + l k f^Z RK T J N+1 

fn+l f m \ Y ^ Xa x x -f V x t 
k l k \ m+l h ^ r k r

 m i 

^ ^ IL ( G ) - L e X p f - t 2 ) d t x 

1 + Y a x 
^ k i * 

) 

( 
fn+l f m \ Y 

/ x2 X X + Y X t 

n f m \ k l k m+lk r k r 

x m l e x p - V b x + T X t + ^ ^ ^ ¿ 2 -
k - 1 K r = z J i + 5 > x 2 

^ k i k 
k =1 

V 

\ m 1 / \ w + 1 1 
x 2 ® — r e x p -t 2 dt (X)dx 7 

1 + y a x 2 1 + Y b x 2 

^ * 1 k k 1 * 
W * = l A * = i y y 

fn+l f m \ Y Xa x x 4- y x t 
k l k m+lk r k r 

E t a n t donné que — — — = 
^ w +1 

1 + y a x 2 

^ k i k 
k =1 

^ m n +1 n + 1 ^ c 

y t y a x + x + y a x x / \2 

^ r ^ * i * Z k +^ k i k m+i k a X X 

\ r =Z k =1 fcj=L V n +1 1 n +1 m + l n + 1 / 

n + 1 ~~ n + 1 

1 + V a x 2 1 + Y a x z 

*—t k 1 k k 1 k 
k=\ k=i 
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q u a n d ( V - , t J e L m i , a ) = j ( t , . . . , t J e R ™ - | r X a t X t x ^ > 0 | 

(n+l R M \ V 

Y b X X + V x s / x 2 

k 1 * +1 I m +1 A ^ r fc r 5 x x 

V* = 1 V r = l J J \ n+ï ln+l m+ln+l I 

n+1 " n + 1 

i + X b x ? 1 + y b x 2 

p o u r ( s 2 , . . . , s m ) e L m ; ( b ) = ( . . . . . J e R - ' s J b ^ ^ > 0 , r = 2 , . . . , m -
fc =1 

(m +1 ) / v 

X
 = l X

m + i 1 ' - ' X

m + 1 J € D n ( a ' b ) = D „ ' a » n D > ) . puisquea,b t > 0 , k = l , . . . , n 

D n (a) = | x { m + l )

e R n £ a x x > O [, D b = | x ( m + 1 ] e R" t b x x > 0 -
L * - i j [. I* = l 

a l o r s G " n + 1 (a,b,x) v é r i f i e l ' i n é g a l i t é s u i v a n t e : 

fn+l \ / { na b ( ( / 

G " " + 1 (a,b,x)> V * = 1 . 7 f, f , , f exp - y a x + V x t 
f „ + 1 J b 1 J d fa,b) k (a) r ^ * m+lk t - * r k r 

V « + « v ; ^ m -1 ^ * = 1 V J ^ 

( / \ 0 
® — r e x p ( - t 2 )dt f , exp - Y b x +y"x s 

JH \ kl k h (b) K ^ k m+lk rk r 
k=2 1 " m l { } ^ k =1 V r =2 J j 

( } 
711 1 / \ \1/ i (a x x ) 

® — e x p ^ 2 ds e x p i K n + i l n + l m + l n + l ) - a x2 + 
* =2 V # \ k/ k J 2 Vi n +1 m +1 n +1 

1 + V a x2 

~-< k i k 
V * = i J 

fb x x ) / . 
, \ n +1 i w +1 m +1 n +1 / , 9 f jL \ 

+ ~ i
 b x d x ® ® d x x 

V i - 9 n +1 m +1 n +1 m +1 n +1 w

 w +i fc 

i + y b x 2 KK=[ Y 
k 1 k 

k=l J 
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ff я + i Y 7 1 + 1 

x 1 + У a x 2 1 + Y b x 2 

к 1 к к Ik 

Vv * = i A * = i уу 

E t a n t donné que 

i i i (a x x ) 
* f 1 V и + 1 1 л + 1 m + 1 л + 1 / (( ,« v «* v ¡ í7^ J r 1

 e x p 2 . 2 

L + t a x 2 1 + Y b x 2 1 + M X i . 
^ * i * ^ * i * V * = 1 

* = i A * = i J) 

(b x x ) 
2 , V я + 1 1 n + 1 m + 1 n + 1 / . 2 -a x + b x dx = 

л + 1 m + 1 n + 1 я + 1 л + 1 ж + 1 я + 1 ж + 1 n + 1 

L + Y b x 2 

к i k 
* = i y 

'( ( я } 
a 1 + Y a x 2 

1 1 f 1 ж + 1 l * 1 4 J = t - — , exp-<^ ^ — — L-

( N + 1 Y " + 1 m 1 + Y a x 2 

1 + Y » x 2 1 + Y b x2 ¿-I K LK 

*-* к \ k ¿-I к i k IV * =i Vv * = i Л t = i У y 

/ n ^ 

b 1 + Y b x 2 

n+l к 1 Л 

^ - x > dx = 
w + 1 m + 1 n + 1 m + 1 w + 1 

1 + Y b x 2 

к i * 

Г Г » + i Y » + i ^ ^ 
1 + Y a x 2 1 + Y b x 2 

1 " A 1 к к 1 A: 

_ i , V * = i A * = i y  
2 i n V л + l \ f n Y 71+1 ^ 

a 1 + Y a x 2 1 + Y b x 2 +b 1 + Y b x 2 1 + Y a x 2 

л + 1 " fc 1 * " * I * л + 1 к l к к l к 

V V к = 1 А л =i у V * =i у \ к =i у у 
Í 1 ^ 

i a b 
^2. л + 1 л + 1 = 

* 1 п Л ~ * ~ 2 ( ( Л ( л t 

а 1 + Y a x 2 Ь +b 1 + Y b x2 Ь 
л +1 к 1 * I n +1 n + l ^ к \ к I n +1 

Vv v * =L у V * = i У У у 
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= ì f a b {z + y L +b )x2 l ì >0 
2 ^ n +1 n +1 ^ ~ \ k k / l k JJ 

pour tout uplet (x ,...,x ) e FT 

na b ( ( z \ 
k k n ( m \ 

G n n + l (a,b,x)>^-=J— f , x f exp - t a x + Y x t 

K V ) 

® — : e x p ( - t 2 ì dt f , exp - Y b x + Y x s 
JH \ kf kJL (b) K ^ k m+lk ^ rk r 

V / 

m 1 TI 1 ( 7 1 ^ 

(g) e x p ( - * 2 ) d s (§)dx x - ( a b ) / 4 2 + Y ( a +b ìx2 >0 
„ r j r \ Jk / Jfc m + l i t O V w +1 n +1 / \ k k f 1 k 

* =2 V ^ J k=Ì C. V * =1 / 

Ainsi, (3.41) est démontré. 

P a r conséquent, *F(a,b,x)=0 pour k > 2 puisque dans le cas 

contraire , compte tenu de (3.39) et (3.40) nous aboutissons à une 

contradiction avec (3.42) , ce qui termine la démonstration du lemme 3.3. 
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