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INTRODUCTION

Une matrice carrée A = (AU)U e 1 (I ensemble fini
non vide) est une matrice de Cartan généralisée si:
A =2, 1 €I
L,

A = —N ,i = j

1)

Auj= O = AM'= o

Si, de plus, A est le produit d’une matrice diagonale et
d’une matrice symétrique définie positive A est appelée une
matrice de Cartan.

On sait classiguement gu’il existe une bi jection
naturelle entre les matrices de Cartan et les classes a
isomorphisme prés d’algébres de Lie semi-simples complexes:
1’algébre de Lie correspondant & une matrice de Cartan A est
définie par des générateurs (Xi,Ytﬂﬂ)i e 1 soumis aux relations:

[H.Pt] = 0

CH, x] =A X , [H,Y1l =-A Y,
7% T L J L))

[X,Y] = H et [X,¥1 =0, i=j

1-A . 1-A
ad"a "(xj) = ad -; "(vj) =0, i * j

Pour toute matrice de Cartan généralisée A, 1 algtbre de
Lie g(A) définie par cette présentation est 1’algébre de
Kac—Moody associée A A.

Pour toute algébre de Lie simple complexe de dimension
finie, de matrice de Cartan A, 1’algébre de Kac—-Moody g(;), o0 3
est la matrice de Cartan généralisée définie par 1le graphe de
Dynkin complété de g, est 1’algébre de Lie affine 5 associdée A g.

D’ autre part, il existe une réalisation plus concréte de
1’ algébre afflne g. En effet on montre que 1’espace vectoriel
H® (g,C), ol g est 1’algébre de Lie des applications réguliéres de
C dans g (algébre de lacets de g), est de dimension 1. Ainsi g
posséde, A isomorphisme prés, une unique extension centrale qui
est 1’algébre de Kac—Moody affine ;.

A toute algébre de Lie de dimension finie g est associé
un groupe de Lie (simplement connexe) 6 et une application

exponentielle exp :t g ——— G de sorte que, pour toute



représentation de dimension finie p> 1 g ——— gl(V) de g, il
existe un unique morphisme de groupes de Lie p : 6 — GL(V)
tel que 1’on ait:

exp(p” (X)) = plexp(X)) pour tout X € g.

FPlus généralement, une algébre de Lie g (de dimension
éventuellement infinie) est intégrable (KAC [2]) si elle est
engendr ée par 1’ensemble F9 des éléments X € g tels que adx soit
un endomorphisme localement fini de g et une représentation:

p’ g ———— gl(V)
est intégrable si, pour tout X e Fg’ p’ {X) est un endomorphi sme
localement fini de V. 11 est alors encore possible d’associer & @
un groupe G et une application exponentielle exp: Fg e ——— -
de sorte que toute représentation intégrable p° de g définisse un
homomorphisme de groupes:

p =6 » GL (V)
tel que exp(p’ (X)) = plexp(X)) pour tout X € F_.

g
Naturellement, dans le cas ot g est de dimension finie

on retrouve le groupe de Lie simplement connexe G d’algébre de Lie
8. On remarque d’ailleurs que cette méthode fournit une
construction algébrique élémentaire et globale du groupe G.

Lorsque 1’algébre de Lie g est semi-simple le signe des
constantes de structure de g a été déterminé par TITS (L[11) en
utilisant le fait, qui résulte de 1la théorie des groupes
algébriques, qu’'a toute racine « de g correspond un sous—groupe Ga
de 6 qui est isomorphe au groupe SL((2,0). La construction
précédente {fournit une démonstration él émentaire de cette
propriété (cf (11 p 28 et appendice p 52).

Une algébre de Lie simple g de dimension finie posséde
une représentation linéaire de dimension finie fideéle
g ——— gl(V) telle que la représentation associée du groupe G
s0it elle aussi fideéele; on en déduit canoni quement une
représentation intégrable:

L

g » gI(G)

de 1’algébre de Kac—Moody affine g, o V est 1’ espace vectoriel
des applications réquliéres de CIZ"l a valeurs dans V. §1 6 est le
groupe de Kac-Moody affine, associé & 1’algébre g par la

construction esquissée ci-dessus, on obtient un homomorphisme
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canoni que de groupes:

My

6 » GL (V)

dont 1’image n’est autre que le groupe de lacets G de G, c’est a

dire le groupe des applications régulieéres de C. dans G (on a
aussi 8 = Q(C[t,t-‘]), o4 G est le <C-groupe algébrigque tel que
6(C) = 6). On montre alors, en utilisant la structure de systéme
de TITS dont est muni le groupe E d’aprés KAC-PETERSON (f1]1) que
1’ homomorphisme précédent définit une extension centrale:

1y — > G y 8 — (13

ainsi qu’il est affirmé dans KAC (21 (p 209).

Les notes présentées ici ont pour origine un cours de
DEA fait au 1°° semestre de 1’année 1990-91 et consacré aux
algébres de Lie semi-simples complexes et aux algébres de
Kac-Moody affines.

Dans la lihw partie (chapitres I a4 III), on se propose
d’introduire 1le plus directement possible les principales
praopriétés des algébres de Lie semi-simples complexes (ou plus
généralement sur un corps algébriquement clos de caractéristique
Q) . En particulier, au lieu de considérer les algeébres
nilpotentes (resp résolubles) générales on s’est contenté du cas
particulier des sous—algébres strictement trigonalisables (resp
trigonalisable) de 1’algébre de Lie des endomorphismes d’un espace
vectoriel de dimension finie. Ensuite on définit les algébres de
Lie semi-simples g comme celles ne possédant pas d”ideéal abélien
non trivial et on démontre le critére de Cartan gr8ce A la théorie
des répliques de Chevalley. Le théordme de semi—-simplicité de Weyl
est établi en mettant en évidence son aspect cohomologique. Enfin,
les sous—algeébres de Cartan sont introduites directement comme les

sous—algébres diagonalisables maximales de g.

La 2“"" partie (chapitres IV et V) est consacrée aux

propriétés des racines d’une algébre de Lie semi-simple e |

démontrées classiquement a 1’ aide de la théorie des
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représentations de sl(2,C). Ensuite on établit 1la correspondance
entre les systémes simples de racines et les chambres de Weyl et
on introduit la matrice de Cartan de g. On termine cette partie
par la définition par générateurs et relations du groupe de Weyl
de Q.

Dans la 3téme

théorie des représentations finies de g. Tout d’abord on introduit

partie (chapitres VI A IX) on étudie la

les algébres enveloppantes, puis les modules de Verma et on
démontre, & 1’aide de 1’isomorphisme de Harish—Chandra qu’ils sont
de longueur finie. Ensuite an établit que les classes
d’isomorphismes des modules simples de dimension finie sont en
bijection avec Nl, o0 1 est le rang de ¢g (dimension d’une
sous—algébre de Cartan). Enfin on explicite la structure du groupe
de Grothendieck de modules de dimension finie et on conclut cette
partie par une démonstration de la formule des caractéres de Weyl.

Dans la 4'*™ partie (chapitres X et XI) on construit de
mani ére purement algébrique, en suivant la méthode de Kac—Peterson
pour la construction des groupes de Kac-Moody généraux, le groupe
G associé a 17algébre de Lie g. On utilise cette construction pour
établir directement le théoréme de Tits déterminant les constantes
de structures de g et on en déduit 1’existence des bases de
Chevalley de g. Enfin, on termine cette partie en montrant comment
G est muni d’une structure de systéme de Tits (B,N).

Dans la 5'°™® partie (chapitre XII) on eétudie les
algébres de Lie affines que 1’on définit directement comme
extensions centrales des algébres de lacets des algébres de Lie
simples de dimension finie g. On démontre ensuite la formule de
Kac—-Weyl (généralisation en dimension infinie de la formule des
caractéres de Weyl) pour les modules intégrables A plus grand
poids. Notons d’ailleurs que cette démonstration peut aussi
s’appliquer au cas de dimension finie et permet d’éviter, si on le
souhaite, le recours A 1’isomorphisme de Harish-Chandra.

Enfin, on termine par 1la construction du groupe de

Kac—Moody associé & une algébre affine (ou plus exactement a son

viii



algébre dérivée, sinon on rajoute un facteur C* parasite), mais
ici le groupe en question est muni de deux systémes de Tits
distincts (B+,N) et (B ,N) avec le mEme groupe N, isomorphes par
1’involution de Chevalley. C’est seulement dans le cas de
dimension finie que les groupes B’ et B sont conjugués (cf Tits
£3]1 p 544) et que 1’on peut donc se contenter de ne considérer
qu’un seul de ces systémes. Comme expliqué dans le premiére partie
de cette introduction, on montre pour conclure gue 1le groupe de
Kac—Moody est une extension centrale du groupe des lacets du

groupe de dimension finie G par un sous—groupe isomorphe a C*.
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CHAPITRE I

ALGEBRES DE LIE D'ENDOMORPHISMES

1. Algébres de Lie.
Une algébre de Liw (complexe) est un C—espace-vectoriel
S muni d’une application €C-bilindaire alternée (appelée crochet de

Lie):

8 X8 > g
(X,Y) » [X,Y]
vérifiant 1’identité de Jacobi:
. CCX,Y¥1,Z1 + CLY,Z1,X] + (CZ,X1,Y] = O
pour tout X,Y,Z e g.

ax les
Soit V un C-espace-vectoriel; 1’application:
(u, v) » [u,vl = uev = veu
est un crochet de Lie sur 1’espace vectoriel ol (V) des

C-endomorphismes de V.

Une sous-algébre de Lie (resp un idéal) d’une algébre de
Lie g est un sous—espace vectoriel a de g tel que [X,¥Y] €« Q pour
tout X,Y &« a (resp pour tout X € g et tout ¥ « a).
exesaples:

i) Soit g une algébre de Liej le sous—espace @’ de ¢
engendré par les crochets [(X,Y] pour tout X,Y € g est un idéal g’
de g (ideéal deérive de g).

ii) Soit ¢ 1 VXV —> C une forme bilin¢aireg
al ora:

g =(Xeg / ¢Xv,v') + ¢(v,Xv’) = O VY v,v’ € V)

est une sous-algébre de Lie de gl(V).

iii) Une dérivation d’une algébre de Lie g est uns
application C-lintaire:

D:g + Q9

vérifiant:
D(LX,Y]1) = [D(X),Y) + {X,D(Y)]



pour tout X,Y € g. Les dérivations de g forment une sous—algébre
de Lie Der(g) de gli(g).

Deux éléments X,Y d’une algébre de Lie g cossutent a8i
1’on a £X,Y]l = 0. L algéhre de Lie g est abélienne lorsque tous
ses &l éments commutent.
axemple:

Soient V un espace vectoriel de dimension finie n et

(e) une base de V; le sous-espace b de gi(Vv) des

15i%n
endomorphisees X de V tels que X(‘Cei') - Cei pour 1%<i<n est une

sous—algébre abélienne de gl(V).

Une algébre de Lie g est sasimple si elle n’est pas
abélienne et si ses seuls idéaux sont {0} et g.

S8oient g et P deux algébres de Liey une application
C-linéaire:

f:r g » P
est un homomorphisme d’algeébres de Lie si 17on a:
fCIX, Y1) = [£(X), (Y]
pour tout X,Y € g. Les algébres de Lie et leurs homomorphi smes
forment une catégorie. Une représentation de g dans un C-espace
vectoriel V est un homomorphisme d’algébres de Lie:
Py +» gl(V),
Un g-module est un C-espace vectoriel V  muni d’une

application C-bilindéaire:
8 xV s V
{(X,v) + Xv

telle que:
IX,YIlv = X(Yv}) = Y{XVv)

pour tout X,Y € g et tout v € V.
8i V est muni d’une structure de g-module 1’application:
0 » gl(V)
définie par p(X)v = Xv pour X € g et v € V est une représentation
de g dans V et réciproquement, si p est une représentation de ¢

dans V, 1’application:



v
(v

a x V
(X,Vv)

eat une structure de g-module sur V.
Soient V et W deux g-modules, un g—homsomorphisese est une

v

v

application C-linéaire:
£ 2V + W

telle ques
f{Xv) = Xf(v)
pour tout X €« g et tout v € V.
exemples:
i) La représentation adjointe est 1’homomorphisae:
ad : ¢ » gl(g)
défini par adx(Y) = [X,Y]l. L’identité de Jaccbhi exprime que, pour
tout X « g, adx est une dérivation (dite intérieure) de 1 algébre
de Lie g.
Le centre de g est le noyau de 1la représentation
adjointe de g; c’est 17idéal:
c={Xeg \ [X,Y] = O pour tout ¥ € g }
ii) Soient V et W deux g-modules; on munit le produit
tensoriel V e W d’une structure de g-module en posant:
X(u @ v) = Xu @ v + u ® Xv

pour X e g, u eV et v € W; de mme 1’ espace vectoriel Hom(V, W)
eat munit d’une structure de g-module telle que:
(Xf) (v) = Xf(v) — F(Xv)
pour f @« Hom(V,W) et v € V. Ainsi 1’application canonique:
view » Hom(V,W)
(od V‘ = Hom(V,€), avec € wmuni de 1la structure de g-module

triviale) est un g—isomsorphisme.

2. Algbbres de Lie d’endomorphismes.
On considére un C-espace vectoriel V de dimension finie

et gl(V) 1’algébre de Lie des endomorphismes de V. On appellera
algébre de Lie d’endomorphismes de V une sous—algébre de Lie g de
gl(V). Nous dirons que g est diagonalisable (trigonalisable,
strictement trigonalisable) s’il existe une base de V dans

laquelle, pour tout X € g, la matrice de X est diagonale



(triangulaire supériesure, triangulaire supérieure stricte).

Proposition 2.1

Soit b une algébre de Lie d’endomorphismes de V; les
conditions suivantes sont équivalentes:
i) b est diagonalisable
ii) b est abélienne et tout X e« est
diagonalisable.
e Dn montre ii) =» i) par récurrence sur dim(V). On peut supposer
non contenue dans le centre de gl(V); il existe donc X €  qui
n’est pas une homothétie et 1’on a l1la décomposition de V en
sous—-espaces propres de X:
v=2v)\

Pouwr tout Z € H, puisque X et Z commutent on a Z(V,) c VA; or Y 4

A
est diagonalisable donc Z|Vk est diagonalisable, de sorte que,
pour tout A, 1’image de b par 1’application Z —m7——» Z|Vx est
une sous—algébre de gl(vk) vérifiant ii) donc diagonalisable par

1*hypothése de récurrence de sorte que b est diagonalisable. @

proposition 2.2 (Engel)

Soit ®t une algébre de Lie d’endomorphismes de Vg les
conditions suivantes sont équivalentes:
i) tout X € t est nilpotent
ii) n est strictement trigonalisable.
® 1) On montre d’abord par récurrence sur r = dim(n) qu’il existe
v € VA {0} tel que Xv = O pour tout X e n.
Pour r = 1 on a nt = CX et cela résulte de ce que O est
valeur propre de X.
Supposons le résultat vrai pour toute algébre de Lie linédaire
de dimsension < r et considérons une algébre n de dimension r.

Soit a une sous—algébre de Lie de ©t de dimension < rs
pour tout X e a, adx induit un endomorphisme Py de 1’ espace
vectoriel quotient W= nw/a d’oua une représentation
Pt A ——yp gl(N); p(a) est donc une algébre de Lie linéaire de
dimension < rj d’aprés 1 ’hypothése de récurrence il existe Y € ft\a

tel que [X,Y]) e a pour tout X e a; ainsi b = a ¢ €Y est une



sous—algébre de n, a est un idéal de b et dim(b) = dim(a) + 1. . Il
est résulte que n contient un idéal b qui est un hyperplan.

" Soit M= {veV/Xv=0pou tout X € b}. C’est un
sous—-espace vectoriael de V non nul d’aprés 1’hypothése de
récurrence.

On a:

g =95 e CY

avec [X,Y) €« ® pour tout X « H. Alors W est stable par Y
(X¥Yv = [X,YIve¢¥Xv = O pour X e ot v eW) et Y induit un
endomorphisme nilpotent de W de sorte qu’il existe v €« §# tel que
Yv = 03 on a donc Xv = O pour tout X € n.
2) On procéde ensuite par récurrence sur d = dim(V).

Soit v &« VA\{0} tel que Xv = O pour tout X € n; on poae
W =V/Cv de sorte que chagque X &« 1 induit un endomorphi sme
nilpotent p(X) de W 3 d’aprés 1’hypothése de récurrence la
sous—-algébre p(n) de gl(W) est strictement trigonalisables si

(@)

) 25i<a est une base de W telle que:

- ig -
p(X).e = Za, AX) e, 25isd, X @« n.

) i 1,3 t
En posant -‘ = v on obtient une base (ni.)tsi.Sd de V telle que:

,—
Xe = z‘i_ AX) e 12j%d, X e n @&
i) 1 &% L.l i

Soit g une algébre de Lie; on définit par récurrence la
suite décroissante d*idéaux:
p°(g) = g
D'(g) = (D' (@))’ pour i 2 1j

et on dit que g est résoluble si If(g) = {0) pour i assez grand.

proposition 2.3 (Lie)
Soit r une algébre de Lie d’endomorphismes de V3 les

conditions suivantes sont éqgquivalentes:
i) * wst trigonalisable
ii) ¢ est résoluble.
® 1) Montrons d’abord qu’il existe v €« V qui est vecteur propre de
tous les X € r. On proceéde par récurrence sur dim(e).
On at »¢ (si v »® (0))g tout sous—espace vectoriel a tel



gue v’ c a c r est un idéal de r de sorte qu’il existe un idéal H
(nécessairement résoluble) de * qui =at un hyperplan. On a donc
vt = b e €CZ. Montrons que le sous—espace W formé des v € V qui sont
vecteur!’s propres de tous les X € b, non nul d’aprés 1 hypothése de
récurrence, est stable par Z:

Soit ve W (de sorte gque Xv = Av); consiidérons le
sous—espace nv de V engendré par les vj = Zjv, iz0. On a

X(Qv) < Qv pour tout X € . En effet on voit par récurrence sur j

ques
Xv), « 7wj + XCV,‘ pour tout X € %.
0%i%j- 1
(Xv, = XZv, = IXv,k + [X,Z1lv, € Av. + ch, + ECV, en
i 3 i i it ieg i
o%i%j-1 ofi<j-1

appliquant 1 hypothése de récurrence A ij et A [X,Z]vj).

Maias a une base de la forme (v) _ _ de sorte
v i Oo%i%d
ques
tr(X‘ﬁv) = (d+1)A.
Appliquons ceci & €Z,X]): on a donce

[Z,XIv = pfZ,X1
tr(fZ,X31|0 ) = (d+1)u = 0

{(puisque tr{(AB) = tr(BA)) donc u = 0 et [Z,X1Iv = O.
D’ ob:
XZv = IXv - LZ,X1v
= IXv = ZAv= AIv

et par suite Zv €« W. Ainsi W est stable par Z.

Alors z]u posséde un vecteur propre v « W donc v est un
vecteur propre comsun A tous les X € t.
2) On procéde ansuite par récurrence sur d = dia(V).
Soit v &« V un vecteur propre commun & tous les X €« vy on pose
W= V/Cv de sorte gue chaque X € ¢ induit un endomorphisme p(X) de
W: mais pir) st részoluble donc, d’ aprés 1”hypothése de
récurrance, la sous-—algébre p(¢) de gl(W) est trigonalisabley si

(@)

J 2<izd gt une base de W tellse qum.

p()()..aj = iE,mt‘j()() ei

pour 25icd st tout X e« ¢.



En posant @ = von obtient une base (ei)‘

Xoj - §a,‘,()() e,
ity Y t

<i<4 de V telle que:

1€j<d, X &« v*. @

Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie: on
considére sur gl(V) la forme bilint¢aire symétrique (forme trace):
t : gliv) x gl(v) » €
(X,Y) » tr(XY)
La forme trace t est invariante c’est A dire que:
t(CX,Y1,2)+t(Y,[X,Z]) = O
pour tout X,Y,Z € gl(V) (ie les dérivations intérieures de gl(V)

sont antisymétriques).
Une algébre de Lie g, de dimension finie, est

semi-simple si elle ne posséde pas d’idéal abélien non nul.

proposition 2.4

Soit g une algébre de Lie semi-simple d’ endomorphi smes
d’un C-espace vectoriel de dimension finie Vj tout idéal a de g
est régulier pour la forme trace t et 1’orthogonal o’ de o est un
idéal.® Considérons un idéal a de @; l’invariance de t montre que
al est aussi un idéal de jo I8
Posons ¢ = a N a* et montrons que tout X e v’ est nilpotent.
D’aprés le critére de Chevalley il suffit pour cela de vérifier
qQue:

tiX,R) = O
pour tout X & ¢+’ et toute réplique R de X.
On as
X = Z [Y,,2,1 ¢ avec Y,,Z, e t)

de sorte que:
t(X,R) = Z t(ry,,2,3,R) = ZQ(Zk,[R,Yk])

On a évidemment:
ad (¢) c ¢
x
mais ad. ast une réplique de adx de sorte que:
ad (v) c ¢,
R



Il en résulte que:
[R,Ykl e ¥ pour tout kj
par suite ¢t(X,R) = 0 et X est nilpotent.

D'aprés 1le théoréme d’Engel, t 2 est strictement
trigonalisable donc résclubley par suite r est résoluble.
Supposons ¢ # 03 si i 21 est le plus petit entier tel que
D'(r) = O3 on voit que D'*(r) est un idéal abélien non nul de g;
puisque g est semi-simple on a nécessairement v = 0 et ainsi a est

régulier. ¢

proposition 2.9

Soit g une algtbre de Lie d’endomorphismes d’un C—espace
vectoriel de dimension finie V telle que la restriction 4 g de 1la
forme trace ¢t wsoit reéguliére; alors on a la décomposition
orthogonale:

g=ceg’
oh ¢ est le centre de g ot g’ est semi-simple.
® Pour X,Y,Z € g; on a:
t(Z,[X,Y]) = ®([Z,X1,Y)
d’oa:
Zac =» [Z,X1=0 » I a (gm)t
Z e (g)t &  t(CZ,X3,Y) = O pour tout X,Y € g.
Puisque t est réguliére sur g on a [Z,X1 = O pour tout X e g donc
Z € ¢c. Ainsi on a ¢ = (g’)*.
Considérons un idéal abélien a de g; montrons que X est nilpotent
dans 1 un des deux cas suivants:
i) X eg" nc¢
ii) X e [a,gl.
D’aprés le critére de Chevalley il suffit de montrer que:
t(X,R) = O pour toute réplique R de X.
Oon a:
X ==Z £Z,Y1 ( avec (i) Z,Y eg

1
(ii) Zi e a et Yi & g)

de sorte que:
L(X,R) = z t(LZ,Y 1,R) = Zt(vi,m,z,‘n.



Cas (i): Puisque X € ¢ on a:

adx(g) = {0}
mais ad. est une réplique de ndx de sorte que:

ad‘(gb = {0}
d’ohs

CR,Zi] = 0 pour tout i
et par suite t(X,R) = O,
Cas (ii): Puisque X € a et que a est abélien on a

adx(o) = {0}
mais ad. est une réplique de adx de sorte que:

ad'(a) = {0}
d’ ods

ER,ZiJ = 0 pour tout i
et par suite t(X,R) = O,

Soit X e g” Nn¢, X est nilpotent de sorte que XY est

nilpotent pour tout Y €« g d’oa:

tiX,Y) = O pour tout Y € g.
Alors X = O puisque t est réguliére sur g3 ainsi cnNng’ = {0},
Ainsi ¢’ est un sous—espace régulier de g et 1’on a g =c¢ ® g".

Soit @ un idéal abélien de g de sorte que L[(a,g] est

formé¢ d’endomorphismes nilpotents. Soient X & g et 1 € ay
considérons la sous—algébre v+ = a + €CX de g3 comme ¢° = [a,X] est
formée d’endomorphismes nilpotents les théorémes d’Engel et de Lie
montrent que ¢ est trigonalisable.

Soit, de plus, Y € ¢g; comme [Y,Z] est nilpotent il en est de
mfme de XLY,Z1 (puisque X et ty,21 sont simul tanément
trigonalisables) d’odi

t{[X,Y1,Z) = £(X,LY,Z]) = O
alors Z est orthogonal a ¢° donc 7 «€ ¢ ainsi a < C,
Mais comme tout idéal a de @’ est encore un idéal de g3 il en

résulte gque g’ est semi-simple. ©






APPENDICE I

REPLIQUES D'UN ENDOMORPHISME

Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et X
un endomorphisse de V; le nil-espace de X est le sous—espace
vectoriel de V formé des v e V tels qu’il existe k=1 avec ka = 0.

On désigne par o(X) 1’ensemble des valeurs propres de X3
pour chaque A &« o(X), soit Vv le nil-espace de x—xlv; on a alors

XA
la décomposition de V en somme directe:

v = z vx.)\

Aeo
De plus la dimension de Vxx est égale & la multiplicite

de A dans le polynime caractéristique xx(T) = d.t(x—TIv) e CILT] de
Xs V est stable par X et (X—AIV)'Vx). est un endomorphisme

®A

nilpotent de Vx}~

multiplicité de A\ dans le polyncme minimal P, de 1’endomorphisme

dont le degré de nilpotence est égal a la

X (décomposition canonique de V selon X).

proposition 1

Soient V un C-espace vectoriel de disension finie et X
un endomorphisme de V; les conditions suivantes sont équivalentes:

i) X est diagonalisable (ie V a une base formsée de
vecteurs propres de X)

ii) le polynéme minimal p de X est séparable (ie toutes
ses racines sont simples)

iii) tout sous—-espace vectoriel de V stable par X

possdéde un suppl émentaire stable par X.

corollaire
S8oit X un endomorphisme diagonalisable de V; pour tout

sous—espace W de V stable par X, la restriction x|w de X &4 W est

diagonalisable.

proposition 2 (décomposition de Jordan)
Soit X un endomorphisme de V 3 alors X s"écrit de

manidre unique X = XD + XN aver XD diagonalisable, XN nilpotent et

X _,X 3 = O.
D" N .

i1



De plus il existe f,9 « €L[T] avec f(0) = g(0) = O tels
que XD = f£(X) et XN = g(X).
® Soit V = Z VxJ_la décompasition canonique de V selon X3 par

définition xplvx,k = Alvx \ pour tout A € o(X) et X" = X-XD. La
?
derniére partie résulte du théoréme chinois. @

corollaire

Soit X un endomorphisme de V3 on a:
ad = (ad )
x x'D
D
ad = (ad_ ) .
X, X N
® i) Supposons d’abord que X est diagonalisablesy soit (v.‘)‘<,‘<n
une base de V formée de vecteurs propres de X de sorte que:
Av, = A v, 1£isn.
i it

Soit (Ei)

J‘Suﬁnln base correspondante de ﬂc(V); on a alors:

X = Z NE
kEn

ad = Z(x ad
X  <f<n* T

"dtk kEi,j = BB ELEoe ™ SaE Sk

ad, E =‘<2(tk(6u‘ wi” SinEx) T NADE,

de sorte que adx est diagonalisable.

de sorte que:
mais:

d’ ols

ii) Supposons maintenant X nilpotent; on a adx = Lx— Rx (oh

va = XY et RMY = YX) de sorte que:

-4
adZ™ ! = zock (—1)2n-1-k & pEnet-k o
X ik an- 1 X X

si X" = 0 donc .dx est nilpotent.
1ii) Finalement, X é¢tant quelconque, il suffit de considérer sa

décomposition de Jordans X = XD + XN pour conclure. ®

Considérons un endomorphisme diagonalisable X de V et la

décomposition canonique de V selon X:

vV = va

Aeox)
Soit E le sous—Q-espace vectoriel de C engendré par

12



o(X)3 un endomorphisae diagonalisable R est une réplique de X s7il
existe ¢ @ QQ(E,C) tel que R|V =PI, pour tout A @ o(X)

Xy A
Soit X un endomorphisme quelconque de V; une réplique de

X, A

X est un endomorphisme de V appartenant & la sous—algébre
abélienne g(X) de gli(V) engendrée par les répliques de 1la
composante diagonalisable XD et par la composante nilpotente XN de
X.

proposition 3

Soit X un endomorphisme de V; toute réplique R de X est
de la forme R = f(X) avec f @ CLT] et f(0O) = O,
¢® On pasut supposer X diagonalisable. Considérons de nouveau E le
sous—Q-espace vectoriel de € engendré¢ par o(X)3 on a R = ¢(X) avec
¢ e R.Q(E,C). Soit Qi’a‘.‘iﬁr une base de E formée de valeurs
propres de X; il existe alors un polynéime f @ CLT] tel que
f()\i) = ¢(ki) pour 1Si<r et la condition supplémentaire f(0) = 0O

ai X est inversible; on a alors R = f{(X). @

proposition 4

Pour toute réplique R de X, nd. est une réplique de adx.
® On a adx = (adx)n et adx ™ (mjx)N de sorte que 1’on peut

D N
supposer X diagonalisable. Soit (v‘) <i<n, Une base de V formée de
vecteurs propres de sorte que Xv_ = A v et l-'tvi - ¢(Ai)vi mais

on a3
ad E = (A\-A)E .
x ) L b I %

“dnE'\,j = (¢(7\,l )—¢()\j) )E't.j

donc ad. est une réplique de adx.

proposition 3 (critére de Chevalley)

Boit X un endomorphisme de V; les conditions suivantes
sont équivalentes:
i) X est nilpotent
ii) tr(XR) = 0 pour toute réplique R de X.
® i) » ii) R et X commutent de sorte que XR est nilpotent donc

tr(XR) = O,
ii) » i) On a R = X; + c)(N o X = XD + )(N est la décomposition de

13



Jordan de X et X; une réplique de xn de sorte que tr(xbx;) = Q. On
ast ramené A montrer que si X est diagonalisable et si tr(XR) = O
pour toute réplique R de X on a X = 0. Soit E le sous—-Q—-espace
vectoriel de C engendré¢ par l’ensemble o(X) des valeurs propres de
X3 pour toute forme linéaire ¢ = E' on a donc:

tr(OOX) = z n,#(\X = 0 avec n, 2 1 d’oar

Aeow)
@tr(p(X)X)) = 2 nk¢4k)z = 0.

Aeonx)
ainsi ¢ = O donc X = 0. @

14



CHAPITRE 11

ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES

1. Le critire de sesai-simplicité de Cartan.
Soit g une algébre de Lie complexe de dimension finie
la forme de Killing de g est la forme bilinéaire symétrique sur ¢g:
K31 gxg + C

(X,Y) —m—— t(adx,ady)
La forme K est invariante c’est A dire que:
K(L[X,Y1,Z) + K(Y,[X,Z]) = O pour tout X,Y,Z €« g.

proposition 1.1 (critére de semi-simplicité de Cartan)
Boit g un algébre de Lie de dimension finie. Les

conditions suivantes sont équivalentes:

i) g est semi-simple.

ii) la forme de Killing K de g est réguliére.
® i) »1ii) ad : g — ad(g) < gltg) est un i somorphi sme
d’algébres de Lie; ad(g) est une algébre de Lie semi -simple
d’endomorphismses de g donc la forme trace t est réguliére sur
ad(g) et par suite K est reégulidre.
i1) #» i) Soient a un idéal abélien de g et Z « . Powr X,Y €« g on
a:

(ad'adx)zY = [Z(X,0(Z2,LX,Y]11] = O (pour tout Y « @)

de sorte que adz‘dx est nilpotent donc K(X,Z) = O pour tout X e« g3
alors Z = O donc = 0. @

corollaire 1
Soit g une algébre de Lie semi-simples;
i) On ag=9".
1i) Tout idéal a est régulier pour la forme de Killing

K, 1’orthogonal a’ est 1’unique supplémentaire de a dans ¢ qui est

un ideéal.
iii) Toute dérivation de g est intérisure.

@i)Onag=g" @ (g)" et (g’)" est un ideal abélien de g de
sorte que (9’)L = {03.

13



ii) Compte tenu de la fideélité de la représentation adjointe, OJ'

est un idéal de g tel qgue g = a @ atl. Soit & un ideal de g tel que
g=aeb;onabs=b =(g,b]=rcral,6] c a’ d’od b = at.
iii) Soit D une dérivation de g3 on a:
[DX,Y)Y = D(CX,Y1) - £X,DY] pour tout X,Y e g
de sorte que:
.dnx - [D,adx] pour tout X e g.
Puisque la forme de Killing K est régulidre, il existe X e g
tel ques
' tr D ady) = K(X,Y) pour tout Y € g.
Alors D’ = D - adxost une dérivation telle que:
tr(D’adY) = 0 pour tout Y e g.
Puisque pour tout Z « g on a:
tr(ad (D’,ad 1) = —tr(D"Cad_,ad_1)
Y = Y o
il en résulte que:
K(Y,D*Z) = tr(ad _ad_ )
Y D®
= — tr(D"ad ) = 0.
v, %)

En utilisant de nouveau la régularité de K on obtient D’ = 0 ije
D -‘.d - ‘
x

corollaire 2

Soit g une algébre de Lie semi-simple; on as
g=98 ©... .0 8
(- 14] “t):SiSr eat la famille des idéaux non nuls aminimaux de g3
chacun de ces idtaux est une algeébre de Lie simple de disension
finie.
De plus chaque idéal o de g est somme d’une sous—famille de
“t);s.s.r donc est semi-simple.
® SBoit (.thsn la famille des idéaux non nuls minimaux de @3
puisque g east semi-simple les 8_t sont non abéliens.
D’autre part soit a un idéal de oi; a est un idéal de @3 en
effet on a:
g=9 8" et 8,811 =0
i i it
d’obs
fg,al c (ei,ol < Q.
Par minimalité on a a = {0} ou a = 81 donc oi est simple.
Pour i » j on a [evej
et fjsont orthogonaux pour l1la forme de Killing de g3 soient

l c 8,t n 9j = {0} il en résulte que 9,‘

16



X e et X
i i
d’ohs

a sj; comae 95 = s’j on a Xj = [Y¥,Z1 avec Y, 2 « 8

3 i

K{(X ,X) = K(X L[Y,Z1) = K([X ,Y1,Z) = O,
L | iy t

Soit a l1a somme des ¢ i€l (I est nécessairement fini), Q

’
esat un idéal de g3 lupposo;s a®g, alors g = Q @ al et o"‘ est un
idéal de sorte qu’il existe 8 c @ donc 8 < N a" = (0} d’od une
contradiction.

Enfin, solit a un idéal de g3 comme ci-dessus on voit que tout
idéal b de a est un idéal de g de sorte que G est semi-simple et

est somme directe des o,‘ tels que a > o,‘c

2. Le théoréae de semi-simplicité de Weyl.

Soient g une algébre de Limet p1 g — gl(V) une
représentation; on appelle forme trace de p la forme bilinéaire
symétrique invariante sur g:

tp Tt g X0 + C
(Xy¥Y) ——— t(p(X),p(Y))

proposition 2.1

Soient ¢ une algébre de Lie semi-sisple et
pt1 @ —— gl(V) une représentation; 1’orthogonal p de Ker (p)
pour la forme de Killing de g est régulier pour tp.
® i) Considérons l1’idéal ¥ = { X e g / tp(x,v) =Q0VYegltde g
et montrons tout d’abord que, pour tout X e [g,?], p(X) est
nilpotent.
Il suffit de montrer que:

t(p(X),R) = O

pour tout X @ [(g,?] et toute réplique R de p(X) (critére de
Chevalley).
On aXs= Z [Y,,Z,1 ( avec Y, « g et Z « ¥) de sorte que:

t(P(X),R) = ) £(Lp(Y,),p(Z )1,R)
= ) t(p(Z,),(R,p(Y I D).

Comme ‘dp(x) »

est une réplique de ad

(p(Q)) < pig) on a ad.(p(g)) c pl(g) puisque ad

pix)”
ii) Soit p = (Ker(o))'; p est un idéal de g et on ai
g = Ker(p) © p (donc [Ker(p),pl = 0).

D’aprés i) p(X) est nilpotent pour tout X @ [p,T] od:
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L= (Xe&p / tp(X,Y) = 0VY e« pl.

D’aprés le théoréme d’Engel, 1’idéal a = p(lp,?]1) de 1’algébre
P(pP) est (strictement) trigonalisable; supposons G ® O et soit izl
le plus petit entier tel que Di(u) = 03 alors Di-‘(u) est un
idéal abélien non nul de p(p); or 1’algébre p(p) est semi-sieple
donc a = p(ip,T1) = 0 et comme p|p est fidele on a (p,¥1 = O
ainsi ¥ est contenu dans le centre de 1’algébre semi-simple p; on
adonc ¥ = 0 ie p régulier pour tp.c

proposition 2.2

Soient e} une algeébre de Lie semi-simple,
P O + gi(V) une représentation et p 1’orthogonal du

noyau Ker(p) de p; il existe un unique endomorphisese Cp de V
(opérateur de Casimir de p) tel que:
c, - Zp(xt)p(X:)
pour tout couple (Xih.et (X:'),t de bases de P duales relati vesent
A la forme t (ie telles que tptxi,x';) =6 3 on a donc
tr(Cp) = dim(p))
De plus on a [p(X),Cp] = O pour tout X e g.

® Soit (Xi%.lm (x:)i un couple de bases de P duales relativessnt

i

A la foree %) (rappelons que la restriction a4 p de tp est
réguliére). On a pour tout Z €« p:
Z = Z t’i(xt,ux: = Zt:p(z,)(':')x,t
de sorte que si ()(;),l et (x; )t est un autre couple de bases
duales de P on a:
p(X*)1p(x**) = p(zt X’ , X" x)p0x°™
i ] (=2 R S J.

)
|

*»
- »
p(X,‘)p(Z £, (X, X)X

- p(xi)p(X:).

Ainsi 1’opérateur Cp est bien défini. Pour tout X € g on a:
[p(X),C 1 = p(X)C_ - C p(X)
= (p(X)p(Xi)p(X

- &

) - p(X_‘)p(X:)p(X))

) + p(X)PIX, X D)

= ) (p(LX,X D) p(X ; .

i

- 8

= *» - L ]
- Z (p(z t (EX, X1, XDX)p(X]) + p(Xj)p(Z €, (X, [X, XTDXD)

» [ ] [
] X + == -
t,z,-(t"“ X1 X0) e XL EX X DX )eix]) = 0. e
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Soient g une algébre de Lie et p :1 g + gl(V)
une représentation:
a) on dit que p est simple (ou irrdéductible) ei
V o {0} et si les seuls sous-espaces vectoriels W de V stables par
p (im tels que p(X)H c W pour tout X @ g) sont {0} et V.
b) on dit que o est semi-simple si V est sosme

directe d’une famille (u,‘)_t de sous—espaces vectoriels stables par

p tels que les représentations plu_‘ t O > gl(ut) soient
simples.

propasition 2.3 (lemme de Schur)
Soient g une algébre de Lie et p 3 g -+ gl(V)
une représentation simple de rang fini; tout endomorphisme T de V

tel ques

P(X) o T =T o piX) pour tout X e g
ast une homothétie.
@® Supposons T ® 03 Ker (T) (resp Im(T7)) sont des sous—espaces
vectoriels de V stables par p de sorte gue 7 est un isomorphisee;
%1 A est une valeur propre de T, T — )\Iv n’est pas inversible donc

est nul de sorte que T eat 1"homothétie de rapport A. €

On pose:s
c®@g,v) = Vv
clig,v) = 28,V
ctg,v) = Alt::(gxo,w
at:
£° (g, 4 o clg,W d y 2 g,V)
aVEC 3

dviX) = p{X)v
pour v & CO(Q,V) et X € @
ets
dwiX,Y) = p(wl(Y) ~ piY)w{X) - wl(lX,Y]))
pour o @ C‘(Q,V) et X,Y @& 9.
On vérifie que dod = O de sorte que:
B'(g,V) = Im(d) c Z'(g,V) = Ker(d).
On pose alors:
Hig,v = g,V /B (g, V)
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de sorte que, pour tout sous—espace W de V stable par p on a 1la
suite exacte de cochomologie:
0 —s w3 — 4 V&, ww® & g, — H(g,V) — H'(g,

v/wW)

® Il suffit d’appliquer le lemme du serpent au di agr amme

commutatif:
(4] > W > V - V/¥ —————ee—p O
0 —s 2 (g, W) s 2 g, V) ———— Z (g, VW)

Si v eV tel que v e (V/le)9 ie pi{X)v €« W pour tout X e« @3 alors
3(v) est la classe de X —— s p(X)v modulo B‘(gA,V). ®

proposition 2.4 (lemse de Whitehsad)
Soient ¢ une algébre de Lie semi-simple, pour toute

représantation de dissnsion finie p 1 @ — gl(V) on a:
H'(g,V) = (03.

® i) L’opérateur de Casimir Cp s prolonge en un endomorphisse l"p

de C’(g,V) (pour p = 0,1 ou 2) tel que r,+d=d.r_ de sorte

que I'_ induit un endomorphisme de H' (g, V).

Pour o e Z‘(Q,V), posons h{w) = ‘Zp(xtm(x:) « V; on a alors

pour tout X e« g:
dh(w) (X)) = o(X)h(w)
= p(X)p(x,‘)w(x,)

& e

= Y PUXIPO0WIX)) + zp((x,xij)w(x:‘:»

-

L [
= I _wix) + szxt)mtx,x,‘l) + Zp(tx,xtnwcxl)

Maiss

» 4 [ ]
Zpexi_m(tx,l,xs) =) P £ (X

i
EX ,X1)X )
A B i

® -
= p(xi)w( tp([X’_,Xi],X)Xj)

, » ]
- % feld tp(txj,x,‘],X)xt)w(Xj)

*

&
o) (UG D, XD X (X))

i

PEX, X DwiX ).
3 b
On a finzleaant:

ity (e (X)) = r'pco(x)
de sorte gue 1i"esndosorphl sae de 't ig.V) induit par !"p est nul.
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ii) Soit n = dim(V); si n = 1 on a p(X)v = O pour tout X € g (ie p
est triviale) puisque g’ = g. Supposons, par hypathtl! de
récurrence la résultat vrai pour toute représentation de rang < n
(n 2 2); si p est simple 1’opérateur de Casimir Cp est
1"homothétie de rapport A\; comme p n’est pas triviale on a A = 0O
puisque tr (Cp) = dim(Q) donc Cp ast inversible . ;als
17 automorphisee induit par I'p sur H‘(Q,V) et nul ce qui n’est
.possible gue si H‘(g,V) = {0). Si p n"est pas simple il existe un
sous—espace vectoriel non trivial W de V stable par po de sorte
que, par hypothése de récurrence on a H* (G, W) = H‘(Q,V/u) = {0} et
la suite exacte de cohomologie:
H (g, W) —s H'(g,V) — H'(g,V/W)

impligue que H‘(g,\i) = {O0). ®

proposition 2.5 (théoréme de semi-simplicité de Weyl)

Soit g une algébre de Lie semi-—-simple, toute
représentation de disension finie p : @O -+ gi{V) est
semi -simple.

® Soient p : g — glw‘) et p 19 — glwz)_v  deux .
représentations de g3 on définit la représentation
p: 9 » guzcw‘,vzn
par p(§)X = pz()() e £ — £ o p’(X).
Soit W un sous—-espace de V stable par p; alors EC(V/U,N) est un

sous—espace vectoriel stable de 2€(V/R,V) et 17on a:
EC(V/H,V) / ﬁcW/H,V) - QC(V/H,VIU).
On a2 alows la suite exacte de cohomologie:
ﬂt(&'/w,\l)g el RCQVIW,V/H)O e H’(g,ﬁc(\l/ﬂ,u))

- Comae H’(g,&(r(wfw,w)) « O d”aprés le lemwme de Whitehead, il existe

f a t.cwm,wg tel que nof = id _ de sorte que p = fom st un
projectew de V, d’image ¥, qui comeute avec o. Ainsi, W posséde
un suppliémentaive stable par p ce gui entraine que p est

semi-siople. &

3. La décomposition de Jordan.
8i X 25t un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de
dimension finie, on déwigne par XD sa composante diagonalisable et

par XN sa composante nilpotente.



proposition 3.1

Soit e une sous—algébre de Lie semi—-simple
d’endomorphismes de V3 pour tout X € g, on a XD at XN € g.
® Le théorame de sami-sieplicité de Weyl montre que V eat somse
directe d’une famille (“ihgn de sous—espaces vectoriels stables
tels gue les raprésentations:
g » gl(ﬂij
X + Xlﬂk
sont simples. Soit g la sous—algébre de Lie de gl(V) formée des
X @« gl(V) tels que:
i) tX,gl c o
ii) X(H_‘) < “t et tr(X]Ni) = 0 pour tout i e I}
Alors g ¢ g (puisque g = g°’) de sorte gue g est un idéal de g.

Soit a 1’orthogonal de g dans g (pour la forme trace ¢ de gl(V)),
alors g N a est un idéal de @, donc une sous—algébre  seai-sieple
de gl(V), sur laguelle la restriction de t est nulle; on a donc
g Na= {0 de sorte que:

g =g ea

Soit Z € a; le lemme de Schur montre que Zlﬂ‘ =2\I,. On a donc
i

Ai = Q0 d’o0 Z = O et ainsiz

g = 9.

Soit X &« g3 on a adxn = (adx)D et ade = (ndx)N de sorte

que XD et XN (resp adx et adx ) sont des polynSnes sans terme
D N

constant en X {(resp en adx); ainsi Xm, XN e 5 = Qg. @

Boit g une algébre de lLLie semi-simple complexe; nous

dirons que ¥ € g est diagonalisable (resp nilpotent) si adx eat un

endomorphisme diagonalissble (resp nilpotent) de g.

proposition 3.2 {(décoaposition de Jordan)

Boit g une algébre de Lie semi-simpley
i} tout X &« g s écrit de manidre unique:
X =X + X
© N
avec Xb diagonalisable, X" niipotent et [XD,XNJ = 0,
ii} goit X @ g7 les conditions suivantes sont

tquivalientes:



a) X est diagonalisable (resp nilpotent)
b) il existe une représentation fidéle
Pt g — gl(V) telle que p(X) est diagonalisable (resp
nilpotent) _
c) pour toute représentation
p1 g — glV), p(X) est diagonalisable (resp nilpotent).
® i) pour X € g considérons la décomposition de Jordan
ad = (ad ) + (ad )
x XD XN
de ad .
x
Puisque ad 1 g —— gl(g) est un isomorphisme, ad(g) est
une sous-algébre semi-simple de gl(g) de sorte que (adx)D et

(adx)" € ad(g). 11 existe xb,xne 8 (uniques) tels que ndxo -
(ad ) et ad = f(ad ) .

X D xN X N
ii) c) = b)) évident

b) » a) On peut supposer que ¢ est une sous—algébre de gl(V)y X

eost aloras un endomorphisme diagonalisable (reap nilpotent) de V3

nd;v’e't un endomorphisme diagonalisable (resp nilpotent) de

[ "4
b 4
diagonalisable (resp nilpotent) de g.

gl(V) de sorte que ad;g’ = ad'V’|g est encore un endomorphisee
a) »c) On a la décomposition g = Ker(p) @ p od p est 1 orthogonal
de Ker(p) pour la forma de Killing de g3 c’est un idéal de g 3 on
peut supposer gque X &« P} on a ad;p’== ad;9)|p de sorte que 1'on
est rasmené¢ au cas obd o est fidéle donc au cas ot ¢ est une
sous—algébre de gl(V) et ad;g) diagonalisable (resp nilpotent).
Considérons la déecomposition de Jordan de X: X = XD + XN: pui sque

g est semi-simple on a XD 14 XN e g3 alors ad;g = éd;ou'adx(g,egt

™
la décomposition de Jordan de ad,“g’ de sorte que ad;a’ = 0 (resp
N
nd;(w= 0)s puisque ad®’est fidéle on a X = X (resp X = X ) donc
D

X mat diagonalisable (resp nilpotent). @

proposition 3.3
Soient @ une algébre de Lie et p : g » gl(v)
une représentation telle gue la forme tp s0it rdguliére; alors on

a la décomposition orthogonale:
g =¢Cc®g’
o ¢ est le centre de g.
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De plus g° est semi-simple.

@® a) La représentation p est fidéle; en effet si X € g et p(X) = O
on ai

tp(x,Y) = t(p(X),p(Y)) = O
pour tout Y a g.
Comme tp est réguliére on a X = 0. Ainsi on peut supposer que e ]
est une algébre de Lie d’endomorphismes d’un espace vectoriel V et
que la restriction de t 4 g est régulibre. ¢
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CHAPITRE 111

SOUS-ALGEBRES DE CARTAN

1. Sous-algébras de Cartan

Boit g une algdbre de Lie semi—simple complexe; une
sous—algébre de Cartan b de g est une sous-algébre diagonalisable
smaximale de g.
praposition 1.1

Soit g une algébre de Lie semi-simple (complexe);
1’ ensembl e o&ag des éléments diagonalisables de g\{(0} est non
vide. Tout H e gda‘ est contenu dans une sous—algébre de Cartan
9.
® 81 1"on avait gdmg = {0}, tout é¢lément de ¢ serait nilpotent
(d’aprés la décomposition de Jordan) et ad(g) serait strictesent
trigonalisable dans gl(g) d’aprés le théoréme d’Engel de sorte que
la forme de Killing K de g serait nulle d’od g = {(0) d’"aprés le
critére de semi-simpliciteé de Cartan. Ainsi pour tout H C'Q&",
CH est une sous—-algébre diagonalisable de g. ©

proposition 1.2
Soient g une algébre de Lie semi-simple et b une

sous—algébre de g3 les conditions suivantes sont équivalentes:

i)  est une sous-—algébre de Cartan de g
ii) b est une sous—algebre diagonalisable et on a
zg(b) - B.
® Considérons une sous—algébre diagonalisable b de g; pour tout
a e b. on poses
ga = {Xeg / (HX] = a(HHX VH e« b
de sorte que 1"on a la décomposition en somme directe:
g =9, ® )9,
ot g est le centralisateur Zg(b) de H dans g et comme © est
abélienne on a  c 8, = Zg(b).
a) La restriction da K & go est réguliére.
Soit @ la somme directe des g  pour a e b.\{o}; c’est un

sous—espace supplémentaire de 90; soient X € go et 7 € ga (o # 0)3



il existe H € b tel que a(H) ® O3 posons H' = (a(H)) 'H e b de
msorte que [H",Z] = Z;
on a alors:
K(X,Z) = K(X,[H*,Z]) = K([X,H 1,Z) = O

de sorte que a < (go)L.
Congsidérons Z e go ) (go)l; powr tout X e g on a X = Xo + X° avec
Xo € co et X’ € a d’o0d K(Z,X) = O et Z = O.

) On-a la décomposition orthogonale go = C ® g; o ¢
est le centre de go et g; ast sesi-simple.

La foree trace de la représentation

K|
8,28,
ad'co's g, ——* gl(g) est réguliere.
c) Pour tout X e go, on a Xn € go et x" - ga.

adxp = (adx)D et ade = (adx)N sont des polynémes sans terme

constant en adx; or on a fad_ad 1 = O pour tout H e b d’oan
4

t'dxp"dul = 0 et [ade,adHJ = 0 d"ob [XD H]l = 0 et [XN,H] = Q

pour tout H e H.
d) ¢ est une sous-algébre diagonalisable de g.
Boit X &€«c; on a X =X+X et X ,X €g et comme ci-deasus on
D N p’ N ()

voit que XD,XN € ¢ ainsi pour tout Y e oo, adeadY est un
endomorphisme nilpotent de g de sorte que K(XN,Y) = O donc, on a

XN = 0 et X = XD est diagonalisable.
i) @ ii) Prenons pour © une sous—algeébre de Cartan de g de sorte
que 17on a © = ¢. Supposons que 90 ne soit pas abélienne, donc que
g; {0}y 9; contient une sous—algébre diagonalisable ¥ non nulle
(puisque @’ est semi-simple) de sorte que b e ¥ est une
sous—-algébre diagonalisable de g et § est n’est pas maximale.
Ainsi 90 eat abélienne d’od g, =¢ = ®.
ii) = i) Supposons que 90 = §H; soit b‘ une sous—algébre
diagonalisable de g contenant b3 comme th est abélienne on a1l

l)‘ < zg(b) = 8,~ ®
de sorte que © est maximale. @

Soit ® une sous—algébre de Cartan de g3 on a alors la
décomposition radicielle de g relativement & b2
g=be)g,
ol
oG on a posé:
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gas(xegltH,XJ-a(H)xvueb}
pour tout o @ b‘ et od

in{acb'\w}/ganm}}
est 1’ensemble des racines de g relativesent & 6.

proposition 1.3

Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe de
dimsnsion nj; considérons pour tout Xeg, le polynime
caractéristique de adx:

xx(T) - det(T—adx)
i) Pour tout X « g on a:
X AT =T+ a_ OT ™ Loollllls ﬂ(x)r‘
od a (15i<n—1) est une fonction polynomiale homogéne de degré
n—-i sur g et a O,
L’entier 1 ainsi défini est le rang de g.

ii) On at £1 5 n-1

iii) LU’ensemble gr.ga {Xeaeg / al(X) # 0 ) des éléments
réguliers de g est un ouvert dense dans g pour la topologie de
Zariski.

iv) Pour tout ¢lément diagonalisable X de g on ar
dia(lg(X))Zl et de plus X est rdgulier si et seulesent si
din(zg(X)) = 1.
® i) Il wsuffit d’appliquer la formule de développement du
déterminant. ii) Comme O est valeur propre de adx ona 1213 si
on avait 1 = n tout élément X de g serait nilpotent.

iii) a est un polyniéme de degré n—-1 » 0.
iv) 8i X est diagonalisable, 1’ordre du polynSme caractéristique
Xy de adx est égal & la dimension de Z_(X) (sous—espace propre de

e
adx relativesent & 13 valeur propre 0). @

proposition 1.4
Soit g une algébre de Lie semi-simple; tout ¢l ément

régulier X de g est diagonalisable et H = Zg(X) est 17 uni que

spus—algébre de Cartan b de g contenant X
® Soient X e gr.g et § = ZQ(X); considérons la décomposition de
Fitting de adx:
g=n_ e ix
A) Montrons que:s
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[“k’"k] < “x
["k’ix] < ix

Pui sque L on a din(u*) = 1, Pour A @ €, soit

8.4 Baa_
X,0 X

le nil~espace de adx-kl de sorte que:
1) 8 %8¢ Baa A

ii) tgaﬂwk'ga%(y] c“°°ﬁ¢A’”

La propriété i) résulte de ce que g est le sous—espace propre

ad A
x
de (.dx)n relativement A la valeur propre A et la propriéte 1ii)

résulte de la relation:

(ad_-A—)" C[V,Z1 = Z,Ckl (ad_-\%Y, (ad_—u) ™%
x X n x X

que 1°on vérifie par récurrence sur n.

B) En particulier u* est une sous-algébre de Lie de ¢. Montrons
que:

‘dv.“k est nilpotent pour tout ¥ e n .

Soit U (resp V) 1’ensesble des Y e« n_ tels que ldylﬂ* soit non
nilpotent (resp tels gue .dv'ix soit inversible). Ce sont . des
ouverts de n* pour la topologie de Zariski et V » 8 (V contient
X). Supposons que U » @ de sorte que UnNnV » S, Alors soit

Ya&lUnVs puisque V € V on a g°¢y°
<1 = din(nx); mais d est la multiplicitée de la

< “x et puisque Y e U on a

d = dim gcdv.
valeur propre O de ‘dv d’od une contradiction.

C) Montrons que:

Ng(“s‘.) = nx
Soit 7 e Ng(n*) de sorte que (Z,X] e n&; ainsi il existe k 2 1 tel

ques
k ket
adx £X,21 adx y4 0
ie 7 e “x'
D) Montrons gue l1’algébre de Lie u* est réductive.
Il existe k 2 1 tel que n = Ker(ad;) et ix - In(ad;); soient

Zen et Yat j onayY = ad“ (Y ) d’oa:
X b4 X o

K(Z,Y) = K(Z,ad"(Y ) = K(ad*(2),Y ) = 0
x [« ] x (o]
de sorte que la décomposition:
g=un e ix

est orthogonale et “x est un sous—espace régulier.
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E) L’algébre n_ est abélienne et H = n .
Pui sque "x est réductive on a:
n =cCc o n’
x x
04 ¢ est le centre de n . DnQCCbcnx.
8i u; ” {0}, puisque n; est semi-simple, il existe 7 e n; tel que

adz'n; soit diagonalisable; mais ‘dz|“; est nilpotent donc
adzlnx = 0 et par suite Z = 0. Ainsi ¢ = § = " .

F) b est diagonalisable.

Soit Y € b3 puisque ady et .lcl‘r sont des polynémes sans terme
D N
constant en ad_ on voit que ¥V« b et Y, ® . Pour tout 72 e« H,

.ldzady est nilpotent de sorte que K(Z,Y") = 0 d’ob YN =0 et
N

Y = Yn est diagonalisable. ©

On désigne par Aut. (g) le sous—groupe de Aut(g) engendré

ad
par les automorphismes @ * o4 X est nilpotent.

2. Le théoréas de conjugaison.
proposition 2.1

Considérons une algébre de Lie seai—-simple g de rang 13
i) Soient © est une sous-algébre de Cartan et &
l1’ensesble des racines de g relativement &4 H; on pose:

= {H / T (H) = B
5., «b sz 0 =0

Alors on a H & b"g si et seulement =i a(H) = O pour tout o « #;
eon particulier t%.g est un ouvert dense de © pour la topologie de
Zariski.

ii) Boient H et ¥ deux sous-algébres de Cartan de
1’algébre semi-simple g alors il existe u e Aut.(g) tel que
uid) = ¥,

iii) Pour toute sous-algébre de Cartan © de g on a

dim(H) = 1 et brog = g"g N H.

®1) Boit 7 « b"g; pour c « & on a [H,X] = a(H)X pour tout X € 90&
ot tout H @ H. Si on avait a(Z) = 0 on aurait (Z,X] = O ie X eb
pour tout X e ga donc ga = {(0) 3 ainsi a(Z) » O pour tout o e §.

Reéciproquement, soit Z e b tel que a(Z) # O pour tout a @ #; on a
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¢videmment b c ZO(Z" Considérons alors X e Zg(l) (ie X &€ g tel
que [Z,X]) = 0); on a:
)(="-H+2)(cl avec He b et xaegapourae!

aed
d’oh
£z,Xx1 = 2 €z,x 1 = Zau)x =0
o o
ok ack
d-.sortcmxa=0pourtout aed® et X=HebH. On a donc
Zg(Z) = 9.
ii) Soit & = v(a‘,....,aN}, aontrons que l1’application:
Fba bxgax....x 8. + g
* N ad ad
X, *n
(H’xl, .-.-,XN) e D . ..n---. ‘H)
est . polynomiale dominante. Comme chaque X ‘90, (a0 € &) est

, . K . ,
nilpotent (car si Y e 9(3 on a ade e gﬁ+ka ), 17application F est
évidesment polynomiale.

Prenons H « ©
[+] reg
e Fb est dominante il suffit de montrer que u est surjective.

et posons u = DFb(Ho,O,....,O); pour montrer

Pour He H on a:
Fip(H #H,0,...,0) = H +H
donc u(H,0,...,0) = H ce qui montre gue b c Im(u).
Pour X.ega (1 £1i 2 N) on a:
v i
ad
X,
A8

Fp(Hyr0se23X5.-0) = @ 'H,

. donc u(O,...,xi,...,.D) = [X,t,Hol = - at(“o)xt donc ga' < Im(u)
- A
(1 €i € N) ce qui établit que u est surjective.

Comme b”g est un ouvert non vide de b, on voit que

Fb(bros x 1 g,) contient un ouvert non vide U de g ;3 de mEme
celd
F (? x NMg) (o ¥ est 1'ensemble des racines de o

: 4 reg "
relativement A ¥) contient un ouvert non vide V de g de sorte que:

Fb(broq xg)n r-‘,,('l'“9 x I ga) - 0
ok oe¥
On adonc u(H) = viK) avec He b , Ke? et u,v € Aut (g)3
reg reg .

mais on a b = zgcm et ¥ = zgu() donc u(H) = v¥).

iii) Pour toute sous-algébre de Cartan © on a dim(H) = 1.



Soit Z e« g Nnb:Z,
g contenant © de sorte gque = ZQ(Z) d’od 7 e l)"o.

(Z) est donc une sous-algébre de Cartan de

‘Réciproquasent soit 7 e bw; conse Zg(Z) = § est une sous—algébre

de Cartan on voit que 7 est diagonalisable et que din(thl)) = ]

de sorte que 7 est régulier. o

corollaire

Soient g une algébre semi-simple, © et : 4 des
sous—-algébres de Cartan, # (resp ¥ 1 enseable des racines de e ]
relativement 24 © (resp 4 ¥) et u @ Aut_(g) tel que ¥ = u(d).

i) on a & = ‘u(®

ii) On a g;;ba u(g;;:) pour tout € ¢

od g=BbHe z g;” (resp g=%eo z gr(;b) est la décomposition
oad pe¥

radicielle de g relativemsent A & (resp ¥).

@ Soient feWet Y e g;;"d. sorte que ([K,Y]l = 3(K)Y pour tout
K e« ¥,

Mais on a de maniére unique K = u(H) avec H € H et Y = u(X) avec
X e€g.

Il en résulte que [(H,X] = Beu(H)X donc ffeou « # et X @ 0;.). ®
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APPENDICE II

TOPOLOGIE DE ZARISKI

S8oit E un €-espace vectoriel de dimension finie nj on
désigne par O(E) la C-algébre des fonctions polynomiales de E dans
C. L’algébre O(E) est isomorphe A une algébre de polynémes

. ™
C[X‘,...,Xn] (si (ot)‘si'sn est une base de E et si (l,‘)‘s‘sn est

Ny
la base duale, 1’application f — §, oa

~ »
fix) = f(.e’(x.),...,.:(x)) pour tout x € E est un isomorphisse de

c:x‘.,...,x.hl sur O(E)).
Une partie F de E est fermée s’il exiate une famille
“t)tu d” éléments de O(E) telle que, pour tout x « E:
xeFof,‘(x) = 0 pour tout i € I.

On définit ainsi la topologie de Zariski sur E.

Pour tout idéal I de O(E), on désigne par Y1)
1’ensemble des X € E tels que f(x) = O pouwr tout f € I; c’est un
fermé de E (évidemment tout fermé de E est de cette forme et ,
d’aprés le théoréme de la base finie de Hilbert, il existe
f’,....,fr € O(E) tels que x e F si et seulement si ft.(x) = O  pour
1fisr).

Pour tout §f € O(E), D{(f) = (x € E/f{(x) » 0} est un
ouvert de E (ouvert principal défini par f3 les cuverts principaux
forment une base de la topologie de Zariski).

Soient E et F deux C-espaces vectoriels de dimension
finiey on a O(E x F) x O(E) &, O(F) (en effet si f « O(E) et
Qg €« O(F), on définit £ @ g € O(E x F) par f ® gix,y) = f{x)gly)}
on obtient ainsi un systéme génédrateur de 1’espace vectoriel

O(E x F)).

proposition 1 (lemme de normalisation de Noether)

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre commutative

intégre de type finij il exiate des #léments Z 5eeesZ € A tels

que:
i) Z seeesZ sont algébriquement indépendants sur Kj
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ii) A est entiere sur K[z‘,...,zr].
® FPuisque A est de type fini sur K on a:
A = K[x"I..,xm].

8i X seeasX Ne sont pas algébriquement indépgendants, il existe un
o a
1
polyndme non nul § = Z a X, feeeX " @ KX .oii X 1 tel  que
i
f(x‘,...,xm) = Q. Posons, pour 2 < i %< m, x: =X - x: o 8 est

un entier tel que les yl(a) = a + azsz + ... + amsm soient deux ¥

deux distincts. On a alors:

o 2 a m Q

Za X ‘(x’ + x") z.......(x" +x")"=0
2 1 m

[~ T ¥

Soit a tel que y(a) soit maximal; on a3

200 ks iRy -2 K
a x +Z‘P (X guaagXx™Ix = 0O
a 1 K K 2 m 1

de sorte que X, est entier sur K[x;,...,x"“]. 11 en résulte que A

est entiére sur K[x;,...,x"“]. On conclut alors par récurrence sur

On désigne par:

Spm(O(E)) 1’ensesble des idéaux maximaux de O(E)

Horc(O(E),C) 1’ensemble des morphismes d’algébres de O(E)
dans C

(M), o0 M est une partie de E, 1’ensemble des f € O(E) tels
que f(x) = O powr tout ¥ € M3 c’est un idéal radiciel de O(E) (ie
un idéal I tel que I = rac(I) o0d rac(l) est 1’idéal des f €« O(E)

tels que el pour r assez grand).

proposition 2 (théoréme des zéros de Hilbert)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finieg
i) Les applications:

E » Horc(O(E),C)

X > X
Horc(O(E),C) — Spm(O(E))
‘ ' » m

x ¥ 4

(00 X(f) = f(x) et mx = Ker(y)) sont des bijections.
ii) Pour tout idéal 1 de O(E), on a ¥(¥(I)) = rac(l).

En particulier, on a une bijection F ———— {(F) entre 1’ensemble
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des parties fermées de E et 1’ensemble des idéaux radiciels de
O(E) (la bijection réciproque é¢tant I — » F(1)).

® i) Soient (.1"'.".11) une base de E et (c‘,....,cn) la base
duale; on a alors un C-isomorphismse:

e : c:xi,....,xhl -+ O(E)
défini par B(Xi) = & pour 1 £i £ n. I1 en résulte que pour tout

X & Horc(O(E),C), X = 2 x(:_‘)e.t est 1’unique ¢lément de E tel que
X = x.
D’autre part soit m un idéal maximal de O(E); K = O(E)/m est une

C-algébre de type fini. D’aprés le lemme de normalisation, il
existe des #1éments ZseeesZ € K algébriquement indépendants sur

C tels que K soit entier sur C[z!,...,zr]. Mais K est un corpsg

soit x un élément non nul de C[z‘,...,zr]; x? &€ K est entier sur
€Clz. 4...,2 1 d’ol:
1 r

H¥ e e T s ... +textre =0
a1 1 o

et

x = — (¢ + tnees + CX + c )
d-1 1 )

de sorte que x ' e €Lz ,...,z 3. Il en résulte que r = 0 donc que
K est une extension algébrique de C et K. = €. Par suite si ¥ est
le morphisme canonique de O(E) dans K = C on a m = mx.

ii) Soit f €« O(E) tel que fi{x) = 0 pour tout x € Y(I); soit J
1’idéal de O(E)LT]) (x cnx‘,....,xn,n x O(E x C)) engendré par I

et par 1 — Tf; on a Y(J) = @ (i (x,t) € Y(J) on a d'une part
fix) = O et d’autre par tf(x) = 1) et par suite J = O(E)ILT] ie
1 &« J. On a donc:

1 = z 9 (TIé, + g1 — TH)
avec fj « I3 dans le corps des fractions de O(E) (x C(X’,....,Xn))
on at

1 = Z 91/ F,X pueee X VE
Le second membre est une fraction rationnelle dont le dénominateur

est une puissance de f et dont le numérateur un élément de 1. @

corollaire.
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finiey on a
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M= (M) pour tout partie M de E.

® L’adhérence de M ast égale & 1’intersection des ferasés contenant
M3 alors M c 7(I) (avec I radiciel) =» {1 (¥(I)) = I < (M) de sorte
que YH(M)) c 7(I) et 170on a M = T((M)).@

proposition 3

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie muni de ia
topologie de Zariski; alors E est irréductible c’est A& dire
vérifie 1’une des propriétés équivalentes suivantes:

i) E n"est pas réunion de deux fermés distincts de E.

il) L’intersection de deux ocuverts non vides est non
vide.

iii) Tout ouvert non vide est dense.

iv) Tout ouvert est connexe.
¢ Supposons que E soit la réunion de deux parties fermées T et
Y{}) de E od § et | sont deux idéaux de O(E). on a donc:

E=7W) v =Td.D

Il en résulte que t{.§ = 0. Supposons qu’il existe un ¢lément non
nul f dans {.} de sorte qu’il existe x € E tel que f(x) » 0 ie tel
que f & Qx oh Iax eat 1’idéal maximal de O(E) formé des fonctions
polynomiales nulles en x. I1 en résulte que m ne contient pas t.4
ie que x & ¥Y(i.}) d’od une contradiction. comme t.{ = Oon a { =0
ou i = O puisque O(E) est intégre donc ¥{}) = E ou () = E.e

proposition 4

Soit usr E ——3 F une application polynomiale, 00 E et F
sont des C—espaces vectoriels (munis de la topologie de Zariski);
les conditions suivantes sont équivalentes:

i) u(E) est une partie dense de F {(ie f est dominante)
ii) le morphisase ; 3 O(F) ——— O(E) est injectif.
De plus, s8’il existe x €e E tel que 1’application dérivée

Du(x): E ~— F s0it injective, u est dominante.

® Comme W (EY = Y(R(u(E))) on voit que'h"('é')"mfﬂker(;n
(y & WXKer(G) s5i et seulement si g(y) = 0 pour tout ¢ e O(F) tel
que geu = 0 ie pour tout g € t(u(E))) et FiKer(u)) = F si et
seulament si Ker(a) = {0}.

On se raméne & x = 0 et 3 ui(x) = 0; si la partie homogéne de degré
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1 de u (ie Du(0)) est injective, alors u est ihjcctif..

proposition 3 (Chevalley)

Soit u 2 E —— F une application polynomiale dominante,
od E et F sont des C-espaces vectoriels (munis de la topologie de
Zariski); alors, pour tout ouvert U de E, u(lU) contient un ouvert

non vide de Y.

® Soit u 1 O(Y) — 4 ©(X) le C-morphisme définissant uj
puisque u est dominant ; est injectif. On peut supposer que U est
un ouvert principal D(f); on pose B = O(E)f( = O(EYLTI/($T-1)) et
on désigne par A 1’image de O(Y) dans B.

Soient K (resp L) le corps de fractions de A (resp B); KB est
alors une K-algébre de type fini et, d’aprés le lesme de
normalisation, il existe des él éments z‘,...,zr de KB,
algébriquemsent indépendants sur K tels que KB soit entidére sur
.K[z‘,...,zr].‘Or on aB = C[x’,...,xml de sorte que les x. sont
entiers sur K[z‘,...,zr] donc vérifient:

n MH k

i i
+ - e e
X, ZPM. (2 y0eepzIn’ =0

k,‘-o L

od les Pt sont des polynémes & coefficients dans K. Puisque K
gt
est le corps des fractions de A il existe s € A tel que:

n -1
n, i k.
(sx ) ' *-Z;Q, (82 y...,8Z )(Ex.) " = O
i ik, 1 r i
k. i
£ 3
ot les ti = szi €« B et o0 les th sont des polynémes a

1
coefficients dans A. Maturellement, les ti sont algébriguesent
indépeandants sur C et les sX, sont entiers sur

t

A[t‘,...,tr] A ® CEtg""’tr] de sorte que 1’algébre B. est
entiére sur A[t‘,...,tr]. ™ A.[t‘,...,tr].

I1 suffit alors de montrer que tout C-morphisme n : A —— € tel
que n(s) = 0 se prolonge en un C-morphisme { : B —— C (si t est
1’unique élément de O(Y) dont 1’image dans A est ¢gale A s,
u(D(f)) contiendra 1’ocuvert D(t) de Y).

Evidemssent n se prolonge en un C—morphisae

to ] A;[t‘,...,trl —p € ot 1’existence d’un prolongement { de
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L4
o
R = A.[t‘,...,tr]: en effet m = K-r(to) est un ideéal maximal de R;

a B. résul te de ce que § = B. est entiére sSur

on amS # 8 sginon on aurait 1 = zx,‘yt avec les X, € m et les
Y, € S de sorte que M = R[y’,...,yn] serait un R-msodule de type
fini non nul tel que M.M = M ce qui contredirait le Ilemse de
Nakayama. Soit #t un idéal maximal de S contenant wm.S; on a

BNR=m et I est un C-morphisme de noyau n. @
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CHAPITRE 1V

RACINES D'UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE
1. L algébre de Lie 81(2,C) et ses représentations.

On désigne par 8{(2,C) la sous-algébre de dimension 3 de
gl(2,C) formée des matrices d’ordre 2 de trace nulle; les

matrices:
- 1 0 o 1 - 0 O
H [o —1] X = oo] Y’[l o]
constituent la base canonique de 81(2,C) et vérifient les
relations:
I[X,¥l = H
[H, X1 = 2X
fH, Y] = -2Y

proposition 1.1
i) L’algébre de Lie 81(2,C) est simple de rang 13 CH est

une sous—algébre de Cartan
ii) Powr chaque entier 3 2 0, il existe, a un
isomorphisme prés, une unique représentation irréductible:
P, t 8l (2,€) ——— g‘(L.)
de 81(2,C) de rang s + 1.
L'espace vectoriel L. posséde une base (c,‘)os,‘s. telle que:

’ = (m— < j <
p.(H)et (s 21).t 0<i=<s
o i =0
p’iXle =
s ¢ (s~i+l)e 1 <i<s
-4
(i+1)e = 0 S i S s-1
P e =
® ‘ 0 i==

(le vecteur 'o est primitif de poids s)
® i) Soient a un idéal non nul de 8l(2,C) et Z € a\{0); si Z = aH
on a [Z,X]1 = 2aX € a et [Z,Y] = —2aY¥ e a tandis que si
Z = aH + bX + cY avec b0 ou c#0 on a:
fH,2] = 2bX — 2cY € a et
EH,[H,2Z]] = 4bX + 4cY & Q

donc dans tous les cas on a X,Y,H € a d”’oa a = 8{(2,C).

39



D” autre part comme CH est une sous—algébre
diagonalisable de 6((2,C) telle que Zola c’(CH) = CH on voit que
9
CH est une sous-algébre de Cartan donc que 8{(2,C) est de rang 1.
ii) En posant ei==0 pour i { Ooui > 8 on a:
[p.(X),p- (Y) Je_‘ = p.()()((ii-l)e,u‘) - p.(Y)((I-i*l)li_’)
= ((i+1) (s-i) - (s~-i~0-1)i)c=_-,l
= (g - 2i)e_t
t
= p.(l-l)e,t
» » - » — - ’ ——
Cp.(H),p.(X)]ei p.(H)((s 1+1)eu4) p.(X)((s Zi)ei)
= ((s—-i+1) (s—-2i+2) - (s—21)(s—i+l))¢k4
= 2(s-it+l)e
-1
= Zp.(X)Qi
tp.(H),p'(Y)JQ‘ = p.(H)((i+l)eu4) - p‘(Y)((s—Zx)ei)
= ((i+1) (s-2i-2) ~ (s—2i)(i+l))e“‘

= —2(i+l)e
iee

=-2p;(Y)ei
de sorte que 1°on a bien défini une représentation:
Pz 81(2,€C) —m— QI(L.)
de 81(2,C).
Cette derniére est irréductible: en effet L. est de
dimsension s+1 et les valeurs propres de p; H) sont

B8 2y 0naney—S+2,-8 avec les vecteurs propres associ és

. . L B BN B BN ) .
o’ 1’ * Tu-a

mualtiplicite 13 maintenant si W est un sous-espace non nul de L.

e donc chacune de ces valeurs propres est de

stable par p; . p;(H) | est diagonalisable donc W contient 17un
des e donc tous de sorte que W = L__

iii) Soit p: 81(2,C) —— s gl(V) une représentation
irréductible de dimension finie de o1(2,0); e+ est un
endomorphisme diagonalisable de V tandis que p(X) et p(Y) sont des
endomorphismes nilpotents de V; soit v un vecteur propre de p(H)
et v le plus petit entier tel que p(X)v"v = O3 alors e, = p(Xivv
est un vecteur propre de p(H), de valeur propre pu (si p(H)v = Av
on a pHIpO Y = (A + 2Kp (" pour tout k 2 0 et u = A + 20)
tel que p(X)co = 0. Pour tout i 2 0 on pose:

_ et

e -
1 it o

et 1°on a les formules:
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p(H)e,‘ = (p-Zi)!,‘ i2z0

o i =0
piXre =

(p—1+l)e,‘_’ iz1

v
<

pltY)e = (i+l)e i
t ved

Comme les e sont des vecteurs propres de p(H) avnsoci és
4 des valeurs propres distinctes, ceux qui sont non nuls sont
lintajirement indépendants et si e = O0on a e =0 pour i’ 2 i.

Puisque V est de dimension finie, il existe un plus
petit entier s 2 0 tel que ® e = 0 de sorte que la famille

1

(et)os,‘s. est libre dans V et que e = O pour i’ 2 s+1. On a:

p(X)I.“ = (p-s)e. = 0
de sorte que u = s.
Le sous—-espace vectoriel de V engendré par (.i.)oSi.:Ss est
stable par p donc est égal A V; et p est isomorphe A p:. L J

corollaire 1

Soit p1 81(2,C) + gl(V) une représentation de
8l(2,C) dans un espace vectoriel de dimension finie Vj p(H) est
diagonalisable et ses valeurs propres sont des entiers 2 O tandis

que p(X) et p(Y) sont nilpotents.

corollaire 2
Soit p: 8l(2,0) » gl(V) une représentation de

81(2,C) dans un espace vectoriel de dimension finie V telle que:

i) toutes les valeurs propres de p(H) sont simples

ii) si A et u sont deux valeurs propres de p(H) on a
A -ue 22
Alors p est irréductible.
® p est somme directe de représentations irréductibles de sorte
que la condition i) implique que p est irréductible ou que p = P,
® P, avec s pair et s’ impair et la condition ii) implique que p
est irréductible. @



Soit SL(2,€) le groupe des matrices g = [ : 3 ] d’ordre

2 telles que ad — bc = 1.
Le groupe SL(2,0) est engendré par les matrices:

) 1t
x(t) [ o 1 ]

1 0
y{t) [ t 1 ]

avec t e C. L7 homomorphisme:

C » SL(2,0)
t O
t ———— hit) [ o t—:]

est injectif et son image est le sous-groupe T de SL((2,0) formé
des matrices diagonales. Soient N le npormalisateur de T dans
SL(2,C) et M = N \ T3 alors 1’application:
A
-+ M

o t
t — qit) (_t—x o ]

est bijective et 1’on a, pour tout t € c”s
gi{t) = x(t)y{(—-1/t)x(t)
h(t) = q(t)q(-1)
Q)™ = q(-t)

proposition 1.2

Pour tout entier s 2 0, il existe une uni que
représentation:
p, 1 SL(2,€) ———— BL(L))
telle que, pour tout ¢t € € on ait:
p;(x(t)) = exp(tp:(X)) pz(y(t)) = exp(tp;(Y))

Soit (et)o la base canoniqgue de L., on a, pour tout

<i<e
t & C.:

a-~-2t
p;(h(t))ei t )

L. .
[ S S 8 ]
4 e

p.(q(t))ei = (—1) 't

1A
]

0 =< i

[ 2%
® Considérons les dérivations:

v =y
x

vV =V
b4

q&!az!q

v“zu___.-v.g_
N av
de 1’algébre de polynémes C€LU,V]; on a:

v _,v_ 1 v
x’ 'y H

it
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v ,.v.1 =29
n' x x
(v ,9.1 = -29
n 'y Y
de sorte que 1’on en déduit une représentation:
v 1 81(2,C) + gl(CLu,v1)
Pour chaque s 2 0, le sous—espace C[U,V]' des polyndémes

hosogénes de degré = est stable par V et si 1’on considére la

base:s
«® =cl 'V o0<iss
de C[U,V]. on a:

7 e = (s-2i)e” 0<i<s
H i
- 0 i=20
vxei = (=) .
(s—i-!-l).i_‘ 1 €1 <s

)

0s5i £ s-t

0 i=s
.de sorte que 1’on peut identifier L. et C[U,VJ. pour tout s 2 O.

- (1+1)¢‘
Ve =
Y i

On définit une représentation:
P 2 SL(2,0) » BL(CTIUL,VY)

on posant:

pta) .P(U,V) = P(alU+cV,bU+dV)
pour tout g « S8L(2,C) et tout P e CLU,V]; chague  sous—espace
C[U,VJ. est stable pour cette action.

On as
(®)
< <
k_(® i pour 0 < k < i
(v ) 'i. -
(4] pour k > i
avecs
d = 1 pour k = O
x (S—i+1)..... (m=i+k) pour 1 S k < i

de sorte que 1°endomorphisme Vx de C[U,VJ- est nilpotent et 1’on
peut calculer:

k
t k _(®
x i

4
n

axp (tV )-‘," -2
X i
ko

k=0

:2,,

i-k U.—\.Gkvt-k

rlv rl-—
=" ={"%

dkC.
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= ctu*t ioc’,‘ uHvx
L ] 1 8
k=
- c:u"‘(tu +wt

- p(x(t))e‘:’

De atme on a3

@)
d’ e pour 0 £ k £ s-i
v )k.('n) - k  iek
0 pour k > s-i
avec:
1
d’ = pour k = 0
k (141)eon.. (ivk) pour 1 < k < i

de sorte que 1’endomorphisee VY de C[U,V]. est nilpotent et 17on

peut calculer:
w
axp(tV )e" =) —
LA T

., m=ti .
= c'vt ZC" U en®
[ 3 [ A 8
k®O
= ci(u ™tV
= p(y(t))e‘:’

11 suffit alors de prendre p = p|C[U,V]. pour tout s 2 0. ®

corollaire
Soit v un vecteur de poids -1 de la représentation:

p. & 81(2,€) ————— glaL)

Alors & est impair et on a:
[ A 3
2

[ 27 %

(

pI(XIv = (~1) ) P (q(1))v.

@ On a s-21i = -1 donc s est impair et 1’on est ramenéd A vérifier

ques

)

’ (= PR 2 (™
p.(X)ei = (—-1) i p;(q(l))ei

Or on a:
o’ (X1 e = (s-i+1Ne™ = je'®
s i -1 i-e
P (qi1e® = (-DN"%™ = (-n'1e™ . e
- 1% s~ s~-\

aa



2. Racines d'une algébre de Lie seai-siaple complexe.
Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe et H
une sous—algébre de Cartan; on pose pour tout a e g'
8, = {Xaeg /7 [(H,X) = a(H)X VH &« b ).
Les racines de g (relativement & §) sont les o & g. tels
que g _ 0. On a § = 8, =t g se décompose en la somme directe:
e=be)sg,

ach
(décomposition radicielle de g relativement & ) o4 @ est

l1’ensemble des racines de g relativement A .

proposition 2.1
i) [ga,gﬂ] < °a+ﬁ pour tout o, € # 4
ii) 8, et gﬁ sont orthogonaux pour la forme de Killing K

lorque a+3 # O3
En particulier les sous—espaces gOl ® g_q pour o ad sont
hyperboliques et § est régulier.
{1ii) a«e® & et
® i) Pour He §, X e ga et Y e gﬁ, l1’identité de Jacobi a’écrits
CCH,X1,Y) + CCX,Y),H] + ELY,H],X1 = O
de sorte que
(a(H) + BHIILX,Y] + LIX,¥YI,H]) = O
ii) Soient X e ga, Y a cﬂ et H €« b; par invariance de K on a 1:
K{([H,X1,Y) + K(X,[H,Y]) = O d’od
(a+3) (H) K(X,Y) = O
de sorte que 1’on a la décomposition orthogonale:
g =5 e 2 (ga ® g_a)
et chaque termse ®at donc un sous—espace régulier.
iii) Supposons que 1°on ait a € & avec —ao « #; en  aurait  donc
a2 # O pouwr tout 2 « & donc ga serait orthogonal & gﬂ pour tout
 « & et comme Qa est orthogonal & © on obtiendrait que oa est
orthogonal A& g donc ga = {0} d’aprés le critére de semi-simplicite

de Cartan ce qui contredit le fait que a est une racine. @
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proposition 2.2
Pour tout A € b’ soit hk
AH) = K(H,hk) pour tout H € ©
i) n a [X,Y] = K(X,Y)ha pour tout X e oa’ Y & g—a et

1’unique é¢lément de H tel que:

aa®.
En particulier ba - [ga,g_ql est un sous—espace de dimension 1 de
.

ii) Pour tout o € §, alba » O3 en particulier il existe
un unique H e ba tel que a(H ) = 2.
® L’existence et 1’unicité de hk résultent de ce que H est un
sous—espace réqgulier pour K.
i) L’invariance de K montre que:

KH,LX, YY) = K([H,X1,Y) = alHIK(X,Y)
= K(H,K(X,Y)ha)
pour tout X e ga, Y € g_a et a € § et puisque H est un sous—espace
régulier pour K on a [X,Y] = K(X,Y)ha.
ii) I1 suffit de vérifier que a(ha) #* 0 ie que ha n‘"est pas
isotrope. Choisissons X & ga et YV & g_q tels que K((X,Y) =1 (ce
qui est possible puisque ga ® g_a est régulier et ga totalement
singulier). On a donc:
[X,Yl = ha

Supposons que a(ha) = 0 de sorte que [ha’XJ = 0. Soit R une

réplique de adh 3 on a:
a
t(adha,R) = t(tadx,adyl,R) = t(adv,[R,adx]).
Mais [adh ,adx] = O donc [R,adx] = O puisque R est un polynéme
[~}

sans terme constant en adh - On a donc t(adh +R) = O de sorte que
o o

ha est nilpotent d’aprés le critére de Chevalley; comme hcl est

diagonalisable on a ha = 0 et o = 0 donc une contradiction., Ainsi
ath ) = 0. @
o

remarque: L’ isomorphisme:
b

—
A hk

permet de mueir 1l espace vectoriel b. d’une forme bilinédaire

.—-——-—-——-—-——Fb

symétrique non dégénérée K telle que:
KO, = Kihy,h ) pour tout A,u @ "
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Ainsi les racines a e §# sont non isotropes et 1’on a

2h
H E ] .._._a_
" Ko,

praoposition 2.3
i) Pour tout o« € % et tout Xa < ga\co}, il existe un

uni que ¢é1ément Ya «g_. tel que [xa'Ya] = Ha'
On a alors:
fH ,X 1 = 2X et
o' o o
H,Yy1=-2Y
o’ o o
de sorte que oa = cxa ® CHa ® CYa est une sous—algébre de Lie de g
isomorphe A 8((2,C).
ii) din(ga) = 1 pour tout o € 8.
En particulier on a K(H,H’) = 2 a(H)a(H’) pour tout H,H® e #.

ol
® i) Soit Xcl un élément non nul de ga, puisque ga est total ement

singulier et que L ® g_a est régulier, il existe au moins un
él ément non nul va de g_a tel que K(Xa,Ya) = 2 / K(a,a) et on a

alors:
(X ,v1 =KX ,Y)h =2h / Klaonza) = H
a’ a a” o o [} a
fH X 1 = atH )X = 2X et
[~ SRR - | o o o
[H ,,Y 1 = a(H)Y = -2V
a” o a a o

de sorte que °a est une sous—algébre de Lie de @ isomorphe &
el (2,C).
ii) SBupposons que din(ga) > 1 ot donc aussi que din(ggu) > 13
1’hyperplan de g d” équation K(xa,Y) = 0 aurait avec g_a une
intersection non réduite A {(0) et il existerait un élément non nul
Y de 8_, tel que:
(X ,Yl] = 0 =&t
o
H ,Y)l = -2Y
o
de sorte que pour la représentation:
e, > 81(2,C) ———— gl(g)
Y 4 + ad

=
Y serait un vecteur primitif de poids -2 ce qui est

contradictoire. On a donc nécessairement dim ga = 1 pour tout

aecd. ©
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proposition 2.4

i) & engendre b’ et 8 = H, / ae #} engendre B
ii) Pour tout o,3 € §, le nombre

aﬂ,a = ﬁ(Ha) = 2K (x,3) /K{a, )
est un entier rationnel.

iii) Pour tout o, € & on a ﬂbaﬂ’aa e @

iv) Pour tout ca e $ on a Can & = {o,—a}

v) Soient a et 2 deux racines non proportionnelles et p
(resp q) le plus grand entier tel que f3-pa (resp p+ga) soit une
racine (de g relativement a H)

a) pour tout k € (-p,q) ¢ 2, f3t+ka est une racine

b) a = p-
. ) 3, PTa
vi) Si a,,o0t3 &« & on a [ga,gﬁ] = ga*ﬁ
@ i) Soit A € b’ tel que K(Ha) = O pour tout o € #; on a alors:
2h 2
a
A(H) = K(H ,h.) = K(————,h.) = —ceeeee. K(h_,h,) = O
o oA Kia,o) ™ K (at, o) oA

d’oas
K(ha,hx) = Kthx,ha) = a(hk) = 0 pour tout o e &.
La décomposition radicielle de g relativement A © montre que hk
est dans le centre de g donc est nul; ainsi A = 0 d’o0d i).
Soient o et Ies deux racines non proportionnelles;

Qa est un sous—espace de g stable pour la restriction

o 9
B <2 (Eag e}
a oa de la représentation adjointe; on a ainsi une représentation:
%a, o’ 8, 8l (2,0): » gl(oﬂ,a)
y 4 -+ ad

z'oﬁmn

Les valeurs propres de o a(Ha) sont les (ﬂwka)(Ha) = ﬂﬁ
L] ’

les entiers k ¢ £ tels que fA+koa € & et chacune de ces valeurs

a*2k pour

propres est simple (puisque din(gﬁ+*a) = { pour f+ka e« 8). Par
suite la représentation o o est irréductible de dimension pt+qgt+l
s
d’ol0 les assertions ii) et v).
On ap <qgp > —a < p de sorte que fi-a o« & d’oa iii).
EPY] 3,
Si a+t a ® on a dim(g ) = 1 et o (X )X = O d’od vi).
o3 a

B3,a €}
Montrons iv) pour terminer. Soient a et A =tae#® on a
alors:
2t = ta(H ) = B(H) e 2
o o
En échangeant o et 3 on a aussi 2/t « £ de sorte que

t € (£1/2,%1,223.
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Comae l3oppost d’une racine est encore une racinc, quitte a
échanger o et 3 on peut supposer que t = 2. Soit Y e gza de sorte
ques ‘

fH ,¥]l = 20(H )Y = 4Y

[~ a

sais Ja n"est pas une racine donc [xa,VJ = O3 ainsi on a:

[Ha,YJ = t[xq,Yd],YJ = [xa,tYG,Y]J
mais [YG,Y] « g d ol CHG,Y] = 0 (puisque bin(ga) = {1 et que le
crochet est alterné) et Y = O donc 9;& = {0) et 20 n"est  pas une

racine. e

proposition 2.5

i) Pour tout o « &, rptA—— x - A(Ha)a est 1’unique
symétrie de vecteur a laissant stable #; c’est une isométrie de
v

ii) Le sous—groupe W de BL(b') engendré par (r_/ a « 8
est finij c’est le groupe de Weyl de g (relativement & H).

De plus W opére canpniqﬂnnent sur © par 1’action contregrédiante
(définie par A(w(H)) = w *(A) (H) pour tout w aW, Ha et )\ e b’)
de sorte gue W s’identifie au socus—groupe de 8L(H) engendreé par
les symétries H N fa(H) = H - a(HH_ pour tout a e &.
Enfin, pour tous o,f a & et weW tels que 2 = wia), on a
Hﬂ = N(Ha).

iii) Soient § et ¥ des sous-algébres de Cartan, # (resp
®) 1’ensemble des racines de g  relativement &4 © (resp a ),
u « Aut_(g) tel que T = u(b), w® »,
de g relativement &4 © (resp relativement a& ¥). Alors on a
w® =t WP

® i) Pour A,u @ b’, on az

{resp w le groupe de Weyl

K(l’a(l),ra(p)) = K (A~ *(A’a)a,p— Z((p,a)a)

Ko, ) K{a,a)

KA, )

. KO K

2 Kla,a)
K{a,a)

KA, )

Ainsi L est une isométrie pour tout a e §.

Puisque a(Ha) = 2 on a ra(a) = —-a3 d’autre part L laisse fixe
1’ hyperplan orthogonal & a (K(A,a) = O égquivaut a A(Ha) = 0) donc
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o est la symétrie orthogonale par rapport & cet hyperplan.
Pour tout # € & on a ra(B) =3 - 'ﬁ,aa e« & donc & est stable par
la symétrie M Si r’ est une autre symétrie de vectewr o laissant
& stable on pose s = rar’ et 1’on a

s{a) = a

s(\) - A € Ca

s(8) c &
Puisque & est fini, il existe k tel que sk(a) = o pour tout o a« &
et comme ¥ engendre b‘ on a s* = I3 d’autre part on ar

s(A) = A + F(A)a pour tout A\ « &
od ¥ est une forme linéaire sur l)‘.
On a donc:

s*(\) = A + kf(A)a pour tout A & &
donc f = 0, 5 = I et r’ =y
ii) W s’identifie & un sous—groupe du groupe des persutations de &
donc est fini.
Pour toutHebntkeb'ona:

k(ra(H)) = ra(k) H)

= A(H) - )\(Ha)a(H)
= A(H - a(H)Ha)

Soit 2 = w(a) avec o, € # et w € W3 pour établir que Hﬁ = w(Ha),

11 suffit de le vérifier lorsque w = rr avec y « &. On a:

zh zhr tat) zha-—am g
B xf2.P Ko, oy Koo
= H - —2 (XD (H ))h
a ' 4

K, 00 K,y
H - yHIH =r (H)
o oy y o

iii) Soit a e $#; on a a =fleu avec B & W on voit que
Hr(”) - u(H;"). Or on a pour A € B":
r'Poo =a - a2l ®PHa
o . a
aais A = peu avec y € ¥ de sorte que:
«® «®
M (peur) = peu y»u(HOl | N> |
= geu — u(H;;")ﬁou
8
= r {t1) e
B H

et finalement:
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r‘.)-tu = uor;;b d’oda:z
r® . ot Pt e
3 a
resarques
Soient a,f @« 8, on a a = yeu et # = S.u avec y,5 & ¥; alors
«®) W)
a = a
B,a S,y
o a'® = ™) = 6eutH'®) = 6 ') = a'¥_ o
By o a ' 4 6,7

proposition 2.6
A) Soient g une algébre de Lie semi-simple, o‘ et o: des

idéaux de g tels que g = a ea, !)‘ (resp bz) une sous—algébre de
Cartan de a‘ (resp 03)’ 'l'1 {(resp 'z) l1’ensemble des racines de o‘
relativesent a b‘_ (resp de o relativement A l)z) et W (resp Hz)
le groupe de Heyl de a‘ relativesent a b‘ (resp de 03 relativement
a i):); alors:

i) = b‘ ® bz est une sous—-algébre de Cartan de g

ii) 8 et # sont orthogonaux dans b‘ et & =% LS est
1’ensesble des racines de g relativemant A O.

iii) H‘ x Nz s"identifie canoniguement au groupe de Weyl
W de g relativement A .

B) Réciproquesent soient g une algébre de Lie
semi-simple, © une sous—algébre de Cartan de g, # 1’ensemble des
racines et W le groupe de Weyl de g relativement & H; on sSUppose -
que § = l‘ U lz avec # et # orthogonaux dans b. alors:

i) g se décompose en g = a‘ L oz ol a‘ et cz des ideéaux.

ii) !‘ (resp !z) est 1’ensemble des racines de o‘ {resp
a) relativement & une sous—algébre de Cartan I)‘ de o (t)z de a_)

iii) W se décompose en W x H’ x Hz ol H‘ (resp “z) le
groupe de Weyl de a‘v relativement a b‘ (resp de oz relativesaent a
). '
® A i) et ii) Puisque [o’,az] = {0} on voit que § est abélienne et

que si H=H +H on a ad"=ad"‘oad"z de sorte que b est

diagonalisable. Soit X e 29(b), on a X = x‘ + X d’od on conclut
que X‘ - za’(b‘) = b‘et que X e Zoz(bz) = l)z donc que X € B.

Ainsi © ast une sous—-algébre de Cartan de g. On a alors:
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aQ = ® Qa
1 bl. z 1,011

a ek
2 8
a =9 e 2 az'az

ook

z 2
Mais puisque o‘ et oz commutent et que ot‘|az =0 on a 0"“1 c ga‘
et comme ce sont des sous—-espaces de dimension 1 on a o‘a = ga
e 1

ot de aime G =g . Ainsi on a & = & VU .
2,0 a 1 2

2 2
La restriction de K & u‘ (resp 0’) est égale & la forme de Killing

de a‘ resp cz) et 1’on a:
Kia ,aa) = K¢h_ ,h_) = a (h_ )
1’ 2 a’a z a
mais ha < b‘ donc K(a‘,az) = Q3 ainsi Q‘ et .z sont orthogonaux.
3
B i) et ii) Considérons f): {(resp l):) le sous-espace del). angendré

par l‘ (resp par !z) et:
LY
b‘s(b‘) {Heb/az(H)=Opourtautaz¢!z}

b, = (b:)"' =(Heb /alH) =0 pour tout a‘ci‘}
Comme l): et !): sont des supplémentaires orthogonaux dans © , on
voit que b‘ et bz sont des supplémentaires orthogonaux dans . On
pose alors:
e = bs . z Be
ael‘
e, = bz ¢ 2 ga
adz
de sorte que g = a ® a; montrons que a et oz sont des idéaux de
g: considérons deux racines o,f3 & Q‘ telles que a + 3 & 8
SUPpPOSONS Que a + ? & !z; on aurait alors:
K(a,aa + 3) = K{(,aa + 3) = O
et a + 3 serait isotrope donc ne serait pas une raciney ainsi
a+ e l‘ et a‘ east un idéal de g3 de mEme cuz est un idéal de g,
de plus o‘ ot °z sont nécessairement orthogonaux.

Soit X € &, (l)‘); on a donc [H,X] = 0 pour tout H e b‘- Comme a
Pl
et a commutent on a (H,X) = O pour tout H €«  de sorte que X € H

donc X & bz et ainsi b‘ est une sous—algébre de Cartan de ai. De
mtae ba est une sous-—-algébre de Cartan de oz.
Maintenant soit X = X‘ + )(z @ ga; on a alors:

[H‘ + Hz,x‘ + XzJ = a(H’ + Hz)(X’ + Xz) pour
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toutH-H‘-O-Hzeb
On a, par exemple, o € l‘ de sorte que:
H,X3 + [H,X] =a(H)X + alH)X = alH)X
2 2 3  § 2 2 3 1
[H‘,X‘] o a(H‘)X‘ pour tout H‘ e l)‘
[H',X:] = O pour tout H @ l):
Ainsi X @ t)z < b donc X, =0 et X « A, o donc g, < L et comme

ce sont des sous—espaces de disension 1 on a 8, - @

woq POUr o e l‘
et .a est 1’ensesble des racines de a relativesent & b‘. De aime

on a ga = Q pour o € ’z et lz est 1’ensemble des racines de a

2, 2

relativesent a bz.

A iii) et B iii) Boit H’ (resp Hz) le sous—groupe de W engendré
par les ry pour o e l‘ (resp pour a & !z).

Boit a « # 3 alors b: et b:'sont stables par r j "'al.b: est la
symétrie de vecteur o laissant stable # et ra'bz = [ de sorte que
“,‘ (resp H’) s’identifie au groupe de Weyl de o‘ relativesent a b‘
(resp de a relativement A bz). De plus les ¢léments de H‘ et Wz
commutent et 1’on a W = H‘Hz; enfin 8i s @ H‘ a] H:, 8 laisse
stables l): et b: et induit 1’identité sur chacun de ces
sous—espaces de sorte que s = [, Ainsi W est produit direct de ses

sous groupes H‘ et H:. ®

carollaire

Soient g une algébre de Lie semi-simple, b une sous—algébre
de Cartan, # 1’ensemble des racines de g relativesent A ; alors g
est simple si et seulement si & est irréductible (c’est & dire @

n’est pas la réunion de deux parties non vides orthogonales).
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CHAPITRE V

SYSTEMES SIMPLES DE RACINES - GROUPE DE WEWVL

1. Systémes sisples de racines.

Soient g une algébre de Lie semi-simple, © un®
sous—algébre de Cartan, € 1’ensesable des racines de g relativesent
2 b. La forme de Killing K de g définit un isomorphismes

v »b
N — h
tel que A(H) = K(H,h,) pour tout H e b et tout A e b 3 on pose

alors:

KO ,u) = Khy ,h ) pour tout A,u e o .

k4
Chaque a € # est non isotrope et l’onkn défini:
Kla,a)
proposition 1.1
Soit bR (resp b;) le sous-espace réel de © (resp b.)
engendré par &8 = €H / o« #) (resp par 8)g
i) Toute base {a ,....ﬂﬂ} < & de b sur € est une
base de bR sur R.
ii) bR (raesp bR) est une R—structurn de © (resp b )
et bR s’identifie canoniquement au dual (bR) de bR'
iii) La restriction de K & bR (resp bR) est une

forme réelle définie positive.

® Pour o,f3 « 8, on a:
K(H ,H) = 2 (H )p(H ) = 2 a a _aZ2
o’ 3 a7 v
red reb
de sorte que la restriction de K & bR est A valeurs réelles.

De plus on a:
2 a

Koy =L a Klayo) = — 02 g @
2 pa K(H_.H_)

et ainsi la restriction de K A b& est aussi réelle.
Notons que:
b° 3>
A +h
induit un isomorphisme de b; sur bR; de sorte que 1l application:
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'b; -+ (bR).
A - A'!)R

est elle aussi un isomorphisse.

Soit {a’,....,ql} c $ une base de b‘ (sur €©); on a alors pour
a e &:

a = 2 ca avec ¢, « € d’ob:
T ¢ t
Ktayo) = 2 € K(a,a) pour tout

On a donc un systéme de Craser 4 coefficient réels de sorte que
. " -

c e R. Ainsi {u‘,....,at} est une base de I)R (aur R) et bl! -ast

donc une R-structure de b“’. De plus on voit que (H_ ,....,H_ ) est

1
une base de b (sur €C) et de bR (sur R) et bR est une R-structure

de H.
. A 2
Enfin soit H EcaHa @ bﬁ:; on a K(H,H) Eﬁ(H) avec:
ol

BH) = annma) 2 o?po ® R
aad
de sorte que:
K(HH) = 0 » ((H) = 0 pour tout 3 e &

et comme € engendre b‘ on a H= 0. La restrictionde K a © est

donc définie positive. @

Ainsi, b;t muni de la restriction de la forme de Killing

K est un espace euclidien (on posera (Aly) = K{x,u) pour tout

Ay @ b;).

corollaire

Soit g une algébre de Lie de dimension finie; alors o
est simple si et seulement si g est semi-simple et si la
représentation W ———» GL(H") est irréductible.
® Supposons que § = «I U] Q avec & et & orthogonaux dans b 3 on
a alors 1la clécoaposxtxcm orthngonale b = b ® b Comme
Wc O(b.,l() on voit gue la représentation:

W —— GL(H
est réductible.
Réciprogquemsent, supposons que la représantation W —— BL(!).) ne
.. woit pas irréductible. D’aprés le théoréme de Maschke, on a

b. = U‘ ® Uz od U‘ et U sont deux sous-espaces vectoriels de b'
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stablcslpar W. Soit a € 8; alors les sous—espaces U’ et Uz sont
stables par la symétrie r‘al et ne peuvent pas @tre contenus tous
les deux dans 1’ hyperplan l(er(r'ct - I). 8i U‘ nest pas contenu
dans cet hyperplan, il existe A e U’ tel que ra(k) " g alors
A” = ra(k) - A & U‘ et ra(k’) = —-A’3; ainsi A’ est proportionnel a
adoncacU‘.Dnadonc !cU’UUz; on pose !’=an‘ et
lz = § N Uz. Soient o e l’ et B e lz; $— a n"est pas une racine
donc (al) € O (si [—p,ql est 1’intervalle des k e 2 tels que
3 + ka soit une racine on a p = O de sorte que aﬁ'a-p—qso
d’od (a|f3) = aﬁ’alalz/z < 0); comme 3 a I'z on a (a|—-A) 50 d’od
{(a]f3) = O et par suite !1 et lz sont orthogonaux et & n’est pas
irréductible. ©

8i a,f? sont deux racines on désigne par am 1’angle des
racines o et 3 dans 1 espace euclidien b;t de sorte que:

= AW ) = 2(a|@ /hal® = 211 /1ol cos (8, )

3o

propaosition 1.2

Soient o et 3 deux raciness
a) On a les propriétés égquivalentes suivantes
i) a et ? sont orthogonales

ii) aﬁ,a = 0
iii) a = Q.
o

.3
b) 8i aa et ? ne sont pas orthogonales on a:

o _ [ 13 ]z
B tal
et en prenant a et B non proportionnelles et Il 2 flal les seuls

cas possibles sont les suivants:

(1) 'ou.{? = "ﬁ’.a = QO ea’{; = n/2

(2).01.(?-.4::1 Oq.’?ﬂn/l il = lal
(;) aw = a o = -1 aaﬁ = 2m/9 il = fal
(4) 2= 1 asa 2 ._em = 11/4 130 = {z tal
(5) a3 -1 o = -2 s ™ /e 13 = {2 tal
6) an = 1 ™ 3 aa'ﬁ = n/e 1t = {a 1al
(7) 2= -1 Ara = -3 ea,ﬁ = sn/c 3 = {3 Rkl

® 'a.(? et aﬂ'a sont des entiers tels que .
.a,ﬁ'.ﬁ,a = Acos (ew)
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de sorte que acu?';?a prend les valeurs 0,1,2,3 ou 4; la valeur 4
correspondant au cas oG a et 2 sont proportionnelles c’est & dire
au cas o0 = aou 3= —a. @

corollaire

Soient o,3 deux racines telles que a+f3 e« & et
.)'a([?) = { POyacsneg3:34Nu... 3+qar 3
la a-chaine de racines définie par 3 (de sorte que 1’on a p20,
qQzl); 1) On a la relation:
[ (EEL ]’ o Pl

13 q
2) Posons f{(oa,3) = p+l; on a:

fla,) = f(pBa).
3) Soit y = —(a+3); on a alors:
f(a,ﬁ)Hr + f(ﬁ,r)Ha + f(y,a)Hﬁ = 0.
4) Les conditions suivantes sont équivalentes:
ﬁ(Ha) = -1 (ie ra(B) = o+f3)
fal 2 max (I8, lats3l) .
@ On a:
ag,a = B = 2¢a|@) /1al® = p-q
et, G-pa étant 1’origine de .)’a(ﬁ), on a ra(ﬁ—pa) = (A-ped+la ol
L = ptq est la longueur de .)‘a(ﬂ); on al = -.{?—pa,a"
Comme f3-pa et a ne sont pas proportionnelles (sinon on aurait
= 2a) et que q2 1 on a1l £ L < 3.

Les cas possibles sont alors:

i) L = 13 J'a(ﬁ) = {,3+a} d’oa p =0, q =1 et ‘B,a = -1,
a) ol = A0 apn" -1 ea.ﬂ =_§._"_
®apia = Cpiaa T 3
1ol = 1p0
3n
b) flal = ¥Z 130 an " -2 ea.ﬁ =5
n n
aﬁ,ﬁoa =3 9ﬁ+a,a R
1I3+al = 30
€ fab = /3 UR) A, = -3 ®p =§_"_
2n _n
eﬂ,ﬁ+a = .3——; aﬁﬂx,a - &
ipral = 130



ii) L = 23

a) J'a([?) = {f3,3+a,3+2a} d’ou p = 0, q = 2, aﬁ,a = -2
= - - = o
13 vz tal aw 1 aw T
= =1
Onpia = Criaprza ™ Cpizaa = &
Ip+al = (1/v2) ipk = dal.
b) .Ya(ﬂ) = {(f-a,B,p33+c) d’ou p = 1, q =1, a(?,a = 0
= = N

[ en posant 3’ = f3~a on a .)'a({i) = {3’ ,3 +a, 3’ +2a} de sorte que: 1

n
®aap = Cppra ™ Ppiaa T %
In+al = vz g,

130 = tal

iii) L = 33

&) P (@) = (B,P+a,+20,3+3a) d’0a p = 0, q =3, a5 = -3

Izt = v3 tal aw=—1 ea‘ﬁ--r

oA

n n
aﬁ,ﬂw& &’ 9{3+a.ﬂ+za =3 eﬁua,nﬂa = eﬂna.a

Ipval = (1/73) BN,
b) X (P = (f-c,,(+a,3+20} d’oa p = 1, q = 2, e = -1

7B = tal a ;=1 Oy =T

e n n

n
p-apn & eﬁ.ﬁﬂ: =3 eﬁ+a.ﬁ+za = eﬁoza.a =&
1ol = 150,

©) P (B = (-20,0-0,8,f+a) doap =2, q=1, a; =1

n
120 = tal a,p =1 Oup =3

n n _n
eﬂ-za.ﬂ—a =& eﬁ-—a.ﬁ =3 eﬁ,ﬂﬂ: = eﬂwt.a -8

1Ip+al = Y3 1SN,
1) On constate que la relation 1) est vraie dans tous les cas.
2) Comme f3—a est une racine si et seulement si a3 est une racine
on voit que f(a,3) = 1 & f(3,0)0 = 1. On peut donc supposer que oa+f3
et o—f3 sont des racines de sorte que 1’on a geulement 3 cas

possibles:
ii-b) J'a({n = {f3-a,3,3+a} (p = 1 et q= 1)
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iii-b) P (B = (f-a,f,(+a,3+20} (p = 1 et q = 2)
iii—c) JA(ﬂ) = {-20,3-a, 3,3+ (p = 2 et q = 1)
et dans ces 3 cas on a lal = I3l et aﬁ,a = "a.ﬂ' Si
Jb(a) = { P Byecccc syt ..., 0bq’ 2 )
est la f—chaine définie par a on a pqtl = p;l

d’0d (compte tenu des 3 seuls cas possibles) p” = p et q° = q.
3) On remarque q = f(—o,3)-1 et fl(a,B-a) = fla,3)—-1 de sorte que

et p’—q° = p-q

1’on a g = f(—o,3+a) = f{—o,—y) = f(a,y) d’od finalement:

I fa,p)
lﬁlz f(a,y)

ou encore:

2 f(qlg) h -2 f(a,:) h =0
(P Y Tel L4
et aussi (en permutant o et »):
2 f(y,f) ha -2 f(r,:) ha = O
ol  YEL ]
en ajoutant on a (compte tenu de ce que flo,y) = f{y,a)):

f(y.a)
TN
d’ol le résultat puisque h + h = —-h_.

P qu y o B

fla, AN, — 2 th, + h) + £,MH, =0

4) Les cas possibles sont: i—-a,b,c et iii-h. @

Une partie 1 = (c&,....,c&} c ® est appelée un systéme
simple de racines si:
i) N est une base de b; (ou de b.)

ii) pour tout c € &, les coordonnées de ¢ dans la

base N sont des entiers tous du méme signe.

Une partie P de # est appelée un systéme positif de

racines si:
i) (P,—FP) est une partition de & et:

ii1) a,f €e Pet a+ped » a+ n ebP.

Un hyperplan P de b; est singulier s’il est orthagonal a

1’une des racines. Le complémentaire b;r.g de la réunion des

hyperplans singuliers est un ouvert de b; (pour la topologie
suclidienne) dont les composantes connexes sont appelées les
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chasbres de Weyl de b; (relativement a ).

ex le:
Soit 1 <« & un aystéme simple de racines; 1’ensemble
#'(M) des racines dont les coordonnées dans la base 1 sont

positives est un systéme positif de racines.

proposition 1.3
Soit C une chambre de Weyls

a) 1’ensemble #'(C) des racines o € & telles que

(Aa) > O pour tout A € C est un systéme positif de racines.
b) L’ensemble I(C) des éléments indécomposables

(pour la sosme) de 2'(C) est un aystéme simple et on a
#'(C) = # ().
® Notons d’abord que, si o est une racine, on a o € #'(C) si et
seulement s’il existe Ao € C tel que (alko) > 0. En effet
1’application:

C > R‘

A A\ |a)

est continue donc son image est connexe.

2

I1 en résulte que (!‘(C),—Q’(C)) est une partition de &.

Considérons d’ autre part 1l ’ensemble ¥ des a € 2'(C) tels que
a ne soit pas combinaison lindaire & coefficients entiers positifs
des éléments de I (C) et soit ko € C: i ¥ est non vide, il existe
a € ¥ tel que (alko) soit minimal. On a a = 3 +y avec f,r € 8 ()
et (alko) = (ﬂlho) +<yax°) avec (alko),(ﬂlko),(rlko) >0 ce qui
contredit la minimalité de (aixo). Ainsi ¥ = 0 et tout a e # est
combinaison linéaire des éléments de I1(C) avec des coefficients
entiers tous du mEme signe.

Puisque & est un systéme générateur de b;, il en est de mEme
de I (C).

Ensuite, remarquons que (a]|f3) < O pour tout o3 € I1(C): car
si on avait (a|3) > 0, y = a — 3 serait une racine (si [(-p,q) est
1’intervalle des ke 2 tels que $+ ko @ ¥, on a
ﬁ(Ha) = 2{alfB) / lala)
Yy e 8'(C) et a serait décomposable ou bien y & -3*(C) et c’est 3

p-q > O de sorte que p > q 2 0)3 on aurait

qui serait décomposable.
On en conclut que I(C) est une partie libre de b&: sSUpposSoNs
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ques

2 ca=0
o
ael (C)
Puisque {(alf3) £ O pour tout o2 € I1(C) on a:

WY degla 1S 1) caq=0

ol (C) ael (C)
de sorte que:
2 Qca|a = 0O
ael (C)
et finalement:
o, 2 le le) = z le l A o) = 0
o€l (C) ael (C)

Mais (Aola) >0 pour tout a € I(C) donc € = O pour tout a € I(0)
et I(C) est un systéme simple de racines.

Enfin on a ®'(I(C)) c #°(C) et -#"(I(C)) ¢ #°(C); comme
(#°(1(C)), 8" (I(C))) et (#°¢C),-8#"(C)) sont des partitions de # on
a 8(1((C)) = 8 (C). @

proposition 1.4

Soit 1N = {ou,....,o&} un systéme simple de raciness;
alors:
Ch(lm) = { A e b; / (xlok) > 0 pour 1s5ix1 }
est une chambre de Weyl et 1’on a Il = I(Ch{1)).
® On a évidemment:
Ch() = { A\ e t); / (Ao > O pour tout o @ &' (M) 3
de sorte que Ch(M) c b;z’"g.

De plus Ch(ll) est un cé&ne convexe: soient A,y & Ch(ll) et
s,t20 avec s+t>0; pouwr tout a e 8 on a:

(sh + tula) = siija) + t(uja) >0
d’oh s\ + tuy € Ch(ll).

Ainsi Ch(l) est un ouvert connexe de b;ch donc il existe
une chambre de Weyl C telle que Ch(ll1) c C. Mais si AN «C on a
(AMa) > O pour tout a & 8" (M (car la fonction A —— (Aja) est
strictement positive sur C) et par suite A € Chi(ll). On a donc
Ch(ll) = C et Ch(l) est une chambre de Weyl.

On a () c 8°Chim) et —#°(M < —#'(Ch(M) de sorte que
#'(m = #*(Ch(M). Il en résulte que N c I(Ch(M)): soit a e,
sSupposons que a = 2 + y avec 3,y € g (cham) = !’(ﬂ); puisque 3 et
7y sont des combinaisons linéaires A coefficients positifs des
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éléments de T on voit qu’alors 2 ou » est nul ce qui est
contradictoire; donc a est indécomposable dans &' (ch(m) ie
ae I(Ch(M). L’inclusion opposée est immédiate et on a
n=I1«ChmMm. e

corollaire 1

Les applications € ————— I(C) et 1 ——3 Ch(l) sont
des bijections réciprogques entre 1 ’ensemble des chambres de Weyl
de b; et 1’ensemble des systémes simples de racines de §.
® On a vu que Il = I(Ch(MN)) pour tout systéme simple de racines Il.
Soit C une chambre de Weyl; Ch(i(C)) est une chambre de HWeyl
contenant C (si A @ C on a (a|A) > O pour tout o & I(C) < &' (C) de
sorte que A € Ch(I{(C)})); on a donc Ch ()} = C. @

On définit une relation d’éqguivalence R sur b& par:
R(A,1) & pour chaque hyperplan sinqgulier S
At € S ou bien A et u sont strictement

d’un m®me caté de S

Les classes d’équivalence de la relation R sont les
facettes de b;.

Soit F une facette, pour tout hyperplan singulier S on a
FNS =08 oufF < S; le support de F est le sous-espace Supp(F) de
b;, intersection de hyperplans singuliers S contenant F.

Les chambres de Weyl sont alors les facettes qui ne sont
contenues dans aucun hyperplan singulier. Soit €C une chambre de
Weyl, les faces de C sont les facettes F telle que:

FcC
Supp (F) est un hyperplan
et les murs de C sont les hyperplans qui sont les supports des

faces de C.

corollaire 2
Spient C une chambre de Weyl et M |’ ensemble des murs de

C, pour chague mur M € M on désigne par L, 1’ uni que racine
orthogonale & M située du mEme coté de M que c, alors

n= {au / Me M est le systeme simple de racines tel que

C = Ch(ll).
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® Soit' N = {al,....,ox} 1’unique systéme simple de racines tel que
C = Ch(ll) de sorte que C est 1’ensemble des A\ e b;t tels que
(k'a_t) > O pour 1<ix<l.

Pour 1%<i<l, soient Hi‘ 1’hyperplan orthogonal a a et F.t
l1’ensemble des A € H,‘ tels que (A|aj) >0 pour j # i3y alors F,‘ est
une face de C de support Ht: on a évidemment F,‘ < C; d”autre part
so0it o une racine telle que 1’hyperplan orthogonal & o contienne
F.‘, or oh a a = na *-znjcuj avec les coefficients entiers tous

g odt
du mEme signe de sorte que nj = O pour j = i et a = tc:t,t at ainsi

"i. est 1’unique hyperplan singulier contenant F,‘.

Soit F une face de C, comme F < C on a (k'a,‘) 2 0 pour 15ix1
et pour tout A € F et comme F est contenu (ie rencontre) un unique
hyperplan singulier, il existe i tel que, pour tout A e F,

0"“;,) = 0 tandis que (Alaj) >0 pour j # i de sorte que F = F.. @

2. Matrices de Cartan.
Soient C une chambre de Weyl et 11 = (a‘,....,a‘} le
systéme
simple de racines correspondant; on a:
(a,‘la“i) £ 0 pour 1<i,3i=<1l, i=j.
Autrement dit, 1 angle entre deux racines simples est obtus.

<5 i< = ==
Powr 1Xi, j<1 on pase A,m, otj(Ht) (on pose Hli. H‘Jli et
r.= qulSlSl). La matrice A = (Ai.,j)lsi.,jS!. est appel ée la
matrice de Cartan de g (relativement 4 C ou & .

Pour 1=i, i<l, on désigne par "tj 17ordre de rtrj dans

le groupe de Weyl W. La matrice M = (m ) _ . est appelée la
1, 154, j%t

matrice de Coxeter de g (relativement 4 C ou a 1.

proposition 2.1

1) La matrice de Cartan A = (At.j)gst,jﬂ. de g posséde

les propriétés suivantes:
i) At'\ = 2 pour 1sisl

ii) Aa,‘ est un entier négatif pour 1<i,3j=1l, i»®j
iii) A . . = 0 - A =0
;) et
2) Lta matrice de Coxeter M = (m ) _ . est donnée
v,j 85,50
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par m = 1 (1=5i=%1) et, pour 1%5i,ji=<1l, i»j:

A A 0 1 2 3
t,) Jt
m 2 3 4 6
4, )
9' _T_I'_ 2 N a n s n
|99 2 a 4 -]

oa, pour 1=<i,j<l, i»®j, & _est 1 angle de a,‘ et aj, de sorte que

3
1’on a:
e =0 -

i) m
v,}

@ Pour 1=5ixl, soit M.‘ 1" hyperplan de b; orthogonal A a . Le
sSOous—espace Ra,‘ ® Raj de b; engendré par a et aj {(inj) est
1’orthogonal de H_‘ n Mj de sorte que

b = (Ra @ Ra) ® (M. n M)
13 3 L J

Les sous—espaces chn,t o lkaj et M,‘ N Mj sont stables par rirj; on a

r,r,|!'l, nNM =1
it J

et, dans la base (ont,aj) de Rut ® Raj, la matrice de
rr |(Rae © Ra) est:
i i J
-1 + A A, A .
M = LXF B 3 t,3
e -A_ -1
Le coefficient m L est donc égal & l’ordre de la wmatrice M et

. .
le produit A'ti A“ prend 1°une des valeurs O0,1,2 ou 3 et 1’on

sait que 1’ angle 9,”_ est obtus. @

proposition 2.2

a) Pour 1<i<1l, &' (D \ {a} est stable par r .
b) Pour 1<i,j<l on a o = wict) = r, = u-ri-u-‘.
c) & = WM

d) W est engendré par (r,‘)‘

<’

® a) Soit B & Q*m)\{ai}; on a:

= >

3 an% avec n, 2 0
15k =1

et il existe j # i tel que n. > 0. Alors:

3
rim =g~ fH)a = znkak + (n, = BHDa
| 2.5
de sorte que 3 # a et tous les coefficients de ri(ﬁ) sont de mEme

signe donc on a rt(ﬂ) e 8 (.

65



b) Puisque ctj = w(ai), on a Hj == u(H,‘) (ce qui signifie que, pour
tout A € l)., on a J\(Hj) = wiin (H_‘)). I1 vient alors:
r ) = A -A(H)a, |
J J
= A W ) (H)wla)
v L

= wiw i) -wion (H)a)

wr (win))

d’ob rj = u-riuvff

L’ensemble Jrn des parties ¥ finies et symétriques de
b \(0) telles que:
i) Ncw
ii)ri('ll)cw 1 =1 =1
contient # et est stable par intersection donc posséde un plus
petit ¢l1ément !o.

On a évidesment !o c $. Supposons qu’il existe a « l\log on
peut prendre a e *I'+ et ht(a) minimale. Mais il existe i € (1,..,12
tel que ht(ri(a)) < ht(a): supposons que ht(rt(a)) 2z ht(a) pour
tout i, 1=<isl, comme o = a on a rt(a) « 6‘ de sorte que a(Ht) <0
ie (a'a.‘)so pour 15i<l d’od finalement flal <0 et a = 0. Mais
ri(a) € ’+\’o ce qui contredit le choix de a. Ainsi on a !o = &,

c) Désignons par Ho le sous—groupe de W engendré par les L
1£i€1l3 1 ensemble ¥ = uo(n) vérifie les conditions i)-iv) de sorte
que & c ¥d’ou & = wo(n).

d) Montrons enfin que “o = W3 soit ae P on aa= w(a‘) AVeC

weW d’odr =ww'eW pour tout a e #. @
o [+ ]} |8 o

corollaire 1

8Soit p = -;—- 2 a la demi-somme des racines positivesg

ek’ (M)
on a r‘(p) =P " T 15i=<l.

® Soit P, la demi-somme des racines positives distinctes de a, de
sorte que:

. p = pi + a_‘/z
Puisque & (n)\{a_‘} est stable par rs on a r,t(p,‘) = pP,- I1 en
résulte que ri(p) =p - ont/z =p - Q. ®
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corollaire 2

Soit @ est le sous-groupe de b engendré par les Ha pour

a e ;3 pour tout systéme simple de racines n={ °k/ 1<i%<1 1,
n =« H / 15i51 ) est une base du Z-module Q.

® Soit Qo le sous—groupe de ©H engendré par la base (HJ‘Suﬂ de ©;
or on a:

r(H) =H ~ A H
it i Ll
de sorte gue:

r (@) ¢ & pour 1=5ix<l
i o o

et comme W est engendré par (ri) Qo est stable par W.

155”7
Soit a e &, on a a = w(aa et par suite Ha = w(HJ de sorte que

e

H e 8 ; ainsi & =& .
a o ]

reaar e:

Soit e 8, on a o = E na ou les coefficients n.
LA
1SVt

15i<]l, sont des entiers tous de méme signe. On a alors:

2
zha zn, n o ¥
Y 18 19
Hy = z Z: 2N T 2: —— W
. 18
| > | 157 #ad i 15T e

2
n, Ia $
L 1

2
Yok

n sont aussi des entiers tous de m@me signe.

de sorte que les coefficients s 12151, de Ha dans la base

Soit W un groupe engendré par une famille S = (rﬁtex

d’éléments d’ordre 2; la longueur {{w) d’un élément w € W est le

plus petit sntier k tel qu’il existe une décomposition de w de 1la

forme:
= e e avec i ,...,1, € I
1 k
Une décomposition de w, de longueur minimale k = {(w) est dite
réduite.

proposition 2.3 {(condition d’échange)

Soient w e W et o Il tels que w"’(ai) e ¥ 3 pour
L -

toute décomposition réduite (ri"..,r y de w, il existe

J e {1,..,k} tel que:

i I SRR T SR SO
i . i, i L
£ 2ot S L3 | k

e On aw =1r¢r ....r . Posons:

! i
k i
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B = a
] |
ﬁj == r,tj. . .ri‘ (a,‘) pour 1 < j £ k

On a donc 3 = a e etp = u-‘(a,‘) e .

Soit j le plus petit indice tel que f"j €é$ ( de sorte que
ﬁj_‘ - !+). Pui sque Bj = rij(ﬁj—a) on a Bj_‘ = a,‘j.

Ainsi:

d’od a = n(al) avec m = r o...r de sorte que:
J 1 -1

-4
. = Tlelr, o1
i i

d?ol:

et enfin on a:

r.o....r, r e, = row. @
1 3
1 St SR k

corollaire 1

On a w-‘(a,t) € 2 si et seulement si {(r.w) < &w).

® La condition d’échange implique que si u_‘(a,‘) «® on a
t(rin) < L{w) .

Reéciproquement si u"(ai) e & on a:
(rw ™ a) = whir (a))
A" 1 18 L9
= v (—a )
1

= —w?! (o) e &_

de sorte que t(r.‘zw) = f{w) < t(r,‘u). ®

corollaire 2

Soit Il un systeme simhla de racinesy pour tout w e W
1’ensemble & =& n u"(—!‘) posséde {{(w) éléments.

® On procéede par récurrence suwr {(w)g pour 1%i=<] on a !r = {ai}.
" .
Soient we W tel que Card (Qv) = {(w) et r. - telle que

t(wr_‘) >¢(w); on a donc o = iv. Pour f e er on a deux
i
possibilités:
i) r.‘((?) € —Q* donc 3 = o

13
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ii) rl(ﬁ) € # de sorte que 3 = rt(a) avec a € !v
d’oh Card(® ) = Card(® ) + 1. @
vr A

i

propasition 2.4

1) Pour toute chambre de Weyl C on a:
bp = U W@
welW
2) Le groupe de Weyl W opére sisplement

transitivement dans 1 ensemble des chambres de Weyl de h; et dans
1’ensemble des systémes simples de racines de §.

® 1) Soient C une chambre de Weyl, II = {a‘,....,al) le  systéme
simple de racines correspondant, ro 1<isl, les symétries par
rapport aux murs de C et p = L 2 a la demi-somme des racines

z
N oet’ ()
positivesy pour tout A e bR’ il existe w € W tel que (wil)|p) soit

maximaly on a donc, pour 1<i%<]:

(r,‘w()\) 1) = (w(X) lr,‘(p))

(W) |p — aa
< (wiA) |p)

Par suite:

(w(k)lai) 2 0 pour tout i1 (15i=1)
de gsorte que wi(l\) e C.
2) Pour tout w € W, puisque w est une isométrie oan a
u(b&J‘g) = b;J‘g et si C est une chambre de Weyl, 1 image w(C)
est aussi une chambre de Weyl Soient C* une chambre de Weyl et
A’ @ C°3 il existe w €é W tel que A = wi(k’) € C et A est régulier
donc A € C. Ainsi w(C’) est une chambre rencontrant C donc
w(C’>) = C.
3) Supposons que l’on ait w(C) = C avec w e W; on a alors
wig) = 2, oa @ est le systéme positif défini par C; mais la
longueur {(w) de w est égale au nombre de racines positives a

telles que wla) € —Q* de sorte que 1°'on a {{(w) = 0 jew =1. @

corollaire

Soient g une algébre de Lie semi-simple, b une
sous—-algébre de Cartan, & 1’ensemble des racines de g relativement
A Het N un systéme simple de racines de #; alors la matrice de

Cartan A = (A ) _ de g relativement 4 [1 est indépendante (a
i 854,80 ‘
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une permutation de {1,...,1} prés) du choix de la sous-—-algébre de
Cartan © et du choix du systéme simple de racines Il.
® Fixons d”abord une sous—algébre de Cartan © de g. Soient
n = {ou,....,c&} et M = {a;,....,a;} deux systéme simples de
racines (relativement A ¥). Il existe we W tel que n(ai) = a:
pour 1=<i%1 (4 une permutation prés). On a alors:

2h

a’ (a® ja?)
A7 = i (HY) = o’ —_—— ] = 2

’
g ta? la?) (a7 Tal)

2h

(a,jla_‘) a,
= 2 =gl —] =aH) = A .
("';'at) i (ai 'a;) SR % L 13]
Soient © et ¥ deux sous—algébres de Cartan de g, & (resp W)
1’ensemble des racines de @ relativement 4 b (resp a *¥) et

u e Aut'(g); on sait que Q==tu(W). Soient n(” une partie de & et

Al (W)) = n('); alors n"’ est un

¥)

n une partie de ¥ telle que tudn

systéme simple de racines relativement & b si et seulement si n‘
est un systéme simple relativement &4 ¥; puisque si a = peu et

(®) (P)

3 = Seu avec a, € ® et ,56 € Y on a aﬁ,a = aé,? on en conclut a

() (W)
e

1’égalité des matrices de Cartan relatives a Il tn . @

3. Définition du groupe de Weyl par géndrateurs et relations.
Un groupe D est diédral s’il est engendré par deux
éléments s et s° d ordre 2.

Pour k =z 0, considérons les deux suites de longueur k:

et S, (resp s;) le produit des termes des suites s, (resp I;).

proposition 3.1

Soit D un groupe diédral; on pose n = gs’. Alors:
i) D est engendré par s et n.
ii) Le sous—groupe <n> de D engendré par n est
distingué d’indice 2 et 17on a sns t = at.

ii1) s1 nm est d’ordre infini; on a:
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D = {e} v {sk / k=1i* v {s; / k=13

et chaque ¢4lément de D posséde une unique décomposition reéduite.

iv) 8i n est d’ordre fini m, alors D est d’ordre
2m:

D = {(e} U {sk / 1%5k=<m—13} U {s; / 15k<Em—13 U {sm}
et les éléments S, et s;, 1<k<m—-1, possédent une uni que
décomposition réduite tandis qgue 1°él1ément sm = s; en posséde
deux.
® 0On a s’ =gsn, Dautre part <n> = D sinon D serait abélien
d’ordre 2 (on aurait o(n) = 2) alors qu’il est au moins d’ordre 3.
On a sns ! =3&%s's =nt. 11 en résulte que D est produit
semi-direct de <(s> et de <{n> donc <n> est d’indice 2 dans D.

On a:

s =" s =¥

2k 2k

s = n*s =’ = n¥s® = n ¥
2k+1 2k+4

Cas 1: Supposons n d’ordre infinij les éléments de D sont les sk

pour k 2 1 qui sont deux A deux distincts. On a
Z(sk) = t(s;) = k pour k 2 0

pour k 2 0 et s;

de sorte que Ik (resp l;) est 1’unique décomposition réduite de sk

(resp de s;).

Cas 2: Supposons n d’ordre fini m de sorte que D est d’ordre 2m;
il en résulte que les éléments de D sont les s, pour 0 < k = 2m1.
Mais on a s = s’ , Pour m < k £ 2m—1 de sorte que D est formeé

k 2m-

des éléments suivants: S,» S, Pour 1<k<m—-1, 5; pour 1<k<m-1 et

8 =g’
m m

Ainsi, pour O=<k=m—1, s (resp s;) est 17unique

décomposition réduite de S, (resp de s;) tandis que 1°élément

s = s; de D posséde les deux décompositions réduites s et I;. ®

Soit M= (m ) _ | la matrice de Coxeter de W, ie
i,) 15i,i%0

m  est 1’ordre de rr dans W.
A\ T3] vV

proposition 3.2 (lesme des mots de Matsumoto)

Soit ' un monoide; pour toute application f : § —— T

telle que:
i) f(r.‘)z = 1 pour tout i e I
1i) FOUIFUEIFUr ) ennee = $rIFrIFr Vueen.
i i i 3 L J

71



avec mij termes dans chaque membre pour tout (i,j) tel que

L 3 M o, il existe une unique application F : W ——— ' telle
»
que pour tout w € W et toute décomposition réduite (rt, ..... ,ri)

de w on ait:

F(w) = f(r_)...... f4(r ».
' k
® Soit D 1l’ensemble des décompositions réduites des éléments de W

et pour chaque w € W soit zkl’ensemble des décompositions réduites
de w. On définit une application :
F e o + I

w=1(r ,...r» —~——m——3 F(w) = f(r J)o....f(r_ )
1 L * 1
1 k 1 k

Il suffit de montrer que F est constante sur xk pour tout w € W.

On procéde par récurrence sur k = f(w):

- C’est vrai pour k = 0, 1.

— Hypothése de récurrence: F est constante sur Iu pour
tout weW tel que {¢(w) < k. Prenons alors w,w e.ﬂv avec
{tw) = k.

On pose:
wo = W = (rﬁ,....,rv)

W =W = (F qacceylr ).
1 A" t

Supposons que F(wo)‘# F(u1) ket appliquons 1la condition
d’ échange:
puisque
W = seanell, = F ...,
‘e i ‘e Yk

on a t(rt,u) < ¢(w) de sorte que:

w, = (rv,r} ,....,ri' ,ri' 3ee-esl ) € xk
1 1 j-1 j*e k
avec 1 £ j < k.
Compte tenu de la définition de F et de 1’hypothése de
récurrence on a F(uz) = F(wo).
Pour les mEmes raisons si on avait j # k on aurait F(uz) = F(u‘)
ce qui n’est pas possible donc j = k
Ainsi:
LA = (r,‘.,ri ,.....,r‘,t e D
1 1 k-1
et F{iw) » F(w ).
1 2

En continuant de la sorte on construit pour 0 S j < k un

72



suite-d’él éments de $L=

1 1 1 1 1 k-j

(U, oF. g...9F, 4Fr oI, r. N ) ii i
P L AL AP LAFIPE L AP o Jimpair
1 1 1 1 1 1 k-j

r ,r caeyl r r . & ) Jjpair
" = AP AP LR LA o Jjpa
j*1

tels que F(nj) L F(",-u)'
Finalement les deux suites (de longueur k) de 1L=

(r.t S L AT TR )
1 ) 1  §

(r r..r r P |
T RS Y °

t
1 1 1 1

ont des images par F qui sont distinctes; ces deux suites sont des
décompositions réduites dans le sous—groupe diédral de W engendré

par (ri,rv) du méme élément w de longueur k; on a donc
1t
k = mi . mais 1’hypothése montre qu’alors ces deux suites
11
doivent avoir la mEme image par F. On a donc une contradiction et

par suite on a F(w) = F(w’). @

proposition 3.3

Le groupe W est défini par les générateurs rt i el
soumis aux relations:
i) r: = I pour tout i e I

il) rrr cecccee T Frrocaeee. (M termes)
i Jvj 4j

ie W est un groupe de Coxeter.

® Soient G un groupe et §f : § ——— G une application telle que:
i) f(rt)z = 1 pour tout i e I
ii) f(rt)f(rj)f(ri)..... = f(rj)f(rt)f(rj).....

avec m . termes dans chaque membre pour tout (i,j) tel qQue

2

L ; * o3 d’apreés le lemme de Matsumoto, il existe une unique
»

application:
F: W — 6
telle que pour tout w € W et toute décomposition réduite:

w=({r ,..... )
v 1

de w on ait:
Fiw) = €< ). ..... f(r ».
T 1%
1 k
11 s’agit de montrer que F est un homomorphisme de groupes. Comme
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6 est engendré par les ros i€, il suffit de montrer que:
F(r_‘w) = -F(ri)F(w).
On a deux cas:

a) l(rtn) = f(w) + 1.

Si w = (r,‘ PR o ) est une décomposition réduite de w, alors
1 k
(r,‘,r_‘ e v e ,r,‘ ) est une décomposition réduite de rtu.
1 k
b) t(riu) = f(w) — 1.
Dans ce cas posons w’ = r.w de sorte que 1’on peut appliquer a) a

w’ d’od:
‘ Filw) = F(riw’) = f(r,‘)F(w’)
donc:

Frw = f(ri)_’F(u) = f(r)F(w. ®
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APPENDICE III

LA CLASSIFICATION DE CARTAN-KILLING

1. Diagrammes de Dynkin.

Soit @ une algébre de Lie semi-simple de

finie,

on considére:

dimension

b une sous-algébre de Cartan de g

® 1’ensemble des racines de g relativement a4 B

n
A
M

le groupe de Weyl de g (avec W < GL(b‘))

{a‘,....,o&} un systéme simple de racines de ¥

At.j) 1S, i< la matrice deg

= (m_hj)is.m_:sl la matrice de Coxeter de @
On sait que
Att = 2 pour 1=ixl
Atj e {(0,-1,-2,-3} pour 1<i,j<l, i=j
. =0 e A =0
V) It
et que la matrice de Coxeter M est déterminée par la matrice de
Cartan A puisque:
m =1 1€ix1
v,4
et que, pour 15<i,j<1, i~j, mij est donné par:
A A 0 1 2 3
(TP
m 2 3 4 6
i, ]
o T zn 3 n s 7
i, 3 2 ) 4 S
od, pour 1<i,j<l, i=j, eij =n — mn est 17angle de o et o

i,

dans 1’espace euclidien b; et 1°on a:

A = 151, 351

—2(lai/fab)cos{n/m_ )
19 }] i 1]

Le graphe de Coxeter de g est le graphe dont les sommets

sont les racines simples Ayeonnyl et dans
distincts a et aj sont reliés par A‘»

1’algébre g est simple si et seulement si son graphe

lequel deux sommets

En particulier

de

A . arBtes.
J i

» “‘

Coxeter
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est connexe.
Ce graphe ne détermine pas entiérement la matrice de

Cartan: dans le cas od Atfﬁt = 2 (resp 3) on sait que 1’un des

deux rapports llajll/lla,‘ll ou Iai’l/lajﬂ est égal A {2z (resp J{8) mais

le graphe de Coxeter n’indique pas laquelle des deux racines a ou
qiest la plus grande. Pour cette raison on le compléte en
plagant, sur 1les 2 ou 3 traits qui joignent deux sommets
correspondant a des racines<ﬂ et ajde longueurs différentes, un
signe > orienté vers la racine de la plus petite longueur. On

obtient ainsi le diagramme de Dynkin de g.

2. La classification de Cartan-Killing
On se propose de montrer que le diagramme de Dynkin
d’une algébre de Lie simple de dimension finie est (a un

isomorphisme prés) 1’un des diagrammes suivants:

Al (121) o ° © waeosse ° ° °

Bl (122) ° o ® coeames® ° > °

Cl (123) ° ° ® wueas .o ° ' °
/°

D, (124) o o o ——-—-<

E L) ° [ (-] [

S

E ° o ° ° ° °

?

E ° ° ° o ° ° °o

e

F o © mmas > ° °

G o===d====o

»
Remarquons que si dans 1’espace euclidien E = bR on

considére la base (e ) _ avec e = o/flal (15i<1) 1le produit
i 155 i i i

scalaire est
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donné par:

M) = —2cos(n/m. I

)

On va classifier, en fait, 1les graphes de Coxeter
sous—jacents aux diagrammes de Dynkin (on notera que les
diagrammes de Dynkin Bl et CL ont des graphes de Coxeter
sous—jacents identiques).

Pour cela on va considérer une matrice symétrique

M= (mi,,j)tst,jSL telle que:
id)m =1 1<i=<1
1,L
ii) mtj = 2,3,4 ou &6
On considére alors le graphe de Coxeter F“ dont les

sommets sont LR EETR LN et dans lequel deux sommets distincts e
et ejsant reliés par 0,1,2 ou 3 traits selon que ij=:2’3’4 ou
6 (d’ailleurs tout graphe de cette forme définit une unique
matrice M).
On suppase de plus que:
i1i) F“ est connexe.
On munit 1’espace réel E de base canonique (e) de

i 185
la forme bilinéaire symétrique ﬂu telle que:

ﬁkd
On suppose enfin que:

= B(e.‘,ej) = —cos(n/n,hj)

iv) ﬁu est définie positive.

(1) Le graphe de Coxeter Fu de g est un arbre.

® Sinon ce graphe contiendrait un circuit (et,.....,et) (rz3);
1 r
on pose m, = m pour 1<j<r-1 et m = m et 1’on a m 2 3
Jd ‘j"j*l r \.r,l.‘ )

pour 1=5jsr.
Soit v=e +.... + ei; on as
tl 2 r
Ivt™ =1 - Zz‘cos(n/m, )
. L,
i Ik
Mais:

Z!.:c;u.;(n/m,t )z ZCDs(n/mj) > l.cos(n/3) =1/ 2
i ik J

iviZ <1 -21/72=0
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et v = 0 ce qui est contradictoire. o

Si e est un sommet de l"“ on note J({(i) 1’ensemble des
indices j tels que {ei,ej} sgit une aréte et v(i) = Card(J(i))3y on
as
ﬁt,i. =1
ﬁ,”,=0 o jeJdJli) et j =i
B,=172 27 2 0u {a / 2 pour i € J(i)

(2) Pour tout i on a Enfj <1
1E€EJ(L)

®@Si j et k e Jd(i), {ej,ek} « N’est pas une aréEte {sinon

(ei,ej,ek) serait un circuit) de sorte que e‘i et e, sont
orthogonaux. Si on désigne par F le sous—espace de E engendré par
e, J € J(i), on voit que (e), . est une base orthonormée de
i iie gy

F de sorte que la distance 4 de e a4 F est donnée par:

2 _ - = -
& =1 2 (e le) =1 2{?3’ > 0. @

€I JEIL)

(3) Pour chaque sommet e on a v(i) £ 3. 61 w(i) =3 on a

n“ = 3 pour tout j € J(i).
® Pour tout j € J(i), on a:

. = —cos(n/m, ) < -1/ 2
L 1.5

'fo- > v(i)/ 4
1,.)

JEIW)

de sorte que:

et 17on a v(i) < 3.
Supposons que v{(i) = 33 s’il existait j € J(i) avec mi‘j =4 ou 6
on aurait:
zﬁ:.j > 174 + 174 +(fz/)% = 1
j€JIiH
ce qui est contradictoire. @

(4) 8°il existe une arste {ei,ej} telle que m = 6 on a

nécessairement 1 = 2 (ie le graphe est de type Gz)
® Si on avait 1 > 2 on aurait un troisiéme sommet ek tel que
{ei,ek} s0it une aréte (puisque le graphe est connexe). On aurait

alors:
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Zﬂ:j 2 1/¢ + Jas)? =1
JEF L)
ce qui est contradictoire. @

On suppose dorénavant que le graphe n’est pas de type Gz

de sorte que pour chaque sommet e on a “Rj = 3 ou 4 pour tout

J € J(i).

(3) Pour chaque sommet e il existe au plus un sommet Ef
J € J(i), tel que mhj = 4,
® Sinon on aurait:
ZB:'J, > 2. ({z/2)% = 1

jerciy
ce qui est contradictoire. @

Ainsi selon que et est relié a 1, 2, ou 3 sommets on a

les possibilités:

° —— @ (A )
2

o sm—— ® (B_)
2

° @ ° (Aa)
° @ ° (B.)
o 3
0——————‘/// (D)
\\\ 4

®

Pour 1 = 2 ou 3 on a énuméré tous les cas possibles. On peut donc

supposer 1 2 4.

Soit {E.ﬂ%} une arg&te du graphe F" telle que m .= 33 on définit

un nouveau graphe Fu en identifiant les sommets e.et e, de Fn.

® Puisque F“ est un arbre, chaque sommet e distinct de e et de

k
el ne peut pas @tre relié simultanément a e et a e de sorte que

Fu = Fi o4 M est une matrice vérifiant les conditions i) et ii)
ci-dessus. Le graphe F“ est connexe (iii) donc il suffit de
vérifier la condition (iv): considérons 1’ ensemble guotient

{I,....,g = E,....,f} de sorte que:

79



e

o, i + ﬁ%,j si i=s etj = s
f 1 de sorte gue (puisque ﬁbj= -1/72) on a:
Bix,y) = {x,y)
pour tout ;,; e E avec, par exemple, X = ;I pour i ®* ¢ et t et
X, = X, = x- . ®

(6) Le graphe de Coxeter F“ vérifie l1l7une des conditions
suivantes:

a) l"u est une chaine et il y a au plus une aréte {ei,ej}

telle que ntj = 4,

b) F" passéde un unique point de ramification et toutes

les ar8tes {ei,e;} sont telles que m,tj = 3.

® Le résultat est vrai pour 1 < 4. On procéde par récurrence sur
1.

a) Supposons que le graphe Fu soit une chaine (c’est & dire que
r(i) = 1 gu 2 pour tout sommet ei) et soit {eae%} une aréte telle
que m, = 43 il existe une aré@te {Ei’ek} {(par exemple) et 1’on a

\Z2)

nécessairement mik = 3. On conclut en appliquant 1’hypothése de
récurrence au graphe de Coxeter F“ obtenu en identifiant les

sommets e et e du graphe Fu.

k
b) Supposons que le graphe Fu posséde un point de ramification EJ

on adonc v(i) =3 et m =3 pour j € J(i). Puisque Fu est

L)
connexe, il existe j € J(i) tel que gjsnit relié A un sommet e,
(k # i et k & J(i)). Soit Fu le graphe de Coxeter obtenu en
identifiant les sommetsc% et ejdu gr aphe F“; d’aprés 1 hypotheése
de récurrence et==¢% est 1’unique point de ramification de Fu et
toutes ses ar8tes ont un coefficient égal A 3 de sorte que toutes
les aré&tes de FM ont un coefficient égal 4 3 et n"a pas de point
de ramification distinct deca et de eﬁ mais si ejétait un point
de ramification de Fu, gjappartiendrait 4 4 areétes dans Fu ce qui

est contradictoire. @
(7) S8i Fu est une chaine, FM est de type AV‘% ou F‘.
® Supposons que F“ soit une chaine, quitte & changer 1’ordre des

sommets on peut supposer que les arétes sont
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{e(ez),{ez,ea},....,{ebd,ef}. Alors, ou bien mLht =3 pour
tout j et dans ce cas F“ est de type Alcnlbien il existe i tel

que m . = 4 et mjj*1 = 3 paur tout j 2 i3 si i =1 ou 1-1 le
gr aphe Fu est de type Bt; supposons que 2 < i X1-2 et posons:
u=e + 2 + . ....%* 1e
1 2 i
v = {1-i)e, toaecneeet 2o + e
(X3 -1 L

ut? = (Zre | Yee) = irz - 2Zr(r+1)/2
1 rﬁtr 1_aSi8 1T 1%r 1

- -t

= i% - (i-1)i/2 = i(i+1)/2.

De méme on a:
Avi? = (1-i) (1-i+1) /2.
De plus:
(ujv) = i(l~id(e le ) = —§2.i(1—-i)/2
8 144
On a donc:
2i(l—-i) < (i+1)(1—-i+1)
(i-1)f(1-1i)—-13 < 2

Puisque 2 £ i =1-2 on a i-1 21 et (l1-i)-1 2 1 1le seul cas

possible est i = 2 et 1-1i = 2 ie 1 = 4, autrement dit F" est de
type F‘. ®

(8) Si F“ n’est pas une chaine, FM est de type Dt’ Ec’ E7 ou
E .
°

® Alors r“ posséde un unique point de ramification et les arétes

{et,e;} ont toutes un coefficient m = 3. Soit e le point de

1,3
ramification de sorte que J({(i) = {is’jz’kx}' Le graphe F“\{ef} a
trois composantes connexes Fi, Fz et Fa de type Ar, A. et At' lLes

argtes de ces graphes sont:

Fl: {ii,iz}, {iz,ia}, ...... .............,{1F4,1r}
Fz= {j1’jz}’ {JZ,JB},............,{33_1,3.}
Faa {ki’kz}’ {kz,ka},....,{kt_l,kt}
On supposera que r 2 s 2 t 2 1 et on pose:
u =e + 2Ze t erncecnnnennenn *re
1 1 L
r r-41 b §
v =e + 2Ze + hienesanse T SE.
i Jgg 3y
= T wnnewa +
w ek + 29k tek
t -1 1

de sorte que:
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hut? = rr+1)/2, tvi® = s(s+1)/2 et Hwl® = t(t+1)/2
tandis que:
(ulv) = (viw) = (ujw) = O,
Puisque e n’appartient pas au sous—espace F de E engendré par u,v
et w on a:
dte,F)? = 1 - (e |w/Mut)® - C(e |VI/AvII® — [(e |w)/t
whi?
= 1 - r/2(r+1) - s/2(s+1) — t/72(t+1)
= (-1 + 1/(r+1) + 1/(s+1) + 1/(t+1))/2 > O
Puisque r 2 s 2 t 2 1 on a 3/7(t+1) > 1 donc t = 1 donc
1/7(r+1) + 1/(s+1) >1/2 d’ou 2/(s+l) > 1/2 et s = 1 ou 2.
8i s = 1 le graphe F" est de type DL; sUpposSoONs que s = 2Z2: on  a
alors 1/(r+l1) > 1/6 donc r = 2, 3 ou 4. @&
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CHAPITRE VI

ALGEBRES ENVELOPPANTES

1. Algébres enveloppantes.

Désignons par beC la catégorie des C—-algébres
associatives unitaires et par qut la catégorie des C—algébres de
Lie. On a un foncteur canonique:

xﬂqt s xu%:
qui, a une algébre associative unitaire A associe 17algébre de Lie

ayant A comme espace vectoriel sous—jacent et dont le crochet est

donné par [x,y] = xy — yx pour tout %,y € A.

proposition 1.1

Le foncteur canonique aﬂbc —p xuqt posséde un

adjoint A gauche:

U = xuﬁ: -+ aﬂ@t
® Soit g une algébre de Lie; on pose:
U(G) = T(Q)/F
oha 7(Q) est 1 algébre tensorielle de g et $ 17idéal de J7(g)
engendré par les éléments X @ Y — Y & X - [X,Y] avec X,Y € g (on a
identifié g avec le sous—espace JA(g) de 7(3)) de sorte que 17on a
une application linéaire canonique:

£:g y UG

telle que:
e([X,¥1) = £(N)e(¥Y) — £(Y)e(X) pour tout X,Y € g.
Considérons alors une algébre associative unitaire A et une
application linéaire f : g — A telle que:
F(CX,Y1) = F£CX)FCY) — £(Y)$(X) pour tout X,Y € O3
il existe alors un homomorphi sme d’ algeébres associatives
I J@) — A tel que ;lg = f. Puisque ;(J) = {0} on en déduit
un homomorphisme d’algébres associatives F : U(g) ———— A tel
que Fog = f. Puisque 1’algébre U(g) est engendrée par 17 image de ¢
un tel homomorphisme est unique. @
En particulier, pour toute représentation
p: g — gl(V) de @, il existe une unique représentation
; : U(QG) ——— End(V) telle que p = ;es de sorte que 1’on a un
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isomorphisme entre 1la catégorie de g-modules et celle des
U(Y) —modul es.

2. Le théoréme De Birkhoff-Poincareé-Witt
proposition 2.1 (Birkhoff-Poincaré-Witt)

Soient @ une algébre de Lie, U(Q) s0n algébre
enveloppante et € = @

— U(Q) 17 application canonique;
i) &£ est injective (ce qui permet d’identifier g a son

image dans U{(g)).

ii) Soit (Xaie! une base de g, telle que 1 ensemble I
v v

soit bien ordonné; alors les monames X,“.....Xtn avec n z 0 et
1 n

i1 € ceaae < in forment une base de U(g).

® Soit 3 1’ensemble des suites {( = (i ,-.-.,i) d”éléments de 1

telles que i1 € ... < in, n 2 0; on pose {({) = n.

1A
v

H
Pour i €e I et { € 3 on écrira i <4si 1’on a 1 = i1 < wewe n

et 1’on notera i+ la suite (i’iz"""in) e 3.

Pour ( € 3 on pase Xi = s(xt)....s(xt) et il s’agit de montrer
1 n

e est une base de U(Q).

1) Une construction préliminaire:

que (Xt)

Soit V = C[Tt%in; on désigne par Vd le sous—espace de V des

polynémes de degré < d et on pose Ti = Ti'....T_t pour tout ie
1 n
de sorte que (7)), est une base de V.
e

On se propose de construire une représentation:

e 0 +» gl(V)

telle que:
i) Pour tout polynéme P de degré d et tout i € I on a:
p(Xi)P = TkP {mod Vd)

A
-~

ii) Pour tout { € 3 et tout 1 € I tels que i i on a:

p(xt)Ti = Tk+£
I1 suffit évidemment de définir p(XJ1} pour tout (e 3 et tout
i el.
On a nécessairement:

p(X,‘)Te
Il s’agit de définir p(Xt)Ti (d = ¢(i) 2 1) sous 1’hypothése de

= Ti pour tout i e I.

récurrence suivante:

a) p(X)P est défini pour tout X € g et tout P € Vdd
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b) p(XJ,)P est défini tout P e Vd et tout j < i.

Posons ( = j+j de sorte que j € 3 et j < 4; alors:

ced sii =< j

p(xt)Ti h {:(Xj)(p(xi)T‘) + p([xt,ij)TJ si i 2> 3
On définit ainsi une application linéaire p : g —— gl(V).
Il s’agit de montrer que c’est un homomorphisme d’algébres de Lie.
On doit vérifier la propriété:

PX,Y,P): p(X)p(YIP — p(X)p(YIP = p(LX,YDP
pour X, Y e g et P € V et il suffit de vérifier ?(Xi,er}) pour
tout i,j € I et tout 4 € 3.

i) ?(Xi,xi,Tj) est triviale

i) PUX X ,T) & P(X X ,T)
LS M R A
iii) ?(Xt,xj,Te) est vraie; on peut prendre i > j alors on at

p(Xi)(p(Xj)Ta) = p(X,L)Tj

= p(Xj)p(X,‘)TB + p([X,‘, xj])TG

iv) ?(Xi,xj,Tj) est vraie pour i £ jou j £ 4

Supposons d’abord que i > j et que j £ 4 de sorte que:
(X)) (p(X)IT ) = p(X)(T__ )
A Y

= (X)pop(X)H)T  + (CX. . X.I)T
PEXFPIRITy T PIRRL R0 T,

De mEme la propriété est vraie pour j > i et i £ 4jet on conclut
gréce a i) et ii).
On procéde alors par récurrence: soit 45 € 3 tel que (g = d =21
et 1’on suppose (hypothése de récurrence) que P(X,Y,P) est vraie
pour tout X,Y € g et tout P € V&d.
I1 suffit de considérer le cas o0 4= k + & avec k < &, k < i,
k < J.
On a alors:

p(xj)Tj = p(Xj)(p(Xk)Th)

mais ?(Xka,Tk) est vraie par hypothése de récurrence d’ou:

p(Xj)Tj = p(Xk)(p(Xj)T ) + p([Xj,Xk])T

& &

or on a:i

p(Xj)Tk = 1}+& + P avec deq(P) < d

?(xi,xk,rﬁ ) est vraie parce que k < j et k < &

&
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?(Xi,xk,P) est vraie par hypothése de récurrence
Il en résulte que ?(Xt,xk,p(xj)Tk) est vraie.

D’ autre part P(xi,cxj,ka,Tk) est vraie par hypothése de
récurrence.
On a alors:

p(Xt)p(XjH‘. = p(xt)p(xk)(p(xj)Tk) + p(x_‘)p(cxj,xkl)rk

= p(Xk)p(Xi)(p(Xj)Tk) + p([Xi,Xk])p(Xj)Th

+ p([Xj,Xk])p(Xt)T + p([Xi,[Xj,Xk])Tk

y 3
De m@me on obtient que:

p(xj)p(xi')T‘. = p(Xk)p(Xj) (p(Xt)T&) + p([Xj,Xk])p(Xi)TA

+ p([X,‘,Xk])p(Xj)T + p([Xj,[Xt,Xk])Tk

&
d?ol:

p(xt)p(xj)Tj - p(Xj)p(Xi)Tj
= p(Xk)p(Xt)(p(Xj)Tk) + p([X,‘,Xk])p(xj)TA
- p(xk)p(xj)(p(xi)Tk) - p([Xj,Xk])p(Xt)TA
+ p([Xj,Xk])p(Xt)Tk + p([Xt,[Xj,Xk])T&
- p([Xi,Xk])p(Xj)Tk - p([Xj,[X,‘,Xk])TA
En utilisant 1’hypothése de récurrence SNXi,xka) on a:
p(Xi)p(Xj)TJ - p(Xj)p(Xi)Tj = p(Xk)p([Xt,Xj])Tk

+ p([Xi,[Xj,Xk])Th + p([Xj,[Xk,Xi])Tk
En appliquant 1’identité de Jacobi on trouve que:

p(X,‘)p(Xj)Tj - p(xj)p(xt)Tj = p(Xk)p([Xi, Xj])Tk - p()(k,lixi',)(j])T‘t
Enfin, 1 hypothése de récurrence P(Xk,[Xi,XH,TA) montre que:
p(Xt)p(Xj)Tj - p(Xj)p(Xi)Tj = p([Xi,Xj])p(Xk)TA

= p([X,‘, Xj])Tj'
Ainsi ?(Xi,XVT}) est vérifiée.
2) La famille (X)), est libre dans U(Q)
== = e
La propriété universelle de 1’algébre enveloppante U(g) montre

gu’il existe un unique homorphisme d’algébre associatives:

e U » Endg (V)

tel que ;os = p.
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Une récurrence immédiate montre que:

E)(X‘.)Ta = Ti pour tout ( € 3

de sorte que 2 cix‘.‘ =0 =» zccO(xc)Ta =0 Zc‘.’Ti = 0

donc €, = O pour tout ( € .

3) La famille (xi)ietﬁ est une base de U(g).
:t g — U(Y) est injective. On identifie g A son

L’application ¢
image dans U(g).
Désignons par w%(g) le sous—espace vectoriel de U(g) engendré par
les produits Z:""'Zr’ O<r <n, Z:""Zr € gy, d’au plus n
éléments de g.

et montrons, par récurrence sur n, gque un(g) est engendré par les
Xi tels que {() <= n (c’est trivial pour n = Q).

On sait que la famille (thia engendre 1”algébre U(Q) (puisqu’il
en est ainsi pour 1’algébre tensorielle J7(g)).

Considérons alors un monome Xi weaas Xi avec n 21 et
1 n

i’,.....,inel. Il existe une permutation aeen telle que

i= (10(”,....,10(“)) € 3; mais on a X‘.' -~ X,‘i.....xtn € ‘un_‘(g)z
en effet il suffit de décomposer ¢ en un produit de transpositions

O = T, enssT, OU Tj (1 £ J £n—1) est la tranposition (j,ji+1l); on

Y "
a alors pour Zi,....,Zh € Qg:
-.---Z - z ------Z
T 1) T 1 n
j i

= Z el 2. ZZ eceewl — Z oo, ZZ I wwewsl
1 -1 )+1 ) )2 n 1 -1 ) )2 )42 n

Z..2, €2, 4,232, ....7 €U (D). ®
 § 1 iLgt B 2 n n—-1

3. La filtration canonique de 1’algébre enveloppante.
Pour tout n20, soit ‘I.tn(g) le sous-espace vectoriel de
U(@) engendré par les produits d’au plus n éléments de @ et
un(g) = {0} pour n < 0. On a:
‘uo(g) = €1
‘ui(g) =Cl g
U __1(9) < 'un(g)

U U (@) = UG)

nZo
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u (g)uf(g) < %t (g)
de sorte que (m%(g))nZO est une f11trat1nn de 17 algebre U(g).
lLe produit de U(g) induit sur 1’espace vectoriel
er(Uu(g)), somme directe des §ah(U(g)) = un(g)lzﬂpl(g), n 2 0, une
structure d’algébre telle que:
e (UG ) BA" (U@ ) < BT (uU(g))
Puisque pour x1,,...,xn e g et o€ e; on as
xauf. ..Xouw - xi....xn € Qﬂwz(g)
on voit que 17algébre $2(U(g)) est commutative. Par suite, il
existe un unique homomorphisme d’algébres:
p ;3 rig) » G (U(Y))

praolongeant 1’inclusion canonique g = ya (U(Q)) ——— B2 (U(Q)).

proposition 3.1

L’ homomorphisme canonique:
p ;5 F() » €2 (U(G))

est un isomorphisme d’algébres graduées.

® Soit (xthﬁa une base de g, telle que 1’ensemble 1 soit bien
v v

ordonné de sorte que les monomes X'\i.....x_L avec 11 € eaea £ ik
1 k
et v, oo v U < n forment une base de Un(g).
v v
Les mongmes X.‘1 ..... Xik, calculés dans sr(uig))y, avec
1 k

i < ... <i et wp + ...+ =n forment une base de B2 (UQ))
et sont les images par p des monémes analogues calculés dans JF(g),

or ces derniers forment une base de Jm(g). o

corollaire 1

i) L’algeébre U(g) est inteéegre

ii) S8i 17algébre de Lie g est de dimension finie,
1’ algébre U(g) est noethérienne.
® i) rig), donc $r(U(g)), est intégre. Soient u,v des éléments non
nuls de U(Q) et m (resp n) le plus petit entier tel que u € um(g)
(resp un(g)) de sorte que les images de u et v dans $2(U(Q)) sont
fnon nulles de sorte m+n est le plus petit entier tel que
uv € Q%Hn(g) et en particulier uv est non nul.
ii) Supposons g de dimension finiey JX(g), donc ¥2(U(Q)), est
noethérien d’aprés de théoréme de la base finie de Hilbert. Soit 3
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un idéai (a4 gauche, par exemple) de U(@); pour n 2 O, posons
Sn = 3B N un(g) de sorte que la somme directe ©a () des
AT () = Sn/ 3n_1 est un idéal gradué de $4(U(g)). Si Vet ¥ sont
deux idéaux de U(g) tels que I c J et $1(J) = $2(B) on a alors

>o d idéaux de U(Q)

I =3 de sorte que toute suite croissante (Sn)n

est stationnaire. e

On munit 1’espace vectoriel U(g) ch(g) d’une structure

d’algébre en posant:

(udv) (uw’ev’) = (uu’)e(vv’) pour u,u’,v,v’ € U(Y)
Le co-produit de U(g) est 17uniqgue homomorphisme
d’algébres:
Az Ulg) » U(G) ocu(g)

tel que A(X) = X®1 + 1@X pour tout X € g. Un élément u € U(g) est

primitif s’il vérifie la relation: A(u) = uel + 1eu.

corollaire 2
g est 1’ensemble des éléments primitifs u de U(g).e 1)
Supposons d’abord 1’algébre de Lie g abélienne; si (xiuia est une
base de g, U(g) = X(g) s’identifie A& 1’algébre de polynémes
CLXx. 1. tandis que F(g) &_.(g) s’identifie & CLU ,V 1. et 1’on
iTier C i’ iiae
a, pour tout f e C[Xt],‘a, A(f)((ut’vt)ta) = f((u,tw,‘)ia) de
sorte que f est primitif si et seulement si:
FU+V )Y ) = £U) ) + £ (V) )
|5 v \€&X L WEX v V€l
ie ¥ est homogéne de degré 1.
2) Revenons au cas général. Posons, pour n Z 0O:

Y ®. U = z'u ) ® U (g))
U(G) C (g))n (_ p(g A o |
p+g=n
ce qui munit 1’algébre U(g) QC U(g) d’une filtration et permet de
considérer 1’algébre graduée associée P2 {(U(Q) OC Uuigl), somme
directe des espaces:
n —
¥r (U(Q) OC U(g)) = (U(Y) ®¢ u(g))n/(U(g) OC ‘Lt(g))“_1

de sorte que 1’on a un isomorphisme:

A (U(g) & . U(G)) x $2(U(QY)) Qc LA (U(g))

C
On a:
AlU(g) ) < (ULG) OC Uuig))
n n
de sorte que A induit un homomorphisme dalgébres:

Gr(U(g)) » Y {U(R)) OC $r(uU(g))
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qui, par 1’intermédiaire de 1’isomorphisme ¢ s’identifie au

coproduit:

F(B) » F(Q) ®c r(g)
Soit u e un(g) un él ément primitifg sa cl asse
u e 34,"(%(9)) est alors un élément primitif de $2(U(Q)) = S(g) de
sorte que u=0sin#1.0nadoncu=0sin=0et u € %ﬁp1(g)
si n > 1 de sorte que u € 'u‘(g) ieu=X+ 51?.{(9); alors s = 0 et
u=Xeg. &
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CHAPITRE VII

REPRESENTATIONS DE DIMENSION FINIE

1. Modules de Verma.

Considérons une algébre de Lie semi—-simple complexe g,
une sous—algébre de Cartan de g et & 1’ensemble des racires de e
relativement a 9.

Soit 1 = ﬁa/ 15i<13} un systéme simple de racines; le

sous—Z-module @ de b‘ engendré par ¥ est libre de base [i tandis
que le sous—Z-module P de b‘ formé des A € b. tels que k(Ha) c 2
pour tout a € & (il suffit que A(Hi) € Z pour 1<iX1) est libre de

base (At)zstSL (ou (At)zstﬂ est la base duale de la base

de ). On a Q@ ¢ P.

(Ht)x
On définit une relation d’ordre sur b' en posant A2z u

<iZi

si et seulement si A\ - u € Q+ = E N a. .
LA

Un @g—-module V est diagonalisable si  17on a la

décomposition en somme directe:

v=2v7\

xeb’
ol VK = {veV/ Hv = AHlv Y HebH. 0On désigne per F (V)
1’ensemble des formes linéaires A € b* telles que VA = {0} (ie

1’ensemble des poids de V). Un vecteur v = V avec M € F(V), est

)\!
dit isobare de poids A.

exemple: La représentation:

g —— glu(g))

X — adx:(u —_— Xu — uX)
est diagonalisable.
® Pour tout X, A\’ € @, on a:

wig) M u?® < wgMN
o, pour tout A € Q:
U(g)k = {u € U(g)/[H,ul = A(H)u pour tout H € H.

FPosons §+ = {Y gecnan ,re} et considérons une base de ¢ de la

forme:
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{z._ , / 1=5kss} U {H/ 1=<i<13}

avec Z eg 4, 7 €g et [Z ,Z ] =H pour 1<k<s
Lg" £ N Lg" Yy Yy

Pour pu,v €« N® et o N on pose:

z ) =2z ' ...... z°
1 YB
al al
He) = H '.....H
1 L
K H
Z ) =2 ' .....2°
* 71 YI

D*aprés le théoréme de Birkhoff-Foincaré—-Witt, les éléments:
(v, o,n) = Z_(v)H(a)Z+(p)

v o o M u
HY ... H'z*.....2°
y y

-y -¥ 1 |}
1 ] 1  J
forment une base de U(Q) et 17on a:
(U - vd)y + coueuee + (4 — vy
Z(v,o.u) € Ulg) * 1 ® &=

de sorte que:

UQg) = o u(g)A Q.
Ael

Proposition 1.1

Soit V un g-module diagonalisable; tout sous—-module W de

V est diagonalisable et 1’on a la décomposition en somme directe:

Aeb
® Soit ve W; ona v = z v, avec vl € VA pour tout A€ b..
Aeb‘ -
Considérons 1’ensemble {kl,....,kr} des X\ € b tels que VA # 03 on
a, pour tout k € N:
H v = E;xi(H)kvk e W pour tout H e b.
15VEr it
On pose, pour H € b:
= -1
A(H) = det()\t(H) )15‘»,er
= A H = X A(H))
15i¢j<r v 1
Soit H € b tel que A(H) # = 03 considérons 1’inverse (Ct31<tﬁ%
de la matrice (A (H)'™") _ _  de sorte que:
i <tisr iy e
ClkH’ v = A (H)? €.V
l_erJ[' 154, er" ¥ i
=V, € W pour 1 £k Sr. @
k
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Considérons la sous-algébre de Borel b de g définie par
le systéme simple de racines Mg on a b=%Hen avec

n=2 ga=b’.
ast

. »
Soit A € H ; le module de Verma M(A) associé A A est le

g—-modul e:

MA) = U(g) @ U(b)CA
oh CA est le b-module ayant C comme espace vectoriel sous—jacent
et tel que, pour tout c € C:

Hc = A(H)c pour tout H e ®

n c ann(CA).

Proposition 1.2

Soit VoA T lu(g) ® 1 € M(A), alors:

i) Va est isobare de poids A et engendre M(A)
ii) n c ann(vA)

iii) (Z_(v)vA) est une base du C-espace vectoriel

M(A)

iv) Z_(v)vA est isobare de poids

A VY —wiaea =V Yy
171 e
v) M(A) est diagonalisable, A est 1le plus grand
élément de P(M(A)) et 1°on a, pour tout A € P(M(A)):

dim M(A)R = P(A-N).

(oa, pour A e b*, PN) est le nombre de familles
s - 3 - . .

v o= (vk)szSs e N telles que A\ = Z vkyk). En particulier on a dim

H(A)A = 1.

® Le U(g)—module M(A) est engendré par VA est 17on a:
Z,4v, = { YA
O
o o

1 v
.....A(HO Va

si u =20
sinon

H(o)vA = A(Ht)

et pour toute famille a support finie (Cv) . d”éléments de €, on
velN
a, puisque (Z_(v))v est une base du U(b)-module A& droite U(Q):

2 cZ Wwv, =0 =2 z Z(w)ec =0 =3 c. =0 pour tout v € N°®
v~ A - v v

11 en résulte que (Z—(V)VA)v est une base du C-espace vectoriel

M(A).

On a alors, pour tout H ¢ ©:
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HZ_(v)v, = [H,Z_(0)1v, + Z_(v)Hv

A A
= (~v171 ~waamn —veys)(H)Z_(v)vA + A(H)Z_(v)vA

(A LY, Teeees —vars)(H)Z_(v)v

>

de saorte que Z_(v)vA est de poids A —viy1 T e 2

I1 reste a calculer P{(0). Supposons que vy, = O3y mais on a
= > ’ ol = <i< 1

yk Z nhkat avec nnk“ 0O d’oh z n,t’kvk 0 pour 1=ixl. 711l

existait k avec v, *® O on aurait n, = O pour tout i d’od v, = O

ce qui n’est pas possible puisque L est une racine et par suite

PO) = 1. @

Soit A € b*; un g-module V est dit & plus grand

poids A s’il existe un vecteur non nul v € V tel que:

i) Hov = A(H)v pour tout H € b (v isobare de poids A)

ii) n < ann(v) (v est primiti+f)

iii) U@).v = V (v est un générateur du U(Q)-—module V).
(le module de Verma M(A) est donc & plus grand poids A).

Proposition 1.3

Soit V un g-module a plus grand poids Aj;
i) pour tout v e VA, il existe un g—homomorphisme
unique, surjectif:

£ = MA) » V

tel que f(vA) = v.
En particulier, V est diagonalisable, A est le plus grand élément

de P({V), VA est de dimension finie pour tout A € P(V) et

dim(VA) = 1.

ii) Endu(g)(\/) = CIV.

En particulier V est indécomposable.

® L’application:

fo H CA » V
c » CV
est un U(6) ~homomor phi sme, donc se prolonge en un
U(g) ~homomorphi sme:
f : MA) > V
tel que f(vA) = v. Puisque v engendre V, f est surjectif et comme

FUZ_v,) = 7_)v

pour tout v, f est uniqgue.
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Soit T un élément du commutant de V; on a:
HT(v) = T(Hv) = AH)T(V)
de sorte que T(v) = cv. On a alors:

T(Z_(v)v) =7 (LIT(v) = cZ_(v)v
de sorte que T est 1’homothétie de rapport c. @

Proposition 1.4

i) L’ensemble des sous-modules de M(A) distincts de
M(A), posséde un plus grand él ément MMb;(A).
ii) Le g—module quotient L(A) = M(A)/Mmax(A) est simple
4 plus grand poids A (on désignera encore par VA 1’image dans L (A)
du générateur canonique de M(A)).
® Soit N un sous—module de M{(A); on a:
N =3 (NN MW,

AZ<A
Ainsi N est distinct de M(A) si et seulement si vA & N de sorte

que la somme de tous les sous—modules de M(A), distincts de M(A),

est un sous—module Mmcx(A) de M(A) distinct de M(A). @

Proposition 1.5

Soit V un g-module A plus grand poids A; les conditions
suivantes sont équivalentes:
a) V est simple
b) tout vecteur primitif de V est de poids A.
c) V x L(A).
Ainsi l’application A ——— [L(A)] est une bijection de
b‘ sur l’ensembles de classes a isomorphisme prés de g—modul es
simples a plus grand poids.
® a) » b) Soit v un vecteur primitif non nul de poids A; on a donc
A £ A; d’autre part W(g)v = V puisque V est simple de sorte que V
est A plus haut poids A et 1’on a A 2 A ie A = A,
b) = a) Soit V®> un sous—module non nul de Vi P(V’) est majoré par
A donc posséde un élément maximal Aj; si v € V’A on a
Xv € V’A+a = {0} pour tout a € §+ de sorte que v est primitif: on
a donc v e‘VA = CvA d’ou Vp € vV’ et V? = V.
c) =# a) puisque L(A) est simple.
a) »c) soit v e VA; il existe un uni que’ g—-homomor phi sme

surjectif:
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£ : M(A) ——m8M8M > V
tel que f(vA) = v. Comme V est simple Ker(f) est un sous—module

maximal de M(A), donc égal M (A). @
max

2. Représentations de dimension finie.

Pour tout a € ®; choisissons un élément non nul Xa de ga
et soit Ya 1’unique élément de g_°l tel que [Xa,Ya] = Hq; puisque
Xa et Ya sont des éléments nilpotents de @ on peut considérer
1’ automorphisme de g défini par:

ea = exp(ad )exp(—adY )exp(adx )

o 2} [}

X
Proposition 2.1

Pour toute racine a € $, 17 automorphisme Ga laisse )
stable et 17on a 6_|b = r .
o o
® En effet on a:
b = CHa @& Ker (o)
(décomposition orthogonale pour la forme de Cartan—Killing K);
comme le résultat est trivial lorsque a(H) = 0, il suffit de
considérer lecas oua H = Hm. On a alors:
exp(ad )H = H - 2X
X, & a o
exp(-ad_ Y{H - 2X )
Y, a a

expad_ ) {(-2X - H ) =-2X —H_ +2X = -H . @
X o e} o el

i
I
!
N
>
i
N
<
Q
|
3]
p
R
+
N
<
]
I
N
~
R
|
I

Un g-module V est intégrable s’il est diagonalisable et
si les endomorphismes:
(X )
[}
Yy )
a

v TV —— Xav

v
sgient localement nilpotents pour o« € &3 on peut alors considérer,

vV ———— YV
o

pour toute racine a € $, 1’automorphisme de V défini par:

v ,
Ga = exp((xa)v)exp( (Ya)v)exp((xa)v)

Proposition 2.2

1) Un g—madule diagonalisable V est intégrable si et
seulement si les endomorphismes (Xa)V et (Ya)v sont localement
nilpotents pour tout o € Il. _

2) Soit V un g—-module intégréble; on a alors, pour tout

poids A € P(V):
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9:: I\ = Vrao\)
de sorte que 1’ensemble des poids P(V) de V est stable par le
groupe de Weyl W.
® Tout d’abord, remarquons que si S et T sont deux endomorphismes
d’un espace vectoriel V avec S localement nilpotent, alors
ads = Ls - Rs est localement nilpotent et 1’on a (en appliquant la
formule du binome):

exp(ads)T = exp(S)Texp (-9)
Soit « € @ tel que les endomorphismes (Xq)v et (Ya)v soient
localement nilpotents de sorte que 1°automorphisme ea de V est

défini; on a alors, pour tout X e g:

©¥)x_e"r* =
a v oo
exp((Xa)v)exp(—(Ya)v)exp((Xa)v)xvexp(—(xa)v)exp((Ya)v)exp(—(xa)v)
= exp(ad(x ) )exp(—ad(Y ) )exp(::ld(x ) )Xv
a' v a v a’ v
= (exp(adx )exp(—adY )exp(adx )X)v
o o a
= (@_(X)) .
o v

En particulier, on voit que si Xv est localement
nilpotent, il en est de méme de (Ga(X))v.
D*autre part, soient X € P(V) et v & VA; on a donc
Hv = A(H)v pour tout H € B; si a(H) = 0 (de sorte que H commute
avec Xa et Ya) onvaz v v v
Hea(v) = ea(Hv)) = A(H)eav = ra(k)(H)eav

Il reste donc & établir que:

H va = r (AN (H )va
a o a a o
= —A(H )va = —GV(H v)
a o a o
c’est 4 dire que (puisque V est diagonalisable):
@Yy H ) @Yt = —H )
o a'v o a’v
Or on a, d’aprés la formule ci-dessus:

\", vV -1 _ _ -
(ea)(Ha)v(eaV) = (ea(Ha))v = (ra(Ha))v (Ha)v'
Ainsi, pour tout A € P(V):

v
ea(vk) - Vr(h)
o

En particulier on voit que, pour tout ? € & on a:
ea(gﬁ) = graqb
Soit alors a € &; on a a = w(a_‘) et W =F Cceaces o et

tout Y € ga s’écrit Y = ea ® cemae © 90 (X) avec X € g de
i i i
1 k
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sorte que si Xv est localement nilpotent, Yv l1’est aussi. ©

Proposition 2.3

Soit V un 8l(2,C)-module; les conditions suivantes sont
équivalentes:
i) V est intégrable
ii) V est réunion de sous—-modules de dimension
finie
iii) V est somme directe d”une famille de

81(2,0)-modules simples de dimension finie.

® i) 3 ii) Dans 1’algeébre U(8{(2,C)) on a les relations:

H,X"1 = 2nx"
tH, Y"1 = -2nY"
£X,Y™"1 = —nn-D Y teny"H

Il en résulte gque pour A € P(V) et v € VA on a:
no_ _ n-1 n
XVYVV = n(A(H)+1 n)YV v + vavv
Par suite, le sous-espace de V:

n.,m
W= Efvvxv"
m, n20
est un sous-8l(2,C)-module de V de dimension finie contenant v.
ii) » iii) Soit (Li')i"EEI une famille maximale de sous—maodules

simples de V telle que la somme Vo = Z:x soit directe et
v

supposons qu’il existe v € V\Vo; il existe donc un sous—module W
de dimension finie de V tel que v € W et par suite, un sous—module
simple L de W non contenu dans Vo de sorte que la somme Vo + L est
directe. On a donc Vo = V.

iii) =» i) Tout module de dimension finie est intégrable. ®

caorollaire

Soit V un g-module intégrable avec Vk de dimension finie
»*
pour tout A €« b ;3 on a P(V) < P.

® Pour tout poids A € P(V) et toute racine o € 3, on a une
représentation intégrable de 8l(2,0):
o, * 8, = 8l(2,0) > gI:Zka+ka)

de sorte que l’ensemble des k € 2 tels que A + ka € P(V) est un

intervalle [-p,q)l de £ et p — q = A(Ha). ®

Proposition 2.4
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Soit L(A) le g-module simple de plus grand poids A e b*;
les conditions suivantes sont égquivalentes:
a) L(A) est intégrable
b) L(A) est de dimension finie.
) AeP nC (ie A(H) e N pour 1<ix1)
L’application A —— [L(A)] est une bijection de P nNnC
sur l’ensemble des classes a isomorphisme preés des g—modules
simples de dimension finie.

® a) = b) Soit A € P(L(A)); on a, puisque A 2 A:

A=A - 2 m o avec les m e N
1
v
I1 existe w € W tel que w(at)== e . pour 1€i=<1 avec o € Gﬂ; on
L
a, puisque P(L(A)) est stable par M:
wx) = A - 2 no avec les n. €« N
voOy) v
L

de sorte que:

et finalement:

2 (m+nda = A - w (A) = zgla‘
5 1 t L L LA
On a donc m < P, pour 151€1 et 1 ensemble P(L(A)) est finij par

suite L{(A) est de dimension finie.

b) » c) Pour o € §+, so1t ea la sous—-algébre de @ (isomorphe a
» . = 0 =

8l(2,C€)) engendrée par Xa et Ya’ on a XaVA D et HavA A(Ha)vA

de sorte que VA est primitif de pords A(Ha) pour 1le Oa—module

L(A); par suite A(Ha) e IN.

c) = a) Pour 15151, on a, pour toat n2l, la formule:

n ) ‘ n-1
X,lYlvA & n(A(Hl) n#l)Yl VA.
avec X = X et Y =Y |
! ot 1 (&4
1Y %
En 17appliquant A& n = A{)+1, on obtient:
AR 1
X,‘Y‘ VA T 0.
A 51
Comme [X ,Y 1 = O pour 1~j, si Voo Y| ' VA n“était pas nul ce
1 v
serait un élément primiti¢ de 1 (A} c¢e qui n’est pas possible
{puisqu’il est de poids A (AlH Y+ ). On a donc
A8 13
A(Ht)#i
= 0.
Y'L YA

Soit Z 17un des éléments X oun ¥ de g3 dans U(Q) on a:z
L

1
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"a = z c*(aa ar¥zk
™ 2

05k Sn
(on applique la formule du binome a t, N ad? ¥ Rz); il en résulte
que pour v = av, € VA (A & VA, a e Uy on a 2"a =0 pour n assez

grand. Ainsi X, et VY sont  des  endomorphismes localement
L, LA LA

nilpotents de L(A). @
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CHAPITRE VIII

L' ISOMORPHISME D'HARISH-CHANDRA

1. L’isomorphisme canonique de g-modules entre U(Q) et F(Q).

Pour X € g, on désigne par adx 17unique dérivation de
1’algébre U(g) (resp X(g)) telle que ade = [X,¥] pour tout Y e g3
on munit ainsi 1’espace vectoriel U(g) (resp Y(g)) d’une structure

de g-module.

proposition 1.1

Il existe un unigue g isomorphisme:

w o rig) e—— s UAQ)
tel que:
ey .....i..
w(xi-"xn) i 2 XO(U. . "XO‘(rn
(P
n

pour Xi,....,xn €e getn > O,

® On a un diagramme commutatif:

T
T Q) D U 8)
ry
o l n
A1 ™
i} Pn n
g Gy B (UA(G))

ou an et T praoviennent de ce que (g} ot U{g) sont des quotients

de 1’algeébre tensorielle, " est 1 homomorphisme canonique de
U (g) dans er (U(g)) = U AP/ U (gD e
¢z ¥Yig) e v B lU(Q))
est 1’isomorphisme canonique d  algebres graduées de ¢ dans
er(uU(g)).
Soit un(g) = Th(W:ym(g)); 0on a la décomposition en somme
directe: 7

U @) = YUY @ U (y)
N o
et puisque o induit une bijection linéaire de J:ym(g) sur r (g,

1’application linéaire:
noe T T g e s BT Ug))

n n sym
est bijective de sorte que 1’application linédaire Tn induit une

bijection de 7" (@) sur U (g).
sym



Finalement, on a le diagramme commutatif de bijections

linéaires:

T
KN € N 5 Uy

sym

o l .
n n
P

i) ——T 5 er"(uig))

d’od 1’application linéaire bijective:

v_o: F ) » U (g)

telle que:

.-Ix

1
v XX ) = — 2 X oxe> oty
ae@n

et le g-isomorphisme:
‘ y = F(Q) y UL(Q)

= A}
wlad (X ...X D) = p( ) (X ...(ad X)...X))

2 2 X ...tad X )...X
! [e4$ §) X o) on)
v oe®

L 2 Z(X cootad X ). X )
nt oL X oW ain)
oc®

= 1 zad (X wuaX  wuaX )
nl xX o) [#44 %) onry
oc®
n
. ‘
= ad (1 Z(X ceeXaa X))
X n! 1) o) on)
ol$

n
adx(vp(xi. .-Xn) ). @

2. Invariants dans 1’ algébre symétrique.

Pour tout X « g, on désigne par ad; la restriction a

" »
F{(g ) de 1’endomorphisme —’(adx) de (.}"(g))"l de sorte que (g ) est
muni de la structure de g-module définie par:

"»
ad (X ,...,X ) = —z £ aus X sad XX yeenyX )

pour f € Jm(g.), Xi...Xn € g‘ et n 2 0.
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proposition 2.1

. Ll *
Soit f € ¥ (g ), les conditions suivantes sont
équivalentes:
i) F e igh®
ti) f(u(xt),...,u(xn)) = f(Xi,...,Xn) pour tout
Xs...X € g et tout v & Aut ().
L ™ L4

e
® Spit §f & fm(g Yy puisque ¢ 2 est engendrée par ses él éments
nilpotents, la condition 1) édguivaut &:

i7) flad X 403X 2 4+ o0 + $4X ,...ad X ) = 0

X 1 n 1’ Xn

pour tout xi,..,xn e 3 et tout élément nilpotent X de @ tandis
que, d aprés ia définition du groupe ﬁut,(g), la condition 1ii)
éguivaut a:

ii™) f(expé&dx}(Xﬁ),...gexp(adx)ixn)) = f(xi,...,xn)
pour tout xﬂ,...x“ & g et tout élément nilpotent X de g.
Pour tout ¢t = € on a alors:

flexplad, ) (X ), .. explad 2(X )) = §(X 4...,X )

i

Flexpitad Y (X ),...,expitad Y (X)) = $(X ,.u0yX )

i

tiflad X ,nuneyeX ) + oua + FC(X ,.0.ad X D)) + oft).
X% n 1 X n
D’>autre part on a:
*
f(exp(adx)(Xi)g.,n,exp(adx)(xn)) = exp(adx)f(xi,...xn)

;?Q} gtant localement nilpotent sur J(g), Exp(ad:?Q))

est 1unique automorphisme de 1’ algeébre () prolongeant

puisque, ad

17 automorphi see exp(adgﬁ de g. L’équivalence des conditions i7) et

ii1?) en résultes,

* » .
L eliaebre symétrique i{g ) (resp (b)) s’identifie A
1’algébre des fonctions gpolynomiales de g (resp ©) dans C.

proposition 2.2

L7 homomorphisse de restriction:
»

R T > FOB)
induilt un i1somor phisne de W(QW)Q Sur f(b*)w
® Soient § « »ig® et w e W; il existe u e Aut_(g) tel aque
u|b = Wy comme Feou = f on a gue 1(§)ew = 1 (£},
Soit f = f(gm)g tel que 1(Ff) = 03 comme fou = § pour tout

u e Aut (@) on voit gue F s annule sur toute sous—algébre de
&

Cartan de g, donc sur 1ensesble des éléments réguliers de g qui
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est dense dans @ pour la topologie de Zariski donc £ = 0.
Ainsi on a un homomorphisme injectif:
iz rghH® » F(pHY

Pour la surijectivité de i, il suffit de montrer que:

a) X —m— tr(p(X)n) appartient a ‘?“(g*)g pour toute
représentation de rang finie p de g.

b) les fonctions H —————» tr(p(H)n), pour p représentation de
dimension finie de g engendrent J""(b‘)w

a) Posons g(Xi,..,Xn) = tr(p(xi)...p(xn)) de sorte que:
—(ad:g)(x1,...,xn)

Z tr (X ) .. (ad  o(X D) .. pUX )

tr(p(X ). pPIX ) p(X 1) = tr(p(X ) .p(X)p(X)euap(X ))
=0
On a donc ad;g =0 et g{X,...,X) = tr(pOO™.
b) Les fonctions A" sur b, avec A € P engendrent 1’espace
vectoriel fﬁ(b*).
Pour tout e fm(b.) soit f# = z fow. Puisque toute orbite de W

wEW
dans P rencontre P N C il en résulte que les fonctions (An)# avec

A € P N C engendrent Jm(bm)w.

Soient A e PN C et EA 1’ensemble des A « P N C tels que A<A; si
pA est la représentation irréductible de dimension finie de @ de
plus grand poids A, la fonction H ——— g(H) = tr(pA(H)") est
combinaison linéaire a coefficients non nuls des (A")# pour les
poids A de PA qui appartiennent a P N C de sorte que (An)” est
combinaison linéaire de g et des am* pour A & EA' On conclut
alors par récurrence sur Card(EA) que les (AM* avec AePnC
sont des combinaisons 1linédaires de fonctions de la forme

H — tr(p(H)"). e

propasition 2.3

Soit J 17idéal de ~(g) engendré par n vn, on a:
F(g) = F(H) @ J
et la projection

iz ) »y PO

induit un isomorphisme de (g% sur F(m¥
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® On a le diagramme commutatif:

3
r(g) s PB)
rig’y —1 , re™
ou:
E 3
a = (@) » (g )

est 1’isomorphisme de g-modules induit par la forme de Killing K
tandis que
B FH) s P
est 1’isomorphisme de W—-modules induit par la restriction de K a
5.
Soit X € g; pour tout H € b on a:
i(a (X)) (H) al{X) (H)
K(X,H)
K(j(X),H) puisque § est orthogonal a n oen
335 (X)) (H)

On a donc:
(i o a)(X) = (3 o J)(X) pour tout X e g, mais i o aet 3 o j sont

des homorphismes d’algébres d’ ot i o a =3 » j. @

3. L’isomorphisme d’Harish-Chandra.
On désigne par 1 un systéme simple de racines de g, d’od
des sous—algébres n et n de g.

proposition 3.1

i) On a la décomposition:
UG) = UDH) @ (n Ulg) + Utgin )
ii) 3 = u@n_n wu(@® = n uUlg) N U est un ideal
bilatére de %(g)°
iii) U@ = wH) o 33
® i) (Zw,o,u))
base de n U(g).

est une base de u(g)n* et (Z(v,a,u))v est une

>0 #0

ii) %(g)° est une sous-algébre de U(@) contenant U(H) et:
o
Liv,o,un) € U(Y) & 2 vgrk = 2 ukyk
Le sous-espace vectoriel 3 de U(g) engendré par les
Z(v,o4u) avec 2 v = 2 ukykc) et 2 v, + 2 K, 2 0 est un
suppl émentaire de U(H) dans U(g) et 1’on a:
3 = wigin, N wue® = n U@ n U@ ®. o
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La projection canonique de U(g)o sur »#(H):
g% : ug® + F(B)

est un homomorphisme d’algébres.

On peut identifier (H) a4 1’algébre des polynomes sur
»
b, de sorte que pour tout g-module diagonalisable V on a:
s v = s5(A)v
v
tout v € VA et A € P(V).

proposition 3.2

Soit V un U{(@)-module de plus grand poids A € b’;

i) il existe un unique homomorphisme d’algébres:

Xy * Z(Q) + C
tel que zZyv = xv(z)v pour tout z € 2Z(g) et tout v € V.
(xv est le caractére central de V)
ii) Pour tout z € Z(g) on a:
xv(z) = 2(z) (A).
® Soit v e VA; on a:

z=9€(z)+2u2
kY,
de sorte que:

z,v = %(z)vv = #(z)(A)v. @
On considére 1’automorphisme c de J(H) tel que
c(X) = X — p(X) pour tout X € g.
proposition 3.3
L’application
c o 9% : U@® » F(H)

induit un isomorphisme d’algébres de Z(g) sur‘P(b)w indépendant du
systéme simple [l.
® » Montrons que, pour tout A tel que A+p e P N C et pour tout

wel, MwlAtp)-p) est isomorphe a un sous—module de M(A).

A(Hi.)u
Supposons d’abord w = r. et posons v = Yt Va3 oOn  a v # 0

puisque M(A) est un U(n )-module 1libre de base Va et on a

v € M(A) Mais on a ri(A+p) = A+p—(A(Htr%1)at de

A-cAn rrox ©
1 1

sorte que v € M(A) . Pour i =i, on a [xj’Yi.] = 0 et

rt(A+p>—p

106



vaA = 0, d” ol va = 0 tandis que pour j = i on a:
A(Ht)u
Xiv = xt(Yt VA)
A(ui’»g Am >
=Y, Xv, — (ACHI+1DY, " (H-AH v, = 0
i P A i i i i A
(on peut supposer A(Ht) 2 0 puisque le cas A(Ht) = -1 est

immédiat). Alors on en conclut gque le sous—module de M(A) engendré
par v est isomorphe a M(ri(A+p)—p)).

On procéde alors par récurrence sur d(wl: on a w =rw avec
Liw?) < Liw) et w’d(ai) € ¥ de sorte que:

w (A+p) (H) = (A+p)(H ) 20
v v’ (at)

etl1ukw’(A+p)—p) = M(wWw(A+p)—-p) est isomorphe 4 un sous—module de
M(w’> (A+p)—p) tandis que, par hypothése de récurrence Miw’ (A+p)—p)
est isomorphe A un sous—module de M(A).
1) Pour tout z € Z(g) on a:
c - %z) € Xig)"

P Pour tout A e PN C et tout w e W, M(w(A)—-p) est isomorphe & un
sous—-U(g)—module de M(A—p) de sorte que:

X(z) (wiA)—p) = X(z) (A\—p)
pour tout z € Z(g) (puisque xv(z) = 9(z) (A) lorsque V est & plus
haut poids A). On a donc:

€ o X(z)(W(AN)) = Cc o X(2)(N)
Mais P N C est dense dans b* pour la topologie de Zariski de sorte
que:

C o H(Z)ow = € o H(2)
pour tout w € W. On a donc c - ¥(z) e re¥. »
2) L>homomorphisme d’algébres:

c o X : Z(Q) > P

est indépendant du choix d’un systéme simple de racines Il

» Soit V un g—module A plus grand poids A e P n C relativement au
systéme simple 13 si [I° est un autre systéme simple, on a
M = wll) avec w € W est le plus grand poids de V relativement A&
1’ est w(A) de sorte que 1’on a, pour tout z € Z(g):

xv(z) = $€(z) (A) = % (2) (w(A))
d’oa, pour tout A e PN C + p, puisque p’ = wi(p):

€’ (2)(N) = .o (z) (W(N))

= & (z2) (WwA)—p”)
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It

x®* (z) (w(x—p))
x(z) (A—p)
C(z) (X)) »

3) L’application:

C o X : Z(Q) » .)’(g)H
est un isomorphisme d’algébres.
P La bijection canonique:
uULg) 3> F(Q)
est un isomorphisme de @g-modules et induit un i somorphisme
d’algébres:
e : Z(g) = u(g)® » P
On a le diagramme (non commutatif):
Z(g)
J"(g)g————-—-—«» J’(b)
Soit z € Z(g) N un(g); on a donc:
z = z cvmn“Z(v,a,u)
'v|+|a]+|p[5n
de sorte que:
a(z) = 2 chmMS(v,a,u) mod J:wx(g’

2]+ fe ] ] =n

i6(z)) = 2 c _ _S(0,0,0) mod F (@)
0,0,0 n-1
|o]=n
= ¥(z2)
Les filtrations canoniques sur UY(g) et sur XF(g) induisent des

filtrations sur Z(g), f(g)g et f(b)" et les isomorphismes 6 et i

sont compatibles avec ses filtrations donc induisent des
isomorphismes:

Grii o 8) : Gr(Z(g)) » Br(rnY
Or on a:

Gr(i o 8) = Br(¥) = Gr(coX)

donc co¥ est un isomorphisme. » @
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proposition 3.4

Pour tout A e b*, soit X le caractére central du module
de Verma M(A);
i) L7application:
5 — Mor . (Z(g) ,C)
A + X,

est surjective
ii) on a, pour A,u € b*:

X\ = x“ & WA+p) = W(u+p)

® i) Puisque 1’algébre Xr(H) est entitre sur ry¥ tout
homomorphisme :J’(b)w ~——— C gse prolonge en un homomorphisme
E : (H) — C de sorte qu’il existe A € b* tel que g(s) = s(A)
pour tout s € X(H); soit x e Morc(zxg),C), il existe A < b’ tel

que:

(C90) (2) (A)
g(z) (A—p)

x(z)

xk-p(Z)
pour tout z e Z(g).
ii) Soient A,u € b' tels que X = xy; on a alors pour tout
z € Z(g):
((CoP) (2)) (A+p) = (H(z)) (N)

= xk(z)

= x“(z) = (2(z)) ()
({Cc %) (2)) (utp)

H

Il en résulte que les homomorphismes Eh+p 't § ——— s{A+p) et
4 ft' 8§ ——— s{ut+tp) de r(g) dans C coincident sur.?(g)v d’od

u+o
le résultat. e

Posons, pour A € b*, D> (A) = D(A) N (W(A+p)-p).
proposition 3.5

»
Soit V un g-module A& plus grand poids A € b ;
i) tout sous—quotient simple de V est de la {orme

L(A) avec A € D’ (A).
ii) V est de longqueur finie.
@ i) Soient N et N° des sous-g-modules de V tels gque N’ < N avec
N/N’ simplejon a la décomposition en somme directe:
N/N® = 2 N, /NS
keb*
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de sorte que P(N/N°) c P(V) et par suite P((N/N’) posséde un
élément maximal A < A de sorte que tout v € (N/N’)A\{O} est
primitif; ainsi N/N’ est isomorphe a L(A) et 17on a X\ = Xp-

ii) L’ algébre U(g) est noethérienne. Comme le g-module V est de
type fini, il est noethérien donc tout sous—module N de V contient
un sous—module N’ tel que le guotient N/N’° soit simple.

S8i V n’était pas de longqueur finie il existerait donc une
suite infinie décroissante (N,‘),L de sous—modules de V telle chaque
sous—quotient h%/Nu4 soit simple de sorte qu’une infinité de ces
quotients seraient isomorphes entre eux ce qui contredirait le

fait que tous les poids de V sant de multiplicité finie. ®
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CHAPITRE IX

LA FORMULE DES CARACTERES DE WEWVL

1. Le groupe de Brothendieck des O-modules de dimension finie.

On désigne par Z(b‘) le groupe abélien des applications
f de b* dans 2 dont le support est contenu dans une réunion finie
de parties de b° de la forme D(A) = (A € B/ A S A}. Pour
f,9 @ Z<b’>, on pose:

(fg) (A) = 2 F () g A=)
peb”

pour tout A € b* de sorte que Z<b.> est muni d’une structure
d’ anneau commutatif et unitaire.

Pour chaque A € b', an note ek 17application
c’est un élément de Z<b.> (on notera
A

M — 6Nu;

symbol i quement 2 f0e 17élément £ de 2<b%>). oOn a e&¥ = ¢

»
pour A, u € b‘ de sorte que le sous—groupe de 2<% > engendré par
» »
les ek pour A € § (resp pour A € P) est un sous—anneau 2<b >

isomorphe & Z[6"1 (resp a ZIP1).

Proposition 1.1

Soit p la demi-somme des racines positives; on a:
D=e’ll 1 -e™ e2tPa
oed

+
De plus © est inversible dans 2<%"> et 1’0on a:

D' = e P z ?(y)e—r).

ryetd
(ou, pour y € b*, Py) est le nombre de familles
s F—4 3
v o= (vk)15k58 e N telles que py = z v ¥, avec §+ {71"""’79})'
® Pour 1x<ixl1, rt(p) =p - a de sorte que:
r,‘(p) (H,‘) = p(ri’(H_‘)) = —p(H_t)

= p(H) ~ a (H) = p(H) — 2

d’od p(H) = 1.D’autre part, on a, dans Z<b*>:
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2 e’ =] 0 + e+ + ......0)

e oed

+
=l 14 - ™. o
ae§+
Un g-module V posséde un caractére s’il vérifie les
conditions:
i) V est diagonalisable
ii) V, est de dimension finie pour tout A e b*
iii) P(V) est contenu dans la réunion d’un nombre fini
d’ensembles de la forme D(A) avec A e b..
Le caractére de V est alors défini par:
ch(V) = 2 dim(Vk)ek e 2<b">
Keb'

Proposition 1.2

»
Soit A e b, le module de Verma M(A) posséde un caractére et

1’on a:
A+p
chma) = &
O
® Posons §+ = {71, ..... ,rs}; pour chaque k, 1 <= k < s, soit Z-?
k
un élément non nul de Q-Y de sorte, pour tout X =< A, les
|3
vecteurs:
v v,
Z_(v)vA = Z_Y1 ...... Z—r'vA
tels que 2 v T A - A forment une base de "‘A)A' On a donc:
1<k <e
ch(M(A)) = 2 PA - ne = el 2 Prre ). @
AZ<A rel

Le groupe de Weyl W opére sur 1’anneau Z<b.> en posant
w.eh = .vdo pour w € W et A\ e b*. Les sous—anneaux Z[b*] et ZIP1]

sont stables pour cette action.
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Proposifion 1.3

i) On a, pour tout w € W:
w.D = e(w)D

(00 on pose £(w) = det(w)).

A

.. w
ii) (S(e ))Aerné est une base du Z-module ZIF]

(avec S(ek) = z .vdo pour tout A € P)
wveEW

® i) Il suffit de vérifier cette relation pour w = r_, 1 =i =<1.
A3
On a:
= e n -
rt.D-—rt.(e (1 - @ 7))
oaed
+
oo, o, -r (o0
= e (1 — e D “ (1 - @ " )
aed < >
+ L
= s(r&l)
puisque §+\{o%} est stable par r. et que e(rt) = -1.
.. . - A w _
ii) Si f = ne e ZtP1 , on a Noo, = M Pour tout A € P et tout
AeP _
Ww € W; de plus toute orbite de W dans P rencontre PN C en un
unique point de sorte que ¥ = z nAS(eA). o
Aernc

Désignons par R(g) le groupe de Grothendieck de la
catégorie des g-modules de dimension finiej; le produit tensoriel
défini par X{(u ® v) = (Xu) @ v + u ® (Xv) pour X € g, ueyV et
v € W induit sur R(g) une structure d?’anneau commutatif (et

unitaire).

Proposition 1.4

i) L’application
R(Q) ——» 2CP17
tvVl ———— ch (V)
est un isomorphisme d’anneaux.
ii) L homorphisme d’anneaux
@ = Z[Tl,...,TL] » R(Q)

tel que ¢(Ti) = [L(At)] pour 1=<ix<1 est un isomorphisme.

® Si V est un g—module de dimension finie on a ch(V) € 2IF1.

Puisque 1’on a dim(vw@o) = dim(VA) pour tout A e P et tout w e W
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wich(V)) = 2 dimv_)e"™) - 2 dim(V -1 Yo = ch(V).

A A

Considérons deux modules V et V° de dimension finie tels que:

ch(V) = ch(V?)

et montrons par récurrence sur dim(V) = dim(V’) que V et V> sont
isomorphes. On peut naturellement supposer que V et V* sont non
nuls. Soient A un élément maximal de P(V) = P(V’) et v (resp v7)
un vecteur non nul de VA (resp Vi); w1 = U(g)v (resp w; = U(GIv’)
est un sous—module de V (resp de V’) & plus grand poids A. Comme
H‘ et N; sont des g—modules indécomposables et semi-simples, ils
sont donc simples et isomorphes (a L{(A)) donc ch(wi) = ch(W;). Or
on a V= w1 ® Nz (resp V = Wz & N;) de sorte que 1’on a
ch(Hz) = ch(w;); mais wz et W; sont isomaorphes d’aprés 1°hypothése
de récurrence donc, finalement, V et V’ sont isomorphes.

Ainsi 1’application IVl —— ch(V) est un homomorphisme
injectif d’anneaux de R(g) dans 2tpPa1”.

Montrons que (Ch(L(A))Ae?nE est une base de Z[P]v. On sait
que (S(EA))AernE est une base du Z-module ZLP1Y et que l1’on a:

ch(L(A)) = S(e™ + 2 nkS(QK)

A<A, AePNc

pour tout A €e PN C (ie S(eA) est le plus grand terme de ch(L{(A)).
De plus, toute partie non vide de P n C contient un élément
minimal (en effet 1’ensemble des A\ €« P N C tels que A < A est fini
pour tout A € P n C : cet ensemble est discret et borné puisque
1’0n a (A-A|A) 2 0 et (A-A|A) 2 O d’oa KAR® < (AN < 1AN®).

Pour toute partie E de P N E, soit IE le sous—-Z2-module de
I = Z[P]w de base (S(eA)) 1’ensemble des parties E de PnNnC
telles que:

i) AecEetAeDM) NPNC =» AeE

ii) (ch(L(A))

AcE’}

A<E est une base de IE

est inductif et posséde donc un élément maximal E. Supposons que
E=PNC et soit A un élément minimal de P n C \ E. Alors E U {A}
est une partie de P N C vérifiant i) et ii) ce qui contredit 1la
maximalité de E.

. . w R
Ainsi (Ch(L(A))AeynE est une base de ZIP]l ;3 d’autre part

([L(A])Aerné est un systéme générateur du Z-module R(Q) {(d” apres
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le théoréme de semi-simplicité de Weyl puisque 1’application
A — [L(A)] est une bijection de P NC sur 1’ensemble des
classes a isomorphisme prés de g-modules simples de dimension

finie). Il en résulte gque (LL{(A]) est une base de R(g) et que

Aernc

V]l — ch(V) est un isomorphisme de R(g) sur Z[P]".

A
Puisque, pour tout i, 1<i<l, S(e ‘) est le plus grand terme
. . ! A
de ch(L(AJ), on voit que, pour toute famille (nJiSug’e N, e
"1 ™
est le plus grand terme de ch(¢(T1...Tn), avec
A= 2 nd& e PnC. On conclut comme précédemment que
1
M ™ v
(ch(¢(T‘...T; )%n) Nt est une base de 21FP1 donc que ¢ est

un isomorphisme. @

2. La formule des caractéres de Weyl.

Proposition 2.1 (formule des caractéres de Weyl)

g s(w)e"(A+p)

Soit A € PN C; on a:

ch(L(A)) =
O
@ Pour Ae€e PN C, 17application:
W + D? (A)
w » Wwi(A+p)—p

est bijective, ou D’ (A) = D(A) N (W(A+p)—-p). L’application est
surjective et si w(A+p) = A+p, puisque A+p € C et que W opére
simplement dans 1’ensemble des chambres de Weyl on a w = 1.

Pour tout A € D”(A), le module de Verma M{(A) est de longueur
finie et les sous-quotients simples de M(A) sont de la forme L (u)

avec u € D’ (A) de sorte que 17on a:

chM\)) = 2 n Eh(L ()
puehD? ()
avec n“ e N, u € D” (A) et n, = 1. Il en résulte que:
ch(L(A)) = 2 K, ch(M())
AeD” (A)
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avec kk € Z et kA = 1.
En multipliant cette égalité par D on obtient:
D ch(L(A)) = 2 k, © ch(M())

A€D? (A)
- A+p
= 2 kx e

A€D? (A)

2 K ew(A+p)

w

welW

it

avec kw € Z pour tout w € W. Or on a pour tout w’

wi(D) = g(w>)D
w>{ch(L{(A))) = chi(L(A))
d’ol:

€ W:

k = g{w’)k pour tout w,w’ € W.
w'w w

On a donc:
O ch(L(A)) = k Es(w)e"'(A*p)

welW
avec k € € et comme le coefficient de e *e dans

égal A 1 on a finalement kK = 1, @

corollaire 1 (formule du dénominateur de Weyl).
On a:
D = 2 epre” P
wel

D ch(L(A))

est

® C’est le cas particulier A = 0 de la formule des caractéres.

corollaire 2

Pour tout A € P n C, on a:

. _ (A+p o)
dim(L{(A)) = n (—pl'i-)——

acd

+

#»
® Pour A € b posons:

Je) = 2 elwe

wel

W)

et pour tout u € P soit:

{p : 2LP] » RELTI1]

1’ uni que homomorphisme d’anneaux tel que
f“(ek) = exp((xlu)T)
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On a alors:
f“(J(e")) = Ee(w)exp(w(x) juy = zs(w)exp(uw“(p)) = fA(J(Q“))
welW welh
Il en résulte que:
fp(J(c")) = £, (D) = (expA|p)T) M a-exp-arjorm
oeP

+
=™ Il oaJar + T
e

+

avec N = Card(§+) et h € RI{T11].
I1 résulte de la formule des caractéres de Weyl que:
T A+pler = ¢ _cnawean T ajar + TheD

ae® ae®

+ +

et dim(L(A)) est le terme constant de la série fp(ch(L(A)). ®
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CHAPITRE X

GROUPE ASSOCIE A UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE

1. Groupe associé A une algébre de Lie semi-simple complexe.

Considérons une algébre de Lie semi—simple complexe g, ©
une sous—algébre de Cartan et ¢ 1’ensemble des racines de o
relativement a bH.

Proposition 1.1

1) Il existe un groupe G et une application:

exp : Ug > 6
ac?
uniques a un isomorphisme prés, tels que:

i) exp( U g ) engendre G
ae?

ii) pour toute représentation p’ : g — gl(V)
de g dans un espace vectoriel de dimension finie V, il existe un
représentation (nécessairement unique) p : 6 ——-s GL(V) de 6 dans
V telle que:

plexp(X)) = exp(p’ (X))
pour tout c« € & et tout X € ga.

iii) si g € G est tel que p(g) = idv pour toute
représentation p> : g —— gl(V) de g’ dans un espace vectoriel
de dimension finie V on a g = e.

2) Soient p; et p; deux représentations de dimension
finie de g, P, et e, les représentations associées de 63 alors
P, ® P, (resp P, ® Pé) est la représentation associée a p; @ p;
(resp p; ® p;).

3) Seit 1 un systéme simple de racines; la

représentation:
p B » GL (V)

associée & la somme directe des représentations fondamentales:

e’ a » alV)

est fidéle.
® Soit F*(g) la somme (dans 1la catégorie des groupes) de la
famille des groupes additifs (g ) et pour tout a € &, soit
o o -
Iy * ga » T (@)
le morphisme canonique; toute représentation de g dans un C-espace
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vectoriel de dimension finie:

e’ g > al(V)

définit un homomorphisme

o = g - BL (V)

tel que p‘e ja(X) = exp(p’ (X)) pour tout acae€ @@ et tout o e ga.

Soit N‘(g) 1’intersection des noyaux de ces homomorphismes; alors
B =r"(g/N(@ etsi p:TI(g ———»6G est 1 homomorphisme
canonique on pose, pour tout o« € & et tout X e ga:

exp(X) = p - Ja(X).

Sgient 11 un systéme simple de racines, (ARiSuﬂ la famille
de poids fondamentaux relativement a4 I, p’> 1 g — gl(V) la
somme directe des représentations irréductibles de plus grand
poids Ai’ p: :r g — gI(L(At)) et p 1 6 ———— GL(W) la
représentation associée & p’; si p(g) = e avec ge€ G on a

pk(g) = e pour 1<ix<1 et comme toute représentation de dimension

finie est une somme directe de produits tensoriels des
représentations P, s 1€i%1 on a g = e.
Ainsi p induit un isomorphisme de 6 sur le sous—groupe de
GL(V) engendré par les exp(p’(X)) = plexp(X)), X elUg d’ou
ael®

1°’unicité de G & un isomorphisme prés. @

Proposition 1.2

Soient G le groupe associé a 1’algébre de Lie @ et

Ad : 6 —— GL(g) 1la représentation de G associée a la
représentation adjointe ad : g —— gl(g) de g;

i) pour toute représentation p> : g —— gl(V) de
g dans un espace vectoriel de dimension finie V, on a, pour tout
ge 6 et tout X € g:

e’ (Ad(g)X) = plglp’ (X plg)*

ii) Pour tout g € G, Ad(g) est un homomorphisme
d’algébres de Lie.

iii) Le noyau de Ad est égal au centre Z(B6) du
groupe G.
® Notons que si § et T sont deux endomorphismes d’un espace
vectoriel V de dimension finie avec S nilpotent, alors
ad =L - Rs est nilpotent et 1°on a (en appliquant la formule du

s s
binome):

120



exp(ad')T = exp(S)Texp (-5)

de sorte que pour X eget Z e Ug on a:
ac®

P’ (Ad(exp (Z))X)

P (exp(adz)X)

= exp(adp,(z)p (X))

= exp(p’ (1))’ (X explp’ (Z)) !

plexp(2))p’ (X)) plexp(Z)) !

d’od le résultat puisque G est engendré par exp( U ga).
acd
Pour X,Y e g et g € G on a:

o’ (Ad(g)[X,Y1) '

el(@)p’ ([X, YD) plg)
Le(g)p’ (X elg) ,pig)p” (Y)plg)”
e’ (Ad(g) X) ,p” (Ad(g)Y) 1]

e’ (Ad(g) X, Ad(g) Y]

1

I

pour toute représentation p’> : g > gl(v).

Enfin, pour g € Ker(Ad) on a pour tout X e U ga et toute
as®

représentation p’:
p{glp” (X)) = p” (X)plg)
de sorte que:
plglexp{p” (X)) = exp(p” (X))p(qg)
d’oda:
plgexp (X)) = plexp(X)g)
ie g € Z2(G).
Réciproquement si g € C(G), on a:
exp(p’ (X)) = pigrexplp’ (X)) pig) *
Y

exp(pl(g)p’ (X)plg) ™
exp (p” (Ad(g) X))

pour tout X € U o, et toute représentation p’. Comme e’ (X) est
aed
nilpotent, il en est de mBme de g’ (Ad(g)X) de sorte que:

e’ (X) = p’ (Ad(g) X)

et finalement g € Ker(Ad). ®

remar que
Soient g € G et a« € & tels qu’il existe 3 € & vérifiant:
Ad(g)gcl = gﬁ
alors on a, pour tout X e 8,°
exp (Ad (g)X) = gexp(X)g*

® Pour toute représentation p’ : g —— gl(V) de g dans un
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espace vectoriel de dimension finie V,on a:

plexp (Ad(g)X) = exp(p’ (Ad(g) X))

elglexp(p’ (X))plg) ™
plgexp(X)g™ e

2. Les sous—groupes SL(2,T) associés aux racines.

1

Pour tout o € ¥; on désigne par Ga le sous—groupe de 6

engendré par exp(ga U g_a).

Proposition 2.1

i) Pour tout a € & et tout X e ga\{O},

un unique homomorphisme de groupes:

@ : SL2,T) » G
X

tel que, pour tout s € C:
pa,x(X(S)) = exp (sX)
:pa‘x(y‘(s)) = exp(sY)

ol Y 1’unique élément de g_a tel que [X,Y] = Ha;

ii) Pour tout t e C* on a:

a tb
o [a b] = p
o,tx {C d oLX t-ic d

pour tout g = [a

b \
- d] e SL(2,0).

iii) Pour tout R e€ &, tout X’ e gﬁ\{o}

g € SL(2,0) on a Ad(qa et:

x)Ogﬂ) = graqb
_ -1
(g) = qq_xvﬁ,x,‘g) q

v .
ra((?),Ad(qa'x)cx » o, X
ol qle = exp((X)exp(-Y)exp(X).
iv) Pour tout o« € & et tout X e ga\{o}
Pox ° SL2,0) + B

induit un isomorphisme de SL(2,C) sur Ga'

De plus, 17 homomorphisme (injectif):
€* » G

a—.
t » t = pax(h(t))

»

ne dépend pas du choix de 1’élément X e ga\{O} et
toute représentation de dimension finie:

e 3 ' » al(V)
pour tout v € VA et tout A € P{(V):
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H ANH
fo'} Lol

et v =t v
v) Pour o, ¢« &, X & ga\{O} et X° e gﬁ\{o} on a:
TEL T PR
o
H H_ -1 a t b
o a b o
t © ’[ ] (t ) = o, | -fmu_
f.x {c d 3.x t o d
a b
pour tout g = [c d] e SL2,0).
@ i) On pose, pour tout s € C:
X (s) = exp(sX)
X
yqx(s) = exp(sY)

- - bt |
Gap () = X (Bdy (-t ()

-4

axt) = g, (Ba ()

Alors les relations suivantes sont vérifiées:

X (s+t) = ¥ (s)x (t)
s X X
(tx __(s) ()™t = (-st™%)

qa,x a,x qa,x ya,x

h (st) = h (s)h t)

al ’ a‘
Soit p* 1 @ » gl(V) une représentation de dimension
finie de get p: 6 » GL(V) 1la représentation de 6

associée; on a donc:
p(x“x(s)) = exp(spe’ (X))

p(yax(s)>= exp(sp’ (Y))
Soit d’autre part sa =CX & CHa ® €Y 1la sous—algébre de

engendrée par X et Y3 sa est isomorphe & 81(2,C) d’ou
représentation:

Prx ' 8l(2,C) — gl(V)
qui a pour homomorphisme associé une représentation:

Pox ° SL(Z2,0) » GL (V)

telle que:

pax(x(s)) = exp(sp’ (X))

»

pax(y(s)) = exp{sp’ (Y))

1

et 1’on a alors:

i}

pax(q(t))

'’

play, (t))
Py (hE)) = pth ()

4 2

Par suite, gr8ce A 1la définition par générateurs
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relations du groupe SL(Z,C) on en conclut qu’il existe un unique
homomorphisme de groupes

Poax ° SL(2,C) » B
tel que, pour tout s € C:

' x(x(s)) = X (s)

a, a,x
pa’x(y(s)) = ya,x(S)
On a encore:
pa'x(q(t)) = qa,x(t)
¢ (h¢t)) = h (t)
X o,x

ii) Puisque les deux membres sont des homomorphismes de
SL(2,C) dans G il suffit de montrer 1”égalité pour g = x(s) ou
y(s):

¢ x(x (ts))= p

(x(s5))
o, oLLx

-1 _
pa’x(y(t s))= pa’tx(y(s))
Puisque go& est de dimension 1, on voit que 1’homomorphisme:

H
t » t = p  (hi(t))
oLX

»

ne dépend pas du choix de X e ga\w} et 17on

H
[}
et Div = plp (hit)))v

pth_  (£))v

g

Py (NENIV

4

AH
el

iii) Posons:

on a alors:
Ad(qax) = Ad(exp (X)exp(-Y)exp (X))

= axp (adx)exp(—adv)exp (adx)
= ea,x
On sait que ea,x'b =rg et que ea'x(gﬁ) = g’a‘ﬂ’ pour toute racine
a e ¥,
On a alors, pour tout g € S5L(2,0) et tout X’ € gﬁ
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- -4
“’ra@.ea X0 (@) = U, x¥ 3, x- (9) A, x
I1 suffit encore de démontrer cette égalité pour g = x(s) ou y(s).

(x(s5)) = exp(s6 (X*))
) ax

p
ra<fa‘>.6a X

,X

I

exp (Ad(qax) (sX”))

= >y -1
= qaxexp(sx )qu’x

4

-1
qa.x'pﬁ,x' (x(s)) qa,x

et de mEme pour y(s) puisque 1’on a:

(e _(X*),e _(¥*)l =6__([X*,¥Y*])
ox o,x oLx

4 4 ’

= aa,x(Hfi) = ra(H(i') = Hra(ﬁ,.
iv) Soient II = {a,‘ / 15151} un systéme simple de racines et
(xi.)xsi.SL une famille d”éléments non nuls de @ avec X.‘ € gai’; on
pose ¢ = p_ _ - Il suffit de démontrer que:

L

v
@

p, * SL(2,0)
est injectif pour 1<ic<l.
Soit A b* défini par AH) = & ; le g-module L(A) est de
dimension finie et 1’on a:
H Awm)
-1 t.v, o= (=D v ‘vA_ = VA

1 v 1
de sorte que hi(-1) &« Ker(p,t). Or Ker(pi') est un sous—groupe

distingué de SL(2,C) donc égal a SL(2,€C) ou contenu dans son

centre; il en résulte que P, est injectif.

v) 11 suffit de démontrer 1°égalité pour g = xﬁx’(s) ou yﬁx'(S)'
Il vient, pour tout g-module de dimension finie V, A € P(V) et
v € Vk=
H H -1 H -A(H(;
t Tx. s) D v=t Px_  (s) (¢t v)
3% 3x
—?\(Ha) HOl
= t t X (s) (v)
3.x
—Mna) Ha sk X
=t t Z =—xtv
~AH ) k  AH »+k{H >
=t o Z 5 ¢ o ax,kv
ki
Mua)
= xﬁ,’x_(t 5)

et de mBme pour g = yf?x'(S)' ®
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remar que
Pour tout o € &, on a Ga =G 3 pour X € ga\{o}, soit Y

-t
1’unique élément de ga tel que [X,Y]l = Ha; on a alors é%xx(X) = Y
de sorte que 1°on a:
a b} _ a -b ( )yt
p—a,v C d qa.x Pa,x —C d qa,x
Pour tout o € ®, on désigne par Ta 17 image de
1’homomorphisme injectif:
c* »y G
Ba
t » t

par N le normalisateur de 7 dans 6 et on pose M = N \T .
a o o o a o

(on a T =T et par suite N =N et M = M)
- o -t o - el

Puisque 1’on a qa@x(t) = %xx(st), iTapplication:
g \{0} ————— Ha
X » qa,x

On a encore une bijection:

) P
g_a\COJ — Ma
M > Yy
et si Y € g_a\{O} 17unique élément tel que [X,Y1 = Ha, on a:
= = -4
q—a,Y qa,—x ¢ qa,x )

On désigne encore par T le sous—qgroupe de G engendré par

{Ta / o € $) et par N le sous—groupe engendré par {NOl / o e &),

D" autre part, étant donné un systéme simple de racines
n= {at / 1%i%1}, pour chaque i € {1,..,1, on choisit Xt un

élément non nul de gOlet on désigne par Y,L 1’unigue élément de
L

18] tel que [Xt’vi} = Hﬁ‘ on  pose ¢ = paJx,’ q = q“uxi et
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Proposition 2.2

1) L application:

™! > T
Hi.
t) _. » t
i 15i%L 15‘;‘5" i
est un isomaorphisme de groupes.
2) Soit W le sous—groupe de G engendré par (q)f¢<l et
12 —_=
T le sous—groupe de W engendré par (q?) _.s alors:
_ i 1551
i) W est défini par les relations:
z -1 _ 2 -2A
qj Q. qj q. qj 3
Q 9. 9 -re = Q. G Q. «e- (m termes)
1 ] L J 8 1 )

ol mtj est 1’ordre de FJ} dans le groupe de Weyl W.
’ v

i1) T est un sous—groupe distingué de ﬁ; il est
égal A 1’ensemble des éléments d’ordre £ 2 de T et est isomorphe a
2/22)'.
1ii) La représentation adjointe induit un
isomorphisme de groupes:
n: W/ T » W
qT » Ad(q) |b
3) Le groupe N est engendré par les sous—groupes T et ﬁ,

normalise H et la représentation adjointe induit un isomorphisme
de groupes:
n: N/ T » W
nT > Ad(n) |

® 1) Puisque pour tout g-module de dimension finie V, tout v e VA

et tout A € P(V) on a:
H, A(Ha)
plt v =t v
on voit que le groupe T est abélien et que, pour 15j51 et toute
racine a € &:
H H ~-AH > H,

t o e Y

d’ou il résulte, par récurrence sur la longueur des éléments de W,

compte tenu de ce que & = W(), gque 1 application:

H,
1
(t) - t
) ce :
LSSt 1<y
Hi.
est surjective. Enfin , s1 17on a nt. =e, on voit gue:
15151
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Am>

t? v, =v 1<js1
asis b Aj Aj .
ou (Aj)szSL est la base de P duale de la base (Ht)xstSL de G ; on
a donc tt = 1 pour 1=<i<l}.
H,
2) On a q: = (~1) ' de sorte que:
A
0 (-1) !
9.9 9 = ¢ A
L2 T Hoqeqy Y 0
A
= p (-1 g
1—2Atj 1—2Atj
= (q(1) Yy = '
?jq qj
Posons: 9q = q. 9. Q. ... (m _ termes)
i i) v \T2 ]
T o= - (m  termes)
A T "
et k=3 si mij est pair ou k =1 sinon de sorte que
_1 —— —
P o= i i = =
q qj qq - Puisque n(qi) res n(qj) rj et que ij est
1’ordre de rg} dans W on a n(g) = n(q’) et r} = ;(q) Y (;(q))_1
d’ou aj== ;(q)(ai). On a alors:
R ‘ -1 -1 -1
Q’ q ;949 4 qu(qﬁakq)
Mais qM_ q' =M =M et ainsi:
o = o,
k TUP J
k
* gt e M =T
q q 9 "a o
i 3
On montre de m8me que q’ dd € Tct mais Ta rﬁ'ﬁx = {e} ie g = q’.

i i j
Soit Wle groupe engendré par 1 générateurs af....,a_soumis aux

relations:

-ZA.
~ Az A__1 Az -~ i
9. 9. 9 = 4q. q
ST T | J j
Q. qj q ---- = qj a, qj.... (mi.,j termes)
On déduit de la premiére relation que a: = ; et que (af,af) = e de
sorte que le sous—groupe T engendré par (a?)1<vq est abélien et
1 —_t
distingué dans W, et on a un unique homomorphisme:
nos W > W
tel que ;(ai)== q, pour 1€i<l. De plus ; induit un isomorphisme de
? sur T: en effet si € € ?\{;} on a € = atai"'at avec k21 de
1 2 k

128



sorte que, pour tout g-module de dimension finie V, tout X € P(V)
ACH, MAMH, I+, . . +AMH )
13 v L
1 2 k

et v e Vk on a a(i)v = (—1) v et par suite

nt) # e.
Or on a, puisque b = go, T c Ker(n) d’o00 un homomorphi sme de

groupes:

LY
n

>

+
£l
~
=
v
E

F: W/ T

tel que f(a;?) = r. pour 1<i<l.

D’aprés la définition de W par générateurs et relations, il existe
un unique homomorphisme:
g W » ﬁ / ?

tel que g(rt) = a;i pour 1%<i<l, de sorte que f et g sont des

N
A~

isomarphismes réciproques. Il en résulte que n et n sont des

isomorphismes. Enfin, puisque ﬁ]? et 7 sont des isomorphismes, il
en est de m8me de %.

Soit Tmf 1’ensemble des éléments de T d’ordre <23 on a T c Taf

Réciproquement soit t e Tmf on EW de mani ére uni que,
H,
t = n t ' de sorte que t? = 1 pour 1=%iX]l.
15151 -
3) N est engendré par T et les Ma, a € &; mais on a
= -1 = W
Mrt(co a. "a a et Mc(‘t q Ta,‘ donc N est engendré par W et T.

Puisque 1°on a:

H H
I£3 -1 _ r (®»

qa,x t (qa,x) =t o

on voit que T est un sous—groupe distingué de N. On a T < Ker(n),

puisque b = 8, d’ot un homomorphisme sur jectif:

n : N/ T » W

tel que n(nT) = Ad(n)|b de sorte que, pour 1<i=<]1 on a n(q{f) =r.

et on voit comme ci-dessus que n est un isomorphisme. @

3. Bases de Chevalley.
Soit IN = {ai / 1<€i£1} un systéme simple de racines et

pour chaque i € {1,..,12}, soit X,L un élément non nul de ga, on

pose q = D % "
v v

Soit W le sous—groupe de G engendré par (qJ < et T
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le sous—groupe abélien distiqué de w engendré par les éléments

H.
qf = (-1) ' 1<ix<1 5 on a un isomorphisme de groupes:
n:W/T > W
tel que ;(qt) = r. pour 1<i<l1.

proposition 3.1

Pour tout a € &, on pose Ma =M N W; on a:

o
= -1 <ji<
1) Ma; {qt,( 1) qi} pour 1=<ixl]
——— P -1 ui
2) o q Ma q pour tout q e W et a € &.

3) ﬁa est formé de deux éléments inverses 17 un

de 1’autre.

4) Si me M _on a nim) = r
o &)
— — H'
e 0On a effet M = qT et T =T NnW=4{1,(-1) '3 de sorte
[~} (- § o QL
L 1 v v
M T g 2 Ht
que Ma = q?Ta = {qt,(—l) qt} et comme q; = (-1) ', ces deux

i i
éléments sont inverses 1°un de 17autre; d’autre part on a:
~ - -1

Mo = 9 My (9

pour 1<i<1 de sorte que:

= = -1 -1
M =Qq -.-q Ma (q_t) ...(qt)
1 k k 1

> o = 1 .
d®oua Mmq)a q "cx g pour tout q € W ce qui montre que P‘lq est

formé de deux éléments inverses 1°’un de 17autre. Si m est 17un des
H

éléments de ﬁa’ onam®=(1 % m

On a ;(qﬁ =r.- On a aa = w(aa; soit q € W tel que ;(q) = w de

sorte que ﬁa = q ﬁa tf' et m = qm,‘q"1 d’ot n(m) = wrsfd =r . ®
i

proposition 3.2

Pour chaque m e M_, soit X
o o,m

24

1’unique élément de ga\{o}

tel que A x = m. On a donc:
’ o,m
X = X 15i=1
o ,q,
v oL
X = —-X
-1 X,m
o,m



(X oX 1 =-H

a,m -, m o
Ad(Q@IX = X_ , Pour tout qe w et
_ ' o, qmq
tout a e 2 et m e "a'
En particulier on a Ad(m)X = X pour tout m e M.
o,m -o,m [+ }
Mo Ha 1
e qafx = (-1) qaa: = (-1) m=m .
a,m a,m

Soient X € ga\{O} et Y 17unique élément de g_a\{o} tel que
-1

CX,¥Yl = Ha’ on a vu que q«xv = (qadg 3 de sorte que, si 1’on
pose m = qa,x on ayYy =X a = —X__a’m ®
-, m
Ainsi (X ) est la réunion d’une base de z e
am»aei,meua a
o= 4

et de son opposée et, pour a,f3€ &, m € ﬁa’ n € ﬁﬂ on a:

6

(-1) ™ H

DXy Xand = o siedf =0
me En o sio+3 & & U {0}

I1 reste donc A déterminer les constantes de structure de o]

lorsque ao+3 € €; on a dans ce cas [ga,gﬂ] = gaq?' On peut donc

poser, pour &,f?,y € & telles que o3ty =0, meM, n e ﬁﬁ et

peM_:

£Xx = sla,m,3;n,y,p)fla, )X

a,m’ x(?,n 1 Y.p
avec:

»

€ (M xM_ x M) » €
u a 3 v
a+f3+y=0

et f(a,3) le plus petit entier f €e N tel que f3-fa « %.

proposition 3.3

La fonction de Tits &£ est caractérisée par 1les trois
propriétés suivantes , ol o,3 et y sont trois racines telles que

et e M :
3 P 14

i) gla,m,3,n,y,p) = £(B,n,y,p,x,m)

atf3+y = 0O et m € ﬁa’ neM

ii) s(a!m!ﬁsns}’,pﬂi) = ~sla,m,3,N,7,pP)

fo,H+1

iii) e, my3yn,7,mnm ) = (—1) si

It
|
[y

[}

B(Ha)
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En particulier, la fonction & est 3 valeurs dans 2" = {—-1,13.

& Tout d”abord on a:

LX = 6(awm,ﬁ,n,y,p)f(a,ﬁ)x~r

o&,m" xﬁ,n] P

i

‘E(asmyﬁyna}’,p“i){(asﬁ)x -1
_?’Jp

—5(a,m,ﬁ,n,r,p—1)f(a,ﬁ)x_y

il

P
d’ok il résulte quey

g(c‘pmvﬁvns?’!pwi) = —sl(a,My 2,0, ¥,p)
Ensuite, 17identité de Jacobi s’ écrit:

X + ' : ‘ =
[[deﬂ ﬁm]’xrm] [[Xﬁm’xrm]’xdmﬂ + [[me,xamg,xﬁmJ 0]
d’ou:
e(a,m,ﬁ,n,y,p)f(a,ﬁ)Hy + s(ﬁ,n,y.p,a,m)f(ﬁ,y)Ha

+ s(y,p,a,m,ﬁ,n)f(y,a)HB = 0
Or on a:
f(a,ﬁ)HY + f(ﬁ,y)Ha + f(y,a)Hﬁ = 0
d’ob il résulte que:
elotym,3,N,¥,p) = £(F,n,7,p,,m)

Supposons que ﬁ(Hﬂ) = —1 (ie fHal 2 max(ipli,iy)). Soit
sa la scus—algébre de g engendrée par ga et g-a; la
représentation:

s, » gl(z gmka)
z ' adziz Qﬁ+mu

est irréductible de rang d+1 = dim(E gﬁ+wx) = p+q+l, ok [-p,ql est

1’intervalle des k « £ tel gue (+ko « & et 1700 a B(Ha) = p-q = —1
de sorte que d = Zp+1.

On a alors, pour X € ga et 7 € g

= {-13F -
ad I = (-1} (p+l)Adiq ’)Z

avec Ad(qax)z € gr 9__ ce gu donne, pour m € ﬁa et n € M_:
» ¥

aq% - £

EX  L,X. 3 = (-DP(p+r1rAd(m) X

oam’ In £.n

= (-1)F(p+1)X

~¥,mnm

On a donc:

fLon,fH+1

5(a,m,ﬁ,n,y,mnm—1) = {—1) ]
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corollaire

Pour ao,3,y € & telles que a+f3+y = 0, m € Ma, n € ﬁﬂ
€ ﬁ H
p -¥
ela,m,3,n,y,p) = —6(3,n,0,my,p)
e{—a,my—3,N,~y,p) = (a,m,3,N,y,p)

® L’antisymétrie de la fonction £ provient de celle du crochet
Lie et du fait que f(x,3) = f(3F,a) s51i o, € & et a + 3 € &.
Pour la deuxiéme propriété, posons:
e (a,m,3,N,¥y,p) = —e(—a,m,—3,N,—Y,.p)
On a alors les propriétés:
E* (M, BN, ¥,p) = el{—a,m,—3,Nn,~y,p)
= £(—3,Ny =¥ ,Pqs—Ctym)
= ~&7({3,N,y,PsAyMm}
£ (O My BNy 7sP 1) = £(—CyMy—(2,N,~¥,p )
= —g(~a,m,—3,N,~¥,p)
= =g’ (A,m,f3,N,}y,p?

s’(a,m,B,n,y,mnm_l) = s(—a,m,-ﬁ,n,—y,mnm—l)
o_l)n—af4b+1

(_l)ﬂa4§+1

Proposition 3.4

Lunique élément « de GL(Q) défini par:
w(H) = —H pour tout H €

w(X ) = X pour tout c e 2 et me M
oL,m -o,m o

est un automorphisme involutif de g.

(involution de Chevalley associée a [1 et (XJISUQ)
® Puisqu’on a la décomposition en somme directe @ = b e z ga
que Xam'et X -1 sont deux éléments opposés de ga\{o}, w
défini et o
on a:
[w(H),w(Xam3] = [—H,X%xm
= —a(—H)X_'
= a(H)w(Xa’)

w(lH, X _ 1)
o,m

4
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Soient o,3 € ¢, m € ﬁa et n € F'B:
i) f=-aetn=moum
Lw(X ) yw(X )l = X . 1
o,m -, -, m [2 9
o]
= —(-1) ™ H
ot
o]
= (=1) ™" w(H))
[+ ]

w(CX_ ,X 1
Q,

,m. =OLn

ii) o+ = O

w(txamﬂxﬂm]) = 0
[w(xa‘m),w(xﬁ,’n)] = [X—a,m’x—ﬂ,n] =0
iii) c+3 € & et p « Fl__a_,?
CotX, D,0(Xa 21 = [X_ ,X 5 ]
= e(—a,m,—ﬁ,n,a+ﬁ,p)f(—a,—ﬁ)x_aﬂlp
= s(a,m,ﬁ,n,—a—ﬁ,p)f(a,ﬁ)w(xaﬂap)

313 SIS SN

de sorte que w est un automorphisme de 1’algébre de Lie g. @

Soit §+ l1’ensemble des racines positives relativement a

®; posons m, = q, pour 1€i<1l et pour chague a € §+\n soit L 17un
L
des deux éléments de M et m = m-l; on pose alors X = X
e} -t o o am
pour tout a € ¢ de sorte que ((Xa)Ol ’(Hyiﬁuﬂ) est une base de

Chevalley de g c’est a dire telle que, pour tout o € ¥:
(X ,X 1 =H
o’ Tt o

w(X ) = —X
o -t

En posant, pour deux racines o,3 € $ telles gque a+? € ¥:
[Xa, Xﬁ] = Na,ﬁxou-ﬁ

on a la relation de Weyl:

N_a’_ 3 = ——Na' 3
et 1la relation de Chevalley:
|Na,f3| = p+l

ou p est le plus grand entier naturel tel que f3-pa € 8. Le signe

£ de Na étant déterminé par la fonction de Tits &£:

o3 A3

& 3 = 5(a,ma,ﬁ,mﬁ,—a—ﬁ,ma+ﬁ).

»
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CHAPITRE XI

SYSTEME DE TITS ASSOCIE A UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE

1. Broupes munis d’une donnée radicielle.

On considére une algébre de Lie semi—-simple complexe @,
b une sous—algébre de Cartan de g, ¥ 1l’ensemble des racines de e}
relativement a4 b, NN = {m,t / 1<i<1} un systéme simple de racines,

? 1’ensemble des racines positives relativement a4 1 et (r ) _.
+ i 1551

le systéme générateur correspondant du groupe de Weyl W.

proposition 1.1

Soient 6 un groupe, (T’(Ua)aei) une famille de
sous—groupes de G; on suppose que les conditions suivantes sont
vérifiées:

1) T normalise Ua et Ua #2 {e} pour tout a € &

2) 6 =< T, Ua / o€ ¥ >

3) On désigne par U+ (resp U) le sous—groupe de G
engendré par les Ua avec o e §+ (resp o € ~§+), alors

1’application:

U x T x U » B
+ P

(u ,hyu) » u hu
+ - + -
est injective.

4) Pour 1<iX1, il existe q < <L%!,U_a > tel que:
i L
a normalise T
_1 _
q_‘Ua 9. = Uri(oo pour tout a € @

Soit N le sous—groupe de G engendré par 7T et les q,
1<i<1; alors T est un sous—groupe distingué de G et il existe un
unique homomorphisme de groupes:

m:=:N/T + W

tel que nU nt=u pour tout n e N et tout o < 8. On
[} TUNIOD
suppose de plus que:
9) 7 est un isomorphismne
6) Pour «o,f3 € §+ telles que B(Ha) 2 0 (de sorte que

(N*a + N'B) N % < {a+?}) on a:
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Ua*ﬁ 51 a+? € ¥
(Ud’uﬁ) =
{e} sinon

7) U \ (e} cU_qTuU
[} [~ S 1 [23

L v L

Soit B le sous—groupe de G engendré par T et U+; alors
(B,N) est un systéme de Tits de groupe de Weyl W dans le groupe G.
® lemme 1

Soient o, € §+ telles que B(Ha) 2 0; alors:

(N*« + N*3) N & = {atp?

P Soit y» = aa + b3 € ¥ avec a,b & N*. On a y(Ha) 2 2a; soit [—p,ql
1’intervalle des k € 2 tels que y+ka € & de sorte que p—q 2 2a et

y-aa = b3 € ¥ d’oa b = 1 et de m8me a=1 et y» = a+y3. »

lemme 2
Pour tout w « W, il existen e N tel que nU.n ' =U
o wicw
pour tout a € &.

P Si w = R EL il suffit de poser n = qt.....qtb
1 k 1 k

lemme 3
Si a, € & et a = 3, on a Ua = Uﬁ .
P Il existe w € W tel que wi(a) et w(3) ne sont pas simultanément

dans §+= il existe w € W tel que wl(a) eI, si wi(ﬁ) e —§+ on

prend w = w sinon on prend w = r °o W d’oa wiax) € -1 et
1 vl(oo 1
. -1 _
wif3) e ?I . Il existe n e N tel que, par exemple, nUop Uv“”
et nUﬁn = Uvqb' On a Uv“” c U et Uvq% < V d’ot Ua c Uﬁ' »
lemme 4
11 existe un unique homomorphisme de groupes:
m: N/ T » W
tel que nu n'=u pour tout n € N et tout o e 2.
o -1 TUNXCO -1
» On a hu h =U pour tout h eT et qU_q =U pour
>} a v A L Jr'i'(d)
1€i<1l. Soit n € N il existe w € W tel que nUand'= Uv“” pour tout
a € ¥ et cet élément w est unique: sinon il existerait w” e W tel
que nUand'= Uv«a>de sorte que 1’on aurait w(a) = w’ (o) pour
tout a € & donc w = w’. On pose w = nt(n) d’ol une application:
7 s N » W
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. - -4 — s
caractérisée par la proprlsté. nUan = Umnxoo pour tout n € N

et tout o € ¢ de sorte que n est nécessairement un homomorphisme
N N ~n,
de groupes. On a T < Ker(m), rt(q,t) = r. pour 1<i<] et =n est

sur jectif. »

o
Pour 1=<i=l, soit U Y le sous—groupe de U* engendré par

les uvu ' avec ue U et ve U pour a e & \ {a?l;
o a + i
lemme S
-4 a
Tout m € n (r_L) normalise U *
ot

-1 i

» 11 suffit de montrer que m,\uvu“lm,t e U ol u e Ua et velu

avec a € ¥ \{a }.
+ 1

Supposons d’abord gue a(H,‘) 2 03 si cxi'+a n‘est pas une racine

on a (Uom ’Ua) = {e} de sorte que:
|
1 -1 1 i
muvu m = m vm, e U < U .
1 1 v 1 r (oD
A9
Par contre si ota est une racine on a (U ,0u ) =0
i o’ o o
1 17
1 1 ai.
d’o0, comme précédemment muvu m e U U cu .
i i r (O r (o0
L 1 1
Considérons maintenant le cas ol a(HJ < 03 si U =e on a
1 ai.
m vm, e U c U tandis que si u ®# {e} on a mu = umu hm
L A% r " 1 v 2 v
1%
avec “N‘H € Ua’ h € T de saorte qgue:
i
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
muvu m, = umuhmvm h u m u € umu U u_ m,
1A % 1 v 2 v v 2 v 1 1\21‘,»(002\.1
-1 -1 -1
< umu u m u
1 v 2 ro 2 1 1
T
1 -1 %
. - - T
11 suffit donc de montrer que muviua m < U avec v’ e U H
T 2 2 1% riwu
or on ar (a(H) = (aa — a(HYa)I(H) = —a(H) = 0. »
v L L A8 1 1

lemme &
QX
Ua normalise U ' et 1°0on a la décomposition en produit
i
semi—direct:

» Comme U* est engendré par les Ua, a € §+ et que Ua normalise
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a, o o

U'ona U* = Ua U'. D’ autre part, puisque r. normalise U v on a
at rt v o, r. o, r,
U'clU nu'doncU. nU"cU’ nuUu'c W nu) ' = (e3. »
+ a, -, - + )
1% A"
lemme 7
o, r,
u'=u nu'
+ + s
™ i °'t
P Soit ueU+nUJ, on a u=uu avec ueUa et u e u .
L ed r. r, v
Alors u =uwH P euinu =@ NnU )= (e donc
i 1
. =3
u=u eU"'. »
lemme 8
r.
U =U nu'
o, + -
r, v r,
» On a Ua" = U—a < U de sorte que Ua < U+ N U__". D? autre part
i i i
on a
(23
U+ = Ua U ' de sorte que 17on a:

r. (=3 o r.
U nu'cw UYHYnu'cw uhYy)r nu
+ - o - o, o+

i i

r. r,
c (U _U)Ynu)Y'cu' =uU_ »
-0+ - -a Q,
v L v
lemme 9
U+U_ N N = {e}
P Soit n = uv avec n € N, u € U+ et ve U3 on a alors:
"nNnu =uVnu = W nu)’ = (ey
+ - + - + -
et, en particulier U; Nn U = {e}. Puisque U; = U i on a
i L mn )Oli'
1_'t(n_1)t:«t.L < §+ pour 1<i<l1; on a donc n(n) = e ien e T etn=-e.?»
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lemme 10
Br BwB < Br wu"
L 1 4 a‘

v
r.v

Br BwB < Br.w U BwU '
v [» 3

i
(o}

» Br BwB = Br- TUwWB = Br. U ‘tU wB < Br (r u r,—i)U wB < Br,va B
i " + L o, 1% T+ 1 o, 1 [~ %

L L L
=3 r.

BrBwB c Br U'U wBc BU ' rwB c B{{e} UU rU )rwB
N 1 cxi ot‘,' 1 a,‘ 1 O(i 1

r.w
v

< BrwB UBU rty rwB c Br wB U Bwl B>
i a Lo i i o

1 v i

B UNEengendre G et BN N = T.

» On a évidemment T « B N N; réciproquement soit ge Bn N3 on a
g =uh avec heT et ueU d o gh~1=ueu*ﬂN={e} ie
g = h € T. D’autre part G est engendré par T et les Ua’ a € &3 or
T et les Ua avec a € Q‘ engendrent B et on a U-a = mUclm_1 avec
m e N. b
Br,LBwB < BwB u Brin pour 15iX<]l et w € W.
» Si U; c U* on a Bri’BwB < Br_‘wB tandis que si U; cU on a
) i
-1 -1 -1 Y
w (o) € 2 comme (rw) (a) = -w (o) on a U < u de sorte
v + v v L ai' +
que BriBwB < Br,‘wB U BwB. »
r.
B' # B pour 1si<l.
r, r. r, ri.
» U nNnB'=u nu'nB'=U N W NB) " = (e} mais on a

{e; = U cBbPre
o

i

corollaire

On a les conditions équivalentes:
\ 4

U c U
o, +
v
wia) € &
N +
((rtw) > L(w)

et 1’on a Br BwB c Br,‘uB sinon on a BrthB C Brth U BwB.
v
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proposition 1.2

Pour tout w € Won a U” = W’ nu)wWw’ nu)

® Four w = r. le résultat provient de ce que 1’on a:

a r r
U =U'U =W nuHhw nud
+ fe + + -
1
ri r, a.t
et 1’on a aussi U ¢ U+ Uat puisque r. normalise U . Par
i
récurrence sur k = {(w) on a alors, avec w = Feomesl 2
1 k
' ri'...r, r_...rt
v A3
W eu u*......u ? Ky ! ,
+ + o o
k v L
2 1
v,
Posons ﬂj= ro.-.r. 3 on a Lr w) < &w) de sorte que Ua’c:U
1 L -
i k i b j
1 . wow w
tandis que &(r ww ) > {{lww ) d’oa U ! c U ie U’ < u". I1
Voo ) o x +
J ) i
en résulte que U: < U‘(U: nu). e
proposition 1.3
i) Tout g € 6 s7écrit de maniére unique g = nNuv avec

n e N, ue U‘ Flrfiu_n et v e U.

® U*NU_ est une partie de G contenant U‘ et N, stable par
multiplication A& gauche par U‘, par 1 (puisque T normalise U* et
T <« N), et par les q.s 1 £1 <1 (d'aprés le 1lemme 10) donc par N
(qui est engendré par T et les q) et finalement par 6 (engendré

par U+ et N); on a donc 6 = U*NU .

Soit g € Gy on a g = unv avec u € H',n € Net v € U de sorte
-1 . -1 . , -1
gqgue g = n(n unl)v; mais n un = u v’ avec u’ e U* Mon LLn et
—4 - -
vi el nn Lhn et 17on a g = nu (v v).
Supposons gue 1’on ait deux décompositions g = nuv = nu’v’jy
-1 -1 .
on a u=n un et u’ = n’ u'n’ avec u ,u ey, d’ od
o o o’ o +
unv =u’n’v’., On a donc n° = unv avec u € U et v e U et
o o T 1 1 + 1 -

finalement, en reprenant le calcul du paragraphe précédent on a
n> = nu;v;. Mais N N U+U_ = {e} donc n = n° et uv = u’v’; comme

U+ ()] U_ = {eon au=uetv=yv.e
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proposition 1.4

On a:
n nU&n_1 = {e}
nEN
nnBn™t =T
NEN
(ie le systéme de Tits (B,N) est saturé).

. -1
® Soit g e n’U*n’ 3 on a g = nuv avec avec n € N,

NEN
uey n n_iu_n et veU; on a n'gn e U, d’od uvn € U; mais
U+U_ NN={e} donc n = e et on a g = uv € U+ mais U+ Nnu = {e;
donc u = e et g = e.
On a évidemment T < n an—i; considérons alors g € () an_‘;
nEN neN
en particulier on a g € B; de sorte g = hu avec h € T et u e U+;

pour tout ne Non a nlgn = nhm il €eB et nhne T de

-1 .
sorte que n un € U+ d’od u = e. @

2. Le systéme de Tits associé & une algébre de Lie semi—-simple.
Soit G le groupe associé A 1’algébre de Lie semi-simple

g8; pour tout o € &, rappelons que Ga désigne le sous—groupe de G
engendré par exp(gOl U g_a); que Ta est 1’image de 1’homomorphisme

H
“injectif t — t a, que Na est le normalisateur de Ta dans BOl

et que M = N \T .
a a o

Soit T (resp) N le sous—groupe de G engendré par les TOl
{resp Na) pour o € ¥; la représentation adjointe de 6 induit un
isomorphisme de groupes:
nm: N/ T > W

tel que n(q) = r, pour tout q € Ma'
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proposition 2.1

Pour tout o € ¥, posons Ua = exp(ga); alors (T,(Ua)a )

est une donnée radicielle sur le groupe G.

®1) T normalise Ua et Ua # {e} pour tout o € 3.
1

=P

» On a Ua * {e} et nUan~ = U pour tout n € N. En particulier

o
T normalise Ua pour tout o € 2. »
2) G =< T, Ua / e @ >
» Par construction ,6 est engendré par les Ua’ a e . >
3) Soit U+ (resp U ) le sous—groupe de G engendré par les Ua
a € §+ (resp a € ~§+), alors 1’application:
U+ x T x U_ » G

(u h,u) + u hu
+ - + -
est injective.
P Soient u € U+, heTetu €U tels que u+h = u_. Four
g-module de dimension finie V, tout A € P(V) et tout v € V
(uh).v—-v=u"v~ve2v nEV = {03
+ - M u
[TES N SN

de sorte que u = e. On vérifie de mEme que u = e, donc h =

A

4) Pour 1=<i%1, il existe q € <Ua ’U-a > tel que:
i 8
. -1
%‘normallse T ckUa q - = Up«» pour tout o € &
1
3) On a un isomorphisme de groupes:

n N/ 7T >y W

tel que nU n_1 = U pour tout n € N et tout a € %.
o THNHOD

6) Pour o,f3 € Q‘ telles que ﬁ(Ha) Z 0, on a:

U
(U,U)={ a3
(24

& {e} sinon

si a+tf3 € &

P Soient u = exp((X) et v = exp(Y) avec X € ga et Y € gﬁ;

toute représentation rationnelle p = 6 » GLL(V) on a:s

pluvu™®) = exp(p’ (X))exp(p’ (Y))exp(—po (X))

exp(exp(adp,ao)(p (Y))

II

exp (o’ (Y) + adp,on(p’(Y)))

exp(p’ (Y) + p’([X,Y1))
plexp(LX, YD explY))

de sorte que:

uvu v = exp(IX, YD e u_

+3°
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remarque: si S et T sont deux endomorphismes nilpotents d’un
espace vectoriel de dimension finie on a: A
exp(S)exp (T exp (-5) = exp(exp(ads)T)

On a en effet:

exp(ads)T exp (Ls + R_S)T

]

exp (Ls)exp (R_S)T

I

axp(S)Roxp(—S)
exp(S)Texp (-S). »

7’ U \{e}cU qTU
-t a i o
3 A8 A"
r

i .
» On a Ua, = U o ¥ soit X,‘ € ga‘\{O} et posons P, =9 - On a

i i i [ R
alors, pour t e C':
p Ly (t)) = fp,t(x(t_"))pi(h(-t_"))p,t(r(l))pi'(x(t—’)) > e

proposition 2.2

N est le normalisateur de T dans G
® Soit ¥ le narmalisateur de T dans N3 alors & vérifie les
propriétés suivantes:
i) ¥ > N puisque T est un sous—-groupe distingué de N

ii) sig=uvelavecueu‘,veu on a u,v € A3 pour tout

heT on a (hlu'hu-= h—iv(g—ihg)v—i; comme g_ihg eT, que T

normalise UU et que U+ N TU = {e} on a que hu = uh d’od u € ¥ et
v € K.
iii) ' n Ua = {e} pour 1<i=<1l; soit g e€e & N Ua’ pour tout

i i
heTon a h-lgh =g’ = Ua et par suite:
J

ghg™ = hg’g* e T n TU =T
H,
d’ol g =g°. Mais g = xj(s) et en prenant h=t" on a
o= xlt.ids) de sorte que s = 0 ie g = e.
9 J

iv) F " U = {e}; tout d’abord N normalise # N U*; comme N est
engendré par T et les Qs 1€i<l, et que T normalise U+ il suffit
de montrer que les q'normalisent N N U‘= soit g € A N U‘; on a

-1 -1
qQ.9q, = uv avec u e U+ n q,tU+q,L et veln q,LU‘_q_‘ H comme
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-1 . ~1 . -1
q,99, < 4 on au,ve . Mais alors q. vq € N N U°‘¢ 1.q,‘ vg, € H
r
~ T -4 .
car q,v € N c /¥ et q vq € U+ ny = Uai) donc q vq = e ie
= -1 -1
v = e et Q4949 < & N U+. On a alors &/ N U+ <N nU+n = {et.
NEN
On a de méme # N U = {0%

v) K

N; soit g € #; écrivons g = nuv avec u € U+ et v € U

.on aAauwv € A donc ue€e et ve ¥doihu=yv = e. @

proposition 2.3

T est égal A& son centralisateur dans 6.

® Il suffit de montrer gque T est égal A son centralisateur dans Nj;

soit n € N tel que nh = hn pour tout h € T; soit we W tel que
H H
ni{n) = w; pour tout a € & et tout t C‘ onant T=¢t %n. Pour
tout g—-module V de dimension finie et tout v e Vk on a donc:
H H
o o

nt vV = A(H In.v = t n.v = W(A)Y(H In.v
o a

d’o0 w(A) = A iew =1 et neT. @

proposition 2.4
Soit Z(G) le centre de G;
1) On a Z(6) = n ng-i; en particulier Z(G) <« T.

g<a

2) Z(G) est isomorphe & Hom,(P/ @,C").
® 1) Z(G) étant un sous—groupe distingué de G, on a Z(G)B = Bs oa
S < {1,..,1} et Gs est le sous—groupe de G engendré par B et les
q avec i €8 (ﬂ(qt) = rt). Supposons que C ne soit pas contenu

dans B ie que S # O: on alors q = cbo avec c € Z(G) et bo € B.

Pour tout beB on a alors gqbg ' =cbbb 'c*=bbb'eB de
L 1 o] o o] o]
r. r,
sorte que %'normalise B. Mais on a U-a ==l%; cB'cB d’od une
i i
contradiction et Z(G) < B. v On a alors

Z(G) «cngBg ' cpnBn ! = T.

g€a NnEN
Posons C* = n ngﬂ; alors C” centralise U, on a en effet:
geos

ccuc’ *fur e’ NnU = (e?

donc C’ centralise gUg_1 pour tout g € G. Comme G est engendré par
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les conjugués de U, on a C* < Z(G).
2) Considérons 1’isomorphisme de groupes:

E )
«cH" > T
H,

1
( i.)i. i L

H,
Soit t =1 t,tt € T3 on a t € Z(G) si et seulement si Ad(t) = idg.
i

Cette derniére condition signifie que, pour tout a € @ et tout

Xeg on a:
i OKH )
Ad(EIX = (T t, ")IX =X

i

oM )
ie N1 tt ‘'= 1. D’autre part, les poids fondamentaux AU
i
1 £1i <1, forment une base de P et 1’on a aj = 2 At jA_‘ de sorte
i
que pour un homomorphisme § : P — C* on a f(@) = {1} si et

seulement si on a:
n,
fla) = £() na) = fea)
JJ )
] ]
3 a

A n. ‘ Ra
=nfa) =it MY
¥ i

OKH )

1

=H“’\’ = 1. ®

i
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CHAPITRE XII

ALGEBRES DE LIE ET GROUPES DE KAC-MOODY AFFINES

1. Algebres de Lie affines.

A. Construction des algébres affines.

On considére une algébre de Lie simple de dimension
finie g, b une sous—-algébre de Cartan de g, & 1’ensemble des
racines de g relativement a H, NN = { a /1 =<i=<13 un systeme
simple de racines et §+ l1’ensemble des racines positives de @
relativement a Il.

Puisque g est simple, la représentation adjointe:

ad : © » gl(g)

est irréductible de sorte 1’ensemble $ U {0} de ses poids posséde
un plus grand élément 6 (la plus grande racine).
On munit dorénavant g de la forme bilinéaire symétrique

non dégénérée invariante (forme de Killing normalisée):

8 xg sy C
(X, ¥Y) —— (X|Y) = %K(G.G)K(X,Y)
»
de sorte que 1°on a (A |uw) = ——JE———-K(A,M) pour A,u € b et, en
K(8,8)

particulier (©|6) = 2.
® Soit c € €; on considére sur g la forme bilinéaire symétrique
non dégénérée définie par (X|Y) = cK{(X,Y) pour tout X,Y € g. On a

»
alors, pour tout H € H et tout A € H :

1
AH) = Kth, ,H) = — (h, [H).
L’isomorphisme d’espace vectoriel de b* dans © correspondant
a la forme (.|.) est donc A » Zoh, .
c A

*
La forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur H obtenue
par transport de structure est donnée par:

N |u) = (E—h)\|c—h‘u) = Kthy,h ) KA, 1)

n|»

On doit donc prendre c = -%—K(Bﬁn pour que (8|8) = 2. e
Le sous—espace vectoriel de C(t) (corps des fractions

rationnelles A une indéterminée A coefficients dans C) de base

(tk)kez est une sous—algébre CLt,t '] de C(t) (algébre des
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polynemes de Laurent, c’est aussi 17algébre des fonctions
régulieéres sur c*y.

Le résidu Res(f) d un polyname de Laurent f & C[t,t—‘]
est le coefficient t™* dans la décomposition de f sur 1la base
) -

On munit le C-espace vectoriel:
Lg = Clt,t 1 o 8
de 1’unique application C-bilinéaire:
[.,.]t : Lg x Lg » Lg

telle que [ ® X,g @ Y]t = (fg) ® [X,Y]l pour +Ff,g e C[t,t—tl et

X, Y € g de sorte que Lg est une algébre de Lie de dimension

infinie sur € (loop algebra).

Une dérivation D de C[t,t—il est une application
C-linéaire D : CLt,t™ '] — » Crt,t ') telle que:
D(fg) = (Df)g + £(Dg) pour tout f,g C[t,t_il
On prolonge D en une dérivation de 17algébre de Lie Lg en posant:
. D(f ® X) = Df ® X
pour tout § € CLt,t 1 et X e g.

Enfin on considére 1’unique application C-bilinéaire:

(.y-), : Lg x Lg » CLt,t ™1
telle que (f ® X,g ® Y) = (X|Y)(fg) pour f,g e cre, t ™2 et
X, Y € g.
La forme C-bilinéaire:
w: Lg x Lp » C
définie par wix,y) = Res(-ﬁ;xlyh_pour x,¥y € Lg est un 2-cocycle

c’est A dire que la forme w est alternée et vérifie la condition:
w(lx,yl,z) + wl(ly,zl,x) + w({lz,xl,y) = 0
pour tout x,y,z € Lg.
Le 2-cocycle w définit une extension centrale:
0O —— €& —m— 5’ —_—lg —— 0
avec a’ =Lg @ CC et [x + cC,y + c’C] = [x,y]t + wi(x,y)C pour tout

X,y € Lg et tout c,c” e C.

ta dérivation D de Lg définie par la dérivation t-g- de
dt

C[t,t—1] se prolonge en une dérivation D de @’ en posant D(C) = O.
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L*algébre de Lie affine g associée 4 g est 1le produit
semi—direct:

8 = g~ x CD.

On a donc finalement:

b4

2]

avec le crochet défini par:

Ex + cC + dD,y + c’C + d°D1 = [x,y]t + (dDy - d”Dx) + wix,y)C

Lg ® CC @ CD

pour tout x,y e Lg et tout c,c’,d,d” € € ou encore, plus
explicitement:
tt" @ X + cC + dD,t" ® Y + c’C + d’D1

m+n

=t @ [X,Y] + (ndt" @ Y — md’t™ ® X) + s _mx|y)c.
En particulier on voit que g° est 17algébre dérivée de g
et que 17application
2] > 9
X —————— 1 ® X

est un homomorphisme injectif d’algébres de Lie permettant

N

d’identifier canoniquement g a la sous—algébre | ® g de g.

B. La forme invariante.

On munit 5 de la forme bilinéaire symétrique invariante
(forme canonique):

{(x + cC + dD|y + c’C + d’D) = Res(t_i(xly)t) + (cd’ + c’d)
pour tout x,y € Lg et tout c,c’,d,d’ € € ou plus explicitement:
(t" @ X + cC + dD|tn @ Y + c’C +d’D) = & ,n(XIY) + (cd” + c’d)

On pose 6 =% ® CC ® CD; on a:

(H + cC + dD|H> + c’C + d’D) = (H|H*) + cd” + c’d
de sorte que % est somme directe orthogonale de § muni de la forme
de Killing normalisée et du plan hyperbolique €C @ CD. Ainsi la
restriction a E de la forme canonique est non dégénérée.

On identifie alors b* au sous—espace des A € 6 * tels
que AX(C) = A(D) = 0 et on considére les formes linéaires
6,Ao e E * définies par:

816" = A_|bT = 0
S5(C) 0 et &(D) = 1
AO(C) =1 et AO(D) = 0

It
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de sorte que:
b"’=b"’ea:<sed:Ao.
canonique définit

N A '\I* Ny " Ny
A —— h} de b sur b tel que A(H) =

La forme donc un isomorphisme

b

~e e Ra"d *
(hle) pour tout X € b

et tout H € H.

N

En particulier si A € b*, hx est orthogonal a C et b
donc h, € b et 1’on a A(H) = (hle) pour tout H € b de sorte que
hk = '——2————hk tandis que hé =D et hA = €. Finalement on

K(8,8) o
trouve:
~ 2
h = ——h, + cC + dD
?\+d<5+cA0 K(8,8) '

2 W
de sorte que la forme bilinéaire symétrigue non dégénérée sur b

obtenue par transport de structure est donnée par:

(N + d& + cA°|p +d’6 + A = A ju) + cd” + c’d

o
Ainsi ©
forme de Killing normalisée et du plan hyperbolique €6 e CAO.

#*
est somme directe orthogonale de & muni de la

C. La décomposition radicielle.

On a la décomposition en somme directe (décomposition

radicielle):

g=beztk®ga
avec (k,a) € (Z x (& U {0})) \ {(0,0) 3.
De plus on a:
b <g,

tk ® 8, < e | pour o« e« ® et k € &

o+k&

t* @ b < 8, s pour k € 2 \ {0}

directe, les trois inclusions

et comme la somme z 57 est
précédentes sont des égalités de
diagonalisable maximale de 5 (on
Cartan de 5).
L’ensemble des racines
a 6) est:
A =

~

sorte que b est une sous—algébre

dit que b est une sous—algébre de

(de Kac—Moody) de g (relativement

{ a+ k& /(k,a) € (2 x (&8 v {03)) \ {(0,0)} 2
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D. Racines réelles et imaginaires.

On a une partition:

re

A ={a+ ks / (kya) € & x T 3
est 1l ensemble des racines réelles (ou racines de Weyl) et
AT = (2 \ 018
est 1’ensemble des racines imaginaires.
Pour toute racine réelle a + k& « A'° on a:

(o + ké|a + k&) = (a]o) e @

et:
o =t @
B k& B
de sorte que dlmt(gamé) = 1 tandis que, pour toute racine
imaginaire k& e A" on a:
(k6|k6) = 0
et:
g.=1t"s [ 5)
8,5
de sorte que dlmC(gké) = 1.
Enfin les sous-—espaces gr et gy, sont orthogonaux pour

y +y 7 # 03 tandis que, pour y € A le restriction de 1la forme
N s
canonique a gr ® g_r est non dégénérée; ainsi la forme canoni que

sur g est non dégénérée.

E. Systémes simples de racines.

Soit o, = s - ame 6 '; alors:
n={ o /7 0=1i =<1 3%
est un systéme simple de racines de A (ie c’est une partie 1libre
de 5 * et toute racine s écrit comme combinaison linéaire des &y
02i <1, A coefficients entiers tous de mBme signe).
® Tout d’abord on a 8 = 2 ao avec a >0 pour 1 £ i = 1.
1<%t

On a naturellement € < §+; soit I 17ensemble des i € {1,..,12

tels que a 2 O0: puisque, pour tout j € {1,..,1}, & + aj|1’est pas

une racine on a:
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@la) =Y ata]a) 20
j (A
LEY

i€
de sorte que (atkﬁ) = 0 ie Auj= O pour i e I et je {1,..,13\I1.
Comme le diagramme de Dynkin de g est connexe on a I = {1,..,13.
On pose a, = 1 de sorte que & = z aa. Considérons
o<i Xl

alors une racine réelle o + ké; on a alors:

a + k& = 2 (n, + ka)da + ka .
L * L o
1<
Supposons k 2 03 si n 2 0 pour ie {(1,..,13 on a
n + ka,L 2 0 tandis que si n. 0O pour i e {1,..,1}, —a est une
racine positive de sorte que o + 68 2 O et on a encore
n + ka 2 0. Ainsi tous les coefficients de o + k& sont des
A8 L

entiers du signe de k. @

Les racines positives (relativement & I1) sont donc:
les racines réelles a + ké avec k > 0O et ¢ € ¥ ou
k = 0 et a e §¢

les racines imaginaires k& avec k > 0.

F. Bases de Chevalley.

Soient ((Haxsuﬂ’(xa)aeﬁ) une base de Chevalley de ¢

associée au systéme simple de racines 1 = ﬂ%/ 1511} et w

1’involution de Chevalley gqu’elle définit; on pose:
Xo =t @ Y8 e ga
Lo ]
Y =+t ® Xe €9 d’oha:

e
o

o
H =X ,Y 3} =[X ,Y 1 + w(X ,Y )C
o o’ o o" o't o’ o

= —He + (XelYe)C

mais on a:

2h9
(X ,¥y.1=H_ = 9
e e ®  kele
= K(Xg,Y)hy
d’ou (XelYe) = 1 et finalement:
H0 = —He + C
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Plus généralement on pose:

=t" @ X pour a e 2 et n e
a+nd o

‘= t" @ H pour n e 2\{0} et 1<is<l
n P

D, (X

X
,(X(gﬂ .} est une

. asndeA’™® 7Y g<isindeA’™

base de g appelée encore base de Chevalley et 17involution de

alors ((H)
19

)
osi<t? o+nd

Chevalley w correspondante est donnée par:
w(f(t) ® X + cC + dD) = f(t™) ® w(X) - cC - dD)

G. Matrice de Cartan.

N

La matrice de Cartan de ¢ (ou matrice de Cartan affine)

est la matrice A = (A ) < . Avec A = a(H). On a:
1,) 0—-":.]-—1' 1,} k] 1
A =2
i,
Aij est un entier négatif pour i > j
A =0 & A =20
1) ot
® On a:
a (H) = (-8 + SY(-H_ + C) = 23
o o e
= - = - <
ai.(Ho) aL(HQ) aq,e < 0 et
1
a (H) = -8(H) = -a <0
o i i 9,(:(,L

pui sque (elat) 2 0pour 1 <£i £1. @

H. Groupe de Weyl.
Pour 0 < i < 1, on considére la symétrie de b = définie

par:
» oo

r.oo: E S »)

v
A » A — A{H)a,
1 1

Le groupe de Weyl (affine) est 1le sous—groupe W de
A
GL(H *) engendré par {r / 0%i<13}. Le groupe de Weyl W de ¢
L

s

s’identifie au sous—-groupe de © ¥ engendré par les ri, 1£i%l.
o~

L ’ensemble des racines A est stable par W puisque:

r (a + k&) =r () + ké 1<ix1
v v

ro(a + k&) = re(a) + (aa'e + k)&

r (k&) = ké 0<ixl.
13

de sorte que 1’on a:
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A+\ﬁﬂ} est stable par r.

-1
o = wila) 2 . = Wol oW
3 L J i

® Supposons que qj= w(aB; il existe un automorphisme ew de g tel

que Gw(gy) gwq“ pour tout » € A. On a alors [Xa’YtJ = H,t d’oa

(6 X,9 Y1 =wH = sH et 25 = saa(H) = w(a)w(H) = a (H) = 2,
w i W L ) J] i i [ A

On a donc Pu = w(Hi). o

On sait que W est alors un groupe de Coxeter et que

1’ordre de rr est donné par:
J

A A 0] 1

M
W
Y
&

De plus w_ikﬂ) € -A si et seulement si  Z(rw) < L(w).

e

Il en résulte que si w € W et wla) = o pour tout a € A on a w = 1.

® Supposons que w # 1 et considéroné une décomposition réduite

W =r .....r, de wavec k 2 1; on a {{(r w) < f(w) de sorte que
\.1 \.k \.1
wiia ) = —a e -A d’ou une contradiction et w = 1. @
Yy Yy
Pour a+tnd e A" on définit r € W par
asrnd
mxlatné)
ra+n6(l) = N - —:;F;T——~-A
’\o‘ B
pour tout A € b et on pose ta'h = s’ ot On désigne par X le

sgus—groupe de W engendré par les tah avec o € ® et n € 2. Alors

17application:

8] > X
z ci,Hi. * N ta .

U A Y

est un isomorphisme de groupes et W est produit semi—-direct des

sous—groupes W et X et 1’on a, pour w e W, a € et n € 2:
wt W=t
(o 8 5% w{OO,n

® On peut identifier W a un sous—groupe de GL(b‘ o C8) (puisque
w(o%) = a pour 0<ix<]l implique que w = 1 et que a, = 5 - @) et on

]
a, pour A €e b et k € 2:

r (A+kS) = r (A)+(k—na  Xo)
asnd o A,
avec a = A(H ) de sorte que:
Aot o
t (A+kS) = A+(k+na ) o)
o,n AL
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On a alors:

ta,k' ta,k' = ta,k+k'

= 1id
o0

tax® Yot T Y tan

Ainsi le sous—groupe X est engendré par les tOl = ta‘, a e ®
et est abélien. De plus, X est normalisé par W puisque 1’on a:

r o

o tﬁ*° ra =

t
ra(]?),k
Ensuite ¥ est engendré par les ta 1€i£l: soit a = 2 nas on
i

nxa‘la)
AN 1% v

a alors H = E n’a avec n’ = de sorte que
(=3 L L (OIIO()
= b4 i i = o - = = w0 - i
a o z niaa et ainsi t. t. o t. e Enfin
v 1 1 | R A
supposons que 1’on ait:
t cueansnc t = 1
[» IR ] @ ,c
1 1 LA
On a alors:
»
2 €a) o = 0 pour tout A € ©
L9

de sorte que z csﬂ = 0 ie c = O pour 1=<ixl.

On a W = W.X. Supposons que w € W n ¥; on a donc:

wid) = A + 2 ciA(Ht)é pour tout A e b*

mais w(A) e b. d’ou 2 cH =0etw=1. @
L . 9

2. Modules simples & plus grand poids.

A. Modules de Verma et modules simples A plus grand poids.

Un g—-module V est diagonalisable si 1%on a la

décomposition en somme directe:
v=2v)\
keb*
~ Do
oa V, = {v = V/ Hv = A(H)v ¥V H e B}. L’ensemble des A e« H telles

que V. # {0} est 1’ensemble P(V) des poids de V.

A

e

On pose n_ = Z 8, et b=V e n. Pour A e b‘; le module
achA
+

de Verma M(A) associé A A est le U(g)-—modules
. MA) = U(g) @ U(b)CA

ol CA est le b-module ayant € comme espace vectoriel sous—jacent
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et tel que, pour tout c € C:
Hc = A(H)c pour tout H €

A).

Alors le U(nt )—module M(A) ™ est libre de base
- [‘L((n_n

s
n+ < ann(C

T lu(g) 0‘3« ~e

Un g-module V est & plus grand poids Ae b si V est
engendré par un vecteur non nul v e VA tel que ;+ < ann{v}). Un tel
module est un quotient du module de Verma M(A). De plus, il existe
un unique g—module L(A) simple & plus haut poids A: c’est le
quotient de M(A) par son plus grand sous—module.

Un a—module V posséde un caractére s’il vérifie les
conditions:

i) V est diagonalisable

~
ii) V. est de dimension finie pour tout A € ©

A
iii) P(V) est contenu dans la réunion d>un nombre fini
o ¥ o
d’ensembles de 1la forme D(A) = {A e  / A £ A} avec A € H .

Le caractére de V est alors défini par:

ch(V) = 2 dim(vx)ex e Z<B">

keg*
oa Z(b*> est 1”anneau des applications f de %* dans &€ dont le
support est contenu dans une réunion finie de parties de ﬁ* de 1la
forme D(A).Pour f,g € Z(b*>, on a:
(@) (M) = z £ Q) g (A=)
o

reb

proposition 2.1.

. o -
Soit A e b, le module de Verma M(A) posséde un

caracteére et 17on a:

A+p
ch(M(A) = S
9]
avec:
~ ~ —t ma
o=e" [l a-e
aeh
+
ou m, = dim(ga) (ie m, = 1 ou 1 selon que o est réelle ou

imaginaire).
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® Posons §+ {71,72,....}; pour chaque k 2 1, soit (Z )

une basé de 9-7 (o0 m, est la multiplicité de la racine yk) de
k

sorte, pour tout A € A, les vecteurs:

%) v v v
1,1 i, m1 2,1 z, mz
4 Y 4 4 S 4 ......vA
Yi Yl 72 72
avec v + s.. + Vv + p + ... + v + ceeneae = A - A
1,1 1,m 2,1 z,m,

forment une base de M(A) On a donc:

A"

ch(M(A)) = z dim(M(A)K)ex
leb'
= zdim(M(A) ye
A-A
reld
-m
—e*fl - e
ael

+

corollaire.

Soit V un a—module; les conditions suivantes sont
équivalentes:
V est simple et posséde un caractére
V est isomorphe &4 L(A) pour A e 6
: Soient A un élément maximal de P(Vi et v € VA\{O}; on a
thv = {0} et, puisque V est simple V = U(Q)v de sorte que V est a

plus grand poids A. @

B. Modules intégrables.

Un a—module V est intégrable s’il est diagonalisable et
si les endomorphismes va et Yuv’ 0 =< i <1 sont localement
nilpotents. L’ensemble P(V) des poids d’un g—module intégrable \
est stable par le groupe de Weyl ﬁ.

proposition 2.2.

1) Un g—module V A plus grand poids A est intégrable si
A 541
et seulement si A(Hi) e N et Y,L v VA = O pour 0 £i 1.

2) Le g—module L(A) est intégrable si et seulement si
A(Ht) e N, 0 2i 1.
® 1) Tout d”abord, notons qu’un g-module V & plus grand poids A

Ny
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est intégrable si et seulement si Y:'vA =0Opour n 0O et 0<i <1

ou Ya e—VA\{0}= eﬁ effet les endomorphismes adx et adY sont
. A n R i
localement nilpotents sur g et la formule du binéme appliquée a

L = ad_ -R montre que:
z z =z «
v v v k k n-k
" x = ZC (ad*x)  z
v v n zZ VvV Vv
En prenant Z = X,L ou Yi.’ on voit que si Z:v = 0 pour n » O, on a

encore, pour tout X € g, Z:’

va =0 pour n’ » 0 donc Zv est
localement nilpotent sur V.
. Soit 8& la sous—algeébre de g (isomorphe A sl(2,C)) engendr ée
par Xt et YL; on a FkvA = A(Ht)vA et:
n
xthVA A
de sorte que si V est intégrable on a nécessairement.Aﬂﬂ) e N et
AcH >+ ‘
1

Y. v
1

= n(A(Ht)—n+1)Y?_1v

A = 0, la réciproque étant évidente.

2) Prenons V = L(A) et supposons gue A(Ht) €e N pour tout i. La

formule précédente montre alors que:

A(H,L)u
xlvt YA T ©
Comme [Xj,Yt] = 0 pour j # i et que vaA = 0 on a finalement:
A‘"‘»)“
XJ,Y.t VA T O pour 0 £ j s 1.
A 41 ~
Supposons que v = Yt v VA soit non nul; alors U(g)v est un sous

g—-module & plus grand poids A—(A(Htr+lha de L(A) et comme L{(A)

est simple on a L(A) = u(Q)v d’odu une contradiction et v = 0. @

C. Opérateurs de Casimir.

Pour chaque racine positive a € A+, soient
[ (i
o ~ o
(Xa )15t <, une base de ga et (X_a )15t <m la base duale de
a o oo
g_a; de plus on considére deux bases duales de bH: (FR)OStSHd et
-, Ny
ﬂt)oStShd. Pour tout g—module V possédant un caractére , on

définit 1’ opérateur de Casimir de V, pour tout v € V, par:

t v
C v= Zh™ v +2 z ( 2 XX NHv o+ 2 H H v
v fol -a o (Y
aeA 1<t <m 0Xifl+1
+ X o}
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proposition 2.3.

Soit V un g-module & plus grand poids A; on a:

€, = (A + 2p|A) id,
® Soit v e VA\{O}; on a:
i i
Cv=2h"'v+22(2 X x By o+ ZH,’H.V
v f=} -2 & VoL
o€ 15i Sm o<i<l+1
+ o o

2A(h~)v + z AH)YAH) v
P L L
o%iXfl+
= 2(p|A)v + (AjA)v
mais, pour tout X €e g, on a CVXv = xva’ et v engendre de

U(g)—module V et 17égalité précédente est vraie pour tout v e V. @

D. La formule des caractéres de Kac _Weyl.

proposition 2.4.

Soient V un g-module possédant un caractére et A€ b*,

alors il existe une filtration finie de V:
V=V >V D easne vV o> v = {0}
s 51 1 o
et une partie I(A) < {1,...,s5} telle qgue:

ie€eI(\N) =2V/V ~ L(AN) avec A, Z A
1 -1 v 1
i &€ I(N) = (V/ V. ) = {0} pour g 2 M\
1 -1 M

L’ensemble I1(\) ne dépend pas de la filtration choisie,
et pour tout yu 2 A, le nombre de fois [V:L(u)] que pu figure dans
I(A) ne dépend pas de A et on a [V:L(u)] # 0 si et seulement s7il
existe un sous—module U de V et un vecteur v € Vp\ U tel que
Xiv € Upour tout i, 0 £i < 1. On a alors:

ch(v) = z [ViL (A1 ch(L (X))

Aeb*

® On montre le résultat par récurrence sur:
VIV,A) = 2 dimy )

MHZA
Si vV,A) = 0 on a le résultat avec la filtration

VO = {0} < V1 = V et I(A) = @. Supposons que v(V,A) > O3 soient u
un élément maximal de P(V) tel que u 2 A et v e V”, alors

U= U(g)v est & plus grand poids u donc contient un sous—madul e
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propre maximal U” d’ou U /7 U™ o L{(u) avec 4 2 X, v(U’,A) < »(V,7)
et vU,A) < LV, A).
Posons ¢(V) = ch(V) - z CV:L(A)Y] ch(L{A)); on a @(L(A)) = O

keg*
et ¢ est additive sur les suites exactes de sorte que, pour tout
A € ﬁ*, on voit en choisissant une filtration de V de 1la forme
précédente que 1’on a @(V) = Z ¢(Qk) avec Qhu = {0} pour tout

M 2 A de sorte que le coefficient de ex dans ¢(Qk) est nul pour

tout k donc @¢V) = 0. e

proposition 2.5.

Soit V un g-module A plus grand poids A, on a

ch(v) = 2 n, ch(M(x))
AeD (A)
[}
avec D_(A) = £ X & D(A)/ Mol = HAspl? 3 et ny = L.

® 11 suffit de montrer le résultat pour V = L(A). On peut indexer
1’ensemble Do(A) de sorte que KL Z XN i £ j de sorte que 1’on a:
ch(M(A)) = 2 n. . ch(L(A))
v 1,) J
i
puisque 1’opérateur de Casimir d’un sous—quotient L(A) de M(A) est
induit par celui de V de sorte que 1’on a (A + 2p|A) = (A + 20|N)

ie Nk+p"z = HA+p"z. Alors la matrice (n est

)
Wit € N
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. @

proposition 2.6. (formule des caracteéeres de Kac—Weyl)

Soit L(A) un g-module simple A& plus grand poids A e b*

tel que A(Ht) € Npour 0 £ i £ 1; on a:

~N

ENE(W)EW(A+p)
chi(L(A)) = S
D

® On a

ch((V) = nkch(N(k))

reD (A)
o]

avec nA e Z et nA = 1.

En multipliant cette égalité par © on obtient:
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D ch(L(A)) = an D ch(M(A))
xeD_ (A)

z ?\+p
A

KGD (A)
Soit D’(A) 1’ensemble des A < D (A) tels que n, # 03 pour
tout w W on a:
w(s) = s(w)ﬁ
wich((L(A)) = ch(L(A))
de sorte que, pour tout X € D (A) on a:
Moaspr-p - EWIn, = 0 .
donc w(k+p)—p € D* (A) et, en particulier, on a w(k+p) < A+p pour
tout w e w. Alors, il existe v e { w(x+p)—p / w e N 3 tel que A-p

s0it de hauteur minimale; posons ui==r1(u)~at==r}w(k+p)—p; la

hauteur de A—u est supérieure A celle de A-uy d’ou:

A—u) - A"“t) = u-—r-t(;,z)ﬂ;yL = (u(H )+1)a € Q

Or p(Ht) = 1 et finalement on a (u+p)(H) 2 0 pour tout i.
L
Mais on a:
IA+pl? — Nutpl® = (A+u+2p|A-p) = z (A+u+2p|a) = O
1

v

avec A-u = 2 ka €@ et (A+u+2p|at) > 0 pour tout i d’od A-u =0
v

et par suite il existe w e W tel que w(k+p) = A+p. Comme A+p
appartient a la chambre fondamentale (19 (A+p)(H) 2 O pour tout
i) 17élément w de w tel que w(X+p) = A+p est unique,

Ainsi 1’application w ———— w(A+p)—p est une bijection de

s
W sur D’ (A) de sorte que:

D ch(L(A)) = 2 n)\eV(A+p)

et n, = ewdn, = g(w). @

corollaire 1. (formule du dénominateur)
D= zme(w)ew(p)

weEwW
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corollaire 2.
Soit A e b‘ tel que A(Ht) e Npour 0 £i £1; on

isomorphisme de g—modules:
- A(H£>+1

L(A) =~ M(A) 7 z MY,
A

® En effet la formule des caractéres est valable pour

g—module A plus haut poids A intégrable V de sorte que 17on

VaxL(A. @

3. Groupes de Kac-Moody.
A. Construction des groupes de Kac—-Moody.
Soient CC(H) D, (X v

y (X 7) R
~ ~ csndeh’ " ™ igig,nder™™
base de Chevalley de g et w 1’involution associée.

o<ist? o+nd )

proposition 3.1

On peut associer canoniquement A& 1”algébre de Lie

un groupe G (le groupe de Kac—Moody) et une application:

N

exp = U 8, » G

acA’®
tels que:
i) G est engendré par exp( U ;a)
acA’”
ii) Pour toute représentation intégrable:
P’ ot ;’ —_— gl(WV)
il existe une représentation (nécessairement unique):
p = g — GLA(L(A))
de 5 telle que:
plexp(X)) = exp(p’ (X))

pour tout o« € A™® et tout X e e S

iii) si g € 6 est tel que p(g) = idv pour

g-module intégrable V on a g = e.

e

De plus, l1’involution de Chevalley w de g définit

automorphisme involutif de G tel que:
wlexp (X)) = explwiX))
pour tout X € U B,-

re
acA

.*'\'
® Soit I' (g’) la somme (dans la catégorie des groupes) de
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famille des groupes additifs (g ) et pour tout a € Af', soit
= acA"™

. "~ "\-’
4, * 8, » ' (g7)

le morphisme canonique; on a alors des homomorphismes:
o 1 g™ > BL (W)

» ~
tels que p - éa(X) = exp(p’ (X)) pour tout a e A™® et tout X e ga.
Soit N‘(g’) l1’intersection des noyaux de ces homomorphismes; alors
G =T (g°)/ N (g”) et si p = F“(g’) —— G est 1”"homomorphisme

ne

canonique on pose, pour tout o e A" et tout X < ga=

exp(X) = p - ja(X).
Il existe alors un unique automorphisme w‘ de F*(g’) tel que 1’on
ait:
e 3 X = (wX))
w°Ja —J_aw N
Or pour toute représentation intégrable p°> de g, la représentation

>

w
o

P’ west intégrable et 17on a:
»* »” %
(p) =p o w

de sorte que w (N*(g’)) C N*(g’). Ainsi w définit, par passage au

quotient 1’involution de Chevalley w de G. @

corollaire 1

On a, pour tout g € G et tout X  g:
e’ (Ad(g)X) = plg)p” (X)plg)”
® On a pour X e g et 7 & U ga, puisque p’(Z) est localement

1

re
oA

nilpotent:
e’ (Ad(exp(2))X) = p’(exp(adz)X)
= exp (adp,(z)p (X))

= exp(p’ (Z))p’ (X exp(p” (Z)) "

= plexp(Z))p’ (X)plexp(Z)) ', e

corollaire 2
i) Pour tout g € G, Ad(g) est un homomor phisme

d’algébres de Lie.
ii) Le noyau de Ad est égal au centre 218) du groupe E.
® On a pour X,Y € 5 et g E:
e’ (Ad(g) X, Y1) = plg)p” ([X,Y))plg)
= [p(g)e’ (N plg) Y,etg)p’ (Vptg) ™
= [p’ (Ad(g)X),p” (Ad(g)Y)]

1

1
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= p’ (Ad(g) X,Ad(g) Y]

D? autre part, pour g € Ker (Ad) on a pour tout
X e expt U ga): el(glp’ (X)) = p* (X)elg)
7.9

de sorte que:
plglexp(p® (X)) = exp(p” (X))pl(qg)
d’ on:
plgexp (X)) = plexp(X)qg)
ie g e‘z(E).
Réciproquement si g & 215), on a:
exp (e’ (X)) = plglexp(p’ (X)) pig) !
= expl(p(gle’ (X)plg) ™)
= exp(p” (Ad(g) X))
pour tout X € exp( U ;a)' Comme o’ (X) est localement nilpotent,
acA"™®
il en est de mBme de p” (Ad{(g)X) de sorte que:
e’ (XY = p’ (Ad(g) X)

et finalement g € Ker(Ad). o

corollaire 3.

b

Soit p” : g7 — gl(V) une représentation intégrable

o

telle que Ker(p’) < CC; alors si p : B » GL (V) est la

représentation associée on a Ker (p) < 218).

® Soit g € Ker(p); on a p>(Ad(g)x) = p’ (%) pour tout x € 5’ et par
suite Ad{(g)x—x = A(x)C avec A & Q". Mais, comme Ad(g) est un
homomorphisme d”algébres de Lie on a A(Ix,yl) = 0 ie A\ = 0. On a

Z(6G). @

donc g € Ker (Ad)

B. Les sous—groupes SL(2,C) associés aux racines réelles.

proposition 3.2

1) Pour tout oatnd e A"C, il existe un uni que
homomorphisme de groupes:
Poinds © SL2, D) » G
tel que, pour tout s e C:
pa*né(x(s)) = exp(sxa‘né)
Pa+n6(y(5)) = exp(sx*a_né)
t -1y “o .
2) pa+n6( g ) w pa+n6(g) pour tout g € SL(2,0).
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3) pa+66 est injectif et son image est le sous—groupe

o ~

Gawé de G engendré‘par exp(gmmds U gﬂ}mé).

® 1) On pose:

) = exp(sxa )

x0(+n<5 (= +nd

yamé(s) = axp (sx_a_né)
On a, pour toute représentation intégrable p’:

p(xa¢n5(s)) = exp({sp (Xa‘né))

p(y.ouné(S)) = exp(sp’ (X—a—né))
lLa sous-—algébre 8, = cxa"ﬁ ® CHawé ® cxﬂ}mé de 5
engendrée par Xa*né et X_a_né est isomorphe a4 sl(2,C) et 1la
représentation:
' o’ |$W“<S 2 8. s > gl(V)

est intégrable donc il existe un unique homorphisme de groupes:

Posnd © SLZ2,O) » GL (V)
tel que:

pouncS(X(S)) = exp(sp (Xa))

pa+n6(y(s)) = exp(sp (x—a—né))

11 en résulte que toutes 1les relations satisfaites par les

générateurs x(s) et y(s) de SL(2,L) sont vérifiées par Xouné(S) et

Yy (s) d’o00 1’existence d’un unique homomorphisme de groupes
Poand © SL(2,0) - 5

tel que, pour tout s e C:

a+nd

goom_.é(x(s)) = xo“né(s)
pa+n6(y(s)) = ya+n6(5)
de sorte que IM(pawb) = Gq"b.

2) 11 suffit de vérifier 17égalité pour g = x(s) et g = y(s)

o

v— 1 - -
3) Posons qa+n6 = pa+m5([_1 O]), on a:

Ad(qamé) = Ad(exp(xamé)exp(—X_a_né)exp(xamé))
= exp(adx Yexp {(—ad )exp(adx )
asnd X_oend ond
o+nd
On sait que 1’on a eamélb =r_ ..o et ‘Gamé(gﬂ) = g"wna‘ﬁ’ pour

tout 3 € A. I1 en résulte que, pour tout g e SL(2,0), tout

165



re » ol .
prré € A et tout X* € gﬁﬂ6 on a: B

e .{g) =g P .(g)q
T e 6(B+r6)’ea+n S oS’ Frf3,x ctend
On pose P, = ¢, Pour 0<i<l. Il suffit donc de démontrer
i
que:
e = SL2,0) » G
i ~

est injectif pour 1<i<l1l, puisque toute racine réelle de g, est

1’image d’une racine simple par un élément du groupe de Weyl W.

Snitlx'e b* défini par Atut) = 6tf le g-module L(AQ

’

est intégrable et 1’on a:

Aw)
L 19

pi(-l).vA. = (—-1) VA, = —VA'
19 1 v
de sorte que -1 & Ker(pi). Or Ker(pi) est un sous—groupe distingué

de SL(2,C) donc égal a SL(2,C) ou contenu dans {I,—-I}. On a donc
Ker(pt) = {I}. @

En particulier, pour toute racine réelle atné, on a un

homomorphisme injectif:

C* -+ G
H
t y £ 0 o, thi{t))
~ ! c(+n<5
Pour tout g—module intégrable V on a:
Hound A(Houné’
plt v = t v (A e PILIA)), Vv € L(A)A)

n H -H .
et on a w(t "8 = ¢ wné

C. Le sous—groupe de Cartan.

N

Pour tout a+nd € A", on désigne par Ta+n6 1?image de

1 homomorphisme:
*

C

v
Z @

t , £ e

et par T le sous—groupe de G engendré par {Ta+n6 / a+nd e A%,

proposition 3.3

L’application:

(CI:‘“)LM > T
H

est un isomorphisme de groupes.
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De plus, T est stable par 1’involution de Chevalley ; et

1’0n a w(h) = h™* pour tout h « T.

® On a, pour toute représentation intégrable
H AH )

Pt plt Oy = wnby

de sorte que le groupe T est abélien et que, pour 05jsl et
atnd e A™°:

t“rjwuné) - t“ouné (t—ajmcuné))"j

d’od il résulte, par récurrence sur la longueur des éléments de W,

compte tenu de ce que AT® = W({Tl), que 1l application:

H,
(t) s n t’
D B .
Lot o<i <L
H.
est surjective. Enfin , si 1’on a n t ' = e, on voit que:
<i <
Amn) o1l
13
t vy = v 0<j<1
} i A A
o%i %L J J

avec Ajﬂt) = 6tj donc t_L = 1 pour 0 i 1. e

Remar quons que, de maniére plus intrinségue, on a un
isomorphisme de groupe:

N » N

n: P eC — T

~ o e

tel que n(z He t) =ntt", oa F* est le sous groupe de ©

engendré par les H, 0<i<l. On posera n(H ® t) = t¥. Notons aussi
1

que 1’on a un isomorphisme de groupes:
~ e »
P e " > Hom_, (P*,C™)
Het b ® (N —— AW,

~ HDL
ou P’ le Z-module libre de base (A ) _. de sorte que 1’on a,
v oSty

pour tout g-module intégrable V, tout X\ € P(V) et v e VK=
pln(Het))v = @ch(k)v

~

Pour tout o+nd e A™®, on désigne par N le
~N ond

normalisateur de Ta¢n6 dans Ga+n6 et par N le sous—groupe engendré
par {N / a+nd € A"}, On a:
Ol+n<5 n
~ w(qa+n6) = Yound ~ ~
de sorte que N est stable par 1’involution de Chevalley w de G.

® On a q = exp(Xamé)exp(—X_a_né)exp(xamé) de sorte que

a+nd
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e

w(qwmé) = exp(w(Xouné))exp(—w(-—X_a_né))exp(w(xa+n6))
= exp(—X_a_né)exp(xa+hé)exp (-x-a-né)
_ _ _ _ -1
= (exp( x-a-ndS)EXp( Xa*né)exp( x-a—né))
= —1 =
= A gens’ Uanss™ @
proposition 3.3
L™ application:
7+t N/ T » W
nT » Ad(n) |
est un isomorphisme de groupes.
® Posons, pour O =<1i £1, 9 = a9, - Le sous—groupe N est
ny . VT
engendré par T et les N . awnd & A"; mais on a
a+nd

s

Nr,tcouné) q Na+n<5 q, de sorte que N est engendré par T et la

famille (q,‘)o - Puisque 1’on a:

<ixi

H H
q + 3+rd (g Yyt = t ra+n6(ﬂ+r6)

o+wnd a+nd
on voit que ? est un sous—groupe distingué de ﬁ. On a ? c Ker (),
puisque ﬁ = 50, d’od un Domogorphisme de g:oupe:
m:N/T » W
tel que n(n?) = Ad(n)l% de sorte que, pour 0£i<l on a n(q;F) =r.
et par suite n est surjectif.
Posons:
q = qt qj q --- (m,"j termes)
q’ = qj qQ, qj .es (m,L,j termes)
et k =3 si mbj est pair ou k =1 sinon de sorte que
qQ’ = q.i q q:. Puisque rt(«q_t) = Moy rt(qj) = r‘i et que m,h‘i est
1’ordre de rﬁu dans G on a n{gq) = na(g”) et r] = n{(qg) " (n(qg))

d’ou aj== n(q)(ak). On a alors:

-1 -1 -1 n et -1
9’ q 9, 99 4 eqjq(Na\Ta)q
k k
Mais q (N \' T _) g*' =N \ T =N \T_ et ainsi:
(24 o} - - o (2
k k TP P ) ]
k k
Q> 9t eqg N \T =T

J [+ 3 o (>3
] J J
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~e N e

On montre de m8me que q’° q°1 € Ta mais Ta N T = {e} ie qQq=q.
2 = e * ¢ aj ~
Enfin on a qQ = -1 ' e T, pour 05i<%l de sorte que, puisque W est

un groupe de Coxeter, il existe un unique homomorphisme:

Ny

W » N/ T

oy

transformant r en qT pour 0%5i<l donc n est un isomorphisme. ®
v 1

D. Le systéme de Tits double.

e

re o
Pour tout ownd € A, on pose Ua(+h<5 = exp(ga+n6), on

N

désigne par U+ (resp U) le sous—groupe de G engendré par les

e
avec osnd e A'® (resp o+nd -A"®) et par B (resp B) le
d+n6 + + + -

sous—groupe engendré par T et U+ (resp par T et U).

On a, w(U ) = U
o

+nd -o-n&?

w(B+) = B_ et on a vu que les sous—groupes T et N sont stables par

de sorte que w(U+) = U_ et

w qui induit 1’identité sur le groupe de Weyl W.

proposition 3.4

(B+,N) et ((B,N) sont des systémes de Tits saturés de

groupe de Weyl W dans le groupe G.

N Ny N

® D’aprés XI 1 il suffit de montrer que (N, T, (U )

ond ) cendaA’®
vérifie les propriétés suivantes:

1) T normalise U et U # {e} pour tout o+nd e A"
o+nd o+nd
2) 6 =< T, U / ound € AT >
a+nd
3) L?’application:
U x T x U » G
(u*,h,u_) > u+hu_

est injective.

4) N est engendré par T et des éléments q s 0<i=<1, tels

que:

e N

. -1 _
q, normalise T qtuamé q, Ur‘,’(a-&-né) pour

tout cund e A™®
5) 11 existe un isomorphisme de groupes:

n:N/T > W

tel que n(q;T) =T 0<ixl.
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&) Pour ocwmd,B3+nd < A:° telles que (Bné)(H ) 2 0

b "4

(m ~ { Ua+ﬁ+(m+n)5s1a+ﬁ+(m+n)6 €A

u +U ) =
oumS® " nd {e} sinon

7y U A\ {e} cU qT U

- a v L=
L L 1%

et la démonstration du chapitre XI prop 2.1 s”applique encore ici

N Ny

pour montrer gque (B+,N) est un systéme de Tits. il en est donc de

méme de (B_,N) en appliquant 1’involution de Chevalley. @

corollaire

r "y N "

i) N est le normalisateur de T dans G et le centre Z(G
de E est un sous—groupe de ?.
ii) De plus 1’application:
=z x ¢ » Z(B)
(c,t) » ct

(ot C est 17élément central de g) est un isomorphisme de groupes.

® En appliquant loc. cit. prop 2.4 on obtient i) et que Z(G) est
e N * ", o
isomorphe a HomZ(P’/ @°,C ) ou P* (resp 07) est le sous—groupe de

.
b
P

engendré par (A,Jb Yosi<y (FESP  par (atlb )osi<l) * Mais
=P & ZAO tandis que @ = @ puisque que o, = 5-6 et que 5|b’ = 0.
Ainsi on a:

Hom_, (P> / @°,C") =~ Hom

> (P/Q,C") x Hom

2A ,
o

2 2

Mais:
Homz(P/u,c*) ~ Z(B)
tandis que HomZ(ZAO,C‘) a pour image {tC/ teC's. @

E. L’extension centrale du groupe de lacets.

Soit p 2 G » GL(V), la représentation associ ée

a la représentation p> & @ » gl(V), somme directe des

représentations fondamentales. Les représentations p> et p sont

fideéles. On pose LV = C[t,t‘1] ® V et on définit une

représentation
Le’: 5 > gl(LV)
par:
Le® (f@X) (gev) = (fgrep’ (X)v
Le” (€Y = 0
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Le” (D) (gev) = (tg’)lev

On obtient ainsi une représentation intégrable de @ de

laquelle on déduit une représentation:

e

Le = 6 » GL (V)

Le groupe LG = Im(Lp) est le groupe de lacets de G.
Ainsi LG est 1le sous—groupe de GL (V) engendr é par les

automorphismes xa+n6(5) définis par:

X3

(s) (gev) = (it“" Yoo (X v
o+nd 9 Z ki 9’®e ot

el

avec 6 s’identifiant au sous—groupe de LG engendré par les xa(s).
Puisque 17on a Ker(lLp’) = CC, on a Ker(lLp) < Z(G). On a alors la

suite exacte de groupes:
Lo

»*

{13 > C > + LG — {12

0OQe

t ————— t
@ Puisque C € Ker(Lp®’) on a Le’((C)v = A(€)v = Q pour tout
v (LV)K de sorte que A(C) = O et par suite (Lp)tcv = txdbv = v
pour tout v e (LV)R ie tC € Ker (Lp) tandis que LplG est un

ismomorphisme de G sur son image dans LG. @
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