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VARIABLES ACTION-ANGLE A SINGULARITES
D'APRES ELLIASSON

N. DESOLNEUX-MOULIS

Ceci est 1'exposé du schéma de la démonstration du théoréme d'Elliasson
dans le cas elliptique.

On s'attachera surtout a donner la structure de la démonstration pour les
détails des récurrences on renvoie a la these d'Elliasson ou a son article a
paraitre aux Commentarii Helvetici.

Note. Toutes les fonctions considérées par la suite seront supposées de classe c®

|. Principales définitions et Enoncé du théoréme.

Dans toute la suite nous nous placons dans un voisinage de O de R2n .

U qui sera muni soit de la structure symplectique standard Wy s soit d'une autre
structure w {(qui sera précisée au cours de la démonstration).

o {,}w le crochet de

Poisson associé a w. La structure W, (resp. w) étant donnée, on considére <,>O

(resp. <,>) un produit scalaire compatible, Vf (resp. v°f 1le gradient d'une
fonction ) et o (resp. J) 1'opérateur de R te que , J, v°f (resp. JVf)

On notera {,}O le crochet de Poisson associé a w

soit le champ hamiltonien de f pour la structure w_ (resp. w).

0

ALGEBRE DE LIE Q DES FORMES QUADRATIQUES SUR RZn

Soit Q 1'ensemble des formes quadratiques sur R2n muni d'un crochet de

Poisson {,} .
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Un élément g de Q étant considéré comme une application de RZn dans R ,

on vérifie que le crochet de Poisson {,} induit sur Q une structure d'algebre
de Lie. On a alors la proposition suivante :

(2)

2 .
existe dans R n un systéme de coordonnées symplectiques (x1,...,xn,y1,...yn)

PROPOSITION 1 : Toute sous algébre de Cartan H de Q est de dimension N, et il

2 ‘
tel que : J?( ) admette une base formée d'élements de 1'une des formes

suivantes :

(1) q; =’1z (x§ + yf)
(3 a2 G Y Xy Vi)

A = X, Y. - X. .
9541 i Vi Xie1 Y5
Ces deux derniers types d'éléments (3) se présentent toujours par paires.

PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION

Au lieu d'étudier Q on étudie % 1'algébre de Lie des champs de vecteurs
hamiltoniens des éléments de Q.

L'algebre 4 est une algebre de champs linéaires Te crochet étant le crochet
usuel des champs de vecteurs, une sous algébre de Cartan € de % est donc une sous
algebre maximale de champs hamiltoniens linéaires commutant 2 & 2. La proposition

Zn

se démontre alors facilement en construisant dans £~ une base de vecteurs propres

pour tous Tes opérateurs linéaires associés aux €léments de € .

DEFINITION 1 : Une sous algébre de Cartan de ( sera dite de type elliptique si

elle admet une base formée d'éléments de type (1).

o0
n applications de classe C de U dans R vérifiant les

THEOREME : soient h1,...,hn
hypothéses suivantes :

(i) hi(o) =0
(ii) Dhi(o) =0

(iii) {hi’hj}o =0 pour 1Lign et 1LJjgEn.
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(iv) 1'algébre de Lie engendrée par les jets d'ordre 2 en 0 des

hi(1 £ i € n) est de type elliptique.

Alors, 1l existe U1 un voisinage de 0 contenu dans U, ¢ un difféomorphisme
symplectique de U1 sur ¢(U1) , et n applications wi(1 ign) de R"
dans R tels que

vi (1€ign) hyod (xyseexnyysey,) = bilay...qp)

. 2
ou q1 = ‘;’ (X.' + .y-lz)
NOTATION : Dans toute la suite si h est une application de U des'R , on notera

h{ZJ le jet d'ordre 2 de h en O,

REMARQUE. Dans sa these Elliasson a démontré un théoréme analogue, dans le cas ol
1'algebre de Lie engendrée par les h§2) est de dimension n mais de type non
elliptique.

Dans toute la suite, on notera # (respectivement 3?(2)) 1'algeébre de Lie

(2)  "p(2)
.oni2)),

(commutative) engendrée par h1,...,h (respectivement h1 -

n

I1. Définition du lieu singulier et propriétés.

DEFINITION 2

(2))

Le lieu singulier S (resp. S de A (resp. Jf(z)) est :

S={z;z€U, rang (Dh1(z),...,Dhn(z)) <n }
S( = {z 3; z€ U ; rang (Dh§2)(z),...,Dh£2)(z) <n }
on pose :

S.= {2z, z€Urang (Dhy(z),...,Dh (2) Lr }

n

Sﬁz) ={z; z€Urang (Dhgz)(z),...,Dhﬁz)(z) <rl
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REMARQUE.

- La notion qui sera utilisée dans la suite est celle de germe en 0 de
lieu singulier. Par abus de langage on raisonnera toujours sur le lieu singulier.

et s(?) 52

" Sp S Spa r r+1
(2) _
S {0}
S(Z) = U E. E. =|z (X ’ s X s¥Ya s sy ) s
1 1<ign | i 1 n>J1 n
> 08 X5 = 0 sij#i
Y5 = 0 sij#i
séZ) - VU (E, + E.)
1£i4n J
1<ign
On définit ainsi par récurrence 1'espace Séf% comme réunion des sous-

espaces engendrés par :

(2)

un sous espace E < Sr

et un sous-espace Ei'

Le but de la premiére partie de la démonstration du théoréme est de montrer que

Sr est une réunion de graphes au-dessus des sous-espaces contenus dans 552)
(pour 1 L r < n) et qu'il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(Sr) = Sﬁz)

(pour 1 & r < n).

QUELQUES LEMMES SUR LES SINGULARITES.

n champs de vecteurs définis sur un voisinage de

LEMME 1 : Soient X1,...,Xn
0 dans R2n tels que
(i} le jet d'ordre 1 de X. en 0 est V qj

(ii) rang (X1""’Xn) £r sur Sr

Soit I un champ de vecteurs tel que :

(iii) rang (Z,X1,...,Xn) £ n partout

(2)

(iv) rang (Z,X1,...,Xn) L r sur Sr

Alors il existe n fonctions g1,.,gn de classe C® sur un voisinage de 0

telles que 7(z) = % Ej(Z) Xi(Z) .
n
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DEMONSTRATION.

De 1'hyposhése (i) sur Xy--.X,, on déduit que X,...X sont indépendants sur
un ouvert dense de U (le complémentaire de 5(2))
continuité et la différentiabilité des fonctions Ei sur S(Z).

. Le seul probléme est donc la

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre de vecteurs et
la dimension des strates du liey singulier en appliquant Tes 2 lemmes (trés simples)
suivants

LEMME 2 :
Soit f une application de classe c” de]izn dans R telle que f E1 =0

Alors il existe 91 et h1 2 applications de classe Coo telles que

f=x9y +yhy .

LEMME 3 :

(2)

Soient Vi (1 < ig&m) m sous-espaces contenus dans 52
fi (1 L1 n) mapplications de Vi dans R .

.= f, V. V..
On suppose gque f1 fJ j n j

Alors il existe f de Rzn dans R telle que f’]V_i = fi'

{Il. Démonstration du théoréme
ETlle se fait en 3 étapes.

A) CONSTRUCTION D'UN DIFFEOMORPHISME ¢ TEL QUE ¢(S) = S(Z)

On construit le difféomorphisme ¢ par induction sur la dimension des strates

en faisant 1'hypothése de récurrence suivante :

Hypothése de récurrence : R, 4

Pour tout i (1 L i < k) soit (h1,...,hi) une famille d'applications d'un

2N jans R vérifiant les hypotheses (i), (ii), (iii), du

théoréme et 1'hypotheése (iv)' : 1'algébre de Lie engendrée par hgg?.qhgz)estdenﬁm
elliptique de dimension i. Alors il existe un difféomorphisme ¢ d'un voisinage

de 0 dans R2n tel que ¢1(Si) = ng)

voisinage de 0 de R
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(Dans cet énoncé Si est le Tieu singulier de la famille engendrée par

1,...,h_i).

Si k=1 RO est toujours vérifiée car So = 1 point.

Supposons Rk-1 vérifiée on démontre RK en appliquant le lemme suivant
(2)

(Temme 4) successivement a tous les sous-espaces contenues dans S~ pour la
*
structure symplectique ¢k_1(mo) et les fonctions h1 o ¢k—1""’ hk o ¢k-1

LEMME 4 :

Soit h1,...,hk k applications de R2n dans R vérifiant les hypothéses
(i) , (ii), (iii), (iv)' . Soit Jfk 1'algébre engendrée par h1...hk

(2)

On suppose que Sk—1 = Sk 1

Soit E un sous-espace symplectique de dimension 2(k-1) conténu dans Sk-1
Soit h un élément de ;%1 vérifiant les hypothéses suivantes :
i) e =0
(2) gt
(iii) Jf(z)/E
2(k-1) de Q/E.

(ii) h

est une forme quadratique non singuliére..

est une sous-algébre de cartan de dimension

, . , 2k -
Alors il existe une unique sous-variété N de R tangente & E en 0 sur
lagquelle le rang de Dh1,...,th est inférieur a k.

. . . 2
En outre si h' est une autre application de R " dans R telle que

{hl’hi} =0 pour 1 L K Kk.

Alors le rang de Dh1,...,th , Dh' est inférieur & k sur N.

Sans rien changer a la généralité du probléme, on peut supposer que

n(2)y

hgz)/E seees Ny g E engendrent 3?‘2)/E et que hk = h.

Pour toute application e = (51,..., £) de R2n dans Rk on considere le
champ :
X5(z) = € dvhy +...+ g 4 IVh 4 + JVh

et on cherche ¢ voisin de 0 telle que 1'équation X¥(z) = 0 admette des solutions
en z dans un voisinage de 0.
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On pose F = et et on note Ilg , TIp les projections orthogonales respectives sur
E et F on pose HE(z) = zp HF(z) = zp.

k assez proche de 0, le théoréme des

Pour toute application ¢ de R2n dans R
fonctions implicites (applicable grace a 1'hypothése (ii)) montre qu'il existe

une application @ d'un voisinage de O dans E, dans F telle que :
€ -
HFX (zE,wE(zE)) = 0.
On résoud ensuite 1'équation HEXE(ZE’we(ZE)) = 0 en appliquant le lemme 1 sur

les singularités aux champs e XE, e JVh1 seees IIp Jth_1 » Mg Jvhk .

L "hypothése de récurrence montre que les hypothéses du lemme 1 sur le rang de ce
systéme de vecteur sur le lieu singulier sont bien vérifiées. On en déduit
1'existence de fonctions c, 8(zE) telles que :

k
€ _
MeX™(zp .0 (zg)) = 1_)5 Ci,e(ZE) e Jvhy(zp,0 (zp))

1

I1 reste donc pour déterminer € & résoudre le systeéme de k équations a k
inconnues.

L'application € étant ainsi déterminée, le graphe de @ est une sous-variété N,
tangente a E en 0 Te Tong de laquelle le rang de Dh1(z),...,th(z) est inférieur
a k.

En outre si h' est telle que {h',hi} = 0 1'image par le flot de J grad h' de N

vérifie les mémes propriétés. La variété N d'apreés sa définition étant unique,

N est invariante par le flot de J grad h' ; N étant symplectique et de dimension
2(k-1) le long de N J grad h' est combinaison linéaire de J grad hé (1 <U<Kk)

Donc N est contenue dans le lieu singulier Sk-l(Jf)‘

FIN DE LA CONSTRUCTION DU DIFFEOMORPHISME.

Avec les notations précédentes on pose :
0(zpszp) = (zp » zp - o (zg))
On remarque que ce difféomorphisme laisse fixe le sous-espace d'équation zpg =0

ainsi que tous les points ou zp = 0 et @g(ZE) =0 . C'est-a-dire tout les points

de E contenus dans S, _,(#).
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B) CONSTRUCTION DES FONCTIONS vy

D'apres la partie A, nous pouvons supposer que outre les hypotheses du
(
théoreme les lieux singuliers de ¥ et Jf‘z coincident.

Dans toute 1a suite, on utilisera le lemme suivant :

LEMME 5 : Soit sur Rzn une fonction h telle que : {h,q]-} = 0 pour tout i
(1 £ i€ n). alors il existe une application | de R" de R telle que :

h = ‘P(QP---,qn)-

REMARQUE. Plus intuitivement les hypothéses du lemme se traduise par
h est constante sur les tores d'équation qi = ¢4 (1 i ¢ n)

DEMONSTRATION.

Elle se fait par récurrence sur n.

Sin=1 q = x2 + y2 ; la fonction h est constante sur les cercles

Le théoréme d'inversion locale appliqué au passage en coordonnées polaires
montre que la fonction Y existe et est continue sur un voisinage de O et de classe
¢® sur R - {0} ; pour montrer que cette application est de classe C on se
raméne a un théoreme classique sur les fonctions paires définies sur R en
considérant 1'application h(x,0) ; La démonstration précédente se généralise
facilement au cas ol 1a fonction h dépend d'un parametre t.

Nous faisons 1'hypothése de récurrence suivante (H).

2(n-1)

Soit h une application de Rk x R dans R telle que :

{h,qi} =0 pour 1 i n-1 (qi(xi’yi) = X? + Y$

n-1 i

Alors i1 existe une application ¢ d'un voisinage de 0 de Rh x Rn_1 telle que

h(t,x1,...,xn_1, y1,...,yn_1) =y (t,q1,...,qn_1)



Démontrons 1'assertion précédente du rang n.(Hn).
D'aprés 1'hypothése de récurrence, en prenant pour paramétre (t,xn,yn)

il existe une fonction b1 telle que

h(t,x1,...,Xn,y1,...,yn) = wn_1(t,Xn,yn,q1,---sqn_1) .

En appliquant une fois encore 1'hypothése de récurrence a la fonction Vg en
considérant (t,q1,...,qn) comme parametres on en déduit qu'il existe une fonction
telle que :

wn_1(taxnsynsq1s~-~sqn_1) = w(t,q19---sqn) .

CONSTRUCTION DE LA FONCTION g

Nous construisons la fonction y de 1'énoncé du théoreme par récurrence

sur les strates au lieu singulier.

=

Sans rien changer a la généralité du probléme, nous pouvons supposer gque

CONSTRUCTION SUR LES STRATES DE DIMENSION 2

Le lemme de Morse appliqué a la restriction de hi a Ei montre qu'il

existe un difféomorphisme ¢1 1 de Ei tel que :

il o i T
i
Le Temme montre alors qu'il existe des fonctions wj i telles que :
si j f i hle o ¢1’1 = wj,i,1 (Qi)
i
Py (ag) =g

On construit alors le difféomorphisme diagonal

¢1 = (¢1’1s°--5¢n,1) .

n

D'autre part V. (0) =0 Vj et Vi. On pose wj’1(q1,...,qn) = E wj,i,1(qi)

J,i,1 ;

On remarque que %’1 IEi = wj,i,1 .
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LEMME DE RECURRENCE.

On suppose sur R2k espace symplectique données k fonctions (h1,...,hk)

(
vérifiant les hypotheses au théoreme et telles que Sk_1(9fk) = Sk_1(3f“2)) ol

JfL est 1'algebre de Lie engendrée par h1...hk. On suppose d'autre part qu'il

2k

existe des fonctions Vysenns wk définies sur R~ telles que :

h-i = wi(q1,-..,qk) sur Sk_,l(éfk) .

Alors i1 existe un difféomorphisme local by de R2k tel que hi o by = wi(q1,...,qk)

sur un voisinage de 0.

2k

En outre si h est une fonction définie sur R~ telle que {h,hi} =0

alors i1 existe y telle que h . ¢, = w(q1,...,qk).

On applique 1a méthode dite du chemin de Moser. On construit un champ de
vecteurs Zt dépendant du temps tel que :

V. 1 \< J \< k d(wj(Q“a--'aqn) + t(hJ - U)j(q1s---,qn))J Zt = '(hj - q)j(q1s-~'sqn)’)

La construction de Zt est possible car hj - wj(q1,...,qn) s'annule sur Sk_1(3fk)
grdace au lemme 1 sur les singularités.
On remarque que Zt s'annule sur Sk—1(3fk)‘ On pose N le flot de Zt ,

on vérifie que ¢q est le difféomorphisme cherché.
La deuxieme partie de la conclusion se déduit immédiatement du lemme.

Indications_sur_la_construction_globale des fonctions v, et du_difféomorphisme q

On construit d'abord, comme indiqué ci-dessus les fonctions y. , et le
difféomorphisme ¢1.Puis a chaque sous-espace Ei + Ej on applique le lemme de
récurrence, ce qui permet de construire sur Ei + Ej les fonctions LT j,2 et

le difféomorphisme by 3,2 (pour 1 £ g & n) b5 3,2 est 1'identité en restriction

N

a E5 o+ Ej et wx,i,j,z / By = Yo.q.1
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Le procédé diagonal utilisé au début de ce paragraphe permet donc de

Zn

construire un difféomorphisme ¢, de R™" et des fonctions ¢ telles que pour
2 2,2 g

tout triplé (i,j,&), on ait :
Ny o %2y = ¥g,g,2 (950 e0p) -
E-i_'_ Ej 2 3\]9

On est alors en mesure d'appliquer le lemme de récurrence a chaque sous-espace

Ei + Ej + Ek'

C) CONSTRUCTION D UN DIFFEOMORPHISME SYMPLECTIQUE TEL QUE LE THEOREME SOIT VERIFIE.

Le difféomorphisme ¢ construit a 1'étape B) de la démonstration transforme

la forme symplectique w, en une forme v, = 5‘(wo)

On remarque d'autre part que Te feuilletage en tores T" défini par les
équations q; = 1 est lagrangien pour les structures symplectiques définies par les
les formes R et w . En effet pour la structure initiale c'est évident. Pour 1la

structure définie par Wy On remarque que :

{hi o ¢ s hj o ¢}w = {hi’hj}w =0

1 0

et le feuilletage défini par les équations hi o = ki coincide avec le feuilletage
défini par les équations q; =C¢5 . On montre sous ces hypothéses qu'il existe un
difféomoéphisme ¢ respectant le feuilletage tel que y~ Wy = W, (La démonstration

de ce point est treés détaillé dans la theése d'Elliasson).

Alors hi o ¢ o P est constante sur chaque feuille du feuilletage donc il
existe des fonctions ¢% telles que

hi o 9 o w = w% (q19---9qn)-
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