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THEORIE CLASSIQUE DES CHAMPS EN INTERACTION : 

THEORIE DE JAUGE ET INTERPRETATION GEOMETRIQUE 

* 
Hélène e t Yvan KERBRAT 

I. Introduction. 

Il e s t d 'usage de c o m m e n c e r un exposé sur ]a t héo r i e des champs par les 

champs m a t é r i e l s c lass iques l ibres . Cependan t c e t t e notion pa ra î t ne pas avoir 

de sens physique e t seule une t héo r i e quant ique des champs en i n t e r ac t i on pour ra i t 

s a t i s f a i r e le physic ien. 

En e f f e t , le but de la t héo r i e des champs es t de déc r i r e la s t r u c t u r e "f ine" de 

la m a t i è r e e t , seule une t héo r i e quant ique a quelques chances de donner des r é s u l t a t s 

conformes à l ' expé r i ence . Une théo r i e de champs c lass iques ne saura i t donc ê t r e 

compr i se que c o m m e " l imi te c lass ique" d 'une théo r i e quant ique des c h a m p s . Son 

i n t é r ê t peut ê t r e de cons t i t ue r une base de dépa r t pour une quant i f ica t ion (par 

ana logie a v e c le passage de la mécan ique c lass ique à la mécan ique quant ique) . 

D ' a u t r e pa r t r emarquons que la not ion de "champ l ibre" n ' e s t que pu remen t a b s t r a i t e 

e t ne peut ê t r e qu 'une in t roduc t ion à l ' é tude des champs en i n t e r ac t i on , ces dern ie rs 

a y a n t quelque c h a n c e de r e p r é s e n t e r une r é a l i t é physique. 

Dans les chap i t r e s qui suivent nous é tud ie rons les champs c lass iques (le point 

de vue se ra toujours r e l a t iv i s t e ) en m e t t a n t en év idence les not ions géomé t r i ques 

é l é m e n t a i r e s sous - j acen te s . 

On d i s t inguera , selon l 'usage , deux types de champs : 

1. les champs de m a t i è r e (de pa r t i cu le s ma té r i e l l e s ) associés à des ensembles (des 

"nuages") de pa r t i cu les ; 

2. les champs de jauge co r respondan t aux i n t e r ac t i ons de la physique des pa r t i cu les 

qui sont , à c e jour, c l a s sées en q u a t r e grands types : 
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- la g rav i t a t ion 

- l ' é l e c t r o m a g n é t i s m e 

- les i n t e r ac t i ons faibles 

- les i n t e r ac t i ons fo r t e s . 

Les deux p remie r s co r responden t à des ac t ions à grande d i s t ance , les deux de rn ie r s 

en r evanche r e p r é s e n t e n t des ac t ions de c o u r t e po r t ée (de l 'o rdre de grandeur du 

rayon du noyau a tomique ) . 

Dans ce qui sui t , on négl igera tout phénomène g rav i t a t ionne l : l ' e s p a c e - t e m p s 

sur lequel on se p l ace ra se ra celui de la r e l a t i v i t é r e s t r e i n t e (ouver t de l ' e space 

de Minkowski). 

II. Champs de matière classiques l ib res . 

§ 1.Définition générale : 

Un c h a m p de m a t i è r e associe à un s y s t è m e donné de pa r t i cu le s une sec t ion 

cpd'un c e r t a i n fibre vec tor ie l réel ou complexe E dont la base es t l ' e s p a c e - t e m p s V^. 

La conna i ssance de cp d é t e r m i n e la physique du s y s t è m e e t la dynamique du 

c h a m p ré su l t e de la donnée d 'une dens i té lagrangienne S£ , fonct ion rée l l e sur 

le f ibre <y*(E) des 1 - je ts de sec t ions du fibre E. 

Dans la théor i e locale des champs ma té r i e l s l ibres on suppose que le f ibre E 

es t t r iv ia l i sab le e t qu 'une t r iv ia l i sa t ion en es t chois ie . On peut alors poser : 

E = V, x S 

où S es t un e space vec to r i e l rée l ou complexe de dimension f inie. 

Un c h a m p class ique l ibre sera donc défini par une appl ica t ion ( suf f i samment 

d i f fé ren t iab le ) cp : + S , solution d 'une équat ion aux dér ivées pa r t i e l l e s définie 

par la dens i t é l ag rang ienne . 

Les dens i tés lagrangiennes que l 'on cons idé re ra se ront des fonct ions de type : 

<£ : S x L ( I R \ C ? ) -> I R 

c ' e s t - à - d i r e qu 'e l les ne dépenden t pas e x p l i c i t e m e n t du point de l ' e s p a c e - t e m p s . 

C e t t e hypothèse p e r m e t dans la p ra t ique d 'obteni r des lois de conse rva t ion par 
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appl ica t ion du t h é o r è m e de Noe the r (voir § 2 ). La dens i té lagrangienne S£ é t a n t 

donnée , le lagrangien d 'une appl ica t ion çp : -> S à l ' ins tan t t = x° es t : 

(II.1.1) L (t) = i?(cp(x), a^xWdx 1 A dx 2 A dx 3 

* J IR3 

où R 3 représente l 'espace physique e t 3cp désigne la différentiel le de cp . 

Définition l.Un champ classique libre associé à la densité lagrangienne S£ rend 

extrémale l'intégrale d'action : 

A(<p) = L_( t )d t = J5f(<p(x), 9cp( x ) )dx 
J R 9 \ 

L'équa t ion du c h a m p l ibre es t donc l ' équa t ion d 'Euler de ce prob lème de ca lcul 

des var ia t ions e t s ' é c r i t : 

(n.1.2) 4f{cp(x)' 8 c p ( x ) ) = V a O ^ r
 (cp(x)' 8(p (x ) ) ) 

o ù , au second membre , il y a sommat ion sur a - 0,1,2,3 (convent ion d 'Eins te in) . 

§ 2. T h é o r è m e de Noe the r e t lois de conse rva t ion . 

Soit cp : S une solution de l ' équat ion (1.2) e t soit T le t enseur une fois 

cova r i an t e t une fois c o n t r a v a r i a n t sur V^, dont les composan t e s sont : 

(11.2.1) Tg(x) = 3 ( 3 i f

c p ) - (cp(x) , 3cp(x)) 9 gcp (x) - ô £ #<<p(x), 8<p (x)) 

Alors on a : 

9 a T B ( x ) =

 9 a ( Trl^r ( c p ( x ) ' 3 c p ( x ) ) )
 V ( x ) + irff^T 3<p(x» a ^ ^ x ) 

- ap(J^(p(x), 8<p(x))) = 

= - | | - ( < p ( x ) , 3cp(x)) 3 6 cp(x ) + g f̂̂ T ( c p ( x ) ' 9 ( P ( X ) ) 8 B V 0 0 " 

- 3 g ( i f ( cp (x ) , 3<p(x))), 

donc : 

(11.2.2) a j " = 0 
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C e t t e p rop r i é t é se t r adu i t en disant que le tenseur T e s t conservatif . 

Posons 

(11.2.3) P f t ( x ° ) = T° ( x ) d x 1 A d x 2

 A d x \ 

B J I R 3 P 

En appl iquant (2.2) e t le t h é o r è m e de Stokes on t rouve a i s é m e n t que , si cp 

es t à support c o m p a c t dans la d i rec t ion de l ' e space R 3 (par exemple ) , les Pg sont 

des c o n s t a n t e s . 

H = P q e s t l 'énergie du c h a m p cp ; 

les P = -P pour a =1,2,3 sont les composan te s du vecteur-impulsion du 

c h a m p . 

(H = P ° , P X , P 2 , P 3 ) e s t appe lé quadrivecteur énergie-impulsion du c h a m p cp e t 

T es t son tenseur énergie-impulsion. 

Soit G un groupe de Lie de t r ans fo rma t ions de muni d 'une r e p r é s e n t a t i o n 

dans l ' e space vec to r i e l g . Alors on a une ac t ion à gauche (g,cp) * — c p ^ de G 

dans l ' e space des fonct ions cp : •> S où 

cp g l x ) = gcp (g *(x)) 

Définition 2. On dit que G est un groupe de symétries pour la densité lagrangienne 

(et donc pour l'équation (1.2)) si S£( cpfxj, 9cp(x» ne change pas lorsque Von y 

remplace cp pa r cp^ et x p a r g(x), pour tout g ^ G . 

Remarque. 

Si G opère t r i v i a l e m e n t dans on dit que G es t un groupe de symétr ies internes . 

Lemme 1. Soit G un groupe de symétries pour la densité lagrangienne 5£ et 

soit co un élément de Valgébre de Lie <g du groupe G . On considère le champ 

de vecteurs £ défini sur par : 

(11.2.4) Ç (x) = ( f(x)) = ^ < e x p ( t a ) ) x ) | t = o 

Alors on a : 
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01 .2.5) < _ | ^ ( C p ( x ) , 3 c p ( x ) ) , - | r e x p ( t o o ) c p ( x ) | t q > 

+ < 1 ( 3 — ^ T ( c p ( x ) ' 9 ( P ( x ) ) , - g Y exp(tu)) 3 a c p ( x ) | t = Q > 

" < T 7 l ' ^ T ( c p ( x ) ' 3 c p ( x ) ) ' 8 a ^ ( x ) V ( x ) > = 0 

Démonstration. 

D'après la défini t ion 2 on a : 

V g e G J^(gcp(x), go3cp(x) c dgl(g(x))) = J^(cp(x), 3cp(x)) 

Il en r é su l t e que : 

-j^-oS?[exp(to))cp (x), exp(t(jo)o( 8(p (x)) o 3 exp(-to))(exp(t(jû)x)] = 0, 

V ( t , x ) G R x V^. 

En exp l i c i t an t c e t t e dé r ivée pour t = 0 on ob t i en t : 

< y^-(cp(x) ? 3cp(x)) , -y^ exp(to))cp(x) t = Q > + 

+ < - g ( ^ ! ^ y - ( c p ( x ) , 3(p(x)) , - |Y exp(to)) 3 acp(x) t = Q > + 

< - g ^ - | ^ y ( c p (x), 3cp(x)), 3gCp (x) 3 o t e x D ( - t ( A ) ) ^ ( x ) | t _ o > + 

3 8 3 Y 
+ < g / 3 v (<p(x), 3cp(x)), 3gCp (x) [3 3 a exp(- to)) p (exp( to))x) exp(to)) Yx]l o > = 0 

On voit f ac i l emen t que le dern ie r t e r m e e s t nul e t que le t r o i s i ème s ' é c r i t , c o m p t e 

tenu de (2.4) : 

< 3 ( 3 ° ^ ) ( y ( x ) , 3cp(x)),- 3 a ^ ( x ) 3 B cp(x) > 

Théorème de Noether . Soit G un groupe de symétries pour la densité lagran-

gienne S£ , préservant la forme volume canonique de V^. 
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Pour tout b) <=- r$ et pour toute solution cp de Véquation (1.2) le champ de 

quadrivecteurs J> donné sur par : 

(IL2.6) J>a(x) = - T g ( x U B ( x ) + < ^ g ^ T ( 9 ( x ) , 3 c K x ) ) , | - ( e x p ( t œ ) c p ( x ^ 

es t conservati!' (i.e. 9 . / a - 0 ). 
a 

Démonstration. 

C o m p t e tenu de (2.2) e t de (1.2) on a : 

V A ( X ) =
 " T 8 ( x ) 9 a ç 6 ( x ) + < TÎ~ ( ( P ( X )' 3cp(x) ) , - | r exp( ta ) )cp(x) > 

or 

+ < " â T F ç y ^ 9 ^ 9 c p ( x ) ) ? T t e x P ( t a ) ) 9 a 9 ( x ) | t - o > " 

En appl iquant le l e m m e 1, on ob t ien t : 

d S\x) = -Ja(x) 3 Ç 3 ( x ) + < T T

9 ^ - T ( ( p ( x ) , a c p ( x ) ) , 8 a Ç
B ( x ) 8 6 cp(x) > 

or 

= JS?(cp(x), 3cp(x))div Ç(x) - 0 

(hypothèse d ' invar iance de la fo rme volume) . 

Remarques. 

1. La p rop r i é t é du tenseur d ' impuls ion-énerg ie d ' ê t r e conserva t i f peut é g a l e m e n t 

s ' i n t e r p r é t e r c o m m e une conséquence du t h é o r è m e de Noe the r appl iqué au 

groupe des t r ans la t ions de l ' e s p a c e - t e m p s (opéran t t r i v i a l e m e n t dans ê). 

2. Un des ax iomes fondamentaux de la théor i e r e l a t i v i s t e des champs es t que 

le groupe de Loren tz (ou son r e v ê t e m e n t universel SL(2,(D)) es t toujours un 

groupe de s y m é t r i e s de la dens i té lagrangienne ( invar iance de L o r e n t z ) . Si G 
Œ 8 

es t le groupe de Loren tz L(4), le t e r m e ~T ^ £ dans (2,6) cor respond au tenseur 

de moment orbital, le second t e r m e cor respond au tenseur de moment de spin. 

On dis t ingue deux grands types de champs de m a t i è r e : 
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1. les champs de bosons définis par une r ep ré sen t a t i on l inéa i re dii groupe de Lo ren t z 

L(4) e t une dens i t é lagrangienne a d m e t t a n t L(4) c o m m e groupe de s y m é t r i e s 

(pour son ac t ion na tu r e l l e dans l ' e s p a c e - t e m p s plat e t la r e p r é s e n t a t i o n 

l inéai re donnée) ; 

2. les champs de fermions (spinoriels) pour lesquels la dens i té lagrangienne a d m e t 

le groupe de spin SL(2,Œ) c o m m e groupe de symét r i e s (pour une r e p r é s e n t a t i o n 

de SL(2,Œ) dans l ' e space vec to r ie l de dimension finie e t l ' ac t ion de SL(2,(E) sur 

dédu i t e de ce l le de L(4)). 

§ 3. Deux exemples fondamentaux de champs de m a t i è r e . 

A. C h a m p sca la i re ou pseudo-sca la i re complexe (chargé) - (Mésons ÏÏ~). 

Dans ce cas S = <E muni de la r e p r é s e n t a t i o n t r iv ia le de l ' a lgèbre de Lie du 

groupe de L o r e n t z . Les équa t ions de c h a m p l ibre sont les équa t ions de Klein-Gordon : 

• cp = m 2 cp 

( I I .3.1) 

• cp = m 2 cp 

ex (3 

où • = -n 3 ^ 3g es t le d 'A lember t i en , m es t la dens i té de masse du c h a m p 

e t cp es t le complexe conjugué du c h a m p cp : V ,̂ € . 

La dens i t é lagrangienne co r r e spondan te es t : 

(II .3.2) i f = r i a e 3 a 9 3 g cp - m 2 9 c p . 

Le t enseur d 'énerg ie- impuls ion du c h a m p s ' expr ime par : 

(II .3.3) Tg = n a Y 3 y cp 3gcp + r i a Y 3 Y c p 3gcp- ô g i f . 

On r e m a r q u e qu'il e s t au to-ad jo in t ( r i a ~ ^ 3 y Cela n ' e s t P a s * e c a s 

en généra l e t e s t lié à l ' absence de spin. 

La dens i té d ' énerg ie du c h a m p cp es t : 

3 
T ° = Z | 3 4 c p | 2 + m 2 | cp | 2 > 0 . 

i-o 

La dens i té l agrangienne (3.2) a d m e t le groupe G = U(l) c o m m e groupe de s y m é ­

t r i e s in te rnes dont l ' ac t ion es t donnée par : 
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- ie 
cp < > e cp 

i 6 -
cp . > e cp 

En appl iquant le t h é o r è m e de Noe the r on ob t i en t le quadr ivec teu r conserva t i f 

de composan t e s : 

(II .3.4) f = *n (q> 3^cp - cp 9 g c p ) 

qu 'on appe l le quadrivecteur courant. 

L ' in t ég ra l e p r e m i è r e de l ' équat ion ( 3 . 1 ) de Klein-Gordon qui lui co r respond , 

(II .3.5) Q = > 0 ( x ) d x X A d x 2 A d x 3 

J IR 3 

s ' i n t e r p r è t e c o m m e la cha rge du c h a m p cp . 

B. C h a m p de_spineju_rs_ ( é l ec t rons , pos i t rons , nucléons , mésons p, quarks , e t c . ) 

Le cas le plus s imple es t ici obtenu pour S - <Lh muni d 'une r e p r é s e n t a t i o n 

sp inor ie l le . La r e p r é s e n t a t i o n inf in i tés imale de l ' a lgèbre de Lie £(4) = sl(2,<E) 

assoc iée peut ê t r e d é c r i t e c o m m e suit : 
à tou t oo = ( (JÔ j ) e l (b) on associe la m a t r i c e : 

p 

(II .3.6) S = ± ^ [ y * , Y B ] e g l ( * , ( E ) 

Y 
OU ( j 0 o : = n ( J L ) o = - ( j 0 o 

a B oty B Bot 

e t où les y > a = 0 , 1 , 2 , 3 , sont q u a t r e m a t r i c e s de Di rac , c ' e s t - à - d i r e des m a t r i c e s 

complexes t e l l es que : 

a B 3 a ~ a 8 
Y y + Y Y = 2ri 

G é n é r a l e m e n t on en chois i t la réa l i sa t ion su ivan te : 

o / ' 2 1 0 \ a I 0 | J a \ 

\ » -h I 0 / 

où les a , a = 1,2,3, sont les m a t r i c e s de Pauli : 
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°i=C о)- Ц° Ш .!)• 
L'équa t ion du c h a m p spinoriel es t l 'équation de Dirac 

(H .3.7) i у а Э^ф = m ф . 

En r e m a r q u a n t que l 'on a : 

(i y B 3 g + m)(i y a 3 a - m) = • - m 2 , 

on voit que t o u t e solution de l ' équa t ion de Dirac es t solution de l ' équat ion de 

Klein-Gordon (la réc ip roque é t a n t é v i d e m m e n t fausse) . 

Notons ф : + ( С ц ) le conjugué de Dirac de ф : •> С 4 . On a : 

ф (x) = (ф(х)) y° 

où ( ф (x)) es t la m a t r i c e ligne t r ansposée conjuguée de la m a t r i c e colonne ф(х). 

Par conjugaison de Dirac on dédui t de (3.7) : 

(II .3.8) i Э а ф у а + mcp = 0 . 

Les équa t ions de Dirac (3.7) e t (3.8) cons t i t uen t l ' équa t ion d 'Euler dédui te 

de la dens i t é lagrangienne : 

(H .3.9) = ( ф Y A Э а ф - Э а ф у а ф ) - т ф ф . 

Le t enseur d 'énerg ie- impuls ion s ' éc r i t : 

(II . 3 . 10) T g = j ( cp Y Œ 3g ф - Э^ф Y A Ф ) • 

Le groupe de s y m é t r i e s in te rnes U(l) fourni t le quadr ivec teu r couran t conserva t i f : 

(II .3,11) Jta = ф У % . 

En o u t r e la dens i t é lagrangienne (3.9) a d m e t le groupe SL(2,<E) c o m m e groupe 

de symé t r i e s . Pour chaque аз = ( ша

0 ) e Л (4) on a, d ' après le t h é o r è m e de Noether , 
p 

le quad r ivec t eu r conserva t i f : 
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(II.3.12) = T o r x 1 + b 0 ) O X ? 

8 y 86 

où les quan t i t é s 

ç a , 8 S 1 — ( OLr 8 S-i , r 6 8 i ou 
S = jr cp( Y L y M

? Y J + L Y , y J Y ) 9 

sont les composan t e s du tenseur de moment de spin. 

III. Champs classiques en interaction. 

Il e s t g é n é r a l e m e n t admis en physique théor ique que chacune des t ro is i n t e r a c ­

t ions (non grav i ta t ionne l les ) de la physique des pa r t i cu les es t assoc iée à un groupe 

de Lie c o m p a c t : 

(i) U(l) pour le champ é l e c t r o m a g n é t i q u e , 

(ii) SU(2) pour les i n t e r ac t ions faibles , 

(iii) SU(3) pour les i n t e r ac t ions fo r t e s . 

A c t u e l l e m e n t de nombreuses t e n t a t i v e s ont pour but de r e m p l a c e r ces groupes 

par un groupe plus "grand" donnant une descr ip t ion un i t a i re des t ro is i n t e r a c t i o n s . 

Dans ce qui suit G dés ignera un groupe de Lie c o m p a c t fixé co r re spondan t 

à une interaction que l'on dira de type G. 

Le c a d r e g é o m é t r i q u e pour c e t t e i n t e rac t ion es t a lors un fibre pr incipal de 

groupe s t r u c t u r a l G. 

§ 1. In t e rac t ion e t g é o m é t r i e d i f fé ren t i e l l e . 

a) Champs en in t e rac t ion _ e t_ e_s_p a c es_ J j bj_é s : 

On suppose donnés : 

(i) Un groupe de Lie c o m p a c t G associé à une i n t e r ac t i on (de type G ) . 

On fixe un produi t sca la i r e défini positif (. | . ) sur l ' a lgèbre de Lie de G, 

invar ian t par la r e p r é s e n t a t i o n adjo in te . 

7T 
(ii) Un fibre pr incipal P 2-> (où es t l ' e s p a c e - t e m p s ) , de groupe s t r u c -
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tu ra l G. 

P es t appelé espace des facteurs de phase. 

(iii) Une r e p r é s e n t a t i o n un i t a i r e p de G dans un e space vec tor ie l he rmi t i en 

(ou eucl idien) S. 

Soit E > le f ibre vec tor ie l associe a P par la r ep ré sen t a t i on p (Rap ­

pelons que E es t l ' e space quo t ien t de P x g par G opéran t c o m m e suit : 

(IH.1.1) g . ( p , 0 = (R ! ( p ) , P ( g ) 0 
g 

où g ^ G, p c P , Ç G £ ) . 

Un c h a m p en i n t e r ac t i on de type G es t une sec t ion s de ce fibre vec tor ie l , s o l u ­

tion d 'une équa t ion assoc iée à un lagrangien que l 'on in t rodui ra plus loin. 

Remarquons que l ' e space des sec t ions du fibre E es t n a t u r e l l e m e n t i somor­

phe à l ' e space des fonct ions ip : P + S de type p , c ' e s t - à - d i r e t e l l e s que 

(III.1.2) (R (p)) = p ( g " 1 ) i | j ( p ) . 

C e t i somorphisme es t cons t ru i t de la façon su ivan te : 

E t an t donné une sec t ion s : E, on lui associe la f o n c t i o n ^ : P •+& 

te l l e que pour tou t p ^ P , s 0

 ïï

G(p) soit l ' o rb i te de (p, \p(p)) pour l ' ac t ion de 

G dans P x S. 

Lorsque s es t un c h a m p en in t e r ac t i on de type G, la fonction qui 

lui e s t ainsi assoc iée e s t appelée fonction d'onde. 

b) Lagrangien , connexions _et dé r ivées c o y A _ i ? n î ? _ : 

Les lagrangiens cons idérés par les physiciens pour les champs en i n t e r ac t i on 

sont é t r o i t e m e n t re l iés à ceux déjà in t rodui t s pour les champs l ibres (II. § 1). 

On ve r ra c i -dessous qu' i ls ne peuvent ê t r e expr imés sans l ' in t roduct ion d 'une 

connexion sur P . 

Soit S£ : Sx L ( R ^ , < ? ) •> IR une dens i t é lagrangienne de c h a m p l ibre 

a d m e t t a n t G c o m m e groupe de symé t r i e s i n t e rnes . Soit é g a l e m e n t s : •> E 
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une sec t ion du f ibre E. 

Si f : U c + P es t une sec t ion locale de P (une jauge locale pour les 

physiciens) , on cons idère l ' appl ica t ion cp̂  : U ê t e l l e que , pour tou t x e U, 

s(x) soit l ' o rb i te de (f(x), cp^(x)) pour l ' ac t ion définie par (1.1). Si s es t un c h a m p 

en i n t e r ac t i on , cp^ s ' i n t e r p r è t e alors c o m m e un c h a m p libre local assoc ié 

à s par la jauge locale f. 

On peut no te r que l 'on a : 

où \JJ e s t la fonct ion d 'onde de s. 

Une r e m a r q u e t r è s i m p o r t a n t e es t que la fonct ion 

(III.1.3) x H + J2?(cp f(x), 3cp f(x)) 

ne dépend pas un iquement de la sec t ion s, mais é g a l e m e n t de la jauge loca le f. 

On peut la r endre in t r insèque en r e m p l a ç a n t dans (1.3) 9 cp̂  par l ' express ion 

locale dans la jauge f de la d i f fé ren t ie l le c o v a r i a n t e Ds de la sec t ion s r e l a t i v e ­

men t à une connexion u) sur P . On peut en donner une express ion ne fa isant 

pas in te rven i r de jauge locale de la façon su ivante : 

Soit \|J la fonct ion d 'onde de la sec t ion s. En chaque point p G p on 

défini t sa d i f fé ren t ie l l e c o v a r i a n t e D\p(p) e-L(IR^,<f) par : 

( I I I .M) D^(p) 3 H \p(p) O (3 TT H f 1 

P P 

où Hp c TpP es t l ' e space hor izonta l de la connexion oo au point p e t 

3 H ^ ( p ) - 3 J 
F P 

es t la d i f fé ren t ie l l e ho r i zon ta l e de \\) au point p . 

Alors il ex i s t e une unique fonct ion S£^ : -* R t e l l e que pour tout p ^ P 

on a i t : 

(III.1.5) ^ ( ï ï o ( p ) ) = 5 ^ ( P } ) 
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La fonct ion JSfp se ra appe lée la dens i t é lagrangienne de la fonction d 'onde \p 

pour la connexion oo. 

c) Conn_exions 2 courbure _et champs d e Y a n ^ e t Mills : 

On vient de voir c i -dessus que pour ob ten i r , pour un c h a m p en i n t e r a c ­

t ion, un lagrangien in t r insèque conforme aux prescr ip t ions de la physique 

on es t a m e n é à in t rodui re une connexion co, a priori a r b i t r a i r e sur le fibre P . 

C e r t a i n e s de ces connexions ont un sens physique : lorsqu 'e l les vér i f ient les 

équa t ions (1.7) e t (1.8) c i -dessous , on les appel le potentiel de champ de Yang-

Mills) (ou de champ de jauge) ; on dit qu 'une t e l l e connexion définit l ' i n t e r a c ­

t ion . 

Le c h a m p de jauge p rop remen t dit e s t donné par la forme de courbure Q, 

de la connexion. 

La dynamique d'un c h a m p de Yang-Mills es t dé r ivée , c o m m e pour les 

champs m a t é r i e l s , d 'une dens i té lagrangienne ~^YM ^ ^ n ^ e c o m m e s u ^ : 

Soit i : U c P une jauge loca le . On pose : 

f fi = F a 3 d x a

 A d x P 

où les e <§ sont les "forces du champ de jauge" dans la jauge f. 

Alors on a sur U : 

qui ne dépend pas de la jauge f (les n T sont les composan te s du t enseur 

m é t r i q u e de Minkowski). 

Soit ( e , , . . . , e ) une base de ^ (dim = p) e t on pose : 
1 p 

* i 
f co = A e. . 

i 

Les 1-formes A 1 sur U sont appe lées les potentiels de Yang-Mills dans la 

jauge f e t , par dua l i t é au moyen de la mé t r i que de Minkowski n , peuvent 

ê t r e cons idé rées c o m m e définissant des champs de "bosons vec to r ie l s " . 
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La formule (1.6) indique que ces "bosons" sont sans masse (absence de t e r m e s 

quadra t iques en les A 1 ) . On ver ra plus loin (§ 2) c o m m e n t , sous c e r t a i n e s 

hypo thèses , les champs de jauge peuvent engendrer de vé r i t ab les champs 

de bosons avec masse . 

d) E_q u a t i o n_s_ d e s _ c h_amp s _ e n_ _i n t_e r a e t i o n_ : 

Considérons une sec t ion s : + E déf inissant un c h a m p en i n t e r a c t i o n 

de fonct ion d 'onde \[> : P ê e t un po ten t i e l de c h a m p de jauge 0 ) . 

Les équa t ions vér i f iées par ces deux champs en i n t e r ac t i on sont données 

par l ' équa t ion d 'Euler assoc iée à la dens i té lagrangienne ^ + o ^ Y M ' ^ n ° ' : > 1 : ^ e n 1 : : 

- d 'une p a r t , pour une express ion locale 

CP = ^ o Í 

du c h a m p m a t é r i e l défini par s, l ' équat ion 

(111.1.7) f f ^ * ) ' D ( P ( x ) ) = D a ( a^p 7 c p ) ( c p ( x ) ? D ( P ( x ) ) ) 

ana logue à (II. 1.2) où l 'on a r e m p l a c é les dér ivées ord ina i res par les dé r ivées 

c o v a r i a n t e s ; 

- d ' a u t r e pa r t , pour le c h a m p de Yang-Mills , une équat ion de la fo rme : 

(111.1.8) r i 3 ï D F Q d x a = j 

où la 1-forme j sur U c qui défini t les courants de champs de mat ière 

s ' éc r i t : 

(111.1.9) j = f V , 

é t a n t une 1-forme tensor ie l l e sur P à valeurs dans <§ . 

e) Exemples : 

1. G = U( l ) , 

la r e p r é s e n t a t i o n p de U(l) dans ê é t a n t la mul t ip l ica t ion par les 

s ca l a i r e s . 

il cor respond alors au c h a m p é l e c t r o m a g n é t i q u e . Plus p r é c i s é m e n t y fi 
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es t l ' image réc ip roque par ÏÏq d 'une 2-forme rée l le sur pour laquel le 

l ' équa t ion (1.8) donne l ' équat ion de Maxwell . On r e t r o u v e dans ce cas 

le photon c o m m e "boson vec to r i e l de jauge" . 

2. Les quarks sont ob tenus en cons idéran t la r e p r é s e n t a t i o n na tu re l l e de 

G = SU(3) dans ê = (C ) . Les huit "bosons de Yang-Mills" sans masse 

qui appa ra i s sen t dans ce cas sont appelés gluons. 

§ 2. Brisure spon tanée de s y m é t r i e e t bosons de jauge. 

a) Une br isure spon tanée de s y m é t r i e se produit lorsqu 'une s y m é t r i e du lagrangien 

d'un c h a m p l ibre ne laisse pas invar ian t l ' é t a t du vide (d ' énerg ie min imum). 

Pour préc iser ce la considérons un lagrangien de la forme : 

(111.2.1) JSf(cp(x), 3cp(x)) = n a 3 < 9 acp(x)| 3 g cp(x) > - V(cp(x)) 

où cp : S r e p r é s e n t e un n-uple de champs sca la i res cha rgés (dim ê - n), 

< . | . > es t un produi t s ca la i r e he rmi t i en sur ê e t V : S + IR es t une 

fonction potent ie l . 

On suppose que l 'on a une r e p r é s e n t a t i o n p d'un groupe compact connexe G 

dans S la issant invar ian ts : 

(i) le produi t sca la i r e he rmi t i en , 

(ii) la fonct ion po ten t i e l V. 

En o u t r e ( c e t t e hypo thèse es t impl ic i te dans tous les ouvrages de physique 

t r a i t a n t le problème) G ne laisse invar ian te aucune d ro i t e vec to r i e l l e de S* 

La dens i té d ' énerg ie du n-uple de champs sca la i res l ibres cp es t : 

(111.2.2) ao<p 
O T 

soi t , dans le cas (2.1) 

3 
(111.2.3) Jtf = l < 3 a c p ( x ) | 3 a cp(x) > + V(cp(x)). 

a- o 

Les physiciens font l ' hypothèse , e ssen t ie l l e pour eux, de l ' ex i s t ence de champs 

l ibres d ' énerg ie minimum ( é t a t s du vide), c e qui r ev ien t à supposer que le 

po ten t i e l V a un minimum absolu que l 'on posera égal à z é r o . 
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Alors l ' invar iance de jauge du po ten t i e l V e n t r a î n e que l ' ensemble V *(0) 

des points de S où V es t minimum es t une réunion d 'o rb i t e s de G . 

Pour la su i te on supposera que V *(0) e s t une tihique orbite cte G. 

Deux cas peuvent a lors se produire : 

(i) V~*(0) es t rédu i t à un point qui es t n é c e s s a i r e m e n t 0 en ver tu des hypothèses 

e t qui es t é v i d e m m e n t invar ian t par G . Dans ce cas il n 'y a pas br isure 

de s y m é t r i e . 

(ii) dim V _ 1 ( 0 ) = k » 1. 

Un é t a t du vide cpQ e V~*(0) é t a n t choisi une fois pour t o u t e s , une transfor­

mation g e G te l l e que p ( g ) c p Q i cpQ e s t appelée symétr ie spontanément 

brisée. 

Le s t ab i l i sa t eu r G q de çpQ dans G es t appelé le pet i t groupe de jauge 

cor re spondan t à cpQ dans G . 

Pour t o u t e la su i t e , on se p lace dans les condi t ions (ii). 

b) Vjd^_en_intej_act[on_et J_èduction du_gjjDupe s t r u c t u r a l : 

On se donne un fibre pr incipal P — d e groupe s t r u c t u r a l G (espace des 

f a c t e u r s de phase) e t on cons idère les champs dont la fonct ion d 'onde ^ 

e s t une appl ica t ion de P dans S (champs en i n t e r ac t i on ) . 

Une hypothèse essent ie l le (bien que g é n é r a l e m e n t impl ic i te ) en physique 

es t qu'i l ex i s t e un c h a m p d ' énerg ie minimum dont la fonct ion d 'onde i|; , 
-1 ~° 

déf inie sur P , es t à valeurs dans V (0). C e t t e fonct ion d 'onde joue un rôle 

c l é par l ' i n t e r m é d i a i r e de la proposi t ion su ivan te . 

Proposition : L'ensemble P Q = ̂ ô'^o^ C ^ e 5 t u n sous~f^r^ principal 

de P de groupe structural le ,fpetit groupe" G Q . 

Démonstration : On no te p 1 : $ L{$) la r e p r é s e n t a t i o n de l ' a lgèbre de 

Lie ^ dé r ivée de la r e p r é s e n t a t i o n p de G . 

Soit n tin vec t eu r t a n g e n t en cpQ à V~*(0). Alors il ex i s t e Ç e cg t e l que 

x] = p f(ç)<p0. 
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Mais puisque vér i f ie ( 1 . 2 ) on voit que , pour tou t p c P q on a : 

Il en r é su l t e que ^ Q

 2 P V - 1 ( 0 ) es t une submersion en tou t point de P q e t 

que P q e s t donc une sous -va r i é t é f e r m é e de P t e l l e que : 

( I I I .2 .4) dim P - dim P - k 
o 

D ' a u t r e pa r t on voit t r è s a i s é m e n t que : 

1 ) V X G P Q n i f j U ) i 0, 

2 ) V p e P o e t V g e G , R ^ P ^ g E ^ . 

On appe l l e ra i : P Q

 C—• P le p longement canonique . 

Remarquons que si OO q es t une forme de connexion sur P q , la d i f fé ren t ie l le 

c o v a r i a n t e D\b de \b r e l a t i v e m e n t à oo es t nul le . On voit donc que \p r o Y o o ^ o 

es t la fonct ion d 'onde d'un c h a m p en in t e r ac t ion d ' énerg ie minimum (= 0) 

lorsque l ' i n t e r ac t ion es t définie par une connexion oo sur P t e l l e que i oo soit 

une forme de connexion sur P . 
o 

c) Bosons de [auge _avec niasse : 

Soit le supp lémen ta i r e or thogonal de <g' dans ^ r e l a t i v e m e n t au produi t 

s ca la i r e eucl idien (. | .) invar ian t par la r e p r é s e n t a t i o n ad jo in te . # es t s t ab le 

par la r e p r é s e n t a t i o n adjointe de G q e t on n o t e r a p la r ep ré sen t a t i on de G Q 

dans ainsi indui te . 

Supposons donnée une i n t e r ac t i on de type G définie par une connexion U) 

sur P . Alors i oo se décompose selon : 

(III.2.5) i*w = 0 3 Q + y , 

où oo es t une 1- forme de connexion sur P (à valeurs dans <§ ) e t y e s t une 
o o o 

1 - forme tensor ie l l e de type p . 
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Soit f : U c V, -> P une sec t ion locale de P (une jauge loca le) . Alors 
4 o o ; ° 

on peut mon t r e r que la d i f fé ren t ie l le c o v a r i a n t e de \p r e l a t i v e m e n t à 0) en 

un point f(x) s ' éc r i t : 

(111.2.6) D i|>o(f(x))(Y) = p ' ( f* Y (x ) (Y) )cp o 

où x e U e t Y G T V. . 
x 4 

Soit ( e j , . . . , e^ ) une base o r t h o n o r m é e de % e t posons : 

(111.2.7) f*y = Y 1 d x a e . 

i i ot ' 
Les Y = Y dx fo rmen t un k-uple de 1-formes rée l les sur U. 

Le lagrangien déc r ivan t l ' i n t e r ac t ion e n t r e le c h a m p d ' éne rg ie minimum WQ 

e t le c h a m p de jauge défini par oo s ' éc r i t : 

(111.2.8) i f = n a 6 < D \p I D Q \p > + i f V R „(o>) = 
a T o ' 6 o Y M 

r X\x a3 ~ o i p:o i 
=

 i =

E j n 1 1 a $ ^(j + 

+ n

a e Y ï̂V < P , ( e i ) 9 0 | P ' ( e j ) c p o > + i ? Y M ( o ) o ) + 

+ t e r m e s de degré ^ 3 en y e t a) , 

où D ° Y r e p r é s e n t e la d i f fé ren t ie l l e c o v a r i a n t e de la fo rme t ensor ie l l e Y r e l a t i ­

v e m e n t à la fo rme de connexion oo sur P . 
o o 

Le p remie r t e r m e de ce déve loppemen t mon t r e que les Y 1 r e p r é s e n t e n t 

des champs de bosons vec to r i e l s . 

Le deux ième t e r m e es t i n t e r p r é t é par les physiciens c o m m e un t e rme 

de masse pour ces champs de bosons. La m a t r i c e de masse es t la m a t r i c e 

h e r m i t i e n n e de coef f ic ien t généra l : 

(HI .2.9) n\ = <p ' ( e i )cp o l P , ( e j ) c p 0 > 

e t dont on vér if ie a i s é m e n t qu 'e l le es t définie pos i t ive . 
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Ainsi la br isure spon tanée de s y m é t r i e e t l ' ex i s t ence d'un c h a m p en i n t e r ­

ac t ion d ' éne rg ie minimum imposent que le po ten t i e l du c h a m p de Yang-Miils 

déf inissant l ' i n t e r ac t i on soit p a r t i e l l e m e n t cons t i t ué de champs de bosons 

vec to r i e l s de masse pos i t ive . Ces bosons sont appelés bosons de jauge. 

Exemples : 

1. G = U( l ) , G Q = {1} ; 

C e t t e s i tua t ion se r e n c o n t r e en supraconduc t iv i t é où la t héo r i e de Ginzburg 

et Landau condui t à donner une masse posi t ive au photon à l ' in té r ieur d'un super ­

conduc teu r pour expl iquer qu 'un c h a m p magné t ique e x t e r n e n'y p é n è t r e pas (effet 

Meissner) . 

2 . G = U(l ) x S U ( 2 ) , G Q = U ( l ) . 

Ce cas cor respond au modèle de Weinberg-Salam des i n t e r ac t i ons é l e c t r o ­

fa ib les . Trois bosons de jauge (noté W + , W~ e t Z°) acqu i è r en t une masse pos i t ive . 

Le photon r e s t e sans m a s s e . 
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