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CODES INFINITAIRES ET AUTOMATES NON-AMBIGUS

par Do Long Van

On donne des caractérisations des codes infinitaires en termes d'automates

non ambigus.

One gives some characterizations of infinitary codes in terms of non-

ambiguous automata.

1. Rappel de quelques définitions et résultats nécessaires.

Etant donné un alphabet A on note comme d'habitude A* 1'ensemble des mots
.. w . e o
finis sur A, A 1l'ensemble des mots infinis sur A, et A = A* U AY . On
appelle langage infinitaire (resp. finitaire, purement infinitaire) toute partie

© w
X de A (resp. A*, A7),

Un automate sur A,

‘S”=(QsIaT )’

fin > “inf
est composé
- d'un ensemble Q d'états,

- d'un ensemble I © Q d'états initiaux,

- d'un ensemble Tfin < Q d'états finaux,

- d'un ensemble T, s SQ d'états infinis, et

- d'un ensemble :%? = Q X A X Q de fléches.

N . [ a . .
Une fléche (p,a,q) est aussi noté p -—> q. Un chemin dans & est une suite
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a,
. . e e s s i . .
(finie ou infinie) C = CuChenn de fleéeches C; P Pim——>q, consécutives

(i.e. 4; = Piq0 i >»1). Le mot o = a,d,... est appelé étiquette du chemin
¢. Dans la suite on notera par c¢ : p —>q un chemin fini c d'étiquette u
qui commence a l'état p et se termine a 1'état q ; et par c : p'—;L)Tinf

un chemin infini ¢ d'étiquette u qui commence a p et passe infiniment souvent

1'ensemble Tinf' On pose ensuite

{fEA*Iﬂc:if» t,i1€1I,teT,. }
fin

L*x ()

Y o)

tuea’ [3c:is¥ 1 ,ier1},

L) = v u L’ o),
et on dit que le langage L(d) est reconnu par;ﬂ.

Un automates/ = (Q , I, T.. , T. f) est émondé s'il satisfait les

fin in

conditions suivantes
- tout q € Q est accessible de I ;
- i . UT, ;
tout q € Q est coaccessible de Tfln Tlnf 3

- t . R )
1'ensemble Tinf est inclus dans {q € Q ! dc:q> Tinf 1

. Ni . A = . .
PROPOSITION 1.1 (M. Nivat /2/) Pour tout automate Q, 1, Tein Tlnf)

il existe un automate émondé o ° = (Qe, Ie, . , T. ) avec
e e e e ﬁln ,1n€r
c c A ] ; cT. c :
e csQ, "¢, Tfln - Tfln’ Tlnf — Tlnf "éye — {;1 tel que

L) = L.

L'automate of © est appelé partie émondée de .

d - . . . . -
Un automate Q, 1, Tfin’ Tlnf) est fini si les ensembles Q et A

sont finis. Un langage X est dit reconnaissable s'il existe un automate fini

qui recomnait X.
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PROPOSITION 1.2. (A. Arnold /3/). Tout langage purement infinitaire

)

reconnaissable est reconnu par un automate fini &4 = Q, 1, 9, Tinf
non ambigu dans le sens suivant :

Vu€ Aw : Card {c : i —255 T,

mfIiEI}\<1.

Soit A un alphabet. On munit A" d'un produit de la maniére suivante ;
Vu €A v EAé T u.0 = u,
VE EA* Vo €A : f.a=fa,

. [e o]
ou £ 0 est le résultat de la concaténation des mots f et o . Alors A est un
monoide ayant pour élément neutre le mot vide noté €. Pour toute partie X de
(o]

- ®© . +
A on note X* 1le sous—-monoide de A engendré par X et on pose X = X* - g,

. [e o]
Dans la suite au lieu de «.B on écrira simplement off, o , BE€ A .

w

Pour toute partie X de A" on note X_. =X N A* , X. =XNA" , et on
fin inf
pose
- x,
W - {(x ) | Xypeeusx_  €EX_. ,x €EX},n=2
12°°""°"n 17772 n~1 fin’ “n ? '

[ee]
Une partie X de A est un code (infinitaire) (voir /4/ - /8/) si pour tous

,X ) € X(n), (x!,...,x") € X(m)
n 1 m

n, m > 1 et pour tous (x1,... , 1'égalité

impligue n = m et X: = xi (i =1,....,n). On appelle quasi-libre tout sous-
[ee]
monoide M de A  engendré par un code X. Le code X est appelé la base de M.

Pour toutes parties X et Y de A on note

1

xY ' ={aen |3BEY: af €X};

|1}

v ={eer”|3BEY: Ba €% & (8] =w) =(a=¢e))}

Un sous-monolide M de A°° est libérable si M_1M n MM_1 c M.
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o
Soit M un sous-monoide de A et soient wu,v € Min On dit que u est

£
contenu dans v, noté u < v, s'il existe f € (Mfin—s) tel que u = fv. On

appelle chaine toute suite croissante u, <u, <. d'éléments de Minf' On

dit qu'un sous-monoide M satisfait & la condition de chaine finie si toute

chaine d'éléments de Minf est finie.

Un ensemble générateur d'un sous-monoide M est minimum s'il est inclus

dans tout ensemble générateur de M.

R . . P . + .
Une partie X de A est distinguée si Xinf n Xfi X = . Evidemment sont

n inf
distingués tout langage finitaire ainsi que tout code infinitaire.

[ee]
PROPOSITION 1.3 (cf. /7/). Pour tout sous-monoide M de A , les conditions

suivantes sont éguivalentes

(i) M est gquasi-libre ;
(ii) M est libérable et posséde un ensemble générateur minimum
distingué ;

(iii) M est libérable et satisfait a la condition de chaine finie.

PROPOSITION 1.4 (cf. /8/). Soit M un sous-monoide quasi-libre de A~ et X sa

base. Alors
X=(M~-¢€) - (Mfin -e)(M - €).

Donc X est reconnaissable si M 1'est.

2. PROPOSITIONS AUXILIATIRES.

[s]
On appelle série formelle toute application § : A - NU{w} . En notant

(5,0) 1'image du mot & par S, on peut écrire la série S sous la forme

g = r (s,
o €A

. [eo]
Une série S est caractéristique si pour tout o € A , (§,a) £ 1.
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Pour tout langage X on appelle série caractéristique de X la série X ainsi

1 si o € X
X,0) =
0 si o f X

définie

Soient S et T deux séries formelles. Alors S + T et S T sont définies
par :

(S+T, a)=1(S, a) + (T, o) ;

(ST,o) = X (s, BT,y .
B,y € A"

By=a
(|8]=w) =(y=¢) .

L'addition de séries formelles est évidemment commutative et associative.
On vérifie sans peine que la multiplication est aussi associative. On peut

donc parler des puissances s" de la série S, ou SO = {g} . Puis on définit

n - . - .
S* = S". La proposition suivante donne une caractérisation des codes

>
n>O

infinitaires en termes de séries formelles :

PROPOSITION 2.1. Pour toute partie X de A" - €, X est un code ssi X)*

est une série caractéristique.

A chaque automate & = (Q, I, T T'nf) on associe canoniquement un automate

fin’ "1
g* défini par la construction en des étapes que voici :

1) Posons = (Q U w,w,w,P) avec w § Q et F, = % Ugf U9 VU QO

F={(w,a,q) | 3i€1: (i,a,q) EQ%; },

G = = . I
T = {(p,a,w) | 3t € Te. t (p,a,t) E‘é?} .

O={(w,a,w) | 3i€1,3t€T

) fin ° (i,a,t) € é%}
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2) Posons €= (Q U 6,6,¢,Tinf) avec § £ Q et 3(]& = ux ,

’Y

N

ou

A =1{(8,a,q) | 2i€1: (i,a,q) € %}.

3) Notons 2 1'union disjointe de % et € en collant w avec §.

4) L'automate of* est par définition la partie émondée de Z.

On vérifie facilement que 1'automategf* est de la forme gof* = (Q,1,1,Tin

et satisfait a la condition suivante :

vV (c : 1——+-?Tinf) : 1 € Inf(c) (*)

ou Inf(c) est 1l'ensemble des états infiniment répétés sur le chemin c.

Maintenant & chaque automate & = (Q,I,T.. ,T. f) on associe une série

fin’ " in
formelle |5z4| définie comme suit :

Card{c:iLt|i€1,tETfm} si o € A* |

(d|,0) =

Card{c:i_o.i,T. i€r} sia € AV .

inf I

On a :

PROPOSITION 2.2. Soit X une partie de Aoo -

(W]

X , alors

(i) sid est un automate tel gque L)
L(g4*) = X% ;

il

(ii) Si1 94 est un automate tel que |54|

ld*] = =* .

_}g , alors

Un automate #= (Q,I,T Tinf) est dit non-ambigu si

fin’
V p,q € Q VfEA*:Card{c:p——i—) qt <1,

VpeENQ VuEAw :Card{c:p——l'-l» Tinf
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PROPOSITION 2.3. Soit & = (Q’i’t’Tinf) un automate émondé ayant un unique

état initial i et un unique état final t. Alors &/ est non-ambigu ssi lﬂl

est une série caractéristique.

Des propositions2.1, 2.2, et 2.3 il résulte la

PROPOSITION 2.4. Soit X une partie de AOo - ¢ et soit & un automate tel que
]ﬂl = X . AlorsX est un code ssi g/ * est non-ambigu.

En utilisant la proposition 1.3 on peut démontrer la

PROPOSITION 2.5. Soit o&f = (Q,1,1,Tinf) un automate non-ambigu ayant un seul

état final confondu avec un seul état initial et vérifiant la condition

(*). Alors L(d) est un sous-monoide quasi-libre de A"
En vertu de la proposition 1.2 on a :

PROPOSITION 2.6. Tout langage reconnaissable X est reconnu par un automate

tel que |54| = X.

3. Résultats principaux.

Comme une conséquence immédiate de la proposition 2.1 (i) on a le

résultat suivant qui caractérise les sous-monoides reconnaissables

o
THEOREME 3.1. Soit X une partie de A . Alors X est un sous-monoide reconnais-

sable ssi il existe un automate fini sf = (Q,1,1,Tinf) ayant un seul état
final confondu avec un seul état initial et vérifiant la condition ( * )

qui reconnait X.

Le résultat suivant dont la démonstration sera donnée dans la section &

caractérise les codes reconnaissables en termes d'automates non-ambigus.
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o0
THEOREME 3.2, Soit X une partie de A - € . Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) X est un code reconnaissable ;

(ii) X est reconnaissable et V&J(kﬂl = z';>54 est non-ambigu)

(iii) X est 1l'ensemble générateur minimum de X* et il existe un automate
fini non-ambigu & = (Q,1,1,Tinf) vérifiant la condition (%)
qui reconnait X*.

(iv) X est 1'ensemble générateur minimum distingué de X* et il existe

un automate fini non-ambigu A = (Q,1,1,Tinf) qui reconnait X* ,
Comme une conséquence du théoréme 3.2 et de la proposition 2.5 on a

o]
THEOREME 3.3. Soit X une partie de A . Alors X est un sous-monoide quasi-libre

reconnaissable ssi il existe un automate fini non-ambigu & = (Q,1,1, T

nf)

ayant un seul état final confondu avec un seul état initial et vérlfiant

la condition (*) qui reconnait X.

A chaque partie X de A* - £ on associe canoniquement un automate
(%%(X) = (Q, I, T ¢) défini par

Q

I

{(f,g) € A* x A% | fg € X} ;

]

e} xx ;T =X x {e} ;

fin

.%QD(X) = {(f,ag) 25 (fa,g) | fag € X, a € A} .

[eo)]
Soit maintenant X une partie de A -¢ telle que

. .= U v.2% ; v.,z. cax,
inf jeg 33 3=
W . <
ol Z? = {wea | w= 818y+ -8 € Zj} . On associe a X un automate &fs(x),

appelé automate en pétales de X, défini par la construction en des étapes

suivantes :

i & (Y.-e) = (Q.,I.,T. . = (Q!,r.,r.
1) Soient D(YJ €) (QJ,IJ,TJ,¢) et [&fD(ZJ)]* (QJ,rJ,rJ,¢)

avec Qj n Qj - 9.

104



Posons
d ( *s ') = . 'c ! .
D Y Z] (Q U Q ;I ’ﬁsrl),

I. si ¢ Y.

3 ]
ou I! =
I. U {r. i Y.,
; { J} si €€ 3
et
Z, = %, N U Z U9
avec

= . %

g {(p,a,rj) I Jtc¢ Tj : (q,a,t) € ,ﬁZD(Yj_E)} .
v ... ]
2) Notons &fD(X) 1'union disjointe de &{D(Xfin) et des &1D(Yj,2j) :

A (X) =&ZD(xﬁn) U jL€)J MD(Yj,zj) ;

*
3) L'automate QZS(X) est par définition Bﬁb(x)] .

*
Une famille (Yj,Zj). de parties de A est non-ambigue si pour

jed
chaque mot ¢ de AY i1 existe au plus une factorisation de la forme

o = fgyg, ... avec f € Yj’ g; € Zj » J €J.

Le résultat suivant dont la démonstration se fait d'une facon similaire
a celle du théoréme 3.2. caractérise une classe de codes infinitaires en termes

d'automates non ambigus.

THEOREME 3.4. Soit X une partie de A ¢ telle que

Xinf

= L J v.%
jeqg 47

ou la famille (Yj,Zj)j €J est non-ambigue. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) X est un code ;
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(ii) Vo (|d] = X =d* est non-ambigu);

(iii) L'automate en pétales;%;(X) est non-ambigu ;

(iv) X est 1'ensemble générateur minimﬁm de X* et il existe un automate
non-ambigu & = (Q,1,1,Tinf) vérifiant la condition (*) qui reconnait X%;
(v) X est 1l'ensemble générateur minimum distingué de X* et il existe un

automate non-ambigu & = (Q,1,1,Tinf) reconnaissant X%,

4, Démonstration du théoréme 3.2.

La démonstration se fait d'aprés le schéma que voici

(1) &3EL) =W +Ei1) =5 Gii) =y (Av) =%(1).

(i)¢2-(i1) : 1'implication (i)~—*(ii) est par la proposition 2.4 ;
1'implication inverse (ii)=> (i) est par les propositions 2.4 et 2.6.

(i) + (i1)-.5(iii) : d'aprés la proposition 2.6 il existe un automate
R tel que |B| = X . Posons &/ = B* , alors & est de la forme & = (Q,1,1,Tinf),
vérifie la condition (*) et reconnait X*. Par (ii) &/ est non—ambigu ; par (i)

(
X est l'ensemble générateur minimum de X%,

(iii) --p(iv) : il suffit de montrer que X est distingué. Par la proposition
2.5 X* est quasi-libre, donc son ensemble générateur minimum X est un code, et

par conséquent distingué.

(iv) =3(i) : en utilisant la non-ambiguité de 1'automate o/ il n'est pas
difficile de démontrer que X* est libérable. Ayant X pour un ensemble générateur
minimum distingué, X* est par la proposition 1.3 quasi-libre. Donc X est un code,

et par la proposition 1.4. il est reconnaissable.

Ces résultats sont des extensions naturelles de quelques résultats dans /1/.

L'auteur exprime sa gratitude a Monsieur le Professeur D. PERRIN dont les

conseils et les encouragements ont créés d'excellentes conditions de cette étude.
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