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CONTINUITE DES CARACTERES DES 

ALGEBRES LOCALEMENT MULTIPLICATIVEMENT CONVEXES 

Par 

William HABRE 

Le problème de la continuité des caractères des algèbres 

commutatives localement multiplicativement convexes de Fréchet 

a été posé par Michael dans [5] et repris par Akkar dans [1] . 

Nous proposons une solution dans le cas des algèbres de fonc­

tions , ce qui conduit à des conséquences importantes pour les 

algèbres qui se ramènent à celles-ci. 

§ 1. ALGEBRES DE FONCTIONS. 

1.1. Préliminaires et notations z_ 

On désigne par T un espace complètement régulier séparé, 

par C(T) l'algèbre des fonctions continues et à valeurs réel-

les sur T et par C (T) la sous-algèbre de C(T) formée des 

fonctions continues et bornées sur T. On note BT le compac-

tifié de Stone-Cech de T et uT son repieté de Hewitt ; T 

est dit replet si T = uT. Soient une famille des parties 

de T, filtrante croissante et recouvrant T. Pour tous P e 

et f € C(T) f on note ||f||p = sup{|f(t)| ; te p}. Une partie 

A de T est dite bornée si ||f|| < + <x>. On note i% la fa-

mille des parties bornées de T, la famille des compacts de T 

et T" = U {Â U, A e ̂ } . 

Soit C ( T ) = { f € C ( T ) ; | | f | | < + OD V P € ^ } . Evidemment 

C f (T) est une sous-algebre de C(T), contenant C (T). On no-

te, tgp la topologie sur C (T) définie par le système des se­

mi-normes {||-||p ; P e f U^T = U {P B ; P e9'} et le 

complété de T pour la structure uniforme sur T définie 
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tip 
par C (T), c'est à dire l'espace des formes linéaires multipli-

cm 

catives et non nulles de C (T) dans M, muni de la topologie 

définie par . 

PROPOSITION 1.2. 

L'espace T' , muni de la topologie induite par % ^ , est 

replet. 

PREUVE. 

C'est une conséquence immédiate du lemme bien connu suivant: 

LEMME 1.3. 

Un espace complètement régulier séparé est replet si et seu­

lement s'il est homéomorphe à un sous-espace fermé d'un produit 

cartésien. 

PROPOSITION 1.4. 

Le sous-espace u_T de IBT est l'ensemble des caractères 

continus de C (T), pour la topologie t^ . 

PREUVE. 

Si u est un caractère continue de C (T), alors il existe 

P 0 e & tel ^ue |u(f)| < ||f||p , V f e Cœ(T). Il en résulte 

que u 0 e Po . 

La réciproque est triviale. 

Pour tout f € C (T), on désigne par f l'application de 

u^T dans 3R définie par f (u) = u( f ) et on note tgp , la topo­

logie sur C(u T) définie par le système de semi-normes 

{ Il • Il ; P e ?ì }. La proposition suivante est immédiate [4] : 
P 

PROPOSITION 1.5. 

L' application f >f de C (T) dans C(u^T) et 
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1 1 application de restriction de C (°^>T) dans C (T) sont 

deux isomorphismes algébriques et topologiques réciproques 

1 1 une de l'autre. 

THEOREME 1,6. 

Pour que tout caractère de l falgèbre C (T) soit t^-con­

tinu, il faut et il suffit que u^T soit replet. 

PREUVE. 

C.N. Si tout caractère de C (T) est t^-continu, alors 
T ^ U ^ T e t U ^ T e s t replet d'après la proposition (1.2) pré­

cédente . 

C.S. Si u^T est replet, puisque les algèbres C(T ) et 

C (v)^T) sont toutes les deux algébriquement isomorphes a C (T) 

et puisque T est replet, alors on a T = U ^ T -

Ainsi tout caractère de C^(T) est continu. 

Dans [4] on a considéré les familles & du type 

0- {T ; n € U } où (T ) est une suite croissante de fermés 
n ^ n n g 

et on s'est posé la question de savoir si tout caractère de C (T) 

est t^-continu. La réponse est donnée dans le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 1.7. 

Si & = (T ; n € UN }, alors tout caractère de C ^ T ) est 
n 

t^-continu. 

PREUVE -
L'espace u_T = U est une réunion dénombrable de compacts, 

& n n 

il est par suite replet d'après [3]. 

COROLLAIRE 1.8. 

Si & = {T n ; ne 3N } est telle que, pour tout n, T n soit 

borné, alors C^(T) = C(T), u T = uT et tout caractère de C(T) 

est t^-continu. 
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PREUVE, 

On a, pour tout n, = Tjj c uT. Par suite, on a 

u T d uT. Mais comme u T est replet et contient T, il en op op 

résulte que u T = U T et tout caractère de C(T) est t -con-

tinu. 

COROLLAIRE 1.9. 

1° Pour que tout caractère de C(T) soit t -continu, il faut 

et il suffit que T soit replet. 

2° Pour que tout caractère de C(T) soit t^-continu, il faut 

et il suffit que T" = uT (T" voir [3]). 

On désigne maintenant par T une topologie d'algèbre locale­

ment multiplicativement convexe séparée sur C(T) (en abrégé 1. 

m.c.h) (voir [2]), définie par le système de semi-normes ( Pj_ ) j_ e j ' 

pour laquelle tout point t e T définit un caractère continu sur 

C(T). On note u TT les caractères x-continus de C(T). On a 

d'après [2] (Th. 4.10.7). 

u TT = T ? où T J = uT fi {f ; p i ( f ) < 1 }° 

est un compact et Jf ; p^ ( f ) < 1 } 0 est le polaire- de 

{f ; p i(f) < 1 } dans C(T)' . 

THEOREME 1.10. 

Pour que tout caractère de C(T) soit x-continu, il faut 

et il suffit que u TT soit replet. 

PREUVE. 

Ceci découle immédiatement du fait que uT est le plus pe­

tit sous-espace replet de AT contenant T. 
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COROLLAIRE 1.11. 

Si T est une topologie métrisable sur C(T), pour la­

quelle tout point de T est continu, alors tout caractère de 

C(T) est T-continu. 

Le théorème suivant généralise le théorème 3 de [7]. 

THEOREME 1.12. 

Si T est une topologie d falgèbre (l.m.c.h.) métrisable 

complète sur C(T), pour laquelle les points de T sont des 

caractères continus, alors uT est un espace hémi-compact 

k-espace et T est la topologie de la convergence compacte 

sur uT. 

PREUVE. 

En effet, C(uT) muni de la topologie T est une algèbre 

de Fréchet et puisque u TT = uT, alors tout point de uT défi­

nit un caractère continu. Il résulte d'après le théorème 3 de 

[7] que uT est hémi-compact k-espace et T est la topologie 

de la convergence compacte sur uT. 

§ 2. ALGEBRES ABSTRAITES. 

Une algèbre localement multiplicativement convexe séparée 

(l.m.c.h). A, est une algèbre topologique dont la topologie 

est définie par un système de semi-normes ^±^±ex P o u r 

tout i e I, P-j^x • Y) S= Pj^ x) * P-j^y) • 0 n dit que A est 

pseudo-norméesi, pour tout i et pour tout x e A, on a : 

P i ( x
2 ) = P i ( x ) 2 . 

Une involution sur A est une application x *x* de A 

dans A telle que 
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(i) X * * = x f 

(ii) (X 4- y ) * = X * + y*, 

(iii) (flx)* = fix* et 

(iv) (xy)* = x*y* 

Une algèbre (l.m.c.h), muni d'une involution est dite 

•-algèbre si, pour tout i £ I et tout x e A, on a 

p i(x • x*) = P i ( x )
2 . 

L'algèbre A est supposée commutative et unitaire. 

Il est bien connu ([2] th. 4.12.10) qu'une ^-algèbre est 

pseudo-normée. 

On appelle caractère de A toute forme linéaire multip­

licative de A dans C non nulle. On note $(A) les carac-
C 

tères de A et $ (A) ceux qui sont continus. On dit que 

A est fortement semi-simple si $ (A) sépare A, c'est à di­

re 

a e A et u ( a ) = 0 , V u e $ C(A) > a = 0. 

Si on note I = {a e A ; u(a) = 0 , V u e <\> (A)}, alors I 

est un idéal fermé et A/I est une algèbre (l.m.c.h), forte­

ment semi-simple. 

THEOREME 2,1. 

Soit A une algèbre (l.m.c.h) complète, alors 

*(A) = *(A/I) et $ C(A) = $ C(A/I). 

PREUVE. 

L'application canonique 0 de A sur A/I définit une 

application 0 : $(A/I) H y $(A) , par 0 (u) = u oQ 

Evidemment 0 est injective. Montrons que 0 est surjective. 

Soit, pour cela, u e $(A) . Posons u : A/I • Œ , par 
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ui6(x)) = u(x). Ceci est bien défini car, si 9(x) = 0(y), 

alors x - y € I, or A étant complète, donc I = Rad A 

(radical de A) donc u(x) = u(y). Ainsi on obtient que 

6($(A/D) = $(A) et puisque 6 est continue, alors 

0($ C(A/I)) = $ C(A). 

On suppose par la suite que A est semi-simple complète 

ce qui ne change rien pour l'étude des caractères continus. 

L'espace $(A) est muni de la topologie induite par a(A*, A) 

et on note ^ la transformation de Gelfand de A dans C(* (A)), 

ip est définie par ip(a) = a où â(u) = u(a). 

Soit (p.). -i- le système de semi-normes définissant la to-

pologie de A. On note {x, p^(x) ¿ 1 } ° le polaire de 

{x, p i(x) < 1} dans A' et soit = $ C(A) n {x ; p i(x) < 1}°. 

D'après le théorème (4.10.7) de [2], on a compact et 

C i l C 
$ (A) = . u_ K., sur C($ (A)) on note t la topologie définie 

1£ I 1 W C 

par le système de semi-normes ^ H # I I K ' i e • 

i 

THEOREME 2.3. 

Si A est une algèbre l.m.c.h, complète, alors on a 

1° A et C($(A)) ont même espace de caractères, 
C N 

2° A et C($ (A)) ont même espace de caractères continus. 

PREUVE. 

1° Puisque $(A) est replet, comme étant fermé d'un produit 

3R1, tout caractère de C($(A)) est un élément de $(A). 
C 

2° La famille des compacts ( K ^ ) i e I recouvre $ (A) et le 

résultat découle du corollaire (1.9). 

Une Q-algèbre est une algèbre (l.m.c.h), dont l'ensemble 

des éléments inversibles est ouvert. 
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COROLLAIRE 2.4. 

Si l'algèbre A est un Q-algèbre complète, alors tout ca­

ractère est continu. 

PREUVE. 

C 

En effet, dans ce cas, $ (A) est compact, donc on a l'éga­

lité $ C(A) = *(A) . 

Le théorème suivant généralise le corollaire 5.6. de [6]. 

THEOREME 2.5, 

Si A est une *-algèbre, alors sont équivalentes : 

1° tout caractère de A est continu, 

2° $ C(A) est replet. 
PREUVE. 

Dans ce cas, est une isomorphisme algébrique de A sur 

C($ C(A)). Or l'application f * f | $ c ( A ) d e C^^A^ dans 

C($ (A)) permet d'identifier C($(A)) à une sous-algèbre de 

C($ C(A)). Comme i|>(A) £ C(*(A)) £ C($ C(A)), on aura 

C(*(A)) = C($ C(A)). Il en résulte que *(A) = $ C(A) si $ C(A) 

est replet. 

L'implication 1° >. 2° est évidente. 

QUESTION 2.6. 

C 

A-t-on toujours $(A) = u$ (A), pour les algèbres complètes 

semi-simpies? 
COROLLAIRE 2.7. 

Si A est une *-algèbre complète et métrisable, alors tout 

caractère de A est continu. 
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PREUVE. 

En effet dans ce cas $ (A) est une union dénombrable de 
C 

compacts, donc, il est replet et $(A) = $ (A). 
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