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A L C E B R E S DE V O L T E R R A DE C E R T A I N S E S P A C E S A F F I N E S S Y M E T R I Q U E S 

par J . F A R A U T 

(Université Louis-Pasteur - Strasbourg-1) 

Un noyau de Volterra sur l'intervalle [afbj est une 

fonction K(x,y) définie sur [afbjxja,bjqui est continue sur le 

triangle P = | (x,y) | y ^ x | et qui est nulle pour y > x . Le 

produit de deux noyaux de Volterra K et H est défini par 

K * H (x,y) = J K(x,z) H(z,y) dz 

Ce produit a été utilisé par V. Volterra pour résoudre 

les équations dites de Volterra C 4 J. Ce produit a été générali

sé au cas de plusieurs variables par M. Riesz puur résoudre 

l'équation des ondes £ 2 !• 

C'est à la suite de travaux de M. Mizony sur la trans

formation de Laplace-Jacobi £l J que nous avons été amené à 

étudier ce produit de Volterra. En effet une propriété fondamen

tale de la transformation de Laplace est de transformer le pro

duit de convolution de deux fonctions définies sur [o.oofen 

produit simple. La question se posait de savoir si la transfor

mation de Laplace-Jacobi possédait une propriété analogue. 

I Algèbres de Volterra 

Soit X un espace localement compact muni d'une mesure 

de Radon positive dx. On considère un ordre sur X noté y ^ x 

tel que les intervalles I x *= ( z^^| Y { z ( x soient compacts. 

On suppose aussi que tout compact est majoré et minoré. Soit P = 

|̂  ( xty) | y ^ x } I e graphe de cette relation d'ordre. 
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Définition Un noyau de Volterra est une fonction K(x,y) continue 

sur r, nulle dans le complémentaire de F . 

L'espace des noyaux de Volterra est noté V (x ) . Le produit 

de composition de deux noyaux de Volterra K et H est défini par 

K#H(x,y) = f K ( X , Z ) H(z,y) dz 

L'intégrale porte sur l'ensemble I = | z J y^ z/xj qui 

est compact par hypothèse. Bu fait que, tout compact soit majoré 

et minoré on déduit que K^H est continu sur T . De plus si 

(x,y) n'appartient à 1~, c'est à dire si y n'est pas inférieur 

ou égal àx, les fonctions z I—>K(xfz) et z l—>H(z,y) ont des 

supports disjoints. Donc K# H est un noyau de Volterra : 

Muni du produit de composition ft , V(x) est une algèbre 

Nous disons que V(x) est une algèbre de Volterra. 

Soit G un groupe transitif d'homéomorphismes de X, 

croissants. C'est à dire que G est un groupe d'homéomorphismes 

g : X — > X , vérifiant x^y <^—-s. gx £ gy . On suppose de plus 

que la mesure dx est invariante par G. Soit V(x) l'espace des 

noyaux de Volterra invariants, c'est à dire des noyaux de Volterra 

b 

K vérifiant K(gxfgy) = K(x,y) pour tout g de G. L'espace V(X) 

est une sous-algèbre de l'algèbre de Volterra V(X). Nous nous 

interresserons dans la suite à la question suivante : Sous quelles 

conditions l'algèbre V(x)^ est-elle commutative ? 

Exemple 1 Soit X = IR, muni de l'ordre usuel, dx est la mesure 

de Lebesgue. Soit G le groupe des translations. Un noyau de 

Volterra invariant eòt de la forme K(x,y) = k(x-y), où k est une 

fonction continue sur [b, nulle sur ]-ôo , 0 ^ . 
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L'algèbre de Volterra V(X) est en fait l'algèbre de 

convolution usuelle C( tpfoo[) &
es fonctions continues sur fo,ûof : 

f* 
kjfh(x) = I k(x-z) h(z) dz 

Jo 
Cette algèbre est évidemment commutative. 

Exemple 2 Soit X = IR et soit A un cone ouvert convexe de 

sommet 0 ne contenant aucune droite. On associe au cône Q un 

ordre sur JRn parcx^y si et seulement x-y £ jfl • Soit G le groupe 

des translations. L'algèbre de Volterra V(x)^ est l'algèbre 

de convolution usuelle C (X1) des fonctions continues sur fïf 

qui est bien sûr commutative. 

Dans la suite nous noterons x^y si x-y £ SX* 

II Commutativité de l'algèbre de Volterra V(x) 

Théorème 1 Supposons qu'il existe uneMsymétrie,! <T de l'espace X, 

c'est à dire un homéomorphisme involutif décroissant (T : X — > X, 

c'est à dire que y ̂  x 4=> <f(x) g <3~(y) 

qui préserve la mesure dx, et qui vérifie 

(1) Il existe un point x^ de X tel que (f(x^) = x^ 

(2) Si x ^ x

0 il existe une transformation g de G telle que 

x = -g * 0 et <T(x) = g X Q 

Alors l'algèbre de Volterra V(x)^ est commutative* 

Remarque Si £x>^x est égal à l'adhérence de son intérieur, 

il suffit que la condition (2) soit satisfaite pour les points x 

intérieurs à [ x ^ x ^ . 

Démontrons le théorème 1 . Pour un noyau de Volterra K 

nous posons 

K V(x,y) = K(,y,x) 
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Le noyau K est un noyau de Volterra relativement à 

l'ordre renversé : K appartient à V(X,T ), où 
y / 

r = j (x,y) | y >,x } 
et de plus, pour deux noyaux de Volterra K et H 

K V # H V = (H#K) 

Posons également 

K ^ x . y ) - K(<T(x),<y(y) ) 

Le noyau K appartient également à V(X,f ) et 

K « * H C = ( K * H f 

Pour démontrer le théorème il suffit donc de prouver 
V (T 

que, si K est un noyau de Volterra invariant, K = K 

Nous avons 

KV (x ,x) = K(x,x ) 

Si x^x^, il existe une transformation g de G telle que 

x = g x , <T(X) = g \ 
0 o o 

nous en déduisons que 

K ( X , X Q ) = K(g X Q , X O ) = K(x o,g~
1x o) « K ( X q , cr(x) ) 

c'est à dire que 

K^(x ,x) = K°~(x ,x) 
v o o 

et comme le noyau K est invariant, il en résulte que pour tout x 

et tout y 

K ^ x . y ) = K ( F(x,y) 

I I I L'espace des matrices symétriques ( resp. hermitiennes ) 

de signature (p,q) 

Soit Ë = (O?) l'espace des matrices à coefficients dans 

|P = IR ou (S), symétriques si IP = IR, ou hermitiennes si |F ~ C. 

Soit Xi = (P̂ (lF) le cône des matrices de Ë qui sont définies 

positives. L'espace vectoriel E est ainsi ordonné. IJotons G le 
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groupe SL(n,»P) qui agit sur E par p(g) x = g x g*, où g* désigne 

la matrice transposée de g ( resp. adjointe ). Soient p et q deux 

entiers positifs tels que p + q = n, et soit J la matrice 

- C p ° ) 
\ 0 - 1 7 

q 

Considérons l'espace X = p(G) J, c'est l'ensemble des 

matrices symétriques ( resp. hermitiennes ) de déterminant e^ 

de signature (p,q). Il s'identifie à l'espace homogène G / s avec 

S = SU(p fq;P). 

Théorème 2 L'algèbre de Volterra V(X)^ est commutâtive• 

Pour démontrer ce théorème nous utiliserons une décom

position de Cartan. Soit A le sous-groupe de G des matrices diagonales à 

coefficients uositifs : 

a = I ^ ^ t 1 +t 2 +...+t n =0 

\ "e^n / 

Nous avons 

/ e I n ̂  0 \ 
V « X 2 t / 

-e n r 

On vérifie facilement que p(a) J>-J si et seulement 

si t. S 0, ..., t > 0. t „< 0. •.. ,t < 0 . On notera A l'ensemble 
1 ' 1 p p+1 n + 

des matrices diagonales de G pour lesquelles p(a) J>J. 

Proposition Décomposition de Cartan Soit x un élément de X. 

Pour que x^ J il faut et suffit que x = p(sa) J, avec s dans 

S et a dans A . -f 

a) Si x = p(sa) J avec s dans S et a dans A^ 

x - J = p(s) ( p(a) J - J ) > 0 
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b) On utilise le fait que toute matrice symétrique 

( resp. herrnitienne ) est diagonalisable en base orthonorrnée. 

Soit x> J, c'est à dire x = J + y avec y > 0 . Il existe g dans 

— 1 

GL(nF) tel que y = p (g) I. La matrice h = p (g ) J peut être 

diagonalisée dans une base orthonorrnée : il existe un élément 

k de SU(n,P) tel que h = p(k) d, où d désigne une matrice 

diagonale. La signature de la matrice d est égale à celle de Jf 

il existe donc une matrice diagonale b et un élément k f de 

SU(n,lP) tels que h = p(k'b) J- Ainsi 

J = p (gk'b) J 

donc s = gk'b appartient à S. De plus 

y « p(g) i - p ( g ) f (k') I 

par suite 

x = J + y - p (s) ( J + f> (b" 1) I ) 

La matrice z = J + p(b ) est diagonale, appartient 

à X et de plus z y J, elle s'écrit donc z - p (a) J avec a 

dans A 

+ 

Démontrons maintenant le théorème 2. Soit <T la "symétrie" 

de X définie par 

<T(x) = J x~ 1J 

Soit x^ J. D'après la décomposition de Cartan 

x = p(sa)j= p (sas ) J 

et <T(x) = ^(sa ) J = p>(sa s ) J 

Nous pouvons donc appliquer le théorème 1 : l'algèbre 

de Volterra V(X) est commutâtive. 
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IV Normes et caractères d'une algèbre de Volterra 

Nous supposons qu'il existe une formule d'intégration 

en "coordonnées polaires" sur l'ensemble £ X > X q ^ • Soit S le 

sous-groupe des éléments de G qui fixent le point X q . Soit Y 

l'espace des orbites du sous-groupe S contenues dans l'ensemble 

^ X > X q J . Nous supposons qu'il existe une mesure |a sur Y telle 

que, pour toute fonction f integrable sur ^x>x^j 

j f(x) dx = j [ J f(sx) dsj dp(i) 

où ds désigne une mesure de Haar sur le sous-groupe S. 

Théorème 3 Soit U) une fonction continue positive sur £x>, X Q } 

vérifiant 

(1) jw(gsy) d s ¿ u)(gx ) j cu(sy) ds 

pour tout y > X q et tout g dans G^ = [ gé G | & x

0 >
 x

0 \ 

Alors, si on pose, pour un noyaj*. de Volterra invariant K 

Il 1C | | - J|K(x,x o)) OU (x) dx 

nous avons, pour deux noyaux de Volterra invariants K et H, 

H Kit h II ( \\k II II h H 

a) Montrons que si K est un noyau de Volterra invariant 

f |K(x,z)|ui(x) âx(M(z) f\K(x,xj\w{x) dx 

Posons Z = g X , 
° o' 

/|K(x,gxo)|üj(x) dx = J |K(g"1x,xo)|tü(x) dx 

=|)K(y,x o) |cü(gy) dy =/|K(y,x o ) j (ju)(gsy)às ) d(4.(y) 

/tü(gx o)^|K(y,x o)| (|ü>(sy) ds ) dp (y) 

= c o(gx o) j
r|K(y,xo)|u;(y) dy 

b) Démontrons maintenant le théorème 

||K#H|| = J|KtH(x,x o)(tu(x) dx 
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{ U(x,z)| |H( Z,x o l | tu(x) dx dz 

= J [ J|K(x,z ) juJ(x) dx] |H(z,x o)| dz 

et d'après le résultat de a) 

{ / O J ( Z ) [ f\K(y,xQ)\uj(y) dy] |H(z,x o)| dz 

= l|K|| ||H|| 

Ainsi les noyaux de Volterra invariants K tels que 

J |K(x,x o)| OU(X)JX <-OO 

constituent une algèbre normée commutative. Nous notons V [X}uû) 

l'algèbre de Banach complétée. La question se pose de savoir 

quels sont les caractères de l'algèbre de Banach commutative 

Remarquons que dans le cas de l'exemple 1 la condition 

(l) s'écrit simplement 

M>(x+y) v< (V(x) Ui(y) 

Nous appelons poids une fonction (jj vérifiant les con

ditions du théorème 3« 

Théorème 4 Soit U) un poids, et soit P une fonction continue 

sur [ X ^ X q J vérifiant 

d ) | P U W 

(2) / P(gsy) ds = P(gx ) / P(sy) ds 

pour tout y^x et pour tout g de G . Alors l'application 
o — — + 

^ : V'(X,U))^ > C 

définie par 

•)((K) = J K(x,x o) P(x) dx 

1 b 

est un caractère de l'algèbre de Banach V (X,U)) , c'est à dire que 

% (KfrH) = ^(K) p((H) 

La démonstration est analogue à celle du théorème 3* 

Dans l'exemple 1 la condition (2) s'écrit simplement 

P(x+y) = P(x) P(y) 
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Remarquons que si P est une fonction vérifiant les 

conditions (1) et (2) et si s est un élément de S. alors P =Pos 
o f o o 

vérifie aussi les conditions (l) et (2) et définit le même 

caractère ^ • Ceci conduit à poser 

fc>(x) = / P(sx) ds 

S 

alors, pour y^x et g dans G , 

/ y»(gsy) ds = y>(gX Q) to(y) 

et de plus 

^(K) = J K(X,X q) jt>(i) djn{x) 

En effet ^ 

/ 9>(gsy) ds = / F I P(s'gsy) ds] ds' 

= j P(s'gX Q) ds' (f> (y) 

Nous appelons fonction sphërique une telle fonction (j> . 

Nous ne savons pas si tous les caractères de l'algèbre de Banach 

V (X ,U>) sont de ce type. 
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V Ponctions sphériques sur l'espace des matrices symétriques 

( resp. hermitiennes ) de signature (p,q) 

Considérons à nouveau l'espace X des matrices symétriques 

( resp. hermitiennes ) de signature (p,q) et de déterminant ( — 1 ) ^ 

( cf § III ). D' après la décomposition de Cartan tout élément 

x de X vérifiant x̂ > J s'écrit x = p (sa) J où s appartient à 

S * SU(pfq;(P) et où a appartient à A+ ? c'est à dire 

t" • - 0 \ 
a = = J 

\ o N t / 
x e n ' 

avec t 0. .. •. t > O.t * ̂  0,.. • tt < 0 f t4+...+t « 0. Dans cette 1
 9 ' p 7 1

 p+1 v '
 9

 n ' 1 n 

décomposition la mesure invariante dx sur X s'exprime par 

/ f(x) dx = I M f fp(sa)j]dsj £(a) da 

où da « dt,...dt „, et 
1 n-1 ' 

5(a) *=TT | s h ( t r t j ) )
P 

avec ?̂ = 1 si IP = IR, et p = 2 si F = C 

Soit N le sous-groupe de G = SL(n,IP) constitué des 

matrices triangulaires inférieures avec des éléments diagonaux 

égaux à 1. Pour une matrice x on note ô .(x) le déterminant 

extrait de x constitué des j premières lignes et des j premières 

colonnes• 

Décomposition d'Iwasawa Soit x un élément de X. Pour que 

x = ^(na) J avec n dans N et a dans A il faut et suffit que 

A 1(x )>o, d 2 ( x ) > o f . . . , d p 0 0 > o 

L'application (n,a) I—> p(na) J est un difféomorphisme 

de N*A sur l'ouvert Y de X défini par les inégalités précédentes. 
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De plus si x « p(na^.) J 

ù,(x) « e 2 t1 , ù2(x) - e
2 ( t 2 + t l \ . . . f 

A p ( x ) = e 2 ( t 1 + V '
+ t p ) 

^ p + 1 ( x ) - - é 2(VV--- + tp + i
} 

• • • 

4 j x ) - ( - O q - 1
 e 2 < W — + t n - l \ 

A a ( x ) = H ) q 

Remarquons que l'ouvert Y contient l'ensemble [x>,j} . 

Soit X = ( A ^ , ) ^ , . . . ^ ) un élément de C n ^ et 

soit P la fonction définie sur Y par 

A 

P x (x) - A / x ) X 1 . . . A p ( x )
A p 

M p ^ W l V i . . . | A n_ 1(x)|^n-i 

Il existe un convexe ouvert V de IRn ^ tel que si 

Re X ^ T , et si y > J, g £ G + 

«s «s* 

les intégrales étant absolument convergentes. 

La fonction (p^ définie pour x > J par 

% { x ) = jT p x r r ( s ) x ] d s 

est une fonction sphérique, c'est à dire que pour y> J, gf G + 

J"fy[p (gs)y]ds = (p f̂p (g)jj (y) 

Lorsque n = 2 , IP=IR, p = q « 1, pour Re X < 0, 

avec t = = - t^. La fonction s'exprime à l'aide de la 

fonction de Legendre de 2ème espèce : 

< f A f p ( a t ) j J =
 ^ - 1 - X

( c h 2 t ) 
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Lorsque n = 2 , IF = C, p = q = 1 f pour Re X < - 1 

/

00 

(chB 2e 2 t-sh 2 ee" 2 t )^ sh2«dô 

o 
_1 1 2Xt 

~ 2sh2t 6 

Pour (P = ï , p et q quelconques, il est possible de 

calculer la fonction sphérique U> en suivant une méthode 

de Guelfand et Naimark j/f ]• 

A l'occasion d'un exposé que j'ai fait à Oberwolfach 

en juillet 1981 concernant la transformation de Laplace sphérique 

sur certains espaces hyperboliques, R. Howe m'avait suggéré 

d'étudier des espaces symétriques liés à des cônes convexes 

homogènes. A la suite de cela j'ai regardé l'espace des matrices 

symétriques (ou hermitiennes) de signature (p,q). En fait les 

mêmes méthodes s'appliquent dans le cadre plus général des 

espaces symétriques liés aux cônes homogènes autoduaux. 

y\ I.M. Gelfand, M.A. Naimark, Unitäre Darstellungen der Klassischen 

Gruppen, Akademie Verlag 0 95? ) 

2 M. Mizony, Transformation de Laplace-Jacobi, prépublication, 

Lyon ( 1980) 

^ M. Riesz, L'intégrale de Riemann-Liouville et le problème de 

Cauchy, Acta Mathematica, 81 ( 1 9 4 9 ) 1-223 

4 V.Volterra et J, Pérès, Théorie générale des fonctionnelles, 

Gauthier-Villars ( 1 9 3 6 ) 
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