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A PROPOS D'UN THEOREME DE MORI-NAGATA 

par M. CHAMARIE - G. GERMAIN - A. BOUVIER 

La clôture intégrale d'un anneau noethérien intègre est un anneau de 

Krull- La démonstration de ce théorème de Mori-Nagata est une conséquence du 

théorème de Cohen sur la structure des anneaux locaux complets. Nous en donnons 

ici une démonstration qui ne fait appel qu'à des considérations élémentaires. 

§ Xi Soient A un anneau noethérien intègre et A' sa clôture intégrale. Si A 

est de dimension 1, l'anneau A 1 est de Dedekind et tout anneau entre A et A' 

est noethérien (théorème de Krull-Akisuki) . Si A est de dimension 2, l'anneau 

A* est noethérien mais il peut exister entre A et A' des anneaux non noethériens 

[7] . Si A est de dimension supérieure ou égale à 3, l'anneau A' n'est pas 

nécessairement noethérien [7] mais Krull avait conjecturé qu'un tel anneau est, 

c e que l'on nomme aujourd'hui, un anneau de Krull [2] . Cette conjecture fut 

établie par Mori (1953) lorsque A est un anneau local, puis globalisée par 

Nagata (1955). 

Leurs démonstrations et celles que l'on trouve dans la littérature 

(voir par exemple, [2., chap. 2], [4] , [5] , [7] ) reposent sur le théorème 

de structure des anneaux locaux complets (Cohen). 
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En 1976, Nishimura [8] proposa une démonstration utilisant le fait qu'un 

anneau local complet est hensélien. En 1977, Querre [9] et [10] eut l'idée 

de remplacer les propriétés des anneaux locaux complets ou des anneaux henséliens 

par un résultat de Matijevic (1976) sur le transformé global d'un anneau 

noethérien [6] et d'utiliser une proposition de Brewer et Heinzer [3] que nous 

rappelons au § 2. 

Enfin, Chamarie fit remarquer qu'il était possible de combiner ces derniers 

ingrédients avec un lemme complétant le résultat de Brewer et Heinzer pour 

obtenir la démonstration brève et simple présentée ici et qui reprend, 

pour l'essentiel, les idées de J. Querré [10] .Le lecteur s'assurera aisément 

que les lemmes 1 et 2 rappelés ci-dessous sont de nature élémentaire. 

§ 2 i Soient A un anneau noethérien intègre et K son corps des fractions. 

Le transformé global de A est l'anneau noté A ^ des éléments xeK pour lesquels 

il existe aGB* et des idéaux maximaux 171 de A tels que 
î s 

xent, m s )
a c A . 

LEMME 1 (Matijevic [6] ). - Soit A un anneau noethérien intègre ; tout anneau 
g 

compris entre A et son transformé global A est un anneau noethérien* 

On dit qu'une famille ^e sous-anneau de K vérifie la propriété 

de caractère finie si pour tout x€K* , l'ensemble des iei tels que x ne soit 

pas inversible dans A ^ est un ensemble fini. 

LEMME 2. (Brewer et Heinzer [3, Prop. 4 ] ). - Soient A un anneau noethérien 

intègre et P l'ensemble des idéaux premiers associés aux idéaux princi

paux non nuls de A ; alors A = n A ^ et la famille ( A * > ) ^ _ 
P ' r - p ^ P 

vérifie la propriété de caractère fini. 
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LEMME 3 (Chamarie). - Soient A un anneau noethérien intègre, A' sa clôture 

intégrale et ? 1 'ensemble des idéaux premiers de A associés aux idéaux 

principaux non nuls de A / alors A f = Q p et la famille (A^ )^ ̂  p 

vérifie la propriété de caractère fini. 

DEMONSTRATION. - Il est clair, compte tenu du lemme 2, que la famille (A^ ) £ p 

vérifie la propriété de caractère fini. Soit xe^Qp A^et soient j »^ n 

les Jf>ev tels que x 4 (lemme 2). Pour tout i€ [l,n] , il existe a^GA tel 

que a.x^GA. pour tout meN. Soit a = âi a2"* an ; a l o r s ""^peP A4» = A 

pour tout m EN et donc xGA 1. 

• 

§ 3. THEOREME DE MORI-NAGATA. 

Soit A un anneau noethérien intègre. Sa clôture intégrale A' est un 

anneau de Krull. 

DEMONSTRATION. - D'après le lemme 3 et [2, prop. 1.5.4. ] , il suffit de prouver 

ce résultat lorsque A est un anneau noethérien local ; il suffit donc [ l, 

cor. 11.11] de le montrer pour les anneaux noethériens de dimension finie. Soit 

A un tel anneau ; on fait la démonstration par récurrence sur n = dim A. Le 

résultat est vrai si n = 1 (théorème de Krull-Akizuki) ; on le suppose établi 

pour tout anneau noethérien de dimension < n. Soit A un anneau noethérien de 

dimension n ; d'après le lemme 3 et [ 2, prop. 1.5.4] , on peut supposer A local 

d ' idéal maximal tTS • 

Considérons l'anneau R = A^OA'. Il est noethérien (lemme 1), entier sur 

A et R' = A'. Il est semi-local car l'anneau R/KT&R est entier sur le corps 

A/lY& donc artinien. De plus puisque dim R = dim A - n > 2, R possède au moins 

un idéal maximal non inversible • En effet un anneau noethérien intègre dont 

tous les idéaux maximaux sont inversibles est de dimension inférieure ou égale à 

un : siff^ € Max(R) est inversible alors e s t a u s s ^ inversible dans R ^ ; 
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soit p un idéal premier non nul de ; il existe nefl* tel que^ £ ̂ ^ f l t e t 

^ * ^ n + ' R m d ' o ù V e t ém<m
 d o n c <r*\k s % • 

soit = ̂ n R ^ et donc = ^R17i C e p r o u v e q u e h t ^ = htf&R^ - !• Soient 

'flk j > • • • >T&r les idéaux maximaux non inversibles de R. Pour tout i e[l 9r], on a 

flji cfl^(R :-nti)ÇR, donc fit-. =/«ti(R:fl&i), d'où R cHlj J ^ C R ' car Ut j est 

un idéal de type fini. Or par définition du transformé global, 

R : ITt i c R *fcc
 A ê : Ifcc A g ; donc R : flfcjC R'OA ê = R et par conséquent 

R : 1Tt. = R. 
1 

r r 
Soit f! Tïfc. ; on a R : Cfc = Z (R = R* P u i s < i u e R e s t 

noethérien, l'idéal 0t» est de type fini ; écrivons OL = £ x.R. L'égalité 

j-l 3 

n 
R :fts R implique R : OL = R pour tout n > 1 et 

j = l _ s ^ s 
R = U = (1 R oùR - R[ x. J ; alors R' = fl R

! et il suffit , . , x. x. 3 . , x. 

de prouver que les R1 sont des anneaux de Krull. Compte tenu de l'hypothèse de 

récurrence, il suffit de vérifier que dim R < n. 

Soit -p €Spec(R) tel que x.. $i> ; deux cas sont possibles : 

• ̂  est strictement contenu dans l'un des Ht £ ; alors ht (-)>)< htCflfc^) < a » 

est contenu dans un idéal maximal inversible et htty) < 1 ; 

ceci achève la démonstration. 

• 

REMARQUES. - 1 ) En utilisant le théorème de structure des anneaux locaux 

complets, on peut également démontrer que [2, chap. 2] : 

. A—>A' est à fibres finies ; 

. étant donné* eSpec(A'), soit < p=^nA ; alors [B^.. : A 1 

est fini. ^ w 
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Nishimura [8J obtient ces deux propriétés en utilisant à nouveau les 

anneaux henséliens. Peut-on en donner une démonstration "élémentaire" ? 

2) J. Querré appelle anneau de Mori tout anneau intègre dont l'ensemble 

des idéaux divisoriels vérifie la condition de chaîne ascendante et demande : 

"étant donné un anneau de Mori A, sa clôture intégrale est-elle un anneau de 

Krull ? 
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