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PERTURBATIONS SINGULIERES ET NOYAUX DE POISSON 

par Michel GUEUGNON 

INTRODUCTION. -

Le but de ce travail est d'étudier certaines perturbations singulières rela

tives au problème de Dirichlet dans le demi-espace • Deux approches différentes 

utilisant les espaces T^ , r( 1R^) , de J.L. Lions et E. Magénès [l] seront dévelop

pées dans ce papier. Dans la première, on considère un opérateur elliptique B , 

d'ordre 2mf et une famille d'opérateurs B « eA + B , pour e €]0, l] , d'ordre 

2m (m > m') satisfaisant l'hypothèse de Greenlee [l] .On étudie alors la conver

gence d'un problème de Dirichlet relatif à B et on définit les correcteurs selon 

J.L. Lions [1] . La méthode utilisée, basée sur des théorèmes d'existence et d'uni

cité est classique, et ne fait que prolonger certains résultats de W.M. Greenlee [1] 

D. Huet [1] , [2] , J.L. Lions [I] . Dans la deuxième approche, on considère des-

3 3 3 
opérateurs elliptiques de la forme L(e , e £ 3x"~̂  °^ e s t u n 

1 2 n 
polynôme à n variables d'ordre 2m. et le problème associé Lu » 0 avec 

I c 

données de Dirichlet au bord. On utilise la donnée explicite d'une solution du 

problème au moyen de noyaux de Poisson selon P. Fife [l] • Celui-ci ne donne qu'un 

résultat de convergence ponctuelle et intérieure, mais n'étudie pas la convergence 

sur la frontière du domaine. Dans le présent travail, on utilise des méthodes de 

transformation de Fourier pour montrer une convergence globale dans des espaces 

k r n 

T * ( 1R^) en imposant certaines hypothèses de régularité à l'origine des données 

frontières. Des exemples simples sont donnés enfin pour montrer l'utilisation de 

cette deuxième méthode au calcul de correcteurs et pour comparer les résultats 

obtenus à ceux de M.J. Vishik et L.P. Ljusternik (cf. P. Fife [1]) et à ceux de 

J.L. Lions [1] . 

Le chapitre 0 est un rappel succinct de propriétés des espaces de Sobolev 

H k ( * n ~ l ) et T ^ d Ç ) (J.L. Lions et E. Magénès [1]) qui seront utilisées 

dans ce travail. 
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Le chapitre I traite la première méthode. Le paragraphe (1.2) étend le théorène 

k r n 

6.15 de D. Huet [1] dans le cas Jî = aux espaces T * ( 1R+) . Les paragraphes 

(1.3) et (1.4) définissent des correcteurs d'ordre zéro pour le problème homogène 

et non homogène respectivement. Le paragraphe (1.5) définit des correcteurs d'ordre 

supérieur. 

Les chapitres II, III, IV, V traitent la deuxième méthode. 

Le chapitre II donne la construction des Noyaux de Poisson de P. Fife [l] et 

étudie les propriétés, nécessaires à la suite, de certaines de leurs éléments consti

tutifs dans le cas des opérateurs frontières de Dirichlet. On traite aussi dans ce 

chapitre le cas particulier où les racines du polynôme caractéristique sont simples, 

car dans ce cas les noyaux sont obtenus directement à partir des racines. 

Dans le chapitre III on donne la solution de P. Fife [l] du problème de Dirichlet 

homogène et quelques-unes de ses propriétés de régularité lorsque les données fron

tières sont dans â)(TRn !) ou ( R n S d'une part. D'autre part on étend la 

solution et on en étudie sa régularité dans le cas où les données au bord sont 

évaluées avec les normes de Hormander. (Agmon-Douglis-Niremberg [1]). Ensuite on 

traite le cas particulier m Q - 0 , car on peut alors faire le lien avec le théorème 

d'existence et d'unicité 7.3 de Lions et Magénès [1] , les deux solutions coïncident 

alors. Enfin on étudie le cas particulier m^ * m^ qui est le cas traité par 

Agmon-Douglis-Niremberg [1] , car ce sera le cas du problème limite de notre 

problème de perturbations singulières. 

Dans le chapitre IV on considère le problème dépendant de e et on donne une 

solution dépendant de e de ce problème au moyen de noyaux de Poisson du chapitre 

II. On démontre alors un théorème de convergence de cette solution vers la solution 

du problème limite étudié dans le chapitre III et on donne des estimations sur la 

rapidité de cette convergence. 
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Dans le chapitre V, on montre sur des exemples simples comment la donnée 

explicite d'une solution du problème perturbé permet d'avoir des développements 

asymptotiques et aussi des correcteurs assez simples. On fait entre autres une 

comparaison de ces résultats ainsi obtenus et ceux de J.L. Lions [1]* et M.J. Vishik 

et L.P. Ljusternik donnés dans P. Fife [l] . 
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C H A P I T R E 0 

Rappels sur les espaces H k(3R n~ 1) et T k , r(]R°) 

0.1•- Es£aces H k( ]R n" 1) , k réel jjuelcongue. 

Soit ]Rn 1 l'espace euclidien réel à n-1 dimensions. On notera 

x s (xpX2,...,x n -|) l'élément générique de cet espace. 

2 vtmm 1 

On note L ( ]R ) l'espace des fonctions à valeurs réelles, de carré 

sommable sur Çl , muni de la norme : 

(0.1.1) Iluh . ([ | u |
2 d x ) , / 2 . 

Soit l'espace des distributions tempérées sur H n ' . On désigne par 

la transformation de Fourier en x isomorphisme de S' sur Si , où 

Ç • (Çj,^2»•••»^n-i^
 e s t l a variable duale de x . On désigne par ^ l'isomor-

phisme inverse de . 

Pour k réel quelconque, H ( 1R ) est l'espace des u € tels que : 

(0.1.2) [1 + I Ç r ] «J^u € L 2( K n _ 1 ) 

muni de la norme 

, k/2 
(0.1.3) llull » Il 11 + ICI ] , n , 

H k ( ] R n l ) x L 2 ( K n _ 1 ) 

Soit p * (pj,...,p n_j) , Ipl » pj + p 2 + ... + p , on note : 

3 P 2

+ ' - - + P n _ l u 

D u = — les dérivées étant prises au sens des 

dX. ... 3x 
i n-1 distributions. 
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Alors lorsque k est un entier ^,0 l'espace H ( 1R ) est défini c o m e 

l'espace de Hilbert des distributions u sur 1RD ' telles que D*\i € R11"*') 

pour Ipl ^ k muni de la norme : 

/ n 2 \ 1 / 2 

(0.1.4) ||u|| = I ||DPu|| % 

H k ( m n l ) Vip i^k L 2 ( m n V 

et bien sûr il coïncide avec la définition précédente, 

k n 

0.2.- Espaces H ( 1R+) , k entier ^ 0 . 

On désigne par 1R^ le sous-espace de ]Rn formé des points 

(x,y) = (Xj,x 2,...»x j,y) qui vérifient y > 0 . 

k n 

On définit alors H ( ]R+) , k entieç ^ 0 comme précédemment avec (0.1.4). 

k n 

O.3.- Espaces H^( 3R+) , k entier :> 0 . 

Ce sera par définition l'adhérence dans 1R^) de l'espace ©5( H^) des 

fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans 1R^ • 

—k n 
0.4.- Espaces H ( B + ) , k entier ^ 0 . 

Ce sera par définition le dual fort de ]R^) . 
0.5Espaces T k , r(lR^) , k £§el^uelconjue, r entier ^ 0 . 

Ce sera par définition l'espace des distributions u sur 3R^ telles qu* 

D k n 

D£ U € H ( pour |p| < r . C'est un espace de Hilbert pour la norme : 

/ n 9 \ , / 2 

(0.5.1) llull . r n » ( I HDj ull \ ) 

T , r ( t ; ) Vlpl<r X H ( 1R^)' 

où D x désigne la dérivation par rapport à la variable x » (Xj,...,X Q_J) € It 

On a l'inclusion algébrique et topologique suivante : 
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(0.5.2) T k' r(]R n) c T k ,' r'(l£) pour k * k ' 

pour r ^ r' 

Remarque 0.5.1.- Pour une définition de T k , r ( H ^ ) avec r quelconque, 

cf. Lions et Magénès [i] . Dans ce travail, on utilisera seulement la définition 

0.5. 

0.6.- Quelques inclusions_utileg. 

(0.6.1) H k + r ( * n ) c T k» r( * n ) e H k( **) pour r » 0 . 

(0.6.2) H k( * n ) c H k' ( R n ) pour k » k' 

(0.6.3) « T m' r(mJ) fl H ° ( K n ) pour r entier » 0 . 
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C H A P I T R E I 

Problèmes de perturbations singulières relatives 

au problème de Dirichlet dans le demi-espace 

Calcul de Correcteurs 

1.1.- ion_du_£roblème^et_ra£gels. 

Soient fi un ouvert régulier de ]Rn (dans ce travail fi » K^) , m et 

m 1 des entiers avec 0 ̂  m' < m . Pour u , v € Hm(fi) [resp. H1* (fi)] on 

définit : 

(1.1.1) a(u,v) Z (a DV D P V ) 9 

lpl,lq|<m P q l/(fi) 

[resp. (1.1.2) b(u,v) = 1 (b D qu, D Pv) 7 

lpl,lql<m' P q LZ(Î2)J 

On suppose que les coefficients a (Ipl , Iql^m) et ^ ^ O p l » Iql^m') 

sont des restrictions à fi de fonctions de B(fi) (espace des fonctions complexes 

indéfiniment différentiables et bornées ainsi que chacune de leurs dérivées sur 

l'adhérence fi de fi). Les formes a(u,v) et b(u,v) sont continues sur H^fi) 

et rf^ (fi) respectivement. Il existe donc des constantes positives M et N 

telles que 

(1.1.3) |a(u,v)| <M||u|| Ilv|| m V (u,v) € H^fi) 
rf^fi) H*(fi) 

et 

(1.1.4) |b(u fv)| < N Hull , Il v U m , V (u,v) € ^'(fi) . 
H* (fi) H* (fi) 

Les opérateurs différentiels associés à a(u,v) et b(u,v) sont respecti

vement 
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Cl- 1-5) A - I (-|) l p l

 D

p [ a (x) D q] 
lpl,lql*m p q 

0.1.6) B - z (-l) l p lD P[b (x) D q] . 

Ipl.lql^o' P q 

i 
H!.- On suppose b(u,v) ¥T (Çï)-elliptique, c'est-à-dire qu'il existe Y > O : 

(1-1.7) lb(u,u)l >y y Hull
 2 , V u C H 0 ' ^ . 
H * Q î ) 

H2.~ On suppose qu'il existe a et 3^,0 telles que pour 0 ̂  e < e : 
o 

(1.1.8) le a(u,u) + b(u,u)| > a t Hull 2 + & Hull 2 , V u € H*(Q) 
tf^fl) H * ( f i ) ° 

On a alors le résultat suivant. (Théorème 6.15, p. 138, D. Huet [l]) . 

-mf 

Théorème Kl.- Soit h donnée dans H (fi) . Pour 0 < e £ CQ , on désigne  

par u la solution du problème de Dirichlet : 

u £ € H^fl) 

(1.1.9) J 

( e à + B ) u * h 
e 

Problème qui est équivalent à : 

(1.1.9)' e a(u . v) + b(u , v) - (h, v) V v € Y^(Q) . 
C o 

On désigne par u la solution du problème : 

u € H*'(fl) 

(1.1.10) J 

Bu = h 

Problème qui est équivalent à : 

(1.1.10)' b(u,v) - (h,v) V v € H*' (fi) . 

Alors, quand e -» 0 , u £ tend vers u dans H 0 1 (Q) . 

On utilisera aussi le lemme suivant (lemme 2.1 page 278 , Lions et Magénès [t])« 
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Lemme 1.1.- Sous les hypothèses faites ci-dessus dans le cas où fî * 9 

9 

soient u la solution de (1.1.9) avec h € T k , r ( ]Rn) , k :> - m £t r ̂  0 ; 

alors u G T^ +^ m , r( ]R^) et il existe une constante C (indépendante de u ) 

———. £ + " ' — — " t> 
telle que 

Il u H ... ^ C Hhll 

€ T ^ m . r ^ n j ^ T k' r(*;) 

1.2.- Theoreme_de_convergenee_dans~iê£ T k * r ( IR^) . 

On suppose désormais que îî * IRj . 

1.2.1. - Ç§s_4li_££2kiâ?£-.ËÊ_2iEi£îîiêL-lî252SËSê • 

On redonne h et h € dans T~ m * r( ]R^) telles que h C -> h dans 

I ^ , > r ( R n ) et f £ T"™'r(]R*) de sorte que C U 2 f - 0 dans T" m» r( nj) . 

On considère alors u^ la solution du problème de Dirichlet 

u e T^ r(iR°) 
r e o + 

(1.2.1) J 

(e A + B) u « h + cf 

Problème équivalent â : 

(1.2.1)' c a(u £, v) + b(u £, v) - (h £ + €f £, v) V v € TjJ'r( R n ) . 

On considère d'autre part u la solution du problème limite : 

u € T^'' r(R n) 

(1.2.2) J 
Bu = h 

Remarque 2.1.- Le problème (1.2.1) admet bien une solution unique, car 

hj. + cf £ € H"
m( m " ) , donc il existe ufi £ H

m( »") . Et comme h £ + ef £ € T"
œ( R n ) 

entraîne que Ug € T m' r( ]R°) à cause du lemme 1.1 avec k - -m et en tenant 



compte de (0.6.3). 

Pour le problème (1.2.2), il n'y a qu'à se référer à Lions et Magénès [lj 

m ' 
puisque l'opérateur B est H elliptique. 

o 

Théorème 2.1.- Sous les hypothèses ci-dessus u^ -+ u dans T* « r( m n ) et 

e 1 / 2 u 0 dans T™' 1^ M") quand e -» 0 . 

Preuve : Considérons w € T^'Clt?) solution de : 
e o + 

(1.2.3) (e A + B) w - h 

Le théorème 1 . 1 entraîne alors que w £ -> u dans H m ( ]R^) , On peut encore 

écrire l'égalité (1.2.3) sous forme variationnelle 

(1.2.3)' 6 a(v . v) + b(v v) = (h, v) V v € H m( **) . 
£ t# O + 

Retranchons (1.2.3)' de (1.2.1)' , on obtient : 

(1.2.4) e a(u £ - w £, v) + b(u £ - w £, v) = (hg - h, v) + (ef €, v) V v € Hj(^ 

En particulier pour v « u - w , on a l'inégalité : 

(1.2.5) (e a(u £ - w £, u £ - w £) + b(u £ - v £, u £ - w £) 

< C ||hC - h|| , ||u - wJ| , * 
H ( R^) C C H* ( mj) 

M e 1 / 2 f Jl lle 1 / 2(u - wjll 
C H'Œ( *N) C C HM( R°) 

Et en tenant compte de (1.1.8) 

a e l | ue " w e " 2 m n
 + B l l u

c "
 WJ' 2 m ' n < C l l h £ - h | 1 -™- J l u , - w J I . 

e £ A * ? ) c c tf'dÇ) H^ 1 e rf* (B^) 
l l c l / 2 f

C " -m « I U l / 2 ( u f - wjll m n . 
C H^( ]Rn) c £ H m( R n ) 
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D'où finalement l'inégalité 

(1.2.6) l l e 1 / 2 ( u - v j | | m n +||u - v | | , < 

< K[||h - h|| , + ||e , / 2f II ] . 
c ( ]Rn) £

 H -
m ( * n ) 

Comme par hypothèse le second membre converge vers zéro quand C -* 0 . 

On aura : 

O .2.7) ||u - w || , 0 . 
e c H m ( m n ) 

(1-2.8) llc , / 2(u p - w j | | -» 0 . 

E E HM( m n ) 

L'inégalité triangulaire entraîne : 

llu - u|| , < llu - v II . + llw - u|| . 

C rf^ ( ]Rn)
 C £ H"1 ( «J) 6 H° ( H n) 

D'où : 

(1.2.9) ||uc - u|| , - 0 
e H m ( m n ) 

(1.2.10) l l e , / 2 ( u - u)|| -» 0 . 
e H m ( m n ) 

L'inégalité (1.2.8) appliquée à (1.2.1)' permet cornue pour (1.2.6) d'obtenir 

l'existence d'une constante K q telle que : 

(1.2.11) l l e 1 / 2 u l| m + lluJ| $ 
e A x J ) e AIR») 

^ K [ ||c , / 2f il ^ n + llh II , 1 
° E

 H^( m n ) € i f * ( n n) 

On est alors dans les conditions 2.1.10 de la démonstration du leame 2.1 de 
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D. Huet [2] et on peut alors déduire par récurrence sur r , l'inégalité 

(1.2.12) Ile l / 2 u H + ||U H , 4 

< K [ I U 1 / 2 f II + ||h II , ] 

qui correspond à l'inégalité 2.1.5 de D. Huet [2] et en se reportant à la deuxiè* 

partie de la démonstration du théorème 2.1 de D. Huet [2] on déduit de (1.2.9) et 

.(1.2.10) par récurrence sur r : 

llu - u|| , - 0 
e jm , r ( 3 R n ) 

I U 1 / 2 ( u p - u) Il - 0 . 
c T m , r ( m n > 

Ce qui achève la démonstration du théorème, cf. M. Schmitt [l] . 

1.2. .- Cas du problème de Dirichletnon homogène. 

On se donne gj € H m + r ~ j " 1 / 2 ( R 1 1" 1 ) , j = 0, 1, ..., m-1 et 

g. £ H 1"* 1 ^ ' ^ ( K 1 1 ') , i » 0, 1, m'-l vérifiant la condition suivante : 

Il existe v r e T
m' r( TB?) et v G T m ' , r ( K n ) telles que l'on ait : 

(Yj v g - gj pour j « 0, 1, m-I 

Y. v - g. pour j - 0, 1, m'-l 

v £ -» v dans TT , r ( R n ) 

e , / 2 v -» 0 dans ï*» r(* n) 
On considère alors les problèmes : 

(1.2.14) . { £ 6 l 6 

/• Bu - h 

(1.2.15) < 
T j u " 8j j - 0, 1, .... m'-l 
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Théorème 2.2.- Avec les hypothèses du théorème 2.1 sur f , h et les opérateurs 

B 1 , A , B , les problèmes (1.2.14) et_ (1.2.15) admettent une solution unique 

u^ e T m , r ( ]R^) _et u £ T m , r ( 1R^) respectivement et lorsque e 0 

(1.2.16) u u dans T m'(]R n) et e l / 2 u -> 0 dans T ^ d R * ) . 

Preuve : L'existence et l'unicité de u G T 1 1 , r ( H ^ ) solution du problème (1.2.15) 

sont données par Lions et Magénès [l] car B est -elliptique. 

Soit v introduit ci-avant, on a Av € T - m , r ( 1R^) et Bv € T*01 , r ( H**) 

alors, voir remarque 2.1, il existe une unique w € T m , r ( H*J) solution de 

£ O ' 

(1.2.17) B c w c = e(f - A v ) + h - Bv 
c e e e c c 

et donc u = w + v £ T m , r(]R?) existe et est solution du problème (1.2.14). 
e e e + 

L'unicité suit immédiatement de celle du problème homogène. 

Considérons maintenant w € ( H ) solution de 
o + 

(1.2.18) Bw = h - Bv 

Comme e , / 2 Av e - 0 dans T" m , r( * J ) et Bv £-> Bv dans T ~ m , , r ( * * ) 

le théorème 2.1 entraîne w -> w dans T"1''^*?) et e , / 2 w - 0 dans 
c o + e 

T m* r( ^ nais comme u = w + v et u • w + v on a le résultat cherché, 
o + e c c 

1.3.- Correcteurs d'ordre zéro_pgur_le problème homogène. 

On garde les notations et hypothèses précédentes et on suppose de plus : 

(1.3.1) u e T ^ d R j ) 

, ||h - h|| - 0(e 1 / 2) 

(,.3.2) / e T ^ ' r < * : > 

^ Hf , H r 4 c 
6 T ^ r ( » ; ) 

13 



Soient G£L et G£2 appartenant à T""m*r(Hj) et ^ ' ' ' ( r J ) re»p«cti 

vement vérifiant : 

(1.3.3) ||Gc1ll S K 
£ 1 T~ m' r( IR^) 

(1-3.4) ||G H . $ M . 

e2 T-m . r ( R n } -

Définition 3 . 1 On dira que 8^ est un correcteur d'ordre zéro si c'est une 

solution de : 

f e £ e T ^ ( i O - u 

(1.3.5) / 

\ B £ e £ - eA e 2 . b e £ - e G ç l + e , / 2 G£2 

Ce problème admet une solution unique car u € T m , r ( F n ) entraîne que 

Y u € H m + r " j " , / 2 ( l R n ' 1 ) et donc Y 8 € H

m + r " j " 1 / 2 ( R 0" 1 ) et l'on est dans 1«« 

conditions du problême ( 1 . 2 . 1 4 ) dont nous avons démontré l'existence et l'unicit* 

d'une solution dans le théorème 2 . 1 . 

Théorème 3 .1.- Sous les hypothèses précédentes : 

( 1 . 3 . 6 ) u - (u + 8 J 0 dans T m , r ( ]R^) faible 

(1.3.7) llu - (u + 9JII , ^ C C , / 2 . 

e c ^ , r ( m n } 

Preuve : Soustrayons (1.2.2) et (1.3.5) de (1.2.1) et posons : 

w - u - (6 C + u) € T°
, r(H°) , on aura : 

(1.3.8) B £ w £ - - eAu - eG £, + ef £ - vT G £ 2 + h £ - h . 

Comme u € T m , r ( H") , on a Au € T ~ m ' r ( K n ) et en procédant comme pour 
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(1.2.11) et (1.2.12) on obtient l'inégalité : 

1 /2 

(1.3.9) Ile" w l| + ||w II , ^ 

< K[||e , / 2(Au + G + f )|| + Il C I / 2 G - + h - h|| , ] 

1 /2 
(1.3.10) < K e ' [llAull +llG f,H „ +HfJI • , • 

T- m' r(lR n) e l T ' ( R^) *T"" •*(»;> 

+ 1 | G

£ 2 " -m» r n + K l 1  

C 2 , r ( R n ) 1 

en tenant compte del'hypothèse (1.3.2) qui signifie II h - hll , x K. e 1 ^ 2 

£ T"* ' r ( R n ) ' 

et vu (1.3.2) (1.3.3) et (1.3.4) on aura que llw H est borné et on 
£ T m , r ( R^) 

peut extraire une sous-suite convergeant faiblement dans T m , r ( R ° ) . Mais 

1 /2 
comme ||w H , x C e la limite sera nulle d'où le théorème. 

C T m > r ( R j ) 

Théorème 3.2,- Ajoutons aux hypothèses du théorème 3.1 : 

(1.3.11) G £ ) -» G, dans T ^ ' d l J ) 

(1.3.12) G £ 2 -» 0 dans T~ m'' r(R°) 

(1.3.13) ||h - h|| , = 0(e 1 / 2) et (1.3.14) f c - f dans 
C T - * , r ( R n ) C  

T"*«R(»;) . 

Alors (1.3.15) u £ - (9 £ + u) -» 0 dans T œ , r ( R^) fort. 

(1.3.16) e" 1 / 2[u - (6 + u)] - 0 dans T 0 ' , r ( R n ) fort. 

Pour cela on commencera par démontrer le lemme : 
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Lemme 3.2.- Soit w € hP( K n ) , u € H m( Kj) avec : 

(1.3.17) B w = cF - eAu + e l / 2 

où F F dans H~ m( 1R°) , G -* 0 dans H" œ' ( * n ) . 

Alors : 

w £ 0 dans H ^ R * ) 

c ~ , / 2 w - 0 dans H 0'(m?) . 

Preuve : (1.3.17) peut s'écrire sous forme variationnelle en divisant par e : 

(1-3.18) e"1 b £(w e, w €) » (F e, w £) - a(u, w £) + (G £, ^
] / 2 w £) . 

La démonstration du théorème 3.1 dans le cas r * 0 appliquée à (1.3.10) 

montre que w converge faiblement vers zéro dans H m( ]Rj) . Donc comme F + 

dans H - m( ]R°) , (F , w ) -* 0 et de mime comme u 6 H m( *?) a(u, w ) -» 0 . 

-1/2 
De même la démonstration du théorème 3.1 montre que Ile v || , 4 C 

e H» ( **) 
donc : 

6 C H ( E n ) £ H* ( R n ) H ( ïj) 

et comme G -> 0 par hypothèse dans H ( I O il en sera de même du premier 

membre de l'inégalité. 

D'où e 1 b

r (
w

c > w ) -> 0 , ce qui avec (1.1.8) entraîne le résultat. 
c e £ 

Preuve du théorème 3.2 : Considérons l'égalité (1.3.8). Si l'on pose F » f - C ( 

qui converge vers F - f - Gj dans T~ m , r( K^) donc en particulier dans H " * ( ^ 

(Hypothèses (1.3.14) et (1.3.11)), et G, - e ~ , / 2 (h„ - h) - G,, qui converge 
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vers zéro dans T""' , r(H^) donc dans H""™'( TR°) (hypothèses (1.3.12) et 

(1.3.13)), on peut appliquer le lemme 3.2 et donc w -• 0 dans H m(R*S et 

i/o ' 

e" w -> 0 dans H m ( H n ) . Ce qui donne le résultat (1.3.15)-(1.3.16) pour 

r « 0 . 

On suppose alors le théorème vrai jusqu'à l'ordre r - 1 et montrons qu'il 

est encore vrai à l'ordre r . 

Posons r = D q,w avec |q| < r-1 et soit i € [1, n-l] . Il suffit alors 

9r m n -1/2 8 r e 
de démontrer que -r—- -> 0 dans H m( ]R^) et € «5— 0 dans 

1 1 1 

f 3r £ 

№ ( 1R1*) . Pour cela on calculera IS T — et on montrera que l'on est dans les + t dX. 1 

conditions d'applications du lemme 3-2. 

De (1.3.8) on tire : 

" * ¿ 7 D * Ge2 * air " Î - O . , - » • 
1 1 

Par hypothèse on a : 

(1.3.21) Dj, G c, € H ^ C K j ) qui converge vers ^ D^.G, . 

(1.3.22) T ~ D1, f G H~ m( K n ) qui converge vers D^, f 

OX^ X £ + OÂ  X 

(1.3.23) 3^7 D x ' Ge2 6 ^ ( ^ ï ) <ïui converge vers zéro 

(1.3.24) DJ, (h e - h) € B ^ ' d ; ) et e ~ , / 2 ^jL pj, (h £ - h) converge 

vers zéro. 

D'autre part A et B donnés par (1.1.5) et (1.1.6) respectivement peuvent 

s'écrire aussi : 
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(1.3.25) A • Z a (x) D P , B - I B (x) D p 

lpl^2m P lpl^2m' P 

où les a p et les B p sont encore des restrictions à de fonctions de 

B(F°) . Et on peut voir alors que : 

<'-3'26> 8x7 D x ' A u = 3x7 , * V ° D x ' <Du> £ • 
î î lpl<2m 

ls|^r-l 

Calculons B « r — . On aura : 

<'-3-27> B

C <^7> » air ( B e V +
 [ B 4 " 3 T ( B e V 1 

où : 

(,.3.28) B £ r £ - B £(D^ w £) - D«,(B£ w £) . [B^dJ. w £) - DJ, B £ w £ ] 

et finalement : 

9 r 
( , - 3 - 2 9 ) Be â x f " ¿ 7 D x <Be V + W7 [ V D x ' V " D

x « < B e V 

1 1 

Se reportant à la démonstration du lemme 2.1, p. 434 de D. Huet [2] on * : 

<'-3-30> 3x7 l V D x ' V - D x ' ( B e V 1 ' £ F2e + H2e 

avec 

(1.3.31) J | s | ^ r - 2 

I H2e " -êr 1 6 a t ( x ) D x ' ( D < 1 V € 

|t|^r-2 

et 
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(1.3.32) / 

l H H ? P 1 1 - M - * K 5 1 | w e " m'r-1 n 

De même on a : 

d.3.33) B£ (^) - J L ( B e r e) = - e F 3 £ -H 3 C 

avec : 

1 lpl^2m i 

d-3.34) / g & 

et 

r » V ' H - , ( " ' . \ - ( " » . V - ' „ ) 
(1.3.35) < 

V H ( ]Rn) € > r \ l Ç ) . 

En tenant compte de (1.3.25) dans (1.3.20) et de (1.3.28), (1.3.30) et 

(1.3.33) on obtient : 

lskr-i 

l " * ^ 7 Dx' Ge2 + âxT D x ' <he " h ) + c F2,c + H2e " c F3e " H3e 1 ' 
i i 

Or l'hypothèse de récurrence appliquée à 1.3.32 et 1.3.35 montre que : 

||F, Il -» 0 lie" 1 7 2 H, || , -» 0 

2 e H" m( *;> 2 t H ( m n) 
MF. Il -> o lle" 1 / 2 H- Il , - o 

3 c H" m( m n )
 3 £ H ( *;> 
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(1.3.36) s1écrit donc sous la forme de ( 1 . 3 . 1 7 ) avec : 

F c ' - à : Dx' G e l + ^ D x ' f e + F 2 , e - F 3 e 

On remplace Au par - ̂ - I y (x) D S,(D P) € Vt~*( 1RD) 
3 X i |p|<2m PS x u 

lsl^r-1 

1 1 

On est donc dans les hypothèses du lemme 3 . 2 ce qui achève la démonstratio© 

du théorème 3 . 2 . 

1 . 4 . - Çorrecteurs^d^ordre^zero^gour^le groblème noa^homogène• 

On considère alors les problèmes ( 1 . 2 . 1 4 ) et ( 1 . 2 . 1 5 ) et on garde les hypo

thèses du paragraphe I . 2 . b auxquelles on ajoute celles du théorème 3 .1« 

Remarque 4 . 1 . - En général y^u ^ g^ pour j € [m 1, m-l] et donc la convergence 

qui a lieu dans T m , r ( ]R^) n fa pas lieu en général dans T m , r ( 1R^) ; d'où 

l'introduction de correcteurs. 

Soit donc 9 € T m , r ( Rj) solution du problème : 

f £ A e e + B 6 e = c G e l + ^ G e 2 

( 1 . 4 . 1 ) ) T j e e = g j - Y j U j € [ « • , « - ! ] 

I Yj e £ - 0 j € [0, m'-l] 

où G , et G 0 satisfont ( 1 . 3 . 3 ) et ( 1 . 3.4). 
el e2 

Ce problème a une solution unique, cf. théorème 2 . 2 . 

Commençons par considérer le problème ( 1 . 2 . 1 4 ) simplifié, c'est-à-dire : 
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{B u = h + ef 
e e e 

Yj « e - gj j e [0, m-l] 

Théorème 4.1.- Sous les hypothèses ci-dessus : 

(1.4.3) u £ - (9 + u) •* 0 dans T m , r(Bj) faible 

(1.4.4) ||u - ( 6 , + u)|| . r $ C c 1 / 2 . 
e £ ^ . r ^ n j 

Preuve : Considérons w = u - (6 + u) . Retranchons (1.2.15) et (1.4.1) de 
£ £ £ 

(1.4.2). On aura en tenant compte que u £ T m , r ( 1R^) : 

(1-4.5) B w = - £G . + ef - VF 6 - - eAu + h„ - h . 
e e ci e ti e 

D'autre part la linéarité de l'opération trace de T " m , r ( R ° ) sur 

T T ^ T ' j ~ U 2 ( ^ ) entraînera : 

j-o 

(1.4.6) y. w = 0 V j £ [0, m-l] . 

On est alors dans les conditions d'application du théorème 3.1 d'où le 

résultat • 

Si de plus on se place dans les hypothèses du théorème 3.2, on obtient la 

convergence forte. 

Revenons au cas plus général (1.2.14) et considérons l. 

satisfaisant aux hypothèses 

(1.4.7) I U , J l m + r • , n n , - 0 ( e l / 2 ) j = 0,...,m'-l dans H B + r _ J - , / 2 ( R 1 1" 1) 

3C Hm+r-j-l/2 ( 1Rn-]) 

(1-4.8) ||£. e- (g. " ̂ 5 U ) 11 ^ - i - l / Z ^ n - l ) - 0 ( e ' / 2 ) j dans 

«mr-j-l/a^n-^ 
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Supposons de plus : 

0 - 4 - 9 ) l l « j « - « j » ^ . r - i - l / 2 ( I I r l ) -
, « ' , / î > i - 0 . 1 -'-I . 

Soit donc alors 6 E T m , r ( H^) solution du problème : 

f e A 6 c + B 6 e = e G e i + ^ G e 2 

( 1 . 4 . 1 0 ) 7 

\ Y j 6 C " £j 3 = 0 , 1 , . . . , m - l 

où G . et G 0 comme théorème 3 . 1 . 
e 1 e2 

Théorème 4 . 2 . - Les hypothèses du théorème 4 . 1 et celles ci-dessus entraînent : 

( 1 . 4 . 1 1 ) u - (u+9 ) - 0 dans T m , r(lR?) faible 
£ £ + — 

1 / 2 

( 1 . 4 . 1 2 ) ||u - (u+ejll £ C e 

£ £ T m . r ^ n j 

Preuve : Considérons les fonctions de H m + r ^ ^ 2 ( l R n *) , £ ^ ( g j • &j • g j ) 

nour j € [ 0 , m - 1 ] et £~^ 2(gj - - TJU) j € [m1, m-l] . Les hypothèses 

( 1 . 4 . 7 ) (1 .4.8) ( 1 . 4 . 9 ) entraîne leur convergence vers zéro. Donc de la remarque 

4 . 1 , p. 446 de D. Huet [ 2 ] , il existera v' € T m , r(]R n"" 1) et v € T m , r ( R*" 1) 
o 

telles que : 

Î Y- v' = c" l / 2(gf - - T.u) j € [m 1, m-l] 

J £ J J j 

Y. v' = e~ , / 2(g? - IL*. - g.) j e [ 0 , m'-l] 
J J J J 

Yj v s 0 j € [ 0 , m-l] 
et telle que v' •+ v dans T m , r ( R^) . 

Considérons alors v = e , / 2(v' - v) 6 T* l , r( »J) • Elle vérifie : 

c e 
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r e " 1 / 2 v £ 0 dans T m' r(]R n) 

(1.4.14) / Y j Ve = 8 j " £ j " g j j € [ 0 , m'-l] 

l T, v • g? - 1? - Y-u j € [m', m-l] 

J C J J J 
Tll ' T* T> T 

D'autre part B étant continu sur T ' ( B~) à valeurs dans T -™ , r ( K°) 

c "
, / 2 v £ - 0 dans T m , r(]Rn) donc dans T m' , r(]R n) entraîne que 

c "
, / 2 Bv £ = B e ~ I / 2 v £ ^ 0 dans T ~ m ' ' r ( m ; ) . 

Soit alors solution du problème 

(1.4.15) J 

l B e w c = - £ t g e l + A v e " f e A u ] + c " V " 2 ^ - ! » ) - B £ -
, / 2 v £ - G £ 2 ] . 

Les hypothèses considérées ci-dessus entraînent que nous sommes dans les 

mêmes conditions que dans la démonstration du théorème 3.1. Donc la solution 

existe et est unique et w

£ "* 0 dans T m , r ( H^) faible, 

0 r w

e

 = u e " ( 9 e + u ) " v e € ^''^J* À C A U S E D E (1.4.14) et vérifie 
(1.4. 15), d'où : 

u e " ( e

e

 + u ) = w e + v e "* 0 d a n s f a i b l e e t 

llu " (8 + u) || 4 ||wJ| . r n + 

+ "V1
 m' r * C • 

e T m » r(]R^ 

Ce qui achève le théorème. 

Remarque 4.2.- Si l'on se place dans les hypothèses du théorème 3.2, on obtiendra 
la convergence forte pour w et donc aussi pour u - (8 • u) . 

6 c e 
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I.5.- Correcteurs d^ordre >, 1. 

On considère de nouveau le problème (1.2.1) et on suppose qu'il existe 

u, u 1, u M e T ^ r

( m ; ) 

et L 1, L 2, L M £ T ^ ^ d l J ) tels que 

(1-5.1) eA(u + eu 1 +...+ e Mu M) + B(u + eu 1 + ...+ e M

u

M ) * 

1 hLM M+l M 
= eL + ...+ + e Au + h + ef 

e e 

et ceci pour tout e > 0 . 

Le problème limite est toujours donné par (1.2.2) . L'identité (1.5.1) 

équivaut aux égalités suivantes : 

f Au + Bu 1 = L 1 

2 2 
Au + Bu = L 

(1.5.2) / 

( A u M H • Bu M - L M 

Définition 5.1.- Un élément 0 M de T m , r(]R^) sera dit correcteur d'ordre - M 

si solution du problème : 

e M G i*'r( m n ) - (u + eu 1 +...• c M u M) 

€ 0 + 

ÇA e M + B e M - - ( e L 1 + c 2 L 2 + . . .+ e V ) + e M ( e G , . + e , / 2 G , , ) 

où G £j et̂  sont les mêmes que dans (1.3.3) et (1.3.4). 

On a alors les estimations données par le théorème suivant. 
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Théorème 5.1.- On se place dans les hypothèses du théorème (3.1) et celles ci-

dessus. On a alors : 

(1-5-4) llu - (u + eu 1 ..... e M u M + 9M)|[ < С C M 

(1-5-5) ||u - (u . eu 1 ..... e M u M + 6 M ) | | , < С t H + U 2 . 

1 М М М 

Preuve : Posons w = u - (u + eu +...+€ u + 8 ) et retranchons les équations 

(1.5.1) e t (1.5.3) de (1.2.1), on obtient : 

(1.5.6) £Aw + Bv = - C

M + 1 Au M - c M (cG , + c l / 2 G ) 

On se ramène ainsi au problème du même genre que celui traité dans la 

preuve du théorème 3.1 avec les mêmes hypothèses, d'où le résultat. 

Théorème 5.2.- Si l'on ajoute les hypothèses (1.3.11), (1.3.12), (1.3.13) et  

(1.3-14) o n aura : 

(,.5.7) Г М [u £ - (u . eu 1 ..... £M

 U

M . e * ) ] о dans f ' ^ R j ) fort 

(,.5-8) e ^ " 1 / 2 [u £ - (u £ - (u . eu 1 ..... £
M u M . 6 M)] ^ 0 

dans т " ' ^ * » ) fo r t. 
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C H A P I T R E II 

Noyaux de Poisson 

2.1.- Notations_etJhygothèses. 

2.1.a.- Les opérateurs différentiels 

De manière générale nous écrirons les opérateurs différentiels à coefficients 

constants à n variables x = (x^ x R) sous la forme P ( i D^) où 

D x = (9lT * 9T~ 3T" ) * > o ù ^ = Ç n } ' e s t u n P o l y n S m e d i t 

1 2 n 

polynôme caractéristique de l'opérateur. Nous distinguerons la dernière variable 

en posant x = (x J f x 2 > x ) et Y s x

n

 e t o n écrira (x,y) 6 K n . De plus 

on posera .) et ir\ = Ç .Le polynôme caractéristique peut 
J n— 1 n 

alors être écrit P(£) = P(Ç, in) . 

Nous nous intéresserons aux solutions de l'équation : 

(2.1.1) IL (| D x) u(x) - 0 

dans le demi-espace y s'x > 0 , satisfaisant à certaines conditions frontières 

sur le plan y - 0 . Ici IL sera un polynôme de degré pair 2m^ , et £ un petit 

paramètre réel. Nous supposerons aussi le degré du terme d'ordre le plus petit 

être pair, soit 2m Q . Finalement nous supposerons > ULQ > 0 . La principale 

hypothèse sur IL sera du type forte ellipticité f à savoir : 

Hypothèse I.- Il existe une constante E > 0 telle que : 

_ 2m. 2m 
(2.1.2) RelL(Ç) » E(|Ç| °) V £ € ]Rn . 
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Soient ILj(Ç) et IL^(£) les polynômes homogènes consistant en les termes de 

IL d'ordre 2mj et 2m^ resepctivement. En particulier l'hypothèse I entraîne 

que IL, et IL sont elliptiques. 
1 o 

Nous écrirons désormais L(£,n) s ]L(£, in) avec des définitions analogues 

pour L. et L 
1 o 

L'équation (2.1.1) devient alors : 

¿2.1.3) L(f D . - CD ) u(x,y) = 0 . 

Nous noterons n (̂Ç) les racines du polynôme en n. L(Ç,r|) = 0 . Les racines 

joueront un rôle principal dans toute la suite. Nous ne serons intéressés que par 

les racines dont la partie réelle est positive et nous ferons l'hypothèse : 

Hypothèse I L - Pour chaque vecteur réel o> £ 3RN 1 avec |u>| - 1 , il existe exacte

ment m } racines Y^bù) (i = l,...,nij) de Lj(G),y) " 0 avec partie réelle 

positive et exactement m Q racines 0^(0)) (i - l,...fm ) de Lo(o,a) - 0 avec 

partie réelle positive. 

Remarque 1.1.- Cette hypothèse est vérifiée dès que n > 2 . 

Hypothèse III.- Les racines n (̂Ç) sont analytiques comme fonctions de la variable 

réelle Ç . De plus il existe un voisinage de l'origine et un voisinage de l1infini 

dans le plan complexe de la variable a tels que rĵ fau)) sont des fonctions ana

lytiques de o et du vecteur réel a) pour a dans ces voisinages et co dans 

un voisinage de la sphère |g>| - 1 . 

Comme conséquence de ces hypothèses, on a les propriétés des racines résumées 

dans le lemme suivant. (Pour la démonstration cf. P. Fife [1]). 

Lemme 1.1.- Exactement la moitié des N ^ C C ) • (Par exemple la première moitié) a 

une partie réelle positive pour Ç € lRn ~ {0} . On a aussi les propriétés 
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asymptotiques suivantes, où les (i « m Q+l,... ,nij) sont les racines non 

nulles de partie réelle positive de L(0,r)) = 0 : 

(2.1.4) ni(pcx)) = PYi(a)) + 0(1) (p -> oo, p £ jr+) i - l f . . . , m 1 

(2.1.5) r\. (pa)) - pou (go) + 0(p2) (p •* 0, p e 1R+) i * 1,... ,m 
I l o 

(2.1.6) nj/pw) - &i + °(p) (P 0, p e H*) i - m o + i f . . . . m , . 

2.1.b.- Les opérateurs frontières. 

Soient B^(Ç,n) (i = 1,. .. ,nij ) des polynômes de degré » et certains 

entiers. Nous nous intéresserons aux solutions de l'équation (2.1.3) dans le demi-

espace y > 0 satisfaisant : 

(2.1.7) B (f D . - eD ) u(x,0) - e J <p (x) . 

Nous imposerons l'hypothèse suivante sur les B^ et L . 

Hypothèse IV.- Nous définissons L (£,t) = ( | (x + r\ (Ç)) et 
m, k-1 k 

L.(o>,t) = TT ( t + y. (g))) . Comme polynôme en t , les fonctions B.(Ç,x) sont 
1 i-1 J 

linéairement indépendantes modulo L +(Ç, t ) . 

(1) Pour chaque Ç î 0 réel et 

(2) Pour chaque complexe Ç dans un voisinage de l'origine. 

De plus pour chaque réel q ^ 0 , les polynômes B^(o , t) sont linéairement 

indépendants modulo L*(o , t) , où Bj consistent en les termes d'ordre le plus 

élevé de B. . 
J 

Remarque 1.2.- B.(£, - t) - Q.(Ç,t) L + ( £ , t ) + R.(Ç,t) avec d° R. < m , Ç * 0 

j j j j I 
et comme polynôme en t : 

m l . 

(2.1.8) R.(Ç.T) - I b j k(Ç) T k _ l . 
3 k=l 
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"île 

Vhypothèse IV équivaut à d(£) = det(bJ (Ç)) î 0 V £ 0 c'est-à-dire que 

cette matrice est inversible. 

De même : 

Bj(o>, -r) • QJ(CO,T) l"J"(O),T) + RJ(O),T) avec d° Rl < m} , co t 0 

et comme polynôme en T : 
m I 

(2.1.9) R!<w,T) - H b' j k(u) T K " ' . 
J k=l 

ik 

La deuxième partie de l'hypothèse IV équivaut à d'(Ç) * det(b f J (a))) ̂  0 

V u ^ 0 c'est-à-dire que cette matrice est inversible. 

2.2.- Lejioyau de_Poisson. 

Dans cette section nous allons rappeler la construction des noyaux de Poisson 

de P. Fife [1 ] pour le problème : 

(2.2.1) L ( t D . -D ) u(x,y) = 0 y > 0 
î x y 

(2.2.2) B.({ D , -D ) u(x,0) - <p. (x) j - 1 m. . 
J J- x y J 1 

Par noyaux de Poisson on entend des fonctions K.(x,y) , j « l,...,mj telles 

que pour certaines classes de fonctions <Pj (x) , la convolution 

ml , 

(2.2.3) u(x,y) = 1 K . ( X - T , y) (p.(T) dT 

soit solution de (2.2.1) et (2.2.2). 

2.2.a.- Définitions et constructions préliminaires. 

X ( p ) sera une fonction indéfiniment différentiable définie pour p € H + 

et telle que 

1 si 0 4 p 1/2 

(2.2.4) X ( p ) . | 

0 si p ^ 1 
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On pose |Ç| = p et a> = j» donc a) € 3Rn 1 et lui * 1 . 

C désignera un contour simple fermé borné du plan complexe à gauche de a 

la droite Re z = -2a et entourant l'ensemble : 

ni(po)) 
{ z £ Œ : z = , i = 1, ... ,nij P ^ a lo>l * 1} 

où a est quelconque dans et a tel que Re n-(pc*>) ̂  3ap 

(Fife [ 1 ] lemme 3.1). 

On note, si toutes les racines ^^(oco) sont distinctes dans un voisinage 

de l'origine : 

-ruCoo)) y 

(2.2-5) Gi(a,a>,y) - e 

Sinon nous définissons, toujours pour o dans un voisinage de 0 : 

r k-l eoyz 

(2.2.6) Gk(o,G),y)
 s ~ d z p o u r k * 1 » 2 » - - - » m

0 

Je Lj(o,o),z) 

et 

k-m -1 m m w 

f 2 ° e 2 y 

(2.2.7) G,(a,o,y) s -pz dz pour k«m+l,...,m 
* J C L2(o,0),z) ° 1 

où 

ru (au) 

(2.2.8) L j t o ^ z ) = TT (z + — ) 
i=l 

et 

/\ m l 

(2.2.9) L 2(o,o,z) = T T (z + n i(O0))) . 
i=m +1 

o 

-1^(00)) 

C est un contour fermé borné autour de { i » 1 1... ,mQ M • 1 loi <a } . 

C' est un contour fermé borné autour de { -ri^OG)) lfc>l » 1 loi ^ a 

i » m •1,...,m. } 
o 1 
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Remarque 2.1.- a sera choisi de sorte que C f soit à gauche de la droite 

Re z = -2& où 3 est une constante telle que Re ^ 3(J (Lemme 3.1, P. Fife 

[1]). 

Finalement nous considérons pour a dans un voisinage de 0 

(2.2.10) A (ou, y) s Ba(oo), -D ) G k(a, u), y) s R £(ow f -D ) Gfc(o, w f y) 

où b^(Ç, T ) S
 B J / Ç »

 t ) ( m o d L +(?> T)) d o n c ordre de ^ tt| • 1 

L'hypothèse IV entraîne que la matrice (A (oo>, 0)) est inversible pour 

a ï 0 et l'on note alors : 

Ajk(ao)) cette matrice inverse* 

D'autre part on notera successivement : 

(2.2.11) L+(Ç, T) - TI1 (T + n v ( D ) » I1 a ( O T * 1 " * (aft « 1) 

k=l k p«0 p ° 

j 
(2.2.12) L?(Ç, T ) - I a (Ç) T J _ P j - 0,1,...,m.-l . 

3 p=0 P 

On a alors : (Agmon-Douglis-Niremberg [l] p. 632) 

(2.2.13) — ! - dT - 6.. 
2 1 7 1 Je L +(Ç, T) J k 

où C est une courbe de Jourdan qui contient en son intérieur les (- n^) 

(2.2.14) Soit (b.,(0) la matrice inverse de (b^k(Ç)) considérée en (2.1.8) 

mi + 
(2.2.15) Soit alors H ^ Ç , x) - I 0>ik<£) \ .¿(5. T ) . 

i»l 1 

On a : 

(2.2.16) ô^- — dx - ô„, (Agmon-Douglis- iremb«rg 
c ( ç » T ) m , P . 634) 

31 



Et on pose finalement : 

~ m I + U k + 1 N. (po>, p O 
(2.2.17) N^p, w, Ç) » p 

2i7T 

et (2.2.16) entraîne que : 

r \(P. u. C) P B (pu, -pç) _ 
(2.2.18) — — A - d Ç " 6k£ • 

Jr ml H-(pu) 
a TT (ç + - — - ) 

i-1 p 

En effet il suffit de remplacer ^ ( p , w, ç) par sa valeur dans (2.2.17) 

et de faire le changement de variable T = pç . 

2.2.b.- Noyaux de Poisson 

Avec les notations précédentes, nous considérons les noyaux suivants : 

(2.2.19) Kj (x,y) - ( * ) - ' f ^ [ X < = ) ( ^ ) " " 2 'i . j k « . . ) 
; I z | =a J 1R K k» 1 J 

G k(p +z,a,,y)e
i x' (^ z w> dÇ 

• (27r)"n dç n . O - x ( î » P 3N.(p,co,ç)(TT ( ç • - ± — ) ) 

a 

ep(ix.u>+Çy) d £ 

s K. (x,y) + K. (xty) . 

Remarque 2.2.- L'intégrale sur le contour |z| s a est introduite pour éviter 

une éventuelle discontinuité en Ç « 0 des Aj^(Ç) • S'il n'y a pas de telles 

singularités on pourra supprimer z en appliquant le théorème des résidus. 

Remarque 2.3.- On voit sur (2.2.19) que les noyaux sont composés de deux parties : 

l'une au voisinage de p = 0 et l'autre au voisinage de l'infini. Nous étudierons 

dans ce chapitre le comportement asymptotique des Aj^(poj) au voisinage de p • 0 

d'une part et des Nj(p,u),Ç) au voisinage de P - +«> d'autre part. La première 

étude sera faite seulement dans le cas des opérateurs frontières de Dirichlet. 
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2.3.- Comportement_asYÇ££oti^ue^des A^Cpo)) pour p = 0 lorsque les opérateurs 

Considérons les opérateurs frontières associés aux polynômes : 

(2.3.1) BjCÇ.n) « (- n ) j H j = l,..-fmj 

2.3.a.- La matrice [A (pu),0)] au voisinage de 0 

a) k 4 m Q . 

(2.2.6) et (2.2.10) entraînent que : 

(2.3.2) Ak*(pu>,y) - j n . ( ^ ) d z 

Car B n (•!• D , - D ) = D^~' dans le cas (2.3.1) l i x' y y 

D'où : 

k* ¿-1 f z k + £ " 2 dz 

(2.3.3) A^pu.O) - p* » J i-

TT ( . * — , 

Comme A (pcu,0) est analytique au voisinage de p • 0 par construction 

on aura le premier terme de son développement en série en cherchant la limite 

A^^ CD 0) 
lorsque p -» 0 du rapport , mais comme le lemme 1.1 donne : 

r).(pw) 
* ot.(u)) + 0(p) on aura : 

p i 

(2.3.4) Ak*(pu),0) = p £" 1(a k A(uj) + 0(p)) 

où 

e k+H-2 

(2.3.5) O ^ u O = JC dz 
TT (z + a.(w)) 
i=l 1 
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P) k >, m +1 
' o 

(2.2.7) et (2.2.10) entraînent que : 

( 2 . 3 . 6 ) A W ( p W ( y ) . f - Z

k ^ - m ° ' 2 « * ' d z 

T T (z + n.(pca)) 
i=m +1 1 

o 
Donc : 

( 2 . 3 . 7 ) A^Cpw.O) = f Z

M ^ 2 dz . 

J C, m, 
T T (z + ni(po>)) 

1=111 + ] 
o 

Comme ni(pO)) = $i + 0(a>) au voisinage de p = 0 i > m Q+I d'après le 

lemme 1 . 1 , un raisonnement analogue au précédent dans le paragraphe a) entraîne : 

( 2 . 3 . 8 ) A K X /(pa ) , 0 ) = a ^ O o ) + 0 ( p ) 

où 

f k+i-m0-2 

( 2 . 3 . 9 ) o ^ f o ) - — S - dz 

C T T (« • 
i=m +1 

o 

kil 

La matrice des A (pou,0) aura donc un développement de la forme suivante 

au voisinage de p = 0 : 

+ 0 ( P ) P ( 0 , 2 ( « ) + 0 ( P ) ) P 2 ( - - - ) p ^ l ' ^ O , ( w ) • 0 ( P » 

0 2 , ( u ) + 0 ( P ) P ( 0 2 2 ( w ) + 0 ( P ) ) P 2 < - - > P m r , < a 2 0 l

( w ) + 0 ( p ) ) 

a ( u ) • 0 ( P ) P C « , 2 ( « ) + 0 ( P ) } P 2 ^ " 0 p f f i r , ( Œ « + 0 ( P > ) 

m l o ° • 

V i . . w + 0(p) v . » M * 0 ( p ) ("') ( v - , w * 0 ( p > ) 

a l h).o<P> < - > , V , M , 1 < " 1 > 
m., l 1 

k 34 
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Notations.- On notera A. la matrice (a M (a)))t . 
1 J K l$j£mo 

о 
A 0 la matrice (a., (a))) . 

m o + l ^ m 1 

2.3.b.- La matrice [А^Срш)] au voisinage de p - 0 (cas général) 

Théorème 3 . 1 A u voisinage de p = 0 , on a les propriétés asymptotiques 

suivantes : 

(2.3.10) Ajk(pa)) = 0 ( p ~
( j H ) ) j , k $ m o 

(2.3.11) Ajk(puO = 0 ( р " ( ^ 1 ) + ш о ) j < m Q k ^ m ^ l 

(2.3.12) A . , (peu) = 0 ( p ~ ( m o H ) ) j > m + l k « m 
J K о о 

(2.3.13) А^к(ра)) = 0(1) j ) m o + l k > m Q + l 

Preuve : La matrice inverse d'une matrice étant égale à la matrice transposée des 

cofacteurs divisée par le déterminant, on va chercher le premier terme du dévelop

pement au voisinage de p = 0 des termes du déterminant d'une part et des cofaçteer* 

d'autre part. Par définition première, le déterminant es£ obtenu en faisant la 

somme (à la signature près des permutations) des produits d'un terme de la première 

colonne, d'un terme de la deuxième colonne qui ne soit pas sur la même ligne que 

хеше 
le terme précédent, d'un terme de la к colonne qui ne soit pas sur la 

même ligne que les termes précédents etc.. et ceci en faisant toutes les permu

tations possibles. 
k£ 

Considérons donc la matrice A (pu),0) développée ci-dessus. Le terme de plus 

bas degré en p de son déterminant sera obtenu en ne retenant que les produits 

de termes pris dans le carré 1 ̂  к < m Q et 1 ̂  i < m Q et le carré m o+l < к » 

il ̂  nij . Dans le premier carré on a en faisant le produit des différentes colonnes 
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m (m -1) 
o o 

des termes de la forme C ( l * p x p x . . . x p o " l ) s C p et dans 

le deuxième carré il n'y a que des constantes. Donc le terme de plus bas degré 

kil 
du développement du déterminant de A (pu),0) en puissance de p sera : 

m (m -1 ) 
o o 

(2.3.14) A p 2 où A = det(Aj) x det(A2) . 

Pour les cofacteurs nous procéderons de même en distinguant les différents 

cas suivants : 

a) j,k < m Q 

Le cofacteur est obtenu comme le déterminant de la matrice considérée 

•~ ieme • Lème 

à la quelle on a enlevé le j ligne et la k colonne. On se retrouve dans 

un cas analogue au précédent. On aura donc le terme de plus bas degré en p en 

multipliant det A^ au déterminant du cofacteur du terme (j,k) de la matrice Aj . 

m o(m o-l) 
La puissance de p sera alors j " (k-1) puisque l'on a retiré la 
colonne des p 

&) j « m Q et k > m Q+l 

Dans ce cas là on considère seulement le carré des m -I lignes et 
o 

colonnes du coin supérieur gauche de la matrice et le carré m +1 ^ j m^ et 

m o(m o-l) 
m o ^ ^ * ml a v e c & ^ k . On obtient comme exposant de p : ^ (m

0~^ " 

T) j ^ m + 1 et k ^ m 
o — o 

On supprime la k l e m e colonne c'est-à-dire celle où apparaissent les 

k— 1 

0 dans les m Q premières lignes. On considérera alors le carré 1 ̂  j m Q 

et 1 ̂  l « m Q+l avec l t Y et le carré m Q+l ^ 1-4 . I t j et 

m +2 < k ^ m^ . 
m o ^ V 1 ^ 

L'exposant p sera alors r + m - (k-1) 
2 o 

36 



6 ) j £ mQ+l et k £ mo+l 

Dans ce cas là on aura à multiplier det au cofacteur du terme 
m (mo-l) 

(j>k) de la matrice et la puissance de p sera ^ . 

D !où en divisant par le déterminant et en transposant la matrice des cofacteurs, 

on obtient le résultat énoncé : 

Ecrivons le développement asymptotique de la matrice des A., (poo) au voisinage 
J k 

de p = 0 . On a : 

0 n ( i0)( i«o(p)) eI2(w)(i*o(p» ... e ) n (u»(i40(p)) P*° e l B l ,̂(w)(i*o(e)) . . . p * > * | ] B c * ) o « * < » » 

(i.o(p)) -£^— (j*o(p)) ... 2 (l+0(P>) P*° & 2 n o * î ( w ) ( , * 0 ( p ) ) ••• P V ̂  WCHSW 

e a e B 2(w> e B m (o») 

(2.3.15) — 1 — <l«0(p)) ( | . o ( p ) ) . . . £ - £ _ ( | . o ( p ) ) p* a a 4 | ( « ) < f O ( p ) ) ... p* <t0<l*O<P» 
p o p o p o oo " 0 « | 

° (*«W> ° , ' , | . . . ° < ' * < P » 4|UO(l40(p» . . . B a + . C ) ( I ^ ) ) 
p o p o p o o o o**l 

_ J 1 _ { l > o ( p ) ) — ! 1 — (i40(p)) . . . • ] ' a ° « • o ( p ) ) » M *,<IO<I«O(P)) . . . S . B 

p ® p ° p ° ! ' ° 1*1 * J 

2.3.C.- Calcul explicite des 0jjc(
(U) en fonction des ou^ . 

Pour cela il suffit de se reporter à chaque cas de la démonstration précédente 

et d'exprimer à quoi correspond chaque cofacteur divisé par le déterminant. 

a) j < m Q et k ̂  m Q 

cof* a . (CD) 

(2.3.16) P.k(a>) - —-=J 
J det A. 

où cof* désigne le cofacteur dans la matrice A^ i * 1, 2 . 
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3) J £ M

0

+ 1 Si k é m

0 

\ \ . < « ) - v . v ' f a ) / v - . - . M - O 5 - v . ( w ) / 
(2.3.17) & j k ( u ) ' " 

det AJ X det 

où les termes surmontés d'un / S sont supprimés, 

y) j £ m Q et k ^ m Q+l 

d c tl : j " c o t* ^ - v 1 

(2.3.1S) ftjk(«) - • — — 

det AJ » det 

6) j ^ mQ+l £t k ^ m o+l 

cof* a . (a>) 
(2.3.19) &.k(u)) = i-JU . 

J det A 2 

Remarque 3.1*- On voit en étudiant la matrice (2.3.15) que l'on a des singularités 

à l'origine seulement pour les termes avec k ̂  m Q et 1 ̂  j < m^ . On pourra 

alors dans les expressions correspondant aux A., (£) autres que ceux-ci supprimer 
J K 

X• intégration sur le contour Izl = a dans (2.2.19). Le corollaire suivant du 

théorème 3.1 permettra aussi de s'affranchir de cette intégration dans certains cas. 
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Corollaire 3.1.- Si Min(mo,j) < n l'intégrale 

(2-3.20) j n _ , х ф А.к(рш) Gk(p,ü),y) e
i x " Ç dÇ 

est absolument convergente. 

Preuve : D'après Fife [1] А ^ ( р о ) ) G k(p,u>,y) est analytique en Ç dans un voisi

nage de l'origine sauf peut-être à l'origine. Le théorème 3.1 précédent donne : 

Si j ̂  m Q | A j k ( p a ) ) | 4: C p ~ ( j ~ l ) si k < m Q ( 1 ) 

¿ C p " ( j " 1 ) + m o si к £ m +1 (2) 

Si J > m o + l l A j k ( p ü > ) | ^ C p " ^ " 1 5 si к < m Q (3) 

^ С si к ̂  m Q+l (4) 

où С désigne différentes constantes. On a d'autre part : 

1хф| |À. k(pu))||G (р ,ш ,у ) | dÇ - f Г |x(|)| р П " 2 | A . . (pu)IIG. I dp do) . 

Mais Ix(~) IрП 2 IAj k(po)) I |Gkl est continue en p sauf peut être en 0 • Elle 

est prolongeable par continuité dans les cas (2) et (4) ci-dessus et dans ces cas. 

donc l'intégrale est absolument convergente. Dans les cas ( 1 ) cette fonction est 

équivalente à l'origine à pn 2 (j O ¿ o n c l'intégrale convergera si et seulement 

si -(n-j+1) < 1 j < n . Dans le cas (3) elle est équivalente à l'origine à 

p n 2 ^ • donc l'intégrale converge si et seulement si -(n-2-(mo-l) < 1 m Q < s 

d'où le résultat. 

2.4.- Çom£ortement_asY5£toti^ Nk(p,a),Ç) au voisinage de p * + œ • 

2.4.a.- La matrice des b^ k ( po j ) au voisinage de p » + œ . 

Comme n¿(pw) - PY-G*0 + 0 ( 1 ) quand p -* » f i « 1,... ,т^ d'après le 

lemme 1 .1 , on peut écrire : 
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( 2 . 4 . 1 ) L ( p u , PT) = TT (pt + n - ( p w ) ) = P m i L , ( W , t ) + P ( p , u ) , x ) 
i=l 

où on aura : p ~ m i P ( p , o ) , x ) = O ( ^ ) lorsque p -> » (1) 

Utilisons les notations introduites en 2•1.b et dans l'hypothèse IV, alors : 

( 2 . 4 . 2 ) B j (po>, - p x ) - p PJ B ï ( u > , - T ) + C j ( p o ) f p x ) 

où on aura : p ~ y J C j ( p w , px ) = 0(£) ( 2 ) 

Remplaçons B j ( ca , - x ) par son expression 

( 2 . 4 . 3 ) B j ( u ) , - x ) = Q Ï ( W , T ) L*(O),T) + Rj (o) ,x) . 

On pourra alors écrire : 

(2.4.5) B ^ p a j , - p x ) = [ p m i L*(U),T) + P ( p , u , T ) ] p WJ" 1" 1 Q!(0),T) 

+ p U i RJ(O),T ) + C j C p u , P T ) - p Y J " M » P ( p f w , T ) Q Ï ( u , T ) . 

Or en tenant compte de (1) et (2) ci-dessus, on a : 

(3) p* UJ ( C . ( p w , p t ) - p ^ " * ! P ( p , u , T ) Q ! ( W , T ) » Q(b quand p - « . 

3 J 

Cette expression est un polynôme en x de degré < , dont chaque coefficient 

est O(-) . 
P 

Divisons alors ce polynôme par p " ™ 1 L (pu), px ) qui est un polynôme en x de 

degré nij , dont le coefficient du terme de plus haut degré est 1 et les autres 

coefficients sont constants ou 0 ( p ) quand p -> » . On aura : 

o~Ui ( C . ( p o ) , p x ) - p U r m i P ( p , o ) , x ) Q ' . ( o ) , x ) ) - p " * 1 L + <pc j , px ) QV ( p ,o ) , x ) + RV(p,u>,x) 
J J J J 

où d° R f j(p,(D ,x) < m, . 

Mais par définition de la division euclidienne les coefficients de QV(p,u>,x) 

et par suite de R ' j ( p,0 ) , x ) seront O(jjj) quand p » . 
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Finalement reportant cette expression dans (2.4.5), on aura : 

B.(ow, -p-r) - L + ( p o ) , P T ) [ p y J " m i ( Q : ( o o , T ) + QV(p,u>,T)] + p wJ ( R ! + r' . ' ) . 

J J J J J 

Donc, l'unicité de la division euclidienne entraîne : 

(2.4.6) R . ( p o ) , p T ) - p y ^ ( R Ï ( o ) , T ) + R7(p,o),x)) = p y J ( R ! ( w , T ) + 0(±)) 
J J J j p 

m l 4k k - 1 k - 1 
Or R.(pu, p T) - I bJK(po)) p ' T 

J k-1 

m l i i k k - 1 
et R (o),T) - Z b j K(pw) T 

J k-1 

Donc (2.4.6) entraîne : 

, j k , . k - 1 k - 1 ui r °
1 v ' j k , v k - 1 ^ . , ] . , 

I b J (pu) p T = p J l I b J (u) x + 0(-)J . 

k-1 k = l p 

D'où : 

(2.4.7) b j k(pw) - p y i " k + 1 [b'jk(o)) + 0(i)] . 

ik 

Puisque b J (pu)) est inversible et si bj^Pw) e s t s o n inverse, on a : 

Z p - U i + k H bJk(pa,) x P ^ r k + 1 b^pu,) - 6 j £ . 

Cherchons donc le développement au voisinage de p 1 8 <» de la matrice 

( p w J ^kj^P^) e n fonction de celui de la matrice ( p ̂ J + k * bjk(po>)) . 

Or d'après (2.4.7) le développement de cette dernière matrice au voisinage 

de p = oo est (b,jk(o)) + 0(£)) . 

Par définition de la matrice inverse comme étant la transposée de la matrice 

des cofacteurs multipliée par l'inverse du déterminant on a puisque A « A 1 + O(-) 
P 

où A' » det(b , j k (< i>) ) * 0 
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p ^ " k + 1 b u ( p . ) - b' w(») + 0(1) 

c'est-à-dire : 

(2 .4.8) b

U

( ^ ) = p " ^ * " * " 1 b ^ ( o ) ) [1 + 0(1)] . 

2.4.b.- Les N k ( p , a ) , x ) au voisinage de p = oo 

La définition ( 2 . 1 . 1 5 ) donne : 

mi 

N k (pco , px ) = I bik(poj) L m _i(p0), p T ) 
i=l 1 

Or b., (po>) - p ^ + 1 - 1

 b ! . ( ( D ) [1 + 0(^)3 . 

i-K. 1 J P 

Et si l fon note L (Ç,T) le terme de plus haut degré du polynôme L . ( £ , T ) 

m j ~ i m j — i 

on a : 

L m , - i ( p w ' p T ) = P M R L
 C^i ( u )' T ) [ 1 * 0 ( i ) ] ' 

Donc : 

(2.4.9) N k (pu>, px ) « p ^ k + n r 1 ( Z b ^ k ( c û ) L f f i _ . ( W , T ) [1 + 0(1)] . 

On définit alors : 

(2.4.10) N ( C O.W.T ) = I b ! , (u>) L . ( u , T ) . 

k . = l ik m,-! 

Mais d'après (2.2. 17) 

- n . . + L L + i M»* 0» P T ) 

« k ( p . . . T > = B - w * M . . 

D'où finalement : 

(2.4.11) N k ( p , W > T ) = [ I b [ k ( w ) L _.(0),T)] [1 + 0(^)1 . 
i*l 1 p 

Maintenant on a successivement d'après les résultats précédents 

B A ( p u , - p T ) = p U * [B^( W, - T ) + 0(1)] . 
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Donc : 

p U ^ B^(po), - p T ) -+ B^(a), -T) quand p 

N f c(p ,a) ,T) -> N k ( co ,o ) ,T) 

mj n.(po)) mj 

TT (T + ) - TT (T +Y..(a>)) - L * ( W , T ) . 

i=l p i«l 1 

Or nous pouvons passer à la limite dans (2.2.16) ce qui donne : 

r N (oo,o),T) B
f(o), - T ) dx 

(2.4.18) -± S « 6 U 

2.5.- Des propriétés dg Gk(a,0),y) 

Celles-ci feront l'objet de deux lemmes qui seront très utiles dans la suite 

de ce travail. 

Lemme 5.1.- (P- Fife [1] p. 111). Les fonctions Gk(a,0),y) k » l^,...»^ sont 

définies et analytiques pour la variable complexe a dans un voisinage de l'origine 

pour tout vecteur o) réel de norme 1, et pour tout réel y > 0 . De plus : 

1) Pour chaque a et aj , ces fonctions sont linéairement indépendantes 

(comme fonctions de y) et solutions de : 

(2.5.1) L*(ao), - D ) G k » 0 ; 

2) Pour k - l,2,...,m elles peuvent être exprimées sous la forme 

Gk(a,a),y) » e "
a a y Ĝ (a,u>,ay) 

où a est telle que Re r̂ (pa>) ̂  3 ap et les fonctions G^(ata),T) et leurs 

dérivées sont bornées comme suit, où a • p est réel : 
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(2.5.2) |D k' Ĝ (p,o),i)l ^ E k, 

pour p ̂  0 , |o)| * 1 , T ^ O . Ici D désigne des dérivées par rapport à p , u? 

et/ou T d'ordre k? , et E^, sont des constantes positives dépendant seulement 

de L + et k ; 

3) Pour a = p réel et k = mo+I,...,ml , les peuvent être exprimées 

sous la forme 

(2.5.3) G k (p ,u ) , y ) = E"
( B Y 4 O P Y )

 G^(p,a>, y ) 

où les et leurs dérivées ont la même majoration que dans (2) ci-dessus. 

Lemme 5.2.- Si k ̂: m Q et £ un entier quelconque positif ou nul, nous avons : 

(2.5.4) |Dj G k(p,w,y)| ^ C p* e~°QY 

où la constante C ne dépend que de L + et il et p dans un voisinage de 

1 1 origine. 

Si k ̂  m

0

+ I > nous avons : 

(2.5.5) |Dj G k (p ,o> ,y ) | « C e -
( P y + a p y ) . 

Preuve : C'est une conséquence du lemme 5.1 précédent. En effet si k ̂  m Q 

G k(p,u>,y) = e " a p y G^(p ,a) ,py) 

et |D* G^(p,u,T)| < E a , OÙ E^ ne dépend que de L + et i . 

Par dérivation d'un produit, on a donc : 

DJ G k(p,u>,y) - e-«PY

 t ( - a p )
A £ ..... (-a P)

p P*-P
 Q f r P Ĝ  . . . . . p* D * ^ ] 

/S / s ^ T 

car D G, • D G, tt* 
y k x k 3y 
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D'où l'on déduit la première inégalité : 

De même lorsque k ̂  n^+i l e l e n m e 5 > 2 d o n n e . 

Gk(P,w,y) = e -
( P ^ y ) ^(p.a.py) . 

Donc : 

D y G k(p, W,y) = e ~
( ^ P y ) [(-Çy-ayp)* ^ + ..< + p t D * Ç ( p ^ , T ) ] 

et comme | D t G k ( p , u > , x ) | ^ E k , on a le résultat annoncé. 

2.6.- ÇHïï4S-lÊ£^52Zêîî5_Ée_Poisson_dans le cas de racines simples du polynôme 

£§Eâ££éristigue * 

Théorème 6.1.- Si l'on suppose toutes les racines du polynôme caractéristique 

distinctes, on a : 

ml t N.(p,u>,Ç) 

(2.6.1) I A j k(p W) G k(p, W,y) « P"
VJ — J e p Ç y dç . 

Ca T T (ç + - V - ) 
i-1 p 

Preuve : Dans ce cas là d'après (2.2.5), nous avons : 

Gk(p,u),y) = e ^ P ^ y k « 1,2 m, . 

On peut alors calculer : 

A k A(pa),y) « B£(po3, -D y) G k (p ,a j,y) » D* Gk(p,u>,y) - [-^(po))] . 

D'où : 

(2.6.2) AK X ,(po),0) » [ - n k (p<D) ] 

C'est donc une matrice de Vander Mond inversible puisque toutes les racines SOS* 

distinctes. Et sa matrice inverse aura pour terme générique : 
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m] 
am ; TT t (T + n.(pw))] 

m r 3
 i*k 

(2.6.3) A., (po>) = — i — 

Jk ni j 
T T (ti, (pu>) - n.(pto)) 
i#k k 1 

Où _^ désigne le polynôme symétrique en les racines du polynôme entre 

crochets c'est-à-dire la somme des produits m p j à m^-j des racines du polynôme 

entre crochets. Par exemple pour j = 1 on aura le produit des (-ilj(pa))) pour 

i ^ k et pour j = nij-1 on aura leur somme. 

Appliquons alors le théorème des résidus au deusième membre de l'égalité à 

démontrer. On aura puisque les racines sont simples : 

-nk(pw) 
m, % N.(p,u), ) ^ , x 

Or par définition on a vu (2.2.17) que : 

N j ( p ' w > — p — } = p " ^ ^ —m 

et N.(pw, -n , (pu)) = .(pu, -n.(pw)) car B 5 (poi, -T) = ( t ) * " 1 

mj-j + 

= I a (pu) (-nk(pa)))
mi"J"P

 d'après (2.2.12) 
p=0 

+ m l 

où a = ( - i ) P g [jf ( r + ni(pa))] (relation entre les coefficients du polynôme 
P i = i 

(2.2.11) et ses racines). Et comme : 

<2-6.4) " V (-l)p a [ T T ( t + n,(poa)](- n, (pu)))ml'J'"p 

p=0 P i-1 1 * 

- (-0m'"1 a . [ T T (x • n.(pw))] 
m1 J itk 1 
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On obtient : 
m, 

a _• t (T + n - ( p w ) ) ] 

(2.6.5, k - T A i - i f e 1 
k-1 m i 

TT (nv(pu) - n. (pu)) 

iflc * 1 

Ce qui achève le théorème. 

Remarque 6.1.- Donc dans le cas où les racines sont simples et les singularités 

à l'origine pas trop fortes pour que l'intégrale converge, les noyaux s'écrivent 

alors : 

mj 

O .[TT (T • n.(pU)))3 

(2.6.6) K.(x,y) = (27r)- n + 1 f , I 1

 eix.Ç-nk(P0»)y d Ç . 
J JR"' 1 k=i ml 

TT ( n . ( p u ) ) - n . ( p o ) ) ) 

Remarque 6.2.- Dans ce cas la le développement au voisinage de l'origine des Aĵ CP*"») 

peut se faire plus directement à partir de l'expression (2.6.3). Faisons alors le 

calcul lorsque de plus les â (u)) et les fî  sont distinctes. 

a) j < m Q et k ̂  m Q 

m, 
Chaque élément de la somme o . [TT (T - ".(pu))] est un produit de 

m l " J i*k 1 

(nij-j) racines autres que ~ n k ( p u ) ) et nij-j >, mj-m o . On obtiendra donc les 

termes en la plus petite puissance de p en ne considérant que les racines n£(P w) 

avec i ̂  m

0

+ ' c a r dans ce cas ^ ( p w ) - &^ + 0 ( p ) et donc : 

ml • ml 

°m [ T F ( T " V P U ) ) ) 1 s p m°~^ ( TT &i a . [TT (t + a. fa))] + o ( p ) ) • 
1 J iîMc i«m +1 o J i#c x 

o 

De même on aura : 

ml mo mj 
TT ( \ ( p w ) - n ^ p o ) ) ) » p*o (jf (a (W) - a. ( w ) ) TT &. + o ( p ) ) . 
i*k i#c i«m +1 1 

o 

Il suffit de tenir compte du lemme 2. Kl sur les racines n^(pu)) . D'où dans le 
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cas j ̂  m Q et k ̂  m Q , on a : 

a . (TT (T + 0.(u))) 1 

(2.6.7) A (pu)) = ' [ p (a)) + 0(P)1 - -JTf [~^-

J P J k p TT <«„<<•>> - a (u)) 
i*k * 

b) j £ m et k ^ m + l 

Chaque élément de la somme a . « t encore un produit de (m,-j) racines 

autres que -n k et m,-j >, m,-m o . Mais cette fois k > m Q+l , donc : 

et 

i*k * 1 k ^ 

D'où finalement : 

(2.6.8) A j k(pw) = p " 0 " ^ * 1 ^ ^ ) + 0(p)) -

r T T P i a j + 1 t ^ f ( T + a . ( o » ) ] 
m 0-j + 1 f irfk ^° l c l + 0(p) 

eï° t t (B k - a.) 
k i^k k 1 

c) j ^ m Q+l et k ^ m Q . 

Dans ce cas là t^-j < m,-*. , il suffira donc de prendre les termes de la 

somme a ne contenant que des produits de B. . On a alors : 

a , TT ( T + n , ( p U ) = a f f l . [ TT <T • V 1 + 0 ( p )  

m r J i*k 1 m l J i-m 0

+i 
et 

TT (n. ( p » ) - n.(pw)) - p ^ " 1 (TT (a^u) - a^»» .TT ^ ° < p ) ) • 
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D ' où : 

r

a m -j I TÏ" ( t + V 1 

(2.6.9, A j k ( ^ ) - 1 ( B j k • 0(p)) - ^ _ . o(p)] 

p T T ( O L ( w )-o.(u» t t e. 
i*k K 1 i-m +1 1 

o 

d) j .̂ m Q+l e_t k ^ m

Q

+ 1 

Le résultat est immédiat d'après b) et c) , on a : 
m, 

a m - j [ T 1" ( T + B i > 1 

( 2 . 6 . 1 0 ) A j k ( p u ) = B j k ( u ) + 0 ( p ) ! ^ 

C tt <\ - h> 

On retrouve ainsi par un calcul plus direct les résultats du cas général avec 

les (i-iCu)) calculés explicitement en fonction des racines a. (a)) de L (oua) » O 
j K i o 

et avec les racines 3̂  non nulles à partie réelle positive de L(0, 3.) = 0 
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C H A P I T R E I I I 

Solutions du problème de Dirichlet non homogène 

Théorème Q.I.- Soient K_.(x,y) définis par (2,2.19) et <|K (x) , j * l,2,...,nij 

des fonctions indéfiniment différentiables à support compact. Alors : 

m] e mi 
(3.0.1) u(x,y) = 1 K.(x-T,y) <p.(x) dx = Z u.(x,y) 

e s t solution du problème de Dirichlet suivant : 

(3.0.2) L ( i D x, - D ) u(x,y) = 0 y > 0 

(3.0.3) B ^ T D x, - D ) u(x,0) - iP¿(x) l - 1,2,...,mi . 

Le théorème sera encore valable si les <p. (x) ne sont plus à support compact 

mais décroissantes assez rapidement à l'infini en particulier pour cp. (x) € ( lRn ̂ ) . 

Pour la démonstration on se reportera à P. Fife [1] . 

Explicitons les Kj(x-x,y) dans (3.0.1), on aura : 

( 3 . 0 . 4 ) u . ( x . y ) = (2TT)- n + l f f f X ( f > O n 2 ? A. ( Ç + a ) ) 6 k ( p * z , u » f y ) 
j j R n 1 J^n l J | z | = a a p k - , j k 

. e i ( x - r ) < Ç + 1 M ) «x(x) dÇ dx 

+ (2TT)' n + 1 | dç | (1 - x ( £ » p " ( j " ° NjCp.w.O • 

. ( ï ( c . « p U < » - t > * W s < t ) d C d T . 

On peut en utilisant Fubini et la définition de l'intégrale de Fourier écrire 

(3.0.4) sous la forme : 
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(3.0.5) u (x,y) = (2 i r ) 2 f ( & f , x C f ) ^ ) I A ( C + a ))G k(p +,, ù„y) 

+ (2ir) 2 | dç | n_, (1 - x ( f ) ) P " ( j ' 0 H3(P.».0(*(C + - V ~ > ) 

ep(ixu +çy) $ t ( Ç ) d Ç 

2 

= u!(x,y) + u.(x,y) 
J J 

-n+1 

où £ < X ) - (2 i r ) 2 f cp ( T ) e ~ i T * X dx . 

Notations 1.- Si f(x) € if^lR11"1) on notera sa transformée de Fourier inverse 

par . 

On rappelle que si a = (a^jO^»•••>a

n_])
 e s t u n multi-indice, on a : 

(3.0.6) D° §(f(Ç))(x) - S((iÇ) a f(Ç)Xx) 

où ç - Ç , 1 ... 

(3.0.7) D a f(x)(Q = (+ iÇ) a HO 

On utilisera dans la suite les notations suivantes : 

(3.0.8) f«J<ç,y) - X ( f ) A j k ( Ç ) G k ( p , 0 ) . y ) 0 ^ ( 0 

(3.0.9) f f (Ç,y) = *Z f"J(Ç,y> 

6 0 f P " ( j ' ° N . ( p , a ) , Ç ) ( p ç ) B

 e

p Ç y 

(3.0.10) gB(ç,y) - (, - X(£)) J , 7 d ç 

J a Jr œ l n . ( p w ) a f * 

i-l p 

3.1.- P£OE£iétés_de_la_solution_dans_le cas général. 

Théorème 1 . 1 , - Soient <p. ( x ) £ tf( m 0 ' 1 ) , j - , B j alors pour j < « o et 

V y ^ . 0 , l e s Dj" 1

 U j(x,y) appartiennent à l'espace H^R 1*" 1) comme fonctions 
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de x et 

(3-1.1) I I D J _ 1 u.(x,y) Il ||<p. H , V r € W 
У 3 Н ^ Ж 0 " 1 ) J Н Г ( ]Rn~ ) 

et si j > m o + l , les fonctions de x 0^°"' и^(х.у) sont dans Н Г ( Ж П _ 1 ) et 

(3.1.2) HD"^"1 u.(x , y ) | | <c Иф. Il , V r £ K 
y 2 н г ( ж п - ' ) J н ^ ж * " 1 ) 

et С est indépendante de y . 

Preuve : Lorsque y = 0 et j = 1,...,mQ U.(X,0) » Ф. (x) et le théorème 

est immédiat, de même si j = mo+l,...,mj и^(х,0) = 0 • 

Supposons alors y > 0 , il nous suffit de montrer que D J ~ ^ u! et D^~* u? 
У J У J 

sont dans Н Г( Ж П ') c'est-à-dire si a - ( 0 L f . . . , a .) que D Q D ^ ~ l uî et 
1 n-1 ^ x y j 2 2 n 1 D u. sont dans L ( Ж ) pour tout a tel que l a l s a , + a n + . . .+ a , 4 r . x J 1 2 n-1 

Or si j « m E A. (раз) D;* G,(p,ca,y) n fa pas de singularités à 
° k -1 J k У K 

l'origine à cause du lemme (2.5.2) et du théorème (2.3.1) , on peut donc s'affranchir 

de l'intégration sur le contour |z| = a et on a avec les notations ci-dessus : 

(3.1-3) D ° D f 1 u!(x , y ) = Ф [f? ( j H )(Ç,y)] (x) . 
x У J s J 

Il nous suffit donc de montrer que f ? ^ *^(£,y) est dans L^( Ж П ') pour 

y > 0 à cause du théorème de Plancherel. On a : 

(3.1.4) I | | D ° D f 1 u!(x , y ) I I 2 , - (2тг)' П + 1 I [ I f " ^ " 0 (Ç.y) | 2dÇ 
Ial<r X У J 1 Л ( Ж П ') lol^r V 1 J 

Or Ix(^) £ A-u ° J GiJ e s t borné indépendamment de y . En effet le lemme 
a jssj J У к 

(2.5.2) donne : 
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l D j H G.(p,oj,y)l ^ C p j H e " ° P y ^ C p j _ 1 car e ^ 4 1 V p . y ^ o . 
y K 

Donc : 

' X (a } H V D y ~ ' ^ « ( X ( a ) } .J, , p j _ 1 V * 0 ' 

et cette quantité est bornée comme fonction continue sur [0,a] , la continuité 

en 0 étant due au théorème (2.3.1) . 

Donc : 

I l|D; DJ"1
 u!(x,y) M 2

2 « C I j , ID^(Ç)!2
 dÇ -

lol^r ' J L ( ]R ) laUr •'m 

c II». Il2_ n_, 
J H r ( m n ') 

d'où la première partie. 

De même on a : 

(3.1.5) D° DJ"' u2(x,y) = # [ gJ'^Ç.y) dV(U1 (x) . 
x y J J J 

Et comme précédemment en appliquant la formule de Plancherel : 

(3.1.6) I ||D« DJ"1 u 2l| 2 - (2TT)- n + 1 I [ Igf Vç.y)! 2 

Ial«r x y J l/(]Rn ') |al«r V J 

ID ^ ( O l 2
 dÇ . 

Or : 

a ir(ç + — — ) 

La courbe de Jourdan C étant bornée, N.(p,w,Ç) étant continue et bornée 
a J 

n.(pw) 

à l'infini à cause de (2.A.11) , et — - — étant bornés à l'infini à cause du 

lemme ( 2 . 1 . 1 ) , la fonction étant nulle pour p a , on a donc : 
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| N.(p,U),Ç) Ç & 

I n (pu) I ^ c ( c e s t indépendante de p et u ) • 

Donc : 

2 

(3-1-7) l g r ' ( Ç , y ) | 2 4 C x (Long C ) 2 x ( sup |e p Ç yl) « C. e ~ 2 p a y ^ C, . 
a ç e c a 

D'où on tire de (3.1.6) : 

l l u 1 ( x ' y ) l | 22 n-l « Cl Z [ (D̂P . (Ç) I 2 dÇ • C. IIU>- H 2

r 

On a ainsi la première partie du théorème. 

Dans le cas où j ^ m

0

+ 1 0 1 1 procède comme précédemment. Ici la singularité 

à l'origine des A^Cpaj) est de l'ordre de p " ^ * ^ d'après le théorème (2.3.1) 

et donc la dérivation en y d'ordre in̂ -1 supprime cette singularité. 

Corollaire.- Si (pj(x) £ tf(ln ! ) f j « l,... ,mj f alors D^"1 u_.(x,y) est 

indéfiniment différentiable comme fonction de x pour tout y fixé positif ou 

nul lorsque j ̂  m Q et il en est de même de D^° 1 u^(x,y) pour j ^ m Q+l . 

Preuve : C'est une conséquence du lemme de Sobolev et du théorème (3.1.1) . 

Notations 2.- Pour des fonctions u(x,y) et <p(x) définies sur e t lRn~* 

respectivement . On note lorsque cela a un sens. (Cf. Agmon-Douglis-Niremberg [l]) 

/ » 2 \ 1 / 2 

(3.1.8) lui - ( I ||Dpuir ) où j ç K 

j,H r(i£) Mpl-j H r < i Ç ) ' 

( 3 - k 9 ) ' * - , / 2 ^ < K ° - ' , - ( L - l , s , J " , r t 0 * , { , ï ) t / , , * » i i ï « ) " 1 

o ù j e 2 . 
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2 n-1 * 
Théorème 1,2,- Soit cp. € L ( 1R ) telle que |(p.l < œ f 

J J l/2,Hr(]Rn~1) 

alors ID*̂  * u.l est fini pour j ̂  m et on a : 
y J i,Hr ° 

( 3 . 1 . 1 0 ) IDJ" 1 u . l < C Up.l* 
y J l , H r ( * J ) J I / 2 , H r ( * n ' ) 

De même pour j >, m +1 I D ™ 0 " 1 u.l 4 C | ( p . | * (3.1.U ) 
y J l,Hr(]Rn) J l / 2 , H r ( * n ') 

Preuve : On a : 

• i / n - 1 . - vl/2 
| D J ~ V | = ( I IID D J ~ ' u . i r ) 

y J i,Hr v i-i xi y J H r ( » y 

On est donc ramené à calculer D x Uj où p » (0^ ̂ o^, • . . , a ^ , a ) 

et Ipl ^ r . Comme dans le théorème précédent, les dérivations * font dispa

raître la singularité des Aj^Cpaj) . Et on a : 

( 3 . 1 . 1 . ) D * D D ^ 1 « J - *it(a*0ia*+*'l>(Z,7)] (x) 
x i y J 

où e j » (0,0,...,1,...0) 

P » ( a , a n ) 

2 
Donc c e c i a p p a r t i e n d r a à L ( 1R^) s i l a q u a n t i t é s u i v a n t e e s t f i n i e : 

( 3 . 1 . 1 2 ) | | D P D D j _ 1 u! I l 2 , 
X i y J L 2 ( F n ) 

" ( 2 7 r ) " n + 1 C i*" 1 l f r e i H a n + J ' , ) ( Ç ' y ) | 2 d Ç d y • 

Or le lemme (2.5,2) donne dans le cas où k £ m : 
o 

ID^DJ"1
 G k ( p , a ) , y ) | 2 4 C p 2 ( a n + J - 1 ) . 
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Et le théorème 2.3.1 donne pour p < a les majorations : 

lAjk(pu))|
2 ^ C p" 2 (J" ] ) lorsque j , k ^ m Q 

Donc : 

(3.1.13) I U . (pa))|2 | D v

n D f 1 G, (p,a),y)|2 ̂  C p 2°n e " 2 ° P y . 
k=l J y / 

D'où : 

(3....4) ( 2 , ) - n + 1 ( f ? l f < ^ i > < ^ - ' > < Ç . y ) |
2 d Ç d y « 

JTR }0 k-1 J 

et après intégration en y : 

,3.,..5> 4 C<2*)-> 1 ^ . , C x 2<f) ^ ï f » C 2 P 2 Œ n l î j K ) ! 1 dÇ . 

De même lorsque k ^ m o+| , le lemme (2.5.2) entraîne : 

D l ' ] G k ' 2 < c e ~ 2 ( B y + a p y ) 

et comme : 

2 
' A; k(pw) I ^ C pour p < a et j < m et k £ m +1 

j o o 

( 2 " r " ' L - . f ° ' i « î r i ) < v J " ) « . » > ' * « * « 
•TR J 0 k=m +1 J l t 

o 

* C < 2 * > " n * ' j ^ - , X 2 ( f ) [ f e " 2 " * * » * d y ] l ï C ^ ( O I 2 dÇ 

(3.1-16) 

« c ( 2 * > ~ " " [ n - , x 2(f) C 2 " ... 5 2 I V O I 2 . 
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Finalement en réunissant (3.1.15) et (3.1.16) on a : 

n-1 • î i ? 
(3. 1.17) Z I N D y D

p
 D~*~ u! ||% 4 

i-1 Ipl^r xi y
 J L%]RN) 

* c f n-i x2(f> P"' 5? * P** 1 .... C » ' 1 l $5«>' 2 * 

V 1 3 i-1 1 |p|*r 1 

+ c f n-i *2<f> ^ e- £ 1 ••• ç f r 1 , ^ « > | 2 d Ç • 

J]Rn ' 3 i-1 1 |p|<r 1 n-1 j 
2 2 2 

Comme pour p ̂  a p ^ C^ et I ̂ , s p , on tire de (3.1 .17) 

2 
Pour U j(x , y ) on utilisera le lemme suivant qui nous servira dans la suite. 

Lemme 1.1.- Lorsque p a on a l'inégalité suivante pour B Q entier positif ou 

nul : 

(3.1.18) J |j N j ( p , u , ç ) ( T r ( ç + - ^ — ) J ç e ° e p Ç y dç j dy*$ . 
0 C a 

Preuve : C'est une conséquence de l'inégalité (3.1.7) qui donne 

| \ < C, e - 2 ^ 

et en intégrant par rapport à y les deux membres de cette inégalité on obtient 

(3.1.18). 

Revenons au théorème, on a : 

(3.1.19) D P D X DJ
H
 u 2 - ^ [ g j n + J ' (Ç.y) D^Ì^(Q] (X) 

et donc la formule de Plancherel donne : 

57 



Or le lemme 1.1 donne l'inégalité : 

a o o 2 
(3.1.21) | g n K , y ) | \ < C P

2 a n - l ( 1 - X (
£ ) ) . 

j a 

Donc (3.1 .20) donne : 

"dP \ "y" ^"L 2

( k ; , * c I e " x < ^ , ) 2 ° 2 a ° " *?' - ç i ! Î i < C ) | 2 « 

D'où : 

"z ' Z 110 D p D j _ 1 u? H* 3 

i-l lpl«r X i y J L 2(]R n) 

^ C | p ( l + p 2 ) r |<p (Ç)l2 dÇ = C |œ.|*2 

J * 3 J l/2,Hr(]Rn""1) 

Ce qui achève la démonstration de la première affirmation du théorème c'est-à-dire 

le cas j < m Q . 

Dans le cas où j > m Q+l , on fait la même démarche de calculs : ici les A . , (pu>) 

ne sont discontinues à l'origine seulement pour k 4 m et cette discontinuité est 

o 

en P • Celle-ci est donc supprimée par la dérivation et donc pas de 

problème pour les termes u^ . Pour u? la dérivation DJ°H
 introduit un terme 

en P* 0 et dans l'expression de u? apparaît le terme p*~l , mais comme i ̂  m +1 

2 o 

on aura mo-l-j+l < 0 et comme l'intégration se fait pour p ^ a on aura 

*o~l * c t e 

e t on est alors ramené au même type de majoration que précédemment. D'où le théorème. 

Remarque 1.1.- De ces deux théorèmes et de leurs démonstrations, on voit qu'il y a 

deux difficultés majeures pour obtenir des fonctions ne serait-ce que dans L 2( ]R^) . 
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La première est, comme on lfa déjà vu plusieurs fois, les discontinuités des 

A., (pco) pour p = O , la deuxième vient du fait que l'on est amené à calculer 

une intégrale de la forme e"^
y dy = - et donc ainsi d'augmenter la singularité 

Jo P 

en p = 0 . On s'est affranchi de la première difficulté par des dérivations en y 

et dans le deuxième cas par une hypothèse de régularité sur les conditions frontières 

à l'origine. Nous allons voir maitennant comment on peut supprimer ces difficultés 

en ne faisant que des hypothèses de régularités sur les conditions frontières i 

l'origine en plus des conditions classiques à l'infini. On aura le théorème suivant : 

Théorème 1 . 3 . - Supposons que : 

( 3 . 1 . 2 2 ) |ip. |* , < « j m 
* -j.l /2,H ml + r(IR n- î) 

( 3 . 1 . 2 3 ) |cp. |* . . < » j > m +1 
J -m + ] / 2,H m' + r- J + f f l o(]R n- ,) 

o 

«M 
On peut alors définir la fonction u(x,y) = Z u.(x,y) où : 

j-1 J 

( 3 . 1 . 2 4 ) u.(x,y) = ^ [fj°(Ç,y)](x) + ̂ [g?(Ç,y) cp.(Ç)](x) 

u(x,y) ainsi définie est alors une solution du problème (3.0.2), (3.0*3) qui 

appartient à T m i , r ( l £ ) . 

Preuve : Il faut commencer par montrer que sous les hypothèses (3.1.22) et (3.1.23) 

1 2 
Uj(x,y) « Uj(x,y) + Uj(x,y) a un sens pour tout j ̂  m. .La transformation de 

2 n— 1 

Fourier étant un isomorphisme de L ( 1R ) , il nous suffit de montrer que : 

C •* f j 0(S> y ) e s t d a n s ^ ( m 1 1 " 1 ) 

et Ç -» g® (Ç ,y ) <Pj(C) est dans L2(R*"1) . 

Nous pouvons écrire : 

f ° ° a , y ) » X(J) P J _ I A. f c(0 G k ( p , W , y ) p , / 2 p " j + , / 2 fc<ç> j « » 
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1/2 1/2 
Comme cette fonction est nulle pour p ̂  a on peut majorer p par a 

Le théorème (2.3.1) montre alors que p J ~ l A., (Ç) est contint sur [0,a] , 
J k 

donc est borné. D'où 

( 3 . 1 . 2 4 ) | f ° ° ( Ç . y ) ! 2 ^ C X

2 ( f ) p 2 ( " j + , / 2 ) 1^.(5)1 2 J < m o ' 

J a j 

Ce qui entraîne le premier résultat à cause de ( 3 . 1 . 2 2 ) pour j ̂  m c . 

On fait de même lorsque j ̂  m

0

+ l e n écrivant : 

fJ°(C . y ) = I X ( f ) P̂ '1 A j k ( Ç ) G k ( p , u , , y ) P 1 / 2 p " * * 1 ' 2 ^ ) 

k — 1 

Ce qui donne précédemment entraîne : 

( 3 . 1 . 2 5 ) l f ? ° « . y ) l 2 < C X

2 ( J ) P 2 ( " * ° * , / 2 ) l * : C O I 2 • 

J a J 

Pour la deuxième fonction, on a : 

g ° a , y ) - d - x ( S » J - ï ; J

 n ( » ) * 

• TT ( c + 

i-1 p 

Comme cette fonction est nulle pour p ̂  a , on peut majorer p ^ ^ par 

a - ( j _ 0 e t c o m m e o t l i« a ^ p o u r ( 3 . 1 . 7 ) le reste de l'expression est borné. On a 

alors : 

2 

( 3 . 1 . 2 6 ) i g ° a , y ) £ . ( o i 2 $ c i $ . ( o i 2 d - x ô ) 

J J J ** 

On a ainsi le résultat cherché, puisque par hypothèse € L ( 1R ) . 

Nous allons montrer maintenant que u(x,y) appartient à T ml , r ( l J J ) • ̂ n montrera 

successivement pour cela l'appartenance des u!,(x,y) et u?(x,y) à T111! * ( 1R^) . 

Il faut donc montrer que ces fonctions sont dans L ( 1R^) et sont donc des distri

butions et que leurs dérivées aux sens des distributions D^^x uî^(x,y)) 
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appartiennent à L ( 1R^) pour des multi-indices p r (a, ,a2,... ,a^_^) avec 

|p| < r et q = (B0>Pj>*--»3 j) avec Iql < .La démonstration étant la me»e 

pour p et q égaux à zéro, on la fait directement pour p et q quelconques. 

La dérivation de la transformée de Fourier et de son inverse permet d'écrire : 

(3...27, D X U > , y > > - % ... C " ; ' * 6 " - £ 

Donc d'après Plancherel, il suffit de montrer que [ f ° ( Ç , y ) ] ( x ) 
J K 

2 n 
appartient à L ( ]R+) car, alors : 

(3.1.28) H D W uî. (x,y) II 2, = | n.,|^r [f£ B' f t o(Ç,y)]| (x) dx dy 
J L ( m n ) J o Jm 1 ^ J 1 

On aura : 

(3.1.29) f?* &' B o(Ç,y) = (-i) a + &

 X<S> AJK(Ç) Gk(p,0),y) D ° + ^ ( 0 . 

Or pour p ^ a , le théorème 2.3.1 donne : 

lAjk(pw)l < C p ^"'^ pour j,k ^ m Q 

et le lemme 2.5.2 donne : 

I - V " Gi^P'^y)! ^ C p^° e " a p y pour k ^ m 
I 3 y B 0 * I ? 

Donc dans le cas où j,k ^ m Q on a 



D'où : 

(3.1.30) [ f | f ? * B ' & 0 ( Ç , y ) | 2 dCdy £ 
Jm n "' Jo J k 

« c f . x 2(f) P"2J+1
 P2Bo ç 2 ( a'*' }... Ç^n-.^n-l) l£.(Ç)l 2

 dç 
... T1 l a . 1 I I 1 J 

après intégration en y . Cette quantité est finie par hypothèse. 

D'autre part lorsque k ^ m

0

+ ï le lemme 2.5.2 donne : 

V P ^ > | 2 v < C e " 2 ( ^ p ) y P « a 
3 yBo * I 

et le théorème 2.3.1 donne si \ < m et k >, m +1 

| A j k ( p w ) | 2 ^ C p~ 2^J~ ,^ + 2 œo a o n c bornée pour p ̂  a , donc : 

(3.1-31) | | f ^ ' N ç , y ) ||2, l|<p. Il2, n l 

Si j ^ m Q+l et k ^ m Q on a encore à cause du lenme 2.5.2 

1-4^ G (p, u,y)
 2 « C p 2 B ° e -

2 a p y p « a 

et le théorème 2.3.1 donne : 

IA j k(pu)|
2 < C p ' 2 ^ " 0 p ^ a 

D'où dans ce cas là : 

0.1.32) llf^ e' &°(Ç,y) II 2, « 
3 L ( H°) 

< C Ĵ n-1 5 ( 2 ( a J P ~ 2 0 o + 1 l$j(Ç)l2 dÇ < • par hypothèse et finalement 
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lorsque j,k ^ m

0

+ l 

G k(p,u»y) ^ C e - 2 ( B ^ p ) y p < â 

3 y B o k 

et 

I A j k ( p w ) t 2 ^ C p * a 

et comme plus haut on aura : 

( 3 . 1 . 3 3 ) l l f ^ ' N ç . y ) II 2, n ^ C Mcp II2 . 
J k L 2 ( m n ) J L 2 ( m n ' ) 

Cela termine la démonstration de u!,(x,y) € T m' , r(Il^) V j,k^ m. 
j K • i 

Il reste donc à montrer que u?(x,y) € T ml , r(]R^) 

Comme précédemment cela revient à montrer que : 

g?°(Ç,y) D « % ^ ) € L2(3R*) . 

Or on a en tenant compte du lemme 1.1 : 

( 3 . 1 . 3 4 ) l|g.°(Ç,y) D ^ V ( Ç ) II 2. « 
J J L 2( R n ) 

« ^ n - l C - x C f » 2 P 2 e ° - 2 j + 1 I D ^ Ç ) . 2 dÇ 

« c J^n-i O - x ( â P » 2 P 2 ° 1 + 2 r " 2 j + , l ^ ( C ) l 2 d Ç < -

à cause des hypothèses sur (p. au voisinage de lfinfini. 

Il reste à montrer que u(x,y) est solution du problème (3.0.2), (3.0.3) 

Lorsque u^ (x,y) € L ( 1R+) ainsi que toutes ses dérivées-jusqu'à l'ordre nij 

ayant calculer au sens des distributions 
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L ( + ï D x ' " V uj( x'^ = L<<{ D

x> " V ^ç(f°°(Ç,y))(x) + 

L(| D x, -D y) ^[g?(Ç,y) !p.(C)](x) 

Or d'après ( 3 . 0 . 6 ) on aura : 

(3-1.35) L({ D x, -D y) U j(x,y) = ^ ( L ( Ç , -D y) f°°K,y))(x) + 

f ç(L(Ç, -D y) g?(Ç,y) <p\(Ç)) (x) . 

Et comme L ( Ç , -D y) Gk(p,o),y) = 0 d'après le lemme 2.5.1 , on aura : 

%(UZ, - D ) f?°(C,y))(x) = 0 . 
^ y j 

De même on a 

n , p " ( j " ° N. ( p , U ) , Ç ) L(Ç, -DO e C C y 

L(Ç. - D y ) g.(Ç . y ) - (. - X(fi)) j dC - 0 

T T (5 + 
i=l 

à cause du théorème des résidus et le fait que L(Ç, n^(pu))) * 0 et si r^(puj) est 

aY-J - n. ( p w ) 
d e multiplicité Y , ( ° v , L(C, - p ç ) ) ( i- ) - 0 . 

3C T" P 

D'où L(| D x, -D y) U j(x,y) = 0 V j < m, . 

Montrons que la fonction y -» f°°(Ç,y) est continue à valeur dans L 2( R n ') • 

pour cela évaluons : 

,!f°°k(€,y) " f£<Ç.y 0> l l 2 ^ ^ « J ^ . , X 2 ( f ) l A j k ( p u , ) | 2 |G k( P, W,y) 

- G k ( p , a),y o)|
2 2 dÇ . 

Or lorsque k x m 
v o 

G.(p.u>,y) - G (p .w.y ) « } e e > dz . 
x o J mo H. (pw) 
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Le théorème des accroissements finis donne : 

ePy* . ePyo* = ( y_y o) p z e P y ^ o ù y ] £ . 

T1i(pU>) 
D'autre part la courbe de Jourdan C étant bornée et — étant bornée 

pour p 4 a on aura : 

IG, (p,a),y) - G, (p,u>,v )| $ Cp |y-y | sup e P y ' Z  

k z € C 

«Cp ly-yj e ^ 1 . 

Mais comme n'est défini et utilisé que pour p a et que g^P^M ^ 1 

on a : 

IGk(p,(D,y) - Gk(p,o),yo)l < C ly-yQ) où C est indépendante de p 

et 00 . 

D'où 

n ^ c c . y ) - «E«.7 0> « c j ^ . , x

2 < e ) P-«J-> i ^ œ i 1 « 

lorsque j < m Q (majoration de Ajk(po)) du théorème 2.3.1) . 

De même on a la majoration : 

x 2 ( f ) p - 2 < i - ' > « c p - 2 « - , / 2 ) ( i + P

2 ) r + f f i ' . 

Car la première expression est nulle pour p > a • 

Finalement : 

|| f?°(C,y) - f°°(Ç,y ) Il < C ly-yol|V.|* m + r . 

Ceci est démontré pour j,k ^ m Q » il en serait de même pour les autres 

j ,k ̂  nij et donc : 
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y -+ fj°(£»y) est continue à valeur dans L 2(lR n ') , donc 

y -+ ^ ( f ? 0 ( £ , y ) ) sera continue à valeur dans L 2 ( R n ') et on a 

lim 5 p ( f ? ° ( Ç , y ) ) - lim f?°(Ç,y)) 
y - * 0 ^ J ^ y -> o J 

(3.1.36) = 5 ( ? x(;) A,,(Ç) Akl(po),0) îp.(C))(x) 
^ k-1 J J 

- 5 ç(x(f) 6j, tPj«))(x) 

De la même manière y -* g j ( £ t y ) est continue . (y -* e ^ ^ ) et 

o /s 2 n— 1 

v -> g - (Ç>y) *P:(£) e s t continue à valeur dans L ( R ) pour y >, 0 donc il 

e n sera de même pour 

y - 5(g?(Ç,y) *•(€)) 

et lim * r(g?(Ç,y) 1p. (Ç)) - lim g?(Ç,y) î p . ( Ç ) ) . 
y - . 0 ^ J J y -» o J J 

Or lim g?(Ç,y) « (1 - X(£)> — J

n >„A dÇ 
a m, 

i-| p 

- o - x<f» 6., 

e t donc 

(3.1.37) lim 5 (g°(£fy) Î ( O ) - 5 F((1 - X(?)) ? . « » si j - 1 
y 0 ^ J J a i 

- 0 si j * 1 

Et en réunissant (3.1.36) et (3.1.37) on a : 

lim u.(x,y) = 6., cp. (x) . 
y 0 J J 1 J 
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Donc lim u(x,y) = u(x,0) = cp. (x) . 
y -* O 

Dfautre part on a vu que —p-y u(x,y) appartenait à L ( IR ) pour 

9 y 3 £ H oo l ^ m et la continuité des applications y -> — x — - f. (Ç,y) de 1R à valeur 
3v J 

2 n-" 1 3 o 
dans L (]R " ) et celle de y — r — r g?(£,y) <P; (Ç) entraîne la continuité de 

Sy* J 3 

y - A t t 3?(f?°(Ç,y)) et de y -* - S — 9,<g°(Ç,y) «p. <£)) 
9y 9y 1 * J J 

et donc : 

lim -iî-i § (f?°(Çfy)) = 5 ( lim -lîli f°°(Ç,y)) 
y -» 0 3y X ^ J y -» O 3y 

k=l J J 

D'où : 

(3.L38) lim - 1 — 9 (f°°(Ç,y)) = ^(X(f) 6.. tp.(Ç)) . 
y -* O 3y s a j* j 

De même on montre : 

J M — — 
(3.1.39) lim - S j ^ 3Ug?(Ç,y) <p.(Ç)) - 5 ((1 - X < § » 6., . 

y -* O 3y I Ç » J J s a J* J 

Et (3-1.38), (3.1.39) entraîne : 

l i m — Ô T T u ; (x>y) 8 5 —rt~f u.(x,0) « ó. p (p.(x) . 
y -* O 3y 3y 1 J J J C 2 

Finalement : 

S 4 " 1 ml a ^ " 1 /N 

3y j = l 3y 

Ce qui achève le théorème. 
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3.2.- Ças_garticulier_où m Q = o 

Dans ce cas là le polynôme caractéristique s'écrit : 

TL(l) = L ^ C n ) + L2(Ç,n) + C 

où Lj(Ç,n) est le polynôme homogène de degré 2m^ , L 2 un polynôme dont le 

degré de chacun de ses termes est compris entre 1 et 2nij-l et C est une 

constante. 

L'hypothèse I de Paul Fife devient alors : 

3 E > 0 telle que Re 1L(£) ̂  E(i£| 2 m i + O V l £ 3Rn . 

On a alors le : 

Lemme 2.1.- Sous l'hypothèse précédente l'opérateur associé à ÎL est 

elliptique c'est-à-dire : 

V u € H m , ( l R * ) Re( ILu, u) ^ E' ||u II E' > 0 . 

Preuve : Soit donc u £ H^* ( 1R^) et considérons u le prolongement de u par 0 

à H n entier. Il est clair que u £ H^l ( lRn) c'est-à-dire que les D p u sont 

dans L 2( IRn) pour |p| ̂  m^ . Chaque terme de IL est de la forme : 

a r? 1 ... Ç a n où a £ 1R et laI .< 2m, . 
a i n a i 

Donc : (Lu, u) est une combinaison linéaire de terme de la forme : 

(-i) I U | a (u , ~ — u) « (-i)1 1 a (D p u, D 4 u) 
a 3x?l ... Sx** a 

1 n 

au signe près et où |p| + |q| = | a| et |p|,|q| < m ] . 

Alors D P ïï et D q ïï £ L 2(]R n) et on peut appliquer le théorème de Parsevai, 

68 



c'est-à-dire 

<dp u , u ) = <$z, £z) - f < - i ) l a l Ç p + q i « œ > ' 2 « • 

D'où : 

f ^> 2 
Re(Lu, u) = Re(Lu, u) = Re L(Ç) lui dÇ 

J]Rn 

>, E f ( I C I 2 œ i • ') l^'2 « 

et comme ^ + — = — < C , on a : 

i + i ç i 2 m i 

Re(Lu, u) * f ||î[||2 = l Nu II 2_ n 

Dans le cas particulier où m = 0 les hypothèses (3.1.22) et (3.1.23) se 
o 

réduisent à : 

Vj(x) c H m l + r ~ J + , / 2 pour j = l,...,m, 

Et l'on voit (Lions et Magénès [1]) que IL H^ 1 ( ]R^)-elliptique entraîne 

que l'application 

u -» (Lu, yu) où Yu - (u(x,0) r u(x,0)) 

Sy*»"1 

est un isomorphisme de T m1' r(]R n) sur T ^ ' ^ ]Rn) x " t T rfH^-j-l/2( ^n-1 ) ^ 
+ 3=0 

Cela signifie donc qu'étant données (x) £ H m i + r ~J + 1 / 2 ( IR0""1 ) , j « 1,....«^ 

il existe une unique solution du problème (3.0.2), (3.0.3) qui appartient à 

T m ,' r(lR n) . 

Théorème 2.1.- Lorsque m Q = o et <p. (x) € H m » + r ' j + 1 1 2 ( J R ™ ) , La solution de 
ml 

(3.0.3) donnée par u(x,y) « z u.(x.y) (où u.(x,y) données par (3.1.24)) 
j=l J J 
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appartient à T m i , r(lR^) et coïncide donc avec celle de Lions et Magénès [11. 

Preuve : Cela est immédiat de la démonstration précédente du théorème 1.3 car 

u?(x,y) 6 T™1 * r( 1R^) n'utilisait que l'hypothèse sur tp..(x) à l'infini. De même 

on avait vu que pour k > m

Q

+ 1 les (x>y) appartenaient à TM*,R(]R̂ ) avec 

la seule hypothèse que <p_. (x) 6 L 2( H^) au voisinage de l'origine. 

Et donc pour tout k :> 1 puisque ici m Q = 0 . D'où le théorème. 

3. 3.- Ças_garticulier où m^ = m^ 

C'est le cas où le polynôme caractéristique est homogène de degré m^ , 

donc le cas étudié par Agmon-Douglis-Niremberg [l] . Une solution est donnée 

au moyen de noyaux, qui ont le lien suivant avec ceux construits par P. Fife 

dans le cas où < n-1 , car alors on peut prendre a = 0 dans (2.2.19) . En 

effet l'intégrale définissant K.j(x,y) est alors convergente à l'origine. On a : 

(3.3.1) K.(x,y) = ( 2 7 r ) - n + 1 j dÇ p"yi N.(p,u>,Ç)(ir(ç • ^ ^ ) ) " ' « P ^ - ^ d Ç d Ç 
C 
a 

Mais si l'on suppose L ( Ç , n ) homogène de degré m • m^ * m

Q » alors : 

(3.3.2) n ^ p a O « p r ^ f a ) . 

Car L(poj, n ^ p u O ) « 0 et L(pu>, p n ^ O ) ) ) * p m L(u>, r^to)) » 0 . 

D'autre part nous avons supposé 

donc homogène de degré 9 j-1 » on obtient d'après (2.2.15) 

(3.3.3) N k ( Ç , x ) = L m - k
( Ç ' T ) . 
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Ce polynôme est homogène de degré m-k (Agmon-Douglis-Niremberg [1]) et donc 

(2.2. 17) entraîne : 

N . ( p , t o , Ç ) = p H û = . 
J 2-rri 2iTi 

D'où après passage en coordonnées polaires (3.3.1) devient 

< 3 , „ V * , y ) . < - £ ^ | « | « J - p - 2 - U j , 
J 2iri J C JIÇ|=I J 0 ^ i 

a 

Sur cette expression on voit bien que l'intégrale est convergence si et seulemes: 

si < n-I . Alors par intégration par partie en p et après permutation des 

intégrations, on obtient : 

(3.3.5) K.(x,y) « (2Tr)"n+1(n-2-y.)!(-l)n~'~yJ f da)Ç 
3 J J 1CI — 1 

L 2 l T i J c a L ^ Ç . O d x . ^ y ) 0 - 1 - ^ J ^ 

On retrouve ainsi exactement le noyau de Poisson donné par Douglis-Niremberg ci] 

lorsque y_. < n-1 pour des opérateurs frontières de Dirichlet. 

Nous verrons dans le chapitre suivant que le cas m^ - m Q correspond à un 

problème limite. Et nous montrerons que dans certains sens une solution de ce 

problème sera limite d'une suite de solutions de problèmes non homogènes, ces 

solutions étant celles données dans le début de ce chapitre. Pour cela il nous 

faudra une autre solution que celle donnée par Agmon-Douglis-Niremberg. Ce sera 

l'objet de ce paragraphe. 

Soit donc le problème : 

' L o ( ï V ~ V "'".y' • 0 y ' 0 

(3.3.6) J 

1 — T u(x,0) - (p. (x) j - 1 m 

I 3yJ J 

71 



où Lo(Ç,n) est un polynôme homogène de degré 2m Q . 

Soient сь (ш) (i = I,... ,m Q) les mQ racines de Lo(o>,a) « 0 avec partie 

réelle positive. (On suppose toujours être dans les hypothèses du chapitre II). 

L'homogénéité de L q entraîne que les racines de L^Cpw, л ) sont données par : 

n,-(pco) - p Ot.(o)) i - l,...,m i i о 

On définit alors comme dans le cas général : 

(3.3.7) Gk(p,o),y) * e Р 0 1 ! ^ ? si i e s racines (̂u>) sont simples 

sinon 

С k-1 - pyz 
(3.3-8) G'(p,aj,y) i - dz . 

Je о 
TT (z + a.(w)) 
1 

Ici la différence avec le cas général est que les 0^(0,0) ,y) sont analytiques 

sans restriction du domaine et on a donc pas besoin d'introduire a , c'est-à-dire 

de considérer un noyau au voisinage de 0 et un noyau au voisinage de l'infini. 

On considère alors : 

J M r 4-1 k+4-2 pyz 

(3.3.9) A k i l ( p w,y) - - ^ < ^ < P . a u y > - J dz 
3 y ° TT (2 • а.(ш)) 

i-1 
et donc : 

(3.3.10) A k £ ( p c o , 0 ) = p ^ 1 0 ^ ( 0 ) ) 

f 2
к + * ~ 2 dz 

où les а (u>) s — • s o n t c e u x d ° ^ n ê e s d a n s (2.3.5) . 
TT (z + a.(u>>) 
i-1 1 

4-1 • • 
Comme les polynômes (-T) sont manifestement linéairement indépendants 
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u = l...m ) , la matrice A (po),0) est inversible et tenant compte de /"> 

on a la matrice : 

(3.3.11) [AU(pa),0)] 1 = [Ajk(pa>)] = [p"
j + 1 B (a»)] 

On considère alors les noyaux de Poisson : 

( 3 . 3 . 1 2 ) * < , . , ) - * J X (Ê> ( P i i , - 2 y ( j., 

J|z|=b ^n-1 k-1 jk ( t' 

G k( P +z,u ),y)e
i x ( Ç + 2 W) d Ç 

+ ( 2 ï ï > " n + I f n-, O - X ( g ) ) ? P _ j + 1 B,k<o>> G. (P.w.y) e
i x ' Ç

 d ?  
J R n 1 k-0 J K K 

Ici b peut être quelconque et la fonction x est celle introduite en (2 

Comme dans le cas général l'intégration sur le contour Izl = b est introduit 

pour éviter la singularité en p - 0 . 

Théorème 3.1.- Soit cp. (x) € 2)( 1R ) » la fonction u(x,y) « I K. * <p. est 
2 j-I J J 

solution du problème 3.3.6. 

Preuve : Dans chacun des K.(x,y) définis ci-dessus on peut prendre b suffisante* 

grand pour que le support de cPj (x) soit à l'intérieur de la boule de rayon b . 

Don< on a : 

(3.3..3) u.(x,y) = ( 2 Tr)-
n + ,[ 2 i îF ff n - l O " 2 ^ ( p + z ) " j + , >jk ( W> 

J J |z|-b JjlR P k=l J k 

G£(p...u>.y> e i ( x - T ) ( Ç + 2 a ) > « p . (T ) dÇ dx . 

La dérivabilité et la linéarité du produit de convolution donne : 
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m 0 

L u(x,y) » I L K.(x,y) * tp.(x) 
j - 1 J 2 

m ° f dz ff o+z n ' 2 ^ -i + 1 

j=l ;Iz|=b k=1 J 

L((P+Z)O>, -D ) G; ei(x-r)(Ç
+»>) v ( x ) d ç d T . 

y K J 

Or d'après ( 3 . 3 . 8 ) 

, ç k"' L ( (p+z)u>, -(p+z)Ç) e

( p + z ) y C 

L ( ( p+z )o ) , - D ) G/ (p+z ,w,y) - dÇ 

o y K J c 

TT (z + <*•(<*))) 
1 
k-1 T , „. (p+z)yÇ 

m r ç L (u), -Ç) 
= (p+z) ° ~2 dç 

i=l 

D'après le théorème des résidus il est clair que cette quantité est nulle 

puisque L o (u> , o u ( u ) ) ) = 0 et si ou(u) ) est racine de multiplicité p alors 

C^CuO est racine des dérivées du polynôme k o ( u ) , - Ç ) jusqu'à l'ordre p-1 • 

D'où L q u(x,y) = 0 V y > 0 . 

D'autre par on aura en tenant compte de (3.3.9) 

(3.3.14) (x,y) = ï ( 2 lr)-
n + 1f » g - f dÇ ( ^ ) n ' 2 ( p . . ) - ^ 1 

dyl 1 J k=l '|s|-b 2 l T l Z V 1 p 

B j k (») AkA(p+z)a),y) <p.<x) d T . 

kiL £—1 
Comme y 0 entraîne A ((p+z)u),y) * (p+z) 

(3.3.15) J ï _ u . ( x , 0 ) » "z (27V) 2 f *i- t (Pli)"" ( P + z ) "
j + 1 L 

3y X 1 J k-l J|z|-b 2 1 T 1 Z V 1 p 

Pjk(u>) O ^ W e i x ( Ç + Z U ) ^ . ( Ç ) dÇ . 
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«"o 
Or z 3 j k(œ) au(m) = <5j£ , donc 

——r u. (x,0) = 0 si j |t l 
3y x J 

ou si j = £ 

j 1 -n+1 

• «•> 2 I w . b ^fe jE„-, O " " ' V » .*"«»-> « 

D !où après intégration sur le contour \z\ = b et la transformation de 

Fourier inverse : 

3J-1
 m o gj"! 

— u ( x , 0 ) « I — r — u (x,0) «<p.(x) . 
3yJ k=l 3yJ J 

Ce qui achève le théorème. 

Théorème 3.2.- Supposons que : 

* 

(3.3.16) |m. I < co 1 ̂  m . 

On peut alors définir u(x,y) • Z u.(x,y) où : 

3-1 J 

(3.3.17) u.(x,y) = 'z !F ç [ p - J + I

 P j k ( u ) G£(p,w,y)$.(Ç)] (x) j ^ œ 

m o 
= I u. (x,y) . 
k-1 3 

u(x,y) ainsi définie est alors une solution du problème (3.3.6) qui appartient 

à ^ " r ( i ; ) . 

Preuve : C'est l'analogue du théorème 1.3 en plus simple. 

Corollaire 3.2.- Si l'on suppose de plus que «h (x) € H m ° + r + k " ^ + 1 j R

n ~ 1 ) alors 

la solution u(x,y) appartient à T m ° + k , r ( l£) . 
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C H A P I T R E IV 

Le problème perturbé 

4.1.** ?2£i£i2B-âli-EE2kil?iÊ-êî-.Erem^!ÊE resul tat_de_convergence. 

On se donne un réel positif e destiné à tendre vers zéro et on considère 

le problème : 

{M\ D-) u£(x,y) = 0 y > 0 

j-1 

-^ttt u

f<
x>°) • <p,(x> j - i,...,m, ip.(x) e â ( K n H ) • 

3y J e 2 3 

On prend alors la solution de ce problème donnée par P. Fife [l] à savoir : 
m \ 

(A.1.2) u (x,y) « I u. (x,y) où 
6 j-1 J £ 

Le problème limite de (4.1.1) c'est-à-dire lorsque l'on fait formellement e » 0 

est donné par : 

r V ï V u ( x»y> = 0 y > 0 

(4.1.4) J 

— r — r u(x,0) = (p. (x) j = l,...,m . 
^ 9y 3"' 3 

C'est donc le problème homogène (3.3.6) étudié dans le chapitre précédent. 

Théorème 1.1.- Avec les notations ci-dessus, lorsque y > 0 , on a : 

lim u, (x,y) - u.(x,y) 
e -» o J e J 

Œ o 
où u(x,y) = I u.(x,y) est donnée par le théorème 3.3.1. 

j-1 3 

76 



Preuve : C'est une conséquence des théorèmes (7.1), (7.3) et (7.4) de P. Fife H l 

Ici on a seulement une convergence ponctuelle pour tout (x,y) avec y > O 

c'est-à-dire une limite intérieure au domaine . Le paragraphe suivant donnera 

une convergence plus globale. 

k r n 
_dans_les r ' ^ i p . 

On notera : 

(4.2.1) f j ^ C y ) - X(Ç) A j k(£ P to) D y [Gk(CP,0), p] D%K(Ç) 

(4.2.2) f<*(Ç,y) = ^ L ( Ç ' y ) 

J C k-1 J 

, p " j + 1 H.(ep.».0 e p Ç y ( P O B 

(4-2.3) 8Î e(Ç.y) - 0 - X ( ^ ) ) I m, n,(epa>) * 

On a alors le théorème : 

Théorème 2.1.- Reprenons les hypothèses du théorème 3.1.3 

(4.2.4) Icp.l* m + r B-i < " j < m o 
1 j l-j + i/2,H

m' + r(iR n ') 

On peut alors définir la fonction u£(x,y) * ^ « j e <
x ' y ) o u : 

(,.2.6) u. (x,y) - e^-1 ? £ [ f j ° « « ' y ) 3 ( X > + V « J . ( C ' * ( x ) 

^ m i f r / m

n N , est solution du problème perturbé (4.1.1) 
et u.^(x,y) appartient a T v * + ' 

J i o , r / 1 D m T y o r S u(x,y) la solution de (4.1.4) donnée par (3-3-îv 

et converge dans T**9 ( H + ) vers u v * » / / 

De plus on a les inégalités 2 
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( 4 . 2 . 7 ) ||u (x,y) - u(x,y) I! < C t 1 / 2 

T^ 3' (*n) 

( 4 . 2 . 8 ) I l e 1 * 1 u (x,y) Il „ < C . 

Preuve : Le fait que u£(x,y) soit dans T m ' ' r ( R n ) n'est rien d'autre que le 

théorème 3 . 1 . 3 . De même dans ce cas, pour montrer que u (x,y) est solution de 

e 

( 4 . 1 . 1 ) , il suffit de reprendre la vérification faite dans le théorème 3 . 1 . 3 en 

introduisant e . Il reste donc à montrer la dernière partie, c'est-à-dire la 

convergence de u (x,y) vers u(x,y) dans ixù°*T( R^) . Pour cela on commencera 
e • 

1 2 
par décomposer u. (x,y) « u. + u. comme le montre ( 4 . 2 . 6 ) ; ensuite on pose 

j e j e j e 

i m> i 
u. = £ u., ou : 
3C k = ] j k e 

( 4 . 2 . 9 ) u ] k £ - e J " 1 S ç L f ^ f c . j r ) ] (x) . 

2 1 
On traitera alors successivement u. £ , ujy c e pour j < m o et k > m Q+l , 

Ujkc P ° U r ^^V*" 1 e t k ^ t n

0

+ 1 ' Ujke p o u r * * m o + î 6 t k < m o e t 

finalement u j k c pour j < m^ et k < m Q . 

Lemme 2 . 1 . - u 2^ converge vers zéro dans T™ 0 1 r ( R^) lorsque c -> 0 et on .a 

les inégalités : 

( 4 . 2 . 1 0 ) llu2 (x,y) II2 ^ < C e j - 1,...•«. 

et 

( 4 . 2 . 1 0 ) 1 llu2 (x,y) ||2 ^ C 

j e T

m l > r ( » ; ) 

Preuve : Considérons les multi-indices q * (&0t&i • • • • •&n-P * ^o* ̂
 e t 

p « (<Xj,... »oin.j) •
 L a formule de Plancherel permet alors d'écrire : 
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(4.2.1!) I I D W u 2 ( x , y ) ) H 2

2 n = f f „ . | g.î ° € . y > S ^ C O I 2 « d y . 
x Je L 2 ( l R n ) >0 V" 1 3 C 

Le lemme (3.1.1) reste encore vrai après introduction de e » et donne donc 

une majoration en - , donc : 
P 

(4.2.12) f°° , g B o ( ç > y ) |
2 d y ^ C (1 - X ( - ^ ) )

2

 p -
2 J + 2 + 2 P o - ' lorsque C P > a 

Jo j e 

et donc de (4.2.11) on tire : 

( 4 . 2 . , 3 ) l l » ? e < * , y > l l ^ „ r ( R ; ) 

« C f ,(, - x < ¥ » V 2 3 + 1
 I P 2 B ° ç2(CH*»l\.. Ç2»n-l*e»-l) l î ? œ > | 2 « 

-^Xï" 1
 a i i 1 il * J 

9 Iql^mo 

« ce f n l ( « - x ( f ) ) (ep)"' P " 2 j + 2 I P 2 B ° ç ^ l ^ » > . . ^ ^ l > 
V" 1 A Ipl^r 

l<Pj(Ç)l 2 dÇ 

Or (î - x ( g p ) ^ (|) puisque nulle pour ep ̂  £ 

D'autre part p " 2 ^ 2 I p

2 3 o ç 2 ( a 1 + & 1 ) _ ^2(a n-, +& n-l> ^ 

N< p " 2 j + 2 I p2iPl + 2'l' 

|q|^mo 

au voisinage de l'infini. 

Mais ipl ^ r , |q| ̂  m Q et nij m Q+l entraîne que 

2|p|+2|q|+2-2j ^ 2m]+2r-2j+I , d'où : 

l | u L ( x ' y ) 1 1 2

m r n < C e • 

Ce qui donne la première inégalité cherchée. La deuxième vient de la première 

inégalité (4.2.13) où l'on prend la somme pour Iql ̂  au lieu de m Q . On a 

alors exactement la majoration correspondant à l'hypothèse à l'infini sur les <p.(x) 

et on ne peut pas alors introduire de e comme précédemment. 
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Lemme 2.2.- Lorsque j < m et k ^ m +1 u' (x,y) converge vers zéro dans 
— ^ o o j k c 

- T m° , r(JR^) • Ces termes seront appelés termes frontières. Et on a l'inégalité 

(4-2.14) Hvl! C x , y ) I I * r n < C ' e 
j k e ^ ^ ( j j ) 

Preuve : Comme précédemment on a : 

(4.2.15) I I D W «' (x.y) II2

 n = e 2J" 2 f f n H l ^ 2 ' ^ « . y ) l 2 #> ^ . 
3 £ L 2 ( IRj ) J 0 J 

Or pour ep ̂  a le théorème 2.3.1 donne pour j < m

0

 e t k ^ m o + 1 

(4.2.16) | A j k ( e p w ) | < C C e p ) " 1 0 " ^ 1 

et le lemme (2.5.2) donne après introduction de c : 

( 4. 2. I 7 ) |_i!îi G, (£p,01,^)1 ~7fT~ S ™ * * ' * ?™ *<> « 3 6 t k * V » • 

Donc (4.2.16) et (4.2.17) entraînent dans (4.2.15) : 

(4.2.18) ||Dq(Dp u' (x,y) II2 < 
J k e L 2 ( l £ ) 

c £2mo-2p 0 +, f 2 Cf i , 2^-2^2 2«M*1>... C ^ - , + B ï | - ) > \$ (Ç), 2 
v l n-1 a ^ 1 

o 

Et en tenant compte que s pCDj avec uk ^ j , on aura : 

(4.2.19) ||Dq(Dp u | w <x,y) 11% < 
J k e L Z ( l R j ) 

< c ^ - 2 ^ 1 f 2 ( e p ) p - 2 j + 1 p 2 l P ^ 2 | q l - 2 M 2 ^ 1 ^ 

. ( I + p 2 ) B , + r I ^ C O / 2 . 
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Or nous considérons ici Iql 4 m Q donc 2m Q - 2B q > 0 et 

Car x 2 ^ - ) = 0 S i £ p > ' a e t X 2 ( ^ ) ^ 1 si £p 4 a . 

D'autre part 

2|pl+2lql+1 

P. s rr est borné pour p € [0, + «1 

(1 + P ) 1 

Car elle est continue valant zéro à l'origine et est équivalente à l'infini à : 

2|pl+2|ql+l-2mj-2r 

P 

et comme 2|p| - 2r ̂  0 et |q| ̂  m Q , rûj ̂  m^+1 entraîne que 

21q| + ] - 2mj < 2m o - 2mj + 1 < 0 , donc converge vers zéro à l'infini. 

D'où : 

Or par hypothèse cette intégrale est finie donc : 

, | u ] k £

( x ' y ) " Jmo,r( m Q ) * C ' C j « m o et k » « o +l . 

Lemme 2.3.- Lorsque j :> m Q + I et k ^ m Q + 1
 ujke^ x»y^ converge vers zéro 

dans T m° , r(ll n) et on a l'inégalité : 

(A.2.20) llu!.(x,y) H 2

m r 4 C e . 
jke f o » r ( R j ) 

Preuve : On a encore (4.2.15) et (4.2.17) , mais le théorème 2.3.1 donne dans le c*« 

où j ^ m Q + 1 et k > m Q + 1 
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( 4 . 2 . 2 1 ) | A ^ k ( £ p w ) | < C pour €P < a . 

Donc comme précédemment on aura 

( 4 . 2 . 2 2 ) I I D W u! (x,y) ||2 ^ 
X J k e L 2(]R n) 

2j-2-2B0 f 2 / e p . r 2 ( a i - * i ) r 2 ( a n _ i + f l n - i ) * 

Décomposons cette dernière intégrale en introduisant 1 • (1 - X(^)) + 

â 

( 4 . 2 . 2 3 ) U D W U I (x,y) || 2, < 
X J k £ l/(]R*) 

2j-2-2B0 f , p , 2,€£s 2|p | + 2 l q l- 2Po | î p ( Q | 2

 d Ç 

J mn -1 a a 

. c e » e « - 2 - * ° f , (, - xft) X 2(f> e">[*2l«-*° <E 

—-ri— 1 a <* 

, p , 2 , e p , 2 | p l + 2 | q | - 2 P o < 2 l p l * 2 l q | - 2 & 0 

Or pour p < a on a x( )X ( ) P ^ 

a a 

et comme j ̂  m + 1 on a 2j-2-2&Q ̂  0 donc e ^ ^ * i ) 

<Pj(e) appartenant à L2(Rn~l) le premier terme de (4-2-23) sera majoré par C e . 

Pour le deuxième terme on peut l'écrire comme suit : 

2 | P l * 2 | q | - 2 j + 2 2 m * + 2 r - 2 ^ 

( 4 . 2 . 2 4 ) C £ 1(1 - x ( 2 ) ) x

2 ( J ^ ) ( £ P ) 2 j - 2 - 2 p < > - £ 2 m i + 2 r - 2 j + l < 1 + P 2 ) 2 

( 1 + P 2 ) 2 

i f y O I 2 dç . 

Comme 2j-2-2&o > 0 et X<rj^ « 0 si ep * a on a : 

x

2 ( l £ ) ( £ P ) 2 J - 2 - 2 e o « a

2 i - 2 " 2 & o 
a 

et 
2 | p l + 2 | q l - 2 j + 2 

<' " X ^ » - * 2 m i + 2 r - 2 j + l * C P ° U r l q l « *o «t I p l ^ r . 

( 1 + P 2 ) 1 
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Donc le deuxième terne est lui aussi majoré par C e , d'où : 

jKC T n o * (»") 

Lemme 2.4.- Lorsque j :>mo+l et k ̂  m Q

 ujke^ x' y^ c°nverge vers zéro dans 

T n° , r(]R") et on a l'inégalité : 

(4.2.25) llu! (x,y) Il « C e 
j k e T

mo' r(iR n) 

Preuve : On part toujours de l'égalité (4.2.15), mais ici le théorème 2.3.1 donne 

(4.2.26) |Ajk(cpu>)| < C(ep)"
m° + 1 Pour Cp « a 

et le lemme (2.5.2) , après modification en introduisant e , donne : 

(4.2.27) J £ G v (ep,u>,2) 2 * C p2B<> e " 2 a p y pour ep a . 

Donc : 

(4.2.28) ||Dq(Dp u!,(x,y) Il - _ < 

J k £ L z ( m n ) 

« C £ 2J" 2 j n _ , X

2 ( f X e p ) " 2 ^ " 0 P 2 B o(j^ e " 2 a p y dy) | D ^ ( Ç ) I 2 dÇ 

, C e 2 ^ 2 f , x ^ i f X e p ) - 2 ^ " 0 P 2 B o H ç 2 ( « l + 3 l > . . . ^ - > + B - > 

i f y O I 2 * * . 

Comme dans la démonstration du lemme précédent on décompose cette dernière 

intégrale : 
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(4.2.29) HD q(D p u!. (x,y) Il 2 n, « 

4 C e 2 ^ 2 f , X ( f i ) X 2 ( f ) ( e p ) - 2 ( f f i ° - ° p 2 | P , + 2 l « M l $ J t t > l 2 « 

+ c £2j-2 f 2 ( ^ ) ( 1 - x ( Ê ) ( e p ) - 2 < - o - l ) p 2 i - 3 

JTR 

2|pI+2|q|-2i+2 , m,+r-j+l/2 -
P.—-s (1 + p 2 ) l£.(£)l2 dC 

W ) m , + r ~ J + , / 2 J 

On a x (a, x 2 ( ^ p 2 l p | . 2 . , l ^ X ( J ) a2lp. +2. q. 

et le premier terme est majoré par 

Donc intégrale finie à cause de l'hypothèse sur (p. pour j ^m o+l et comme 

2j - 2m Q £,2 on a c

2 J ~ 2 m ° ^ e 2 et le premier terme de (4.2.28) est majoré 

2 
par C e 

Pour le deuxième terme, on met en évidence ep qui donnera le e cherché 

pour la majoration et le p introduit multiplié avec p 2 ^ " 3 donnera p 2 ^ " 2 

Il reste alors : 

( £ p ) 2 j - 2 - 2 m o + 1 - (ep) 2*- 2"*- 1 . 

L'exposant est positif puisque j ^m Q+l , donc : 

x2 (e£) ( e p)2i-2*o-l ^ a 2j -2«o-I 
a 

et 

2|p|+2lq|-2j+2 

donc le deuxième terme est majoré par C e et 
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j k e ^ . r ^ r ^ 

Lemme 2 . 5 . - Lorsque j ^ m Q et k .$ , u j k e ^ X , y ^ c o n v e r ê e v e r s u j k ^ X ' y * 

(donnée par ( 3 . 3 . 17)) dans T ^ ^ d R j ) et on a l'inégalité : 

( 4 . 2 . 3 0 ) llu! (x,y) - u.,(x,y) ||2 < C e . 
J k e 3k Tmo»

r( ^nj 

Preuve : On commence par décomposer u., (x,y) en deux parties en introduisant 
j k 

et on note ces termes respectivement nfoe et W j f c € 

Etudions d'abord w.t , on a : 
j k e ' 

( 4 . 2 . 3 1 ) ||Dq(DP w., (x,y))||2 < 
J R € L 2(HJ) 

« L - i [ • - * (?>] 2 p" 2 i* 2 p 2 S o (C e " 2 w y d y ) 

* 1R 

et comme 1 - x ( £ £ ) = 0 si ep ^ I o n a u r a l a majoration : 
a »̂ 

[l - X ( f ) f (ep)"' * [i -X(J)] Cl)"' »> 

et Ipl « r , Iql < m o , m, >, m Q+l entraînent que 2lp 1+2|q|+2-2j < 2mj+2r-2j^ 

D'où : 

( 4 . 2 . 3 2 ) ||w.. (x,y) ||2 < C e J . k < m . 

jke f o . ï ( R J ) 

Il reste alors à montrer que « ] k e

( x » y ) converge vers v j k e ( x , y ) dans 

T B°' r(l£) pour j , k < m o . 
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Le lemme 2.1.1 donne le développement pour ep ^ a 

2 

n̂ (cpu)) - ep ou(w) + (cp) A ^ ( e p a ) ) où |A^(epu>) l < C . 

Ce qui entraîne en utilisant le théorème des résidus : 

3Po _ a rf _Po+k-l e P y z 
( A . 2 . 3 3 ) ~ - G, ( e p . w , h = p P o ^ S dz + 

y L (z+a.(a))) 
i«l 

. ( e p ) ? B . k ( e p , u > , p y ) e ^ i ^ ^ ] 

oû B.k(cp,u).py) = P i k c(Py) + cp Q i k e(Py) e " A i C e p w ) p y . 

P^k^(py) e t ^ik,e^py^ sont des polynômes en py dont les coefficients sont 

bornés pour ep ̂  a , 

De même le théorème 2 . 3 . 1 donne le développement pour j , k < m Q 

( 4 . 2 . 3 4 ) A j k (epo>) - Bjj^CwXep)"^"^ • ( e p ) " ( j " 2 ) C j k ( c p a ) ) où l c j k ( e p w ) l 4? C . 

Or ( 4 . 2 . 9 ) et ( 3 . 3 . 1 7 ) donnent : 

( 4 . 2 . 3 5 ) D q(D p(u! k e(x,y) - v j k £ ( x , y ) ) ) - ^ [x(*?> < e i _ l A j k (epa>) - â J l ( ^ ( e p . u , | ) -

- P ' j + 1 B j k ( o > ) - ^ ( ^ ( p . w . y ) D^Ap^Ç)] (x) 

e t e n tenant compte de (4 .2 .33) et (4 .2 .34) 

( 4 . 2 . 3 6 ) D q(D p(u! k e(x,y) - v. k c(x,y))) - 7 ç [ x ( x > p e ° " J + , < e P ) 

(C . k ( £ po3) G k(p,w , y ) + e j k ( a » ? B i k(ep,« tpy) e " ^
i ( ( a ) p y • 

m Q S**** -i 
+ ( e p ) c j k ( e p o ) ) _z B i k ( e p , u , p y ) ) D 0**^. (Ç>J (x) . 
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3 

87 

Or ~ - G f ( p , a j , y ) = I E. ( p y . p w ) e ^ i ^ P y (Théorème des résidus). 

Donc ( 4 . 2 . 3 6 ) devient : 

( 4 . 2 . 3 7 ) D q ( D P ( u ! k e ( x , y ) - v j k f i(x,y))) = ^ [ X ( ^ > p B ° " j + I (fip) 

( ï F . r P y , e p o ) ) e^i ( U ) ) P*) (x) 

où les F ^ ( p y , p u j ) sont des polynômes en py dont les coefficients sont bornés 

pour ep ̂  a . 

Montrons qu'alors chacun des termes composant ( 4 . 2 . 3 7 ) converge vers zéro pour 

Iql ̂  m Q et Ipl ̂  r dans L (H^) . Or d'après la formule de Plancherel la 

2 

norme L de chacun de ces termes au carré est majoré par : 

C f X

2 ( ^ ) P

2*o-2i+2 ( f i p ) 2 p | F ( p y t e p u ) | 2 e-2ai(o.)P7 d y ^ (ç>,2 d Ç 

•'TR JO 

( 4 - 2 . 3 8 ) * C [ , e X 2 ( - ^ ) U P ) p " 2 j + 1

 p

1 + 2 ' P l + 2 l < l l | £ ( Ç ) | 2 dÇ . 

, „ 2|p | +2 |q |+ l 
Et comme x (^)(ep) 4 a et £ g £ C pour Ipl ̂  r et I q l 4 « 0 • 

D'où : 

( 4 . 2 . 3 9 ) ||D*(DP(u' - v..,)) II 2, « C e f , P _ 2 j + 1 ( H p 2 ) " ' " ' * j ( Ç > ' 2 d Ç ' 

j k e J k c L2(]R;) V - 1 

Et connue l'intégrale est finie par hypothèse : 

( 4 . 2 . 4 0 ) ||u!. - v . w II
2 „ ^ C e . 

j k e j k e j f f lo. r^ ^ *" 



Donc si l'on réunit les résultats donnés par les lemmes (2.1) à ( 2 . 5 ) on a la 

première affirmation du théorème avec l'inégalité (4.2.7) . 

Montrons maintenant la deuxième inégalité. Pour cela il suffit de reprendre 

les lemmes précédents en introduisant eml 

Du résultat du lemme 2.1 il est clair que l'on a : 

(4.2.41) I U m i u 2 (x,y) II2

 r ^ C € 2 m ) j * m. . 

je Tmi*r(]R^) 1 

Lorsque j ̂  m^ et k 5, m Q+l . l'inégalité (4.2.19) donne : 

e 2*l I I D W u i k (x,y) ll
2

2 n « C e 2 f f i l + 2 * o + , - 2 6 ° [ n . ] x 2 ( f ) P « p- 2i +> 

2lpl+2|q!-2B0+2m0 r , ^ , 
2 (1 • p 2 ) m ' + r |<p (Ç) I 2 dÇ 

( l + p 2 ) m l + r [ J 

Comme 2m +1 >. 0 on a yftë) « ' D e P l u S 2 m r 2 e

0 »
 0 

o 3 

si B Q < m, et 0 4 2|ql - 2pQ ^ 2m j donc : 

2|pl+2lql-2eo 

P •— ^ C et on aura : 

(1+P ) 

Lorsque j ^ m Q+l et k ^ m Q+l , l'inégalité (4.2.22) donne : 

e 2"' IIDW u]k£(x,y, M
2
 « C e . ^ i - 2 . 2 « r 2 B o J ^ l X 2 ( a ) p » I P ' « H ' - » . , $ j ( 0 | 2 d t 

On introduit alors x # " 1 " " c o , m " e P * * 

X ( S , x » ( « a , „21,1.21*1-».,.i'p'«'«'-*> 

3. a 

et c2j-2+2mr2Po ̂  1 • 

Le premier terme de la décomposition sera majoré par C t e t le deuxième 

terme peut s'écrire : 

2lp|.2lql-260-2j.l ,;_,,/* , 

c .«-'.2.,-a. f ( I - x ( £ » x

2 ( ^ ) i _ - ï - a = P 5 r - - . p J > ' • i « > i * -C . 
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D'où : 

(4.2.43) e 2 m i ||u! (x,y) Il2 < С . 
jke т т 0 , г ( т П ) 

Lorsque j ^ m
0

+ 1 e t k < m
c > l'inégalité (4.2.28) donne, en introduisant х ф 

et (1 - x ( | ) ) : 

e
2 m l ||DW u{ (x,y) II2 « 

J k £ L^(mn) 

С е 2 ™ 1 + 2 ^ - 2 f , X( S> Х 2 ф ( е Р ) " 2 т о + 2 P 2 3 0"' p 2 | P | + 2 | q ! - 2 & o , f c ( Ç ) | 2 d C  v Ln-1 a a j 

+ c 2 m ] + 2 j - 2 m o f . P } ) x 2 ( e p ) p 2 J - 2 m o p - 2 m o + , P 2 l p l : 2 i q ' - 2 J + 2 m o 

(1 + p2)«!+r-j^ | ( p _ ( C ) I 2 ^ ^ 

Comme 2j - 2m Q > 0 , e 2J" 2 m° < 1 et x
2 (M) ( ep) 2J" 2 mo ̂  a2J-2mo 

(4.2.44) e
2 m l ||u!, (x,y) ||2 « c e 2"' . 

j k e f b r

( 1 J 

Et finalement lorsque j ̂  m Q et к ^ m Q , on a : 

e 2 » . „ , W u ! k £ ( K , y , l l 2

2 ( ^ < 

, с с 2 » ' f „ , P " 2 i * ' ( K P 2 ) " ' " ifcca'l2 « 

V 1 < . *p 2 ) ° i r J 

et donc : 
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,4.2.45) £2°> llu! k e(x, y) H* « C ( n., h V ) " " l î . S ) ! 2 « . 

Ce qui achève ainsi la démonstration du théorème. 

Remarque 4.2.1.- La démonstration précédente montre que la convergence a lieu 

dans l'espace de la solution du problème perturbé et qu'en général on ne peut pas 

avoir mieux. Et pourtant les hypothèses sur les <p^(x) entraînent à cause du 

corollaire 3.3.2 que la solution du problème limite appartient à T m l , r ( H n ) . 

De même on voit que la convergence n'est pas la même pour tous les termes com

posant la solution du problème perturbé. Le lemme 2.1 montre que la partie au 

voisinage de l'infini converge faiblement dans T * 1 . De même lorsque 

j fk ^ m o on montre en raffinant un peu les majorations de la démonstration du 

lemme 2.5 que les u]k£.(x,y) convergent faiblement dans T m i , r(]R^) vers u ^ x . y ) . 

En effet de (4.2.38) on tire : 

L ( 1^) '1R 

l^(Ç)l 2 dÇ 

et 
2 eo 2 2 n 2|p|+2|q| 

X <rf> («P) « a X(J)J fi ^ c si |q| < ffi] et Iql « r 

u+p ) 1 

donc 

(4.2.46) l t u L ( x ' y ) ~ v î k £

( x > y ) l r 2 m , r < C . 

De plus (4.2.31) donne : 

et 2|p| + 2|q| - 2j + 1 ̂  2 ^ + 2r - 2j + 1 entraîne que : 

(4.2.47) "w. (x,y) ||2 x C . 
K J k £ ( ]Rn) 

90 



(4.2.46) et (4.2.47) montre donc que uL (x,y) - u., (x,y) est borné dans 

T ml , r(lR^) , donc on peut extraire une sous suite que l'on note pareil qui 

convergera faiblement dans , cette limite ne pouvant être que zéro 

puisque lTon a déjà la convergence forte vers zéro dans T m° , r(lR^) . 

On peut remarquer que si l'on ajoute une hypothèse de régularité à l'infini 

soit (Pj(x) 6 H 0 1 1** :, + 1(lR n *) (j 4 m Q) on a convergence forte dans T ^ ' ^ B j ) 

et 

H.jta<«.7> V i . V m ^ ' 0 ' " 2 ' 

Si l'on considère le cas où j £.mo+1et k ̂  m Q . On réécrit (4.2.29) comme 

suit : 

„ D W U!. (x,y) \ l \ « C f X ( B ) X

2 ( f ) (ep) 2 j- 2 no p" 2J + 1

 p2lpl+2lq» 
J k £ L2(IRn) J]Rn ' 3 3 

ItPjCÇ)!2 dÇ 

• c f n . o - x(S» x

2 ( ^ ) ( £ p )
2 j ~ 2 i n o p - 2 j + 1 P 2 | p , + 2 | q , K p > ) l 2 dç . 

On peut alors majorer le premier terme en tenant compte que : 

X ( B , x

2 ( i £ ) p * I P l « W * a 2 l" t 2'<» x<S> 

par : 

C Ĵ n-I x ( a } e 2 j " 2 m ° P " 2 Œ ° + 1 l « j < O I 2 dÇ < « par hypothèse et le 

deuxième terme est majoré en tenant compte que 

(1 - X<£» X 2(^> ( 6 P ) 2 J " 2 Œ ° 4 (1 - X<î» a
2J- 2°o 

a a a 
par : 

C ^ n _ , O - x<J» ( l + p 2 ) m , + r " 2 j + 1 l$j(Ç)l 2 dÇ < » par hypothèse. 
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Donc | | u î , (x,y) Il < C et comme précédemment on peut extraire une 

sous suite convergeant vers zéro dans T m i , r(]R^) , la convergence étant forte 

si l fon suppose pour j ^m Q+l <p (x) € Hml+r""J + ' ( ]R n~ l) et Ton a alors : 

(4.2.48) l l u L < x > y ) "I m r < C e 1 / 2 

J k € T ml > r(IRj) 

Par contre lorsque j ̂  m Q et k ^ m Q+l d'une part et j ^ mQ+\ et k ^ m o+l 

d fautre part, c'est-à-dire les termes dits frontières, il n'y a pas d'espoir en 

général d'avoir une convergence dans un espace plus régulier que T m°* r( ]R^) , car 

ces termes contiennent des facteurs du type e ^ 1 ^ et chaque dérivation en y 

introduit un facteur i . Ce phénomène est du au fait que la solution du problème 

limite a des dérivées en y qui sur là frontière y = 0 sont égales à <Pj (x) 

pour J < m

Q

 m a ^ s e n général sont différentes de <p_. (x) pour m Q+l < j $ m] . 

On verra sur des exemples dans le chapitre suivant que les termes frontières pour 

j < m

Q correspondent aux — r — (x,0) pour j ^ m *î et les termes frontières 

3u J 1 ° 

pour j ^ m

Q

+ 1 correspondent aux cp̂  (x) pour j ^ m Q+l . 
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C H A P I T R E V 

Exemples 

Exemple 1.- On considère le problème : 

( - Au + u = 0 y > 0 

u(x,0) = ip(x) 

Le polynôme caractéristique associé à l'opérateur - A + I est, avec les 

notations du chapitre II : 
n 2 

(5.1.2) TL(0 = I C + 1 . 
j = l 2 

Ici 2m, = 2 et 2m = 0 c'est-à-dire m, = 1 et m = 0 . Nous sommes donc 
1 o 1 o 

dans le cas traité dans le paragraphe 3.2 du chapitre III. 

Vérifions les différentes hypothèses I, II, III, IV 

n i.- Re Ml) = Ml) - \l\2m] * v l e m n . 

On a toujours avec les notations du chapitre II : 

n 2 

IL (O - Z d et ! (Ç) = 1 
j = l J 

et en posant L(Ç,n) = M Ç , irj) 

n H 2 2 

j-1 J 

n-1 , 
(5.1.4) L (Ç,n) = Z d - n 

j-1 2 

(5.1-5) LQ(Ç.n) - 1 • 
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n i 2 
H 2.- Soit co G ]Rn~ avec M = 1 , on a LQ(a),a) = 1 et L^a^Y) s 1 - Y • 

Il existe donc bien de manière évidente mj - l racine , Y(w) = 1 de L^(o),Y) 

avec partie réelle positive et exactement m Q = 0 racine Ou(uj) de L^Oi^a) «C 

H 3 . - La racine n ( Ç ) de L ( Ç , n ) = O est donnée par 

(5.1.6) n(0 = / + îl e2. e çeiR 1 1" 1 . 

j = l 2 

Cette racine est analytique en tout £ €!R n~ l 

Opérateur frontière.-

Il est clair que B(£,ri) = 1 c'est-à-dire* y s d° B - 0 et donc : 

H 4 . - L +(Ç, t ) = x + MO et L|(Ç,t) = t + y H t + 1 , donc : 

B(Ç,-t) = 1 = [ t + n ( £ > ] x 0 + 1 c'est-à-dire 

B(£, - t ) * 0 mod (L*(£fx)) . 

Comme il n'y a qu'une seule racine nous sommes bien dans le cas de racines 

simples traité au chapitre II paragraphe 6. D'autre part comme m Q = 0 , il n'y aux* 

pas de discontinuité à l'origine et donc le noyau associé au problème (5.1.1) sera 

donné par : 

(5.1.7) K(x,y) = (2*) ~ n + 1 j ^ , e - y ^ 1 e i x Ç dÇ . 

Il lui correspond alors la solution du problème (5.1.1), par exemple avec 

<p(x) € S k l R 0 ' 1 ) : 

(5.1.8) u(x,y) = (2 1r)-
n + 1 ^ n _ , e " ^ e i ( x " T ) ^ <p(x) dx dÇ . 
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Ce qui peut encore s'écrire : 

(5.1.9) u(x,y) = > r(e"^
1 + p~î(0) (x) . 

Comme m = 0 , on aura, pour tp € H1"*1 ̂  ( R11""1 ) , le théorème 3-2.1 c'est-à-
o 

dire que u(x,y) G T 1 , r(lR^) donnée par (5.1.9) est l'unique solution du problème 

(5.1.1). De plus un calcul direct dans cet exemple particulier donne lfégalité : 

-n+1 

(5-1.10) ||u(x,y)l! « (2tt) 2 Ileo II / 2 , 

Considérons alors le problème perturbé associé, à savoir : 

Ì- £ 2Au, + u = 0 

u £(x,Û) = y>(x) 

dont une solution est donnée par : 

(5.1.12) u (x.y) - X ( Ê - y / ^ + ( C p ) 2 ^(Ç)) (x) . 

On suppose ip £ H ^ 2 + r ( ]R n _ 1) , on a alors les résultats du théorème 4.2.1 

i savo i r : 

u (x,y) -» 0 dans T° , r(lR^) et on a les inégalités : 

(5.1.13) Ilu(x,y) Il r ^ C e , / 2 

£ T ° ' r ( ] R n ) 

'5.1 . 14) |U u (x,y) H « C . 
1 T 1 | r ( E ; ) 

Par contre on n'aura pas la convergence vers zéro dans T* , r( 1R^) , mais on 

aura un correcteur en prenant le premier terme du développement de u^(x,y) et 

ceci seulement pour ep ̂  a où a est un réel positif. On pose 
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-11+1 
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(5.1.16) 6 (x,y) * (2tt) 2 f n . e " y / €

 X ( % e l x C Î(Ç) dÇ . 

Remarque 1,1.- Le plus souvent on omettra le terme x (—) » mais il faudra faire 

des hypothèses supplémentaires de régularité à l'infini sur <P(x) . Dans ce cas 

9c(x,y) = (p(x) e ~
y / £ • 

Théorème 1.1.- Si tp(x) € H 1 ̂ 2 + r ( ]Rn~1 ) , u (x,y) - 6 (x,y) converge faiblement 
———————. £ £ 

vers zéro dans T 1 , r(lR n) et si cp 6 H 1 + r(lR n"" 1) on a alors la convergence 

forte dans T 1 , r(lR?) avec l'inégalité ||u - 6 II « C fc1^2 . 
e e T ^ r ( < ) 

Preuve : 

(5.1.16)' u £ ( x , y ) - e e ( x , y ) = ^ [ X ( ^ ) ( e - y / e ^ , + ( e o ) 2 - e - y / £ ) ^ ( C ) ] (X) 

+ ^ [ ( d . ^ ) ) e - y / e ^ ( e p ) 2

 ( x ) 

Nous allons nous placer dans le cas le plus défavorable pour la convergence 

c'est-à-dire la dérivation maximum en y qui sera ici d'ordre 1 . Soit : 

(5.1.17) D P £ (uj - e e ) = I 5 ^ ^ ) ( - v ( + ( e p )
2

 e W » + U P ) 2

 + .-y/«)^5(0]i» 

où p = » • • • » a

n - | ) e t I p l < r . 

Le théorème de Plancherel entraîne donc : 

(5.1.18) ||DP ± (u' - 0 ) ||2, 
a y c c L 2 ( m n ) 

Calculons déjà l'intégrale en y , en développant le carré, on obtient : 

e(2 + ( e p ) 2 - 2v/ï + ( e p ) 2 ) = e ( e p ) 2 C ( e p ) . 



Où C(eo) = 0(cp) et donc bornée au voisinage de 0 c'est-à-dire ep < a . 

D'où en reportant dans (5.1.18) 

(5.1.19) l|DP i- (uj - 6 ) I I 2 f £ x

2 ( ^ . ) ( e p ) 2 c ( e p ) | ^ ( ç ) | 2 d C 

et comme X ^ ^ " ) £p < a on aura : 
a 

(5.1.20) l|DP -g- (u' - e j n 2

2 n < C [ p i d ^ c o i 2 dÇ < c 
3 Y E E L 2(m^) V " 1 

(par hypothèse sur cp ) et donc u^ - 9^ est borné dans T l , r(R^) donc admet 

une sous suite faiblement convergente et sa limite ne peut être que zéro. 

Ce qui donne le premier résultat puisque^le terme 

u2(x,y) - X ( f ) e-y'tJ^2 £«•)] (x) 

1 r n 

est borné dans T 9 ( ]R+) d'après le lemme (4.2.1) . 

Le second résultat vient de ce que si tp £ H^ + r( ]Rn ') , (5.1.19) donne : 

(5-1 -21) ||DP (ul - 9J I I 2 « C e [ f p
2 |D*W)I 2 < C e . 

8 Y E £ L 2(IR;) J*""1 

Remarque 1.2.- On voit aussi que le correcteur donné par (5.1.16) est un correcteur 

cornue il est défini dans le chapitre I , définition (1.4.10). En effet 

( - e 2 A e • e e = - e 2 A x 8£(x,y) 

' 5 ' , - 2 2 ) \ -_n^ 

[ ± 9e(x,y) = *
e(x) = (2ir) 2 ^ n _ , e i x Ç X(^) ftx) dÇ . 

Posons donc G^j = - A x 6 £(x,y) et 55 0 , on aura : 

I I G £ l l l 2 . l r n - I f e " 2 ^ dy f X

2 ( f > - V ^ > ' 2 dÇ 

C L T 1 , r ( m n ) ipi^r Jo % n 1 3 (i+P ) * • 
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Comme x2 (—)(ep) ^ a et (p € H r + 1 / 2 ( mn']) , on aura après intégration 
3 

en y 

(5.1.23) a) IIG. I l 2 , ou si (p € H 1 + r ( 3R n _ 1) 
C I T " , , r ( R n ) + 

b) IIG. . Il2 , 4 C t . 

Considérons alors 

-n»l  

" C P " r+1/2 - , , ( 2 7 r ) 2 ^ ç ^ 1 " X ( ^ ) ) l l 2

r + l / 2 

f £0 2 2 T + l / 2 ^ 2 

Ipl^r JIRn 1 a 

On voit que cette quantité tend vers zéro quand e -* 0 (théorème de converge*̂  

dominée de Lebesgue). 

Mais pour avoir 1'hypothèse du théorème 4.2, il faut que cette quantité soit 

0(e^ 2) , ce que l'on aura dès que l'on suppose <p(x) G H 1 + r ( 1R^) , car : 

11 * 6 " ( p l | 2r +l/2
 = 6 f n-1 (L " X<X ) ) 2 ( C P ) _ 1 P ( I + P2)R+'/2

 l$<C)l2 il 
H IR 

et comme (i - x(££))
2

 ( e p ) H < ( f ) - 1 on a ||££ - cp||2 . ^ C C . 
a z H 

Dans ce cas puisque l'on a (5.1.23) b) , on est dans les hypothèses de la 

remarque 1.4.2 et on la convergence forte du u - (u + 0 ) vers zéro dans 

T ' , r ( K n ) . Le théorème 1.1 ci-dessus est donc un peut plus fort. 

Exemple 2.- On considère le problème : (A 2u - Au = 0 (x,y) E l " 

u(x,0) = <pj(x) 

|H (x,0) » (P2(x) . 98 
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Le polynôme caractéristique associé à l'opérateur A - A est alors : 

n 2 2 n 2 n 2 T n 2 1 
(5.2.2) 1L(0 - ( I K ) + Z q = Z Çt Z q + I 

i=l 1 i-I i=l 1 Li=l J 

Le degré de ce polynôme est donc Zm^ = 4 et le degré d'ordre le plus petit 

est 2m = 2 . Donc ici m. = 2 et ni = 1 . 
o 1 o 

Vérifions les différentes hypothèses I, II, III, IV 

H 1.- Rel(Ô = TL(l) = I Ç | A + I C I 2 V Ç €3R n donc bien vérifié. 

n 2 2 n 2 
Posons IL (Ç) - ( Z Çf) et L Q(Ç) = I q 

i=l i=l 

On écrit alors : 

(5.2.3) L(S,n) = IL (Ç, in) - ( Z d - n 2 ) f I d + 1 - n 2 ] 

n -1 2 2 
(5.2.4) L (Ç,n) « ( Z q - n Z ) 

3-1 J 

n _ 1 2 2 

(5.2.5) L (Ç,n) s Z q - n 
j = l J 

2 

H 2.- Soit u) e i n " ' avec |co] » 1 . L o(w , a ) = I - a 2 et LJ(U),Y) = (1 - y 2) . 

I l existe donc bien exactement 2 racines Y(w) = 1 (racine double) de Lj(w,Y) " 0 

avec partie réelle positive et exactement 1 racine a(to) = 1 de L Q (aJ ,a) = 0 avec 

partie réelle positive. 

H 3. - Les racines r)̂ (£) de L(Ç,n) = 0 sont données par : 

(5.2.6) n,(Ç)=V / / nZ 1 d et n <ç) = J\ + V d U » " " 1 . 

j-l 3 j-1 3 

Elles sont manifestement analytiques en Ç €!R n~' . 



Opérateurs frontières. 
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Ce sont les opérateurs de Dirichlet, donc : 

f B,(Ç,n) = 1 U j = d° B j = 0 

(5.2.7) l 

B 2 ( Ç , n ) = - n U 2 = d° B 2 = I 

H 4.- Nous définissons : 

(5.2.8) L + a , T ) = ( T + v / l E ~ d ) ( t +\A + d) 
j = l J J 

(5.2.9) L +(w,T) = (T + l ) 2 

Comme B ( £ , - T ) = 1 = 0 « L + ( £ , T ) + 1 

B 2(C, - t ) = T = O X L + ( Ç , T ) + T . 

d(5) = ' °l - I * 0 . 

0 1 I 

Donc les B J ( Ç , T ) comme polynômes en T sont linéairement indépendants 

modulo L + ( £ , T ) . 

Nous sommes encore dans le cas où les racines du polynôme caractéristique 

sont simples et où les Aj^(pw) sont sans singularités à l'origine. On peut donc 

2 

écrire les noyaux de Poisson associés à A - A en utilisant la formule (2.6.6) 

(5.2.10) K,(x,y) = ( 2 T T ) " n + 1 ^ n _ j \/\ + p 2 ( / i + p 2 + p ) e _ P y e i x Ç d£ -

- ( 2 1 T ) - n + 1 j ^ . , ( / T ? • p) e - ^ eixC d Ç m 

(5.2.11) K2(x,y) = ( 2 T T ) " n + 1 ^ n _ , W\ + p 2 + p) e " p y e i x Ç" dÇ -



Il leur correspond alors la solution du problème (5.2.1) , par exemple pour 

^ ( x ) et <p2(x) dans ( m " " 1 ) 

(5.2.12) u(x,y) = ^ (̂ TiV + p) (/l + p 2 e " P y - p B ~ ^ ^ V ) ^ (Ç) + 

+ ( e _ p y _ y ) ^ ) ] ] ( X ) . 

Le théorème 3 . 1 . 3 donne alors : 

Si ItPil . < oo et |(po| < œ 
1 , , - i / 2 , H 2 + r ( * n - 1 ) 1 2 | - i / 2 , H 1 + r ( m n - 1 ) 

a ( x . y ) e T ( est solution du problème (5.2.1). 

Considérons alors le problème perturbé associé, à savoir : 

^ 2 2 
e A u - Au = 0 

I e e 

(5.2. 13) ^ u£(x,0) = ^ ( x ) 

9u 
-j^- (x,0) = <p2(x) 

On a une solution de ce problème donnée par : 

" (x,y) = Z I u. (x,y) où 
e i-1,2 k=l,2 l K €

t 

(5.2.14) u

l l c <
x . y ) " + (cp) 2 (/l + (cp) 2 + cp) e' p ytp,(Ç)] (x) 

(5.2. J5) u l 2 c(x,y) = - 3̂  [cpCv/î + (cp) 2 + cp) e " ^ * ( e p ) 2 ï tp,(Ç)](x) 

(5.2.16) u 2 U ( x , y ) = £ [(\^ + (cp) 2 + cp) e"pyî2(Ç)j (x) 

(5.2.17) u 2 2 £

( x ' y ) = [(\/l + (cp) 2 + cp) e " ^ 1 + ( £ p ) C ^(Ç)J ( x ) 
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Dans les hypothèses sur cpf et ^ ci-dessus, on a le théorème 4.2.1, à 

savoir : 

u£(x,y) -» u(x,y) dans T ' ( TR+) et on a les inégalités : 

(5.2.18) llu (x,y) - u(x,y) Il < C C 1 / 2 

e T ( IR^) 

(5.2. 19) Ile2 u.(x,y) Il , r _ C 

où u(x,y) est la solution du problème limite : 

( Au(x,y) = 0 

(5.2.20) i 

< u(x,o) = y (x) 

donnée par : 

(5.2.21) u(x,y) = ^ ( e " p y î,(Ç))(x) (cf. 3.3.7) . 

2 r 

Par contre nous n'aurons pas l'Alsace-Lorraine dans T ' ( ]R̂) , on sera OblU* 

pour cela d'introduire des correcteurs. On prendra le premier terme du développe*11' 

de u^ 2(x,y) et ceci seulement pour ep < a où a est un réel positif arbitt*1 

re et pour j = 1,2,... On pose donc : 

(5.2.22) 9 e(x,y) = - fF[x(lP_)(ep) e"
y / C'î ia)](x) -

- e f [ x ( f ) e - y / £ î 2 ( C ) ] (x) . 

Remarque 2.1.- Le plus souvent on omettra v(~) , mais il faudra faire des 
* ^ a 

hypothèses supplémentaires de régularité à l'infini sur <Pj (x) et tp2(x) • 

ce cas là le correcteur prend la forme : 
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'5.2.23) 8c(x,y) = e [|̂  (x,0) - <j>2(x)] e "
y / t . 

On voit donc que l'on corrige la perte de la condition aux limites 

^U 

u 2(x tO) = cp^Cx) ; la correction n'ayant plus lieu si ~ (x,0) » cp2(x) . 

Théorème 2.1 Si Itp, I 0 . < «> et |<p 0 | . , < 0 0 > 

u £(x,y) - (u(x,y) + 8€(x,y)) converge faiblement vers zéro dans T 2 , r ( E^) et si 

de plus cpj € H 2 + r(H n"" 1) et (p2 € H
1 + r ( l R n l ) on a convergence forte vers zéro 

2 r n 
dans T * ( 3R+) avec l'inégalité : 

1/2 

llu - (u + 8J II 9 r n £ C e ' 

Preuve : Décomposons d'abord u - (u + 8 ) comme suit : 

(5.2.24) u c - (u + 8e> = C u n e - u) * u 2 J c • (uj 2 £ - e j ) • 

+ ( u 2 2 e " 9 e ) + u ? 2 e + u 2 2 e 

1 9 

ou u j 2 e

 e t uj2e p ° u r J = 1 » 2 correspondent respectivement à l'introduction 

de 1 = x ( ^ ) + (1 - X ( ^ ) ) dans u . 2 e . 

La remarque 4,2.1 nous donne déjà les inégalités : 

..5.2.25) ||u - ull « C 
" C T Z , r ( l R n ) 

<5.2.26) \\n || ^ C 
2 U T 2 ' r ( m ; ) 

et le lemme 4.2.1 

(5.2.27) ||u2 II «ç C 
U C r ' r ( R*) 
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(5.2.28) llu 2- c II „ ^ C . 
22e T2,r n 

+J 

Il reste donc deux ternes à évaluer dans T 2 , r(]Rn) . p O Ur cela plaçons-nous 

dans le cas le plus défavorable à savoir pour des dérivations du second ordre en 

y • On a d'une part : 

(5.2.29) u| 2 c - e]

c = - ^ [ x ( J £ ) ( e p ( v / ^ ^ 2 + £ p ) e V l + (ep)
2 l _ e p e - y / t 

V Ç ) ] (x) . 

Donc : 

2 • 

-^2 °P(uÌ2e " 6e ) = " e ? r [ x (^H ( l+ <eP)2) p(s/\ + (tç>)2

 + ep) 
*y 

Vl + (cp)2 2 - Y / e v / \ ^ ] 
e e - p e

 y / 6jDtp,(Ç) v» 

Le théorème de Plancherel entraîne : 

ii£ • ^ . - • M i ^ - y U J > 2 ^ < - > 2 .,*,«>•*«* 
or : 

v Q I p 7 . < 1 . ( f ) 2 et e V l + ( £ p ) 2 1 « e"*" donne : 

2 2 4 ~y/c 
( . . . ) < e p P ( € p ) e où P ( e p ) est un polynôme en £p . 

Et après intégration en y on aura : 

(5.2.29)' ||-^. D P ( u ; 2 e - e i ) | | L 2 ( l l I 1 )

 4 C j^n-l X2(f)(ep) P(ep) p3
 I D * ^ ) ! 2

 dç . 

Et comme X2(^} ( e p ) P ( e p ) ^ a P ( a ) e t j^n-1 p 3 ID^P, ( O I 2 dÇ < • pour 

|p| ^ r par hypothèse, on a finalement : 

(5.2.30) l | u ! 2 e - 9 è V ' r ( m n ) * C ' 
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On a d'autre part : 

(5.2.31) u 2 2 £ - e; - - ef,[x(f ) [ ( v ^ ? + e p ) e - V ^ p T
2 * . e-y/eJ 

donc • 

- 4 D P ( u k - 9 e 2 ) = - Î ^ J x ( ^ ) ( > + (ep)
2)(v^W + e p ) e - ^ ^ 2 î 

'ôy ^-
-v/e 

- e y / e) IXp2(Ç) I (x) . 

Le théorème de Plancherel entraîne : 

£t comme précédemment on a la majoration : 

(...)2 « e2 p2 P'(ep) e _ y / £ 

fct après intégration en y : 

2 2 

,5.2.31)' H-ij D P ( u 2 2 £ - e 2 ) | | l 2 ( ^ ^ c x

2(f)(ep) P'(eP) p l£ 2(Ç)l
2 dÇ . 

Comme : 

X

2(^)(ep) P'(ep) ̂  a P'(a) et plC 2(£)l
2dÇ < » 

on aura finalement : 

,3.2.32) Ilu2 - 2 H ^ c . 
C £ T 2' r(]R;) 

On réunit alors les résultats (5.2.25) (5.2.26) (5.2.27) (5.2.28) (5.2.30) et 

(5.2-32), ce qui donne : 

* C T 2 ' r ( l R ; ) " 
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Donc on peut en extraire une sous suite convergeant faiblement dans T^,R( K^) 

vers une limite qui ne peut être que zéro. 

Si l'on ajoute les hypothèses de régularité cp̂  € H 2* r( ] R n ^) et 

(#2 C H^ + r( H n ^) la remarque 4.2.1 entraîne la convergence forte vers zéro dans 

T 2 , r(lR^) des deux premiers termes de la somme (5.2.24). Celle des deux derniers 

termes étant donnée par (5.2.27) et (5.2.28). Quant aux autres termes il suffit 

de reprendre les inégalités (5.2.29) 1 et (5.2.31) 1 en conservant alors le terme 

ep donnant ainsi un e pour la convergence et le p ajouté ne gêne pas la 

convergence de l'intégrale à l'infini à cause de l'hypothèse de régularité supplé

mentaire des (p. (x) . On voit aussi que dans ce cas on peut supprimer x("~^) dans 

J a 

6£(x,y) et donc prendre 1 1 expression (5.2.23). 

Remarque 2.2.- Si l'on considère 0£(x,y) défini en (5.2.22) , on voit que c'est 

une solution du problème aux limites : 

e 2 A 2 0 - A0 « e 2 G . + eG ~ 
e e e i ti 

(5.2.33) 0e(x,O) = - e ̂ [XC-^HPVO +V2(0)](X) = £ Q C(x) 

^ (x ,0) = 9̂ [X(̂ )(PÎP,U) +^ 2(Ç))](x) = £ u ( x ) 

où 

(5.2.34) G e, = - e " y / £ 9̂  [ X < ^ ) P* (ew, (Ç) + * 2<C))] (x) 

(5.2.35) G e 2 = e " y / e ? ç [ X ( ^ ) p 2 (p$, ( O +%(0)] (x) . 

Regardons mai tenant si nous sommes dans les hypothèses du théorème 1.4.2 

pour 6£ 

a) Il G . Il ~ , „ « M . 
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(5.2.36) IIG.II 2 = I 11(1 + p 2 ) " ' D P G II2 

<: I f e - 2 y / £

d y Í X 2 ( Ä ) _ _ P ^ (ep)2 l Ä , ( O I 2 dÇ 

Z f e ' 2 y / C d y í n , X 2 ( ^ > - 4 t e 2 ' " V « | 2 * • Ipl^r J o J * » " ' a ( , + p 2 ) 2 ¿ 

Lorsqu'on intègre en y , il s'introduit un c en facteur et on peut majorer 

dans chacune des intégrales e 3 p 3 x 2(^0 P a r a 3 e t 1 < o n o b t i e n t : 

a 

, , Gel , | 2-2 r n * C í n-. Z p 3 râv^l2 • 6 1 T 2' r( K n ) V 1 , p U r ' 

c f n-i 1 p A ( ^ ) l 2 " d Ç - M . 

V |p|$r 2 

b) ||6 II s< M' 
t 2 T _ l' r(]R n) 

• 1 / 2 

(5.2.37) HG II2 = Z 11(1 + p 2) J5" D P G . I l 2

 n 

" T '»'(äJ) | p k r

 J x e 2 L ( F D ) 

« f e - 2 y / e dy f X

2(i£) p 2
 l A , ( Ç ) | 2 d ç 

J 0 JR n 1 a (|+p*) 1 

J o % n 1 a ( i V ) 

Lorsqu'on intègre en y , il s'introduit un e en facteur et on peut majorer 

Cp par a dans les deux intégrales et on obtient 

c Ĵ n_, p i d Í p 2 ( O I
2 dç - m» 
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" ' ""OC 

-, 2 3/4 

et on majore (tp) 2 X 2 ^ ) P a r a 2 et donc (e ̂  1) 

2 r , 3/2 

2 1/2 
+ C E (1+p ) IDV(Ç)I2 dÇ < • 

^ , e " H . / 2 + r r n-K " , y > > x D P S e " V n H ( m ) ipi^r " L ( 

« 1 L-i x2(^)d+P2)1/2 P2 IDV(OI2 dC 
Ipkr Jmn 1 a 1 

+ 1 f n-1 X2(%0+P2)1/2 IDV(Ç)I2 ¿5 • 
Ipl^r hRn 1 3 1 

Cette quantité est manifestement finie par hypothèse, 

e) Evaluons la quantité (1.4.8) c'est-à-dire : 

^ 1 [ n i 0 - X(^))
2 (1+P2)1/2 P2 IDV(€)I2 dÇ 

Ipl^r V" 1 A 1 

r 1/2 
+ 1 (1 - X(-^))

2 (1+P2) IDP(P,(Ç)|2 dÇ . 
Ipl^r hRn~l 3 1 
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On peut alors introduire dans les intégrales ci-dessus (£p)° en tenant 

£0 2 —O "~0 
compte que (î - x ( - tL ) ) ( e p ) < (a) , on obtient alors : 

I U l e - l « P 2 ( x ) - g ( x . O ) ^ 1 / 2 + r ( ] R n . 1 ) ^ 

. 1 /2 / / \ 
$ C C 0 I n . (l+p 2) p 2 + ° |DP<p.(Ç)|2 dÇ 

Ipl^r J3R N~ J 

r 1/2 
+ C e a I . ( ) V ) p a | D V ( Ç ) | Z dÇ 

ipkr % n _ 1 1 

et donc on aura l'hypothèse (1.4.8) pour a = 1 , c'est-à-dire 

^ ( x ) e H 2 + r ( m n " " i ) et cp2(x) e H
1 + r(iR n~ l) . 

Bien que cet exemple ne satisfait pas exactement aux hypothèses du chapitre I. 

(Il faudrait au moins prendre un ouvert borné au lieu de 1R^), on peut voir que 

le calcul direct sur la forme explicite d'une solution permet d'avoir un correcteur 

en conservant les hypothèses initiales, mais ce correcteur n'est pas un correcteur 

au sens du chapitre I. Pour ce faire il faut prendre comme dans Lions [l] les 

dérivations normales c'est-à-dire en y pour définir une fonction dont on vérifie 

ensuite qu'elle satisfait aux conditions des correcteurs. Soit donc 8^ défini 

par : 

f e V e ; a 2e; 

5 * £ = o y > o 

(5.2.38) J 9£(x,0) = 0 

( * ' 0 ) = *2 ( x> - f <x>°> 

On a alors la solution, si l'on prend celle qui décroit le plus rapidement 

possible à l'infini en y : 
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5.2.39) e^Cx.y) - £ [cp2(x) - |^ (x,0)] (1 - e
 y U ) . 

On retrouve ainsi une partie de 9^(*,y) qui est justement 6 £(x,y) défini 

en ( 5 . 2 . 2 3 ) , l1autre partie étant tout simplement les premiers termes du dévelop

pement en e de u

1 ) €(x,y) - u(x,y) et de u 2 ] £(x,y) pris en y * 0 . En effet : 

u I U - u = 5̂ [(v/i + (ep)
2 ( A ( e p ) 2 • ep) - 1) e"^ y tp,(Ç)] (x) . 

Or /i + U p ) 2 (v/l + (ep) 2 + ep) - 1 = *P + 0(cp) . 

Donc : 

u ] U - u = 9̂  (ep e ' p y tp1(Ç))(x) + ^ (0(ep) e ~ p y ^(Ç)) (x) 

et 

u N € ( x , 0 ) - u(x,0) = £ J"x (p <P,(0) (x) = - £ ~ (x,0) + 0(e) . 

D!autre part : 

u 2 u ( x , y ) = e ̂ [(\/l + (ep)2) + ep) e ~ p y ^(O ] (x) 

= e ^ K l + 0(ep)) e" p ytp 2(Ç) ] (x) 

u 2 u ( x , 0 ) = £ cp2(x) + 0(6) 

Donc un correcteur défini comme en ( 5 . 2 . 3 9 ) ne corrige non seulement les termes 

frontières, mais aussi les termes intérieurs. 

On peut alors vérifier les hypothèses du chapitre I pour 8'(x,y) . En tenant 
£ 

compte de ( 5 . 2 . 3 8 ) on a : 

Î
t2 A 2 6 P - A 9 C = c 2 G ' , + e G ' 

c e c l c2 

6*(x ,o) = o 

(x,0) = cp2(x) - -g (x,0) 
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où G' , = £A2((P7(x) - |J (x , 0 ) ) ( 1 ~ e" y / £) 

et G' e 2 = - eAx(cp2(x) - |H (x , 0 ) ) 0 - e~ y / e) . 

Et pour avoir les hypothèses du chapitre I sur G' et G'^ , il faut déjà 

se limiter à y au voisinage de zéro par exemple 0 < y < 1 et d'autre part 

imposer <p (x) € H ( H ) et ^ ( x ) 6 H .On est alors dans les hypothèses 

du théorème 1.4.1. 

Par contre si l'on considère la solution approchée définie par Vishik 

et Ljusternik et repris par P. Fife [l] , on aura en se référant aux notations 

et définitions de ce dernier que le premier terme frontière v

Q(x) qu'il définit 

est donné : (lemme p . 107, P. Fife [l]) 

g (x,z) e s Z 

v o(x.o - j c d z 

où g o ](x,z) «
 a

Q (
x ) a v e c a

0 ^
x ) c

0 2 = ^ o 2 ^ 

et C , - f r 2 o ( z > d 2 

° 2 Je (z+T) = ' 2 l 7 r  

d o n c ao • m ho = " ( * 2 ( x ) ' I7 ( x' 0 ) ) • 
D'où : 

vo(x,ç) = |H- (x ,0) - < p 2 ( x ) ] e " Ç . 

Et en tenant compte que ç = 2 et que le terme v k(x,y) est multiplié par 

t dans le développement de u£(x,y) donné par Vishik et Ljusternik, on 

retrouve exactement l'expression du correcteur donné en (5.2.23). 
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