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Ь : : с -tions du 

parlement de 

u thématiques 

on 1978 1.15-1 DEUX DEFINITIONS DES ALGEBRES DE HEYTING 

TRIVALENTES INVOLUTIVES 

par D e n i s e BECCHIO 

INTRODUCTION. Dans (2) L . I tu r r ioz dé f in i t une a l g o r e de Heyting t r iva lente 

involut ive (A .H .T . I . ) comme étant une algèbre de Heyting t r iva len te munie d'une 

négation de De Morgan, c ' e s t - à - d i r e une algèbre de Heyting (ou "pseudo-boolean 

algebra" ( 4 ) ) dans laquel le l ' é g a l i t é 

T 3 = ^ X l ^ X 2 ^ ~* x o ) ( ( ( x 0 x x ) ^ x 0 ) ^ X o ) = 1 , correspondant à 

l 'axiome d ' Ivo Thomas ( 6 ) , est v é r i f i é e , a ins i que l e s l o i s de De Morgan. 

Dans l e même t r ava i l e l l e ca rac té r i se l e s A .H.T . I . comme des algèbres de Luka

siewicz t r iva len tes munies d'un automorphisme i n v o l u t i f a e t nous a l lons u t i l i 

ser ce t te carac tér i sâ t ion pour donner une déf in i t ion équationnelle des A . H . T . I . 

à par t i r d'un t r e i l l i s de Kleene ( 1 ) . 

De plus e l l e donne des A .H .T . I . une déf in i t ion à pa r t i r d'un t r e i l l i s de Stcne 

(31 qui n ' e s t pas équationnelle et nous nous proposons i c i de s impl i f i e r c e t t e 

déf in i t ion et de l a rendre équat ionnel le . 

Nous donnons également l e s démonstrations d'indépendance de la plupart des 

axiomes u t i l i s é s dans ces deux d é f i n i t i o n s , l e problème d'indépendance de t r o i s 

d 'entre eux restant ouver t . 

DEFINITION 1. Un òyAtlmz (A,1,A,V,N ,M,a) ionml рол un znòvnblt non vidz A , un 

zlimmt 1 de A , deux opznatlonb ЬЫаллол Л е П dl^biiu ш A tswlb opViationò 

uncuuizò N , M at a dz^bilu ьил A ut ano. alglbiz, de Heyting tAlvalante Involutive. 
(AHTI) &i lu axlomu òiUvantò 6 ont VÌKL^JLOA : 

HI. x Л (x V y) = x 

H2. x Л (y V z) = (z Л x) V (y Л x) 

H3. x = NNx 

HU. H ( X Л y ) = Nx V Ny 

H5. (x Л Nx) Л (y V Ny) s x Л Nx 

Нб. Hx V Mx = 1 

HT. x A Nx = Nx Л Mx 

H8. a(x V y ) = ax V ay 

H9« x - aax 

H10. a(Nx) = Nax 

D'après Hl - HT , (A,1,A,V,N,M) es t une algèbre t r iva len te de Lukasiewicz (1) t en 

abrégé une AL^.et possède par conséquent toutes l e s propr ié tés d'une t e l l e s t ructure . 
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II su f f i t donc de démontrer que ce t t e algèbre t r iva lente de Lukasiewicz est 

symétrique, c ' e s t - à -d i r e que l 'opérateur unaire a déf in i par H8 - НЮ est un 

automorphisme invo lu t i f de A ( 2 ] . 

Ecrivons d'abord l es propriétés d'une AL^ qui nous serviront par l a su i t e : 

P l . x Л 1 = 1 Л x = x 

P2. X V 1 = 1 V X = 1 

? 3 . x V ( x Л y ) = x 

Pb. x V (y Л z ) я (x V y ) Л (x V z ) 

A par t i r des axiomes Hl - H10 nous pouvons é t a b l i r l e s théorèmes suivants: 

T l . a(x Л y ) = ах Л ay 

En u t i l i san t H3, HU, H10 et H8 on v é r i f i e facilement que 

a(x Л y) = aN(Nx V Ny) = Na(Nx V Ny) = N(aNx V oNy) = N(Nax V Nay) = ax Л ay . 

T2. al = 1 

D'après H8, on a a(ax V 1) = aax V a l , so i t encore en u t i l i san t P2 et H9 

a l = x V a l . On a donc x ^ al quel que s o i t x et en pa r t i cu l i e r 1 ^ a l • 

1 étant l e plus grand élément dans une AL^, T2 est bien démontré. 

T3. Max = aMx 

1. a(Nx V Mx) = al Нб 

2. Nax V aMx = 1 1.H8.H10.T2. 

3- a(x Л Nx) = a(Nx Л Mx) H7. 

h. ax h Nax « Nax Л aMx 3.T1.H10. 

5. ax Л Nax = Nax Л Max HT. 

6. Nax Л Max = Nax Л aMx 5,1.. 

7. Mix V (Max Л Nax) = Max V (Nax Л aMx) 6. 
8. Max = (Max V Nax) Л (Max V aMx) 7.P3.PH. 

9. Nax V Max * 1 Нб. 

10. aMx « Max 8 .9 .P1 . 

11. aMx V (Nax Л Max) = aMx V (Nax Л aMx) 6 . 

12. (aMx V Nax) Л (aMx V Max) * aMx l l . P 3 . P b . 

13. Max « aMx 2 .12 .P1 . 

lk. (T3) 10 .13 . 

D'après H8 - H10, T l , T2 et T3, a est bien un automorphisme i n v o l u t i f de A . 

Ainsi l e s axiomes Hl - H10 déf inissent bien une A.H.T . I . ( 2 ) . 

Nous a l lons démontrer l f indépendance des axiomes Hl - H9. 
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Indépendance de Hl - HT : 

I l su f f i t de se reporter à l ' a r t i c l e Cl) et de poser dans - : ax = x pour tout 

x dp T - ^ 
1 ~7 • 

Indépendance de H8 : 

Soit le t r e i l l i s d i s t r i b u t i f ayant même diagramme que Cl) mais dans lequel on 

pose 111 = 0 , !ïa = b , Nb = a , N0 = 1 , Mx = x pour tout x de T g , a l = 0 , aa = a, 

ab = b et aO = 1 . 

Les axiomes Hl - H?, H9 et H10 sont v é r i f i é s dans Tg alors que l 'axiome H8 ne l f e s t 

pas car a ( l V a) = a l = 0 et a l V aa = 0 V a = a / 0 , 

Indépendance de H9 : 

Soit le t r e i l l i s d i s t r i b u t i f ayant même diagramme que (1) mais dans lequel on 

pose N1 = 0 , Na = b , Nb = a , N0 = 1 , Mx = x pour tout x de T ? , a l = 1 , 

aa = C , ab = 1 et aO = 0 . 

Les axiomes Hl - H8 et H10 sont v é r i f i é s dans T g a lors que l 'axiome H9 ne l ' e s t pas 

car aaa = aO = 0 4 a . 

Le problème de l'indépendance de l 'axiome H10 reste ouvert . 

Dans (2) L. I turr ioz démontre l e théorème suivant : 

" Pour qu'un t r e i l l i s d i s t r i b u t i f A ayant un plus pe t i t et un plus grand élément 0 

et 1 so i t une AHTI i l faut et i l su f f i t que sur A on puisse déf in i r deux opérations 

unaires ^ et ^ sat isfaisant aux éga l i t é s : 

11) x A i x = 0 

1 2 ) i ( x A y ) = i x V n y 

1 3 ) n0 = 1 

N1 ) V A J X = x 

N2) ^ ( x A y ) = ^ x Vwy 

"tfï) s i -\x = ny et -trvx =-»<vy a lors x = y n 

Nous al lons démontrer l ' équiva lence de ce t t e carac té r i sâ t ion des A .H .T . I . avec 

l a déf in i t ion équationnelle suivante: 

DEFINITION 2 . Un hy6tw<L (A,l ,0,A,V,-i>™) ionmî pOK un tfUtmbll non viAl A , deux 

ilême.n£t> 1 zt 0 de A , deux opojuvtijofu binaJjiu A et V dl&inltb *>UK h oX deux op&ia-

tccnù uncuOizA i oX ™ d&ilnloA 6UA A çj>t une algtbKz de Htyting VUvalzntz ÂjivoluJtivz 

(AKTI) *i Izà cuuiomiu &iUvayitt> 6ont vlnÀ,^ié,h : 

11. x A (x V y ) = x 

12. x A (y V z ) = (z A x ) V (y A x) 

13. x V 1 = 1 

IU. x h x = 0 

15. "i(x A y ) = i x V n y 

16 . nO = 1 
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1 7 . x = x 

1 8 . ~ (x A y ) = ~x V -vy 

1 9 . (x A ^ i^x) A (y V - i y ) = x A^v-i^x 

D'après I I et 1 2 , (A,A,V) est un t r e i l l i s d i s t r i b u t i f (5) et possède peur con

séquent toutes l e s propriétés d'une t e l l e s t ructure. Par suite d'après 1 3 , 

I est l e plus grand élément. 

Dans un t r e i l l i s d i s t r i b u t i f on a x V (x A y ) « x donc en p a r t i c u l i e r , d 'après 

I1*, x V (x A i x) * x V 0 = x et par sui te 0 es t l e plus p e t i t élément. 

Inversement l e s axiomes I I , 12 e t 13 sont bien v é r i f i é s dans un t r e i l l i s d i s 

t r i b u t i f ayant un plus grand élément 1. 

Les axiomes i l ) , i 2 ) , n3), Ni) et N2) sont identiques aux axiomes iU - 18. 

I I su f f i t donc de démontrer l ' équivalence de i N ) et de 19. 

D'après (3) les axiomes n l ) , - i 2 ) et -i3) (ou IU - 16) caractér isent un t r e i l l i s 

de Stone. Ceux-ci sont en f a i t des t r e i l l i s doublement de Stone (7) pour l e s 

l o i s -î e t / v - w . En e f f e t : 

D'après n i ) (ou IU) , on a ^ x A > x * 0 so i t encore d'après n2) et Ni) 

(ou 18 et 17) x V M X = ^0 . Or 0 est l e plus pe t i t élément, 1 es t l e plus 

grand élément e t ~ es t une négation de De Morgan, donc ^ 0 * 1 . Par sui te 

x V ^ n x = 1 • 

étant une négation de De Morgan on a ^ ( x V y ) = ^ x À~,y • 

En u t i l i san t ce t t e propriété et 12 ) et N2) (ou 15 et 18) on obt ient facilement 

l e résul tat suivant: ~ T V ( X V y ) = x À ^ i ~ y • 

Enfin, d 'après Ni) et i 3 ) (ou 17 et 16) on a • 0 • 

La démonstration donnée par Varlet ( ( 8 ) Théorème 2 p.U66), bien qu ' i fc i l i sant 

des notations dif férentes de c e l l e s u t i l i s é e s i c i , prouve l ' équiva lence denN) 

et de 19 dans un t r e i l l i s doublement de Stone. .Notre déf in i t ion 2 est donc b ien 

équivalente à l a carac té r i sâ t ion des XhR.1.1. donnée par L . I tur r io* . 

Nous a l lons démontrer l ' indépendance des axiomes 12, Ik - 19, l e problème de 

l 'indépendance des axiomes I I et 13 restant ouver t . 

Indépendance de 12 : 

Soit T 2 l e t r e i l l i s non d i s t r i b u t i f dont l e diagramme es t 

a b c 

\ / 
Dans on pose i l = r j l = 0 , na = b , rua = c , -ib = c , /vb = b , ne s a , /vc » * 

i0 s ^ 0 = 1 . 
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Indépendance de Ih : 

Soi t le t r e i l l i s d i s t r i b u t i f dont l e diagramme est 

v 

Dans on pose ^ 1 = <vl = 0 , na = 1 f rua » b , nb = a = <\>b et ~i0 = ^0 = 1 . 

Les axiomes I l - I 5 5 15 - 19 sont v é r i f i é s dans a lo rs que l 'axiome 14 ne l f e s t pas 

car a A - i a = a A l = a ^ 0 • 

Indépendance de 1 5 : 

So i t l e t r e i l l i s d i s t r i b u t i f ayant même diagramme que mais dans lequel on pose 

i l = = 0 , i a = 0 , raa = a , nb = a , A>b = b et nO = = 1 . 

Les axiomes I l - iH , 1 6 - 1 9 sont v é r i f i é s dans a lors que l 'axiome 1 5 ne l ' e s t pas 

car n (a A b) = 0 = 1 et n a V n b = 0 V a = a ^ l . 

Indépendance de 1 6 : 

Soi t Tg l e t r e i l l i s d i s t r i b u t i f ayant même diagramme que mais dans lequel on pose 

-.1 s A / 1 s o , i a = 0 , <va = a , -ib = a , ^ b = b , i 0 = a , N 0 = 1 • 

Les axiomes 1 1 - 1 5 , 1 7 - 1 9 sont v é r i f i é s dans Tg a lors que l 'axiome 1 6 ne l ' e s t pas . 

Indépendance de 17 : 

S o i t l e t r e i l l i s d i s t r i b u t i f ayant même diagramme que mais dans leque l on pose 

n i = <vl = 0 , i a = b , ™a = 1 , i b = = a , *i0 = <v0 = 1 . 

-Les axiomes I I - l 6 , 1 8 , 1 9 sont v é r i f i é s dans a lors que l 'axiome 1 7 ne l ' e s t pas 

car M^a « 0 ï a . 

Indépendance de 1 8 : 

Soi t Tg l e t r e i l l i s d i s t r i b u t i f ayant même diagramme que mais dans lequel on pose 

n i = 0 , i a = b , -ib = a , -\0 = 1 et A J X = x pour tout x de • 

Les axiomes 1 1 - 1 7 , 1 9 sont v é r i f i é s dans Tg a lors que l 'axiome 1 8 ne l ' e s t pas car 

ej(a A b ) = a A b = 0 et ,va V ^ b = a V b = l . 

Indépendance de 1 9 : 

Soient 1 , a, b , 0 quatre éléments d i s t i n c t s . Soi t l a chaîne 

1 

! 
a 
i 

b 
I 
0 

dans laquel le on pose i l = ~ 1 = 0 , na = nb = 0 , ~a = b , wb = a , "l0 = w0 = 1 . 

es t un t r e i l l i s d i s t r i b u t i f dans l eque l l e s axiomes I I - 18 sont v é r i f i é s a lors que 

l 'axiome 19 ne l ' e s t pas car (a A^ iwa ) A (b V T b ) = (a A l ) A (b V 0) = a A b » b ï a. 
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