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THEORIE DES MODELES SANS IDENTITE 

Par J.F.PÀBION 

Dans les présentations usuelles de la théorie des modèles, l'identité joue 
un rôle constant: Il sertie aller de soi que la plupart des méthodes^utilisées ont un 
sens dans la ntsure où on peut discerner deux élémnts d'une structure. Cependant, 
l'incorporation de l'identité aux relations primitives est un bien gros moyen pour 
y parvenir : il suffit, pour que deux éléments soient discernables, qu'il existe une 
formule satisfaite pour l'un et non pour l'autre, ce qui revient à considérer 
l'égalité sous l'angle intentionnel. Dans une thèse de 3e cycle, soutenue à la 
faculté des sciences de Lyon , [3] j'avais montré comment certaines méthodes de 
la théorie des modèles s'étendent sans grande modification lorsqu'on adopte le 
point de vue précédent. Je reprends ici les mères idées, sous une forme plus 
complète et plus synthétique. 

Le cadre est la théorie des ensenbles usuelle, x et y désigneront des 
ensembles, < x,y > désigne le couple de 1ère composante x et de deuxièm 
composante y, et x le cardinal de x. 

I - STRUCTURE: 

1) Soit r = { n j . G j une famille d'entiers > - 1 . Une structure de 
type r , ou r -structure (nous dirons simplemnt structure lorsqu'aucune 
confusion n'est à craindre) est un couple £ = < X,<p > , où X est un ensemble 
non vide et \p une fonction de domaine I ayant les propriétés suivantes : 
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- Pour chaque i E I, tel que n. = -1 , < (̂i) est un élément de X. 
- Pour chaque i E I, tel que n{ > o , < (̂i) est une relation nj-aire sur X 

c'est-à-dire une application de X n i dans £ o , l j , . 

X s'appelle le domaine de <s , et on le désigne aussi par \é\ .Le cardinl 
de e s t I e cardinal de son domaine. Chaque élément de X de la forme </?(i) où 
n â = -1 est un élément distingué 

<ê = < X,<p > et <ê' = < X', \p* > étant deux structures, un homomorphisme 
de Cs dans <^ ' est une application h de X dans X' tel que pour tout i E I : 

-S i n t = - l , h M i ) ] = ^ ( i ) 

-S i n{ > o , pour tout a G X n j , <^(i).a = <p'(i).(hoa) 

La classe des r-structures et de leurs homomorphismes constitue ainsi 
une catégorie: On montre aisément qu'il y a identité entre les monomorphismes 
(les épimorphismes) et les homomorphismes injectifs (surjectifs). En particulier 
tout homomorphisme bijectif est un isomorphisms 

Un homomorphisme surjectif est encore appelé contration . Si Y est une 
partie non vide de X contenant les éléments distingués de<^ ,<£ induit une 
structure <5r (Y) de domaine Y. <f (Y) est une restriction decg , et une 
extension de <s (Y). Si h est un homomorphisme de <§ dans \ h(X) contient 
les éléments distingués de \ ^ induit donc une structure sur h(X), appelée 
image de par h, et désignée par h(<^ ). h est un épimorphisme de sur son 
image. 

2) - Equivalences compatibles : 

Soit <§ une structure de domaine X. Soient R une équivalence sur X, 
p la projection canonique de X sur X/R. Il existe au plus une structure & , de 
domaine X/R , telle que p soit un homomorphisme de sur c? . Si elle 
existe, on dira que R est compatible avec <§ , S- sera désignée par é/R et 
appelée quotient de <s par R. 
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Pour que R soit compatible, il faut et il suffit que pour tout i € I , si n. > 1, 
quels que soient a l 5 . . . , a , b l s . . . , b G X , on ait : 

i i 

a ^ b i e t . . . e t a^.Fb^ = ^ <p(i) < a i > = ^(i) < b t b > 

Si ces conditions sont remplies pour les éléments d'une partie J de I, on 
dira que R est J-compatible Une équivalence est compatible si et seulement si 
elle est f i j - compatible pour tout i tel que n f > 1. 

L'égalité est toujours compatible Toute équivalence plus fine qu'une 
équivalence compatible est compatible. La borne supérieure d'une famille d'équi
valences compatiblesest compatible : Ainsi, ta famille des équivalences compatibles 
avec â£ est une section initiale fermée du treillis des équivalences sur X. 

Le plus grand élément de cette section (qui est la moins fine des équivalences 
compatibles) est appelé équivalence de séparation. Si elle coihcide avec l'égalité, 
on dit que <ê est séparée . 

R étant une équivalence compatible avec<^ , <£/R est séparée si et 
seulement si R est l'équivalence de séparation. Le quotient est alors désigné 
par 2((s )> e s * appelé séparée de <3?. 

Deux éléments a, b 6 X sont dits séparables si leurs classes modulo l'équi
valence de séparation sont distinctes . Sinon ils sont dits inséparables. 

Si h est un homomorphisme de (s dans la relation définie sur X 
p a r h ( x ) = h(y) est une équivalence R compatible avec <s . Le quotient de c§-
par R est isomorphe à l'image h(<^ ). En particulier, si<# est séparée, R est 
l'égalité, donc h est injectif 

3) - Propriétés logiques des structures et des homomorphismes : 

A chaque type r = ^ n â j . E x on associe un langage du premier ordre 
L T comportant, outre les connecteurs usuels, et une provision infinie de variables : 
pour chaque i G I , si n t = -1 un individu a4 ; si n. > o un prédicat de poids n t , 
T{ En outre les a. et les r t sont deux à deux distincts. 
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Toute r-structure g; = < X, &> est alors une réalisation de L T . sur le 
domaine X, dans laquelle chaque a t est interprété par y(ï) et chaque r̂  par <p(j). 

Soient F ( X j X g ) une formule de L .̂ et < 2LX a > un p-uple extrai t 
de X. 

« F(Xi X p > est satisfaite en < a x a p > d a n s ® » sera désigné 
par : 

<IV F ( a i , , a p ) 

Cette écriture contient une impropriété, car les ai ne sont pas des cons tan te 
du langage dans lequel les formules sont écrites « Mais c'est une commodité sans 
conséquences f âcheuses 

On appelle assignement (relatif à <§ ) toute application a de l 'ensemble 
des variables dans X. Une formule F(XXXp) est satisfaite par un assignement 
a si <ê H F(a(xx a ( x p ) ) . Plus généralement, une famille F de formules 
est satisfaite par o si chaque F E F est satisfaite par o .'On dit alors que F est 
coréalisable (dansai? ). 

Rappelons que F est valide dans S (notation : S j=- F) si elle est 
satisfaite par tout assignement. Il revient au même de dire que la clôture uni
verselle de F est réalisée. 

Un homomorphisme h : Cr — e s t dit logique , si pour toute 
formule F(xj x ), et tout peuple. < a t a > extrait de X, 

F(a x a p ) i m p l i q u e ^ F ( h ( a x ) h ( a p ) ) 

Voici un critère, dérivé d'un critère de Tarski : 

h est logique si et seulement si, pour toute formule F ( x t x p , y ) et 
quels que soient ai a G X, si S 3 y F(h(aj ),..., h(a ) y ) , il 
existe b ' G h ( X ) tel que cf V F(h(a 1 ) , . . . J i (a p ) ,b ' ) . 
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En particulier : 

Lemme 1-1 : tout épimorphisme est logique. 

Une restriction <§ (Y) de ^ est logique si l'injection canonique de Y dans X 
est logique. Pour tout homomorphisme h : —> <§ , h est logique si et seulement 
si hté ) est une restriction logique de <g 

Soit ( 2 ) un ensemble de formules. 

appelons q u e ^ est un modèle de ( 2 ) si tout F G 2 est valide dans <H. 

Une formule F est conséquence de ( 2 ) si tout modèle de ( 2 ) rend F valide. 
Notation : 2 H F. 

Deux structures et<g ' qui rendent valides les mêras formules sont dites 
logiquemnt équivalentes. 

Notation :<s = £ .11 revient au mena de dire qu'elles satisfont les rames 
formules closes (énoncés). 

S'il existe un homomorphisme logique de<^ vers <£ ' , on a évidenment 

Il en est ainsi en particulier de<^ et 2 ( d ) : ceci montre que pour tout ce 
qui concerne la dualité modèles-théories, on peut se restreindre aux modèles séparés, 

(Rappelons qu'une théorie est un ensemble de formules qui contient toutes 
ses conséquences, et admet un modèle). 

Lemme 1-2 : tout modèle d'un ensenble de formules ( 2 ) peut être contracté sur un 
modèle séparé 

(et ceci d'une seule façon , à un isomorphisme près). 

Ceci rappelle la construction des modèles normaux d'une théorie égalitaire. 
Nous allons voir qu'il s'agit d'une généralisation de ce cas. 
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4) - Structure de l'équivalence de séparation : 

Une relation n-aire R sur le domaine X d'une structure est dite 
représentée par la formule F ( x t x n ) , si quels que soient a! a n E X : 

R ( a i a n ) = 1 & F(a! a n ) 

Une relation représentable sera dite aussi élémentaire ( dansS ) 

Exemple : Soit i € I tel que n*> 1. Posons ni = p + 1. On considère les for
mules suivantes : 

V x t -.. x p [ r j X X ! . . . x p < * r i y x ^ - X p ] 

V x t ... X p [ r jX!X .. . X P r j X l y ... X P ] 

V x j . . . X p [ î i X j . . . x p x < > rixl ... x p y ] 

Ces formules sont dites associées au prédicat r { . Dans toute réalisation, 
elles représentent des équivalences, qui sont dites aussi associées à r t . Par for
mule (resp. équivalence) associée, nous entendons toute formule (resp. équivalence) 
associée à un prédicat de poids positif. 

Lemme 1-3 : Soient une r-structure, i E I avec X L \ > \ et R une équiva
lence sur X. Pour que R soit { i j . -compatible, il faut et il suffît 
qu'elle soit plus fine que chacune des équivalences associées à vi% 

Soit r i la relation qui interprète ri dans £ - On pose encore n^ = p4-^ 

e n : Soient a, b G X , tels que a R b. Soient a x a p € X 

R étant ^ i j -compatible, f i < a 5 a 1 a p > = *i<b, aj a p > 

Donc < ! K VXJ ... x p [ r i a Xi ... x p r {b xx ... x p ] 

On raisonne de même avec les autres formules associées. 
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e s : Supposons que si a R b , toute formule associée à r j est satisfaite en 
< a , b > 

Soient a x a n . , b x b n i , tels que a k R b k pour k = 1 n 4 

On veut prouver que , . . . , a n i > = r i < b x b n i > 

Soitq le nombre des indices k pour lesquels a^* bfc.Si q = 0 , c'est évident. 

Supposons le vrai pour q et montrons le pour q -I- 1 : soit i 0 le premier 
indice tel que a j 0 * b i o . Considérons la suite : 2LX a i 0 . i , a{ 0 , b i 0 i b n i 

D'après l'hypothèse de récurrence : 

f i < a ! a n i > = ^ < a x a i o . i , a i o , b i ( ) + i b n i > 

= r i < b l , . . , b i o . i , a i o , b i ( ^ i . , b n i > puisque a k = b k pour k < i 0 . 

Posons F(x!, . . . , x p , x , y ) = r i X ! . . . x i o . i x x i o ... x p ^ - > r i x 1 . . . x i o - i y x i o . . . X p . 

Par hypothèse F est satisfaite en < a x a i Q . i , a ^ - j - i a n i } &\Q » b | 0 > 

Donc r i < b 1 , . . . , b i o . i , a i o , b i o 4 i b n i > = r i < b x b n i > 

Lemme 1-4 : toute équivalence compatible est plus fine qu'une équivalence 
élémentaire, 

Soient R une équivalence compatible, R* une équivalence élémentaire. 
R' est représentée par une formule F(x,y). Soient a,b € X avec a R b . 
Soit p la projection canonique de & sur son séparé ). a R b 

implique p(a) = p(b). 

Donc 2(<£ ) | ^ F(p(a),p(b)) et p étant logique, d & F(a ,b) .Donc a R ' b . 

Proposition 1-1 : L'équivalence de séparation est la borne inférieure des équiva
lences associées aux prédicats de poids > 0 . 

On rassemble les lemmes 1-3 et 1-4. 

Corollaire (immédiat) : L'équivalence de séparation est la borne inférieure des 
équivalences élémentaires. 



54 

Théorie des modèles sans identité 

Lemme 1-5 : soit un homomorphisme de <i? dans <§* . Si a, b E I <§ I • 
sont separables dans <H , h(a) et h(b) sont separables dans dr 

En effet la séparation se traduit par le fait que < a,b > satisfait une formule 
existentielle. 

La réciproque n'est pas vraie. En particulier une restriction d'une structure 
séparée n'est par nécessairemert séparée. Nous dirons que h est separable si 
chaque fois que a , b G l ( s l sont inséparables, h(a) et h(b) sont inséparables dans 

& '. Ceci est la condition nécessaire et suffisante pourqque , p et p ' étant les 
projections canoniques ded? et ' sur leurs séparés' il existe h : 2^&) 2(c?) 
tel que p ' 0 h = h 0 p h est alors unique. Ainsi, si l'on se restreint à la sous-
catégorie non pleine obtenue en éliminant les homomorphismes non separables, 
la séparation devient fonctorielle. 

Tout homomorphisme logique (et en particulier tout épimorphisme) est 
réparable. 

Si h est un épimorphisme, h est isomorphisme. 

Proposition 1-2 : soient S >É deux structures. S'il existe un épimorphisme h 
ded sue ci ' et un épimorphisme h' de <§" sur S ,<£ et £ ' sont 
isomorphes : 

On introduit les séparés £(<£* ) et 2 ( S -). 

& » <g ><r 

! 
P p p 

i * - v 

2 ( < f ) - ^ > 2(3)-^-* 2 (<g) 

h et h ' sont réciproques l'une de l'autre. Pour tout a e 12{<á ) | (resp. a' S I %<g ) I ) 
posons S a = p 1 ( a ) (resp. Sa' = "p' (a*))- La conmitation du diagramra montre que h 
applique Sa dans S&(a) çt h' applique Stf dans 9g ( a , } . De plus ces applications 
sont surjectives. Cèk montre que Sa et Sh(a) ont m m cardinal. Ch introduit alors une 
bijection <¿>a : Sa -+ Sh( a) et le recollerant cîessfla fournit un isorrorphisme de S su re? ' . 
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5) - Exemples. 

1- Soit i o E I, tel que n { = 2. Une r-structure ê dans laquelle r i o 

est interprété par l'égalité du domaine est dite i0-égalitaire. Elle est alors séparée 
et rend valides les formules suivantes : 

% x x 

(*) „ 
r i c x y -* (F(x, z l 5 . . , , z p ) -> F C y ^ ! , . . . ^ ) ) 

Tout modèle de (S ) est dit i0-quasi-égalitaire„ t\Q définit alors une équiva
lence, et celle-ci est l'équivalence de séparation : 

Soit en effet F(x,y) une formule qui représente une équivalence dans ( s 
(i 0-quasi-égalitaire) 

£ k r i o x y ^ ( F ( x , x ) - > F ( x 5 y ) ) 

Soit : 

Ce k F (x ,x ) -* ( i o x y -*F(x,y)) 

or <ê ï F(x,x) 

Donc ( ^ | = r i o x y -> F(x,y) 

Ainsi r i 0 x y représente la plus fine des équivalences élémentaires ( et même 
des relations réflexives élémentaires), et a fortiori leur borne inférieure. 

La notion de modèle séparé généralise donc celle de modèle normal d'une 
théorie égalitaire. 

2- On suppose que l'enserible des i tels que ni > o est fini. La conjonction 
F(x,y) des formules associées aux prédicats de poids positif représente alors 

l'équivalence de séparation dans toute réalisation, et joue le rôle de l'égalité. On 
retrouve une renarque de Hailperin (2). 
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3- Supposons que pour tout i E I > n^ < 1, et qu'il y ait exactement n 
prédicats de poids 1. Chaque équivalence associée à un prédicat de poids 1 déter
mine une ou deux classes- Le quotient par l'équivalence de séparation est donc 
de cardinal < 2 n . En particulier, toute réalisation séparée est de cardinal < 2n. 
On retrouve l'origine du procédé classique de décision pour le calcul des prédicats 
monadiques. 

4- Soit I un ensemble non vide. Posons r = ^ n i } i G I a v e c n i ~ 1 P o u r tout 
i. Lj-a pour prédicats une famille de prédicats monadiques{r . ^ j . 

Soit (S) l'ensemble des formules suivantes : 

3 x [ r i x] (i G I) 

r i X - * H r j X ( i , j E I , i * j ) 

Un modèle de (S) est constitué d'un ensemble X, muni d'une famille de parties 
non vides deux à deux disjointes { X ^ ; ^ j . Deux cas sont possibles, suivant que 
les Xj recouvrent ou ne recouvrent pas X. On parlera alors de modèles de 1ère 
espèce dans le 1-er cas, de 2-ème espèce dans le second. 

Un modèle est séparé si et seulement si chaque X^ est un singleton, et s'il 
y a au plus un élément extérieur à U X j , Deux modèles séparés de même espèce 
sont donc isomorphes. i ^ I 

Si I est de cardinal £ infini, tous les modèles séparés de (S) sont de cardinal 
£. En particulier, aucun n'a d'extension logique séparée de cardinal > £. 

5-Prenons I = N . Soit r le type qui à chaque n E N associe l'entier 2. Lj. 
est défini par une suite de prédicats dyadiques Ç r n | n ^ ^ . Soit (<&) la famille 
des formules suivantes : 

- r n x x 
- r n x y -> r n y x 
- r n x y - > ( r n y z ^ r n x z ) ( n E N ) 
- 3 xx ... x n Vy [ r n x i y v v r n x n y ] 
- 3 x j x 2 n r n * ! x 2 ] - » y x i ^ [ r m X ! x 2 ] (n, m E N , n * m) 

Un modèle de (*) est un ensemble X muni d'une suite d'équivalences{R n} 
telle que : 

- X / R n est au plus de cardinal n 
- si X / R n est de cardinal > 1, pour tout m * n , X / R n est de cardinal 1. 
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Dans tout modèle, l'équivalence de séparation est représentée par Tune des 
formules, r n xy. Tous les modèles sépaiés de (<£>) sont finis, et pour tout entier 
n il existe un modèle séparé de (<ï>)de cardinal n 

6- Les exemples 4 et 5 sont en contradiction avec le théorème de Lôwenheim-
Skolem-Tarski 

Voici d'autres singularités : 
au langage utilisé pour l'exemple 4, adjoignons un individu a , et un système 

(2 ) les énoncés : 
H r, a (i G I) 

Soit (2* ) le système obtenu Les modèles de (2*) s'obtiennent à partir des 
modèles de deuxième espèce de ( 2 ) , en interprétant a par un élément qui 
n'appartient à aucun des X, En particulier, tous les modèles séparés de (2*J 
sont isomorphes 

Pour I =N0 , ( 2* ) est donc N0-catégorique (en un sens élargi de manière 
évidente), bien que l'algèbre des ensembles définissables d'un modèle soit infinie, 
en contradiction avec un théorème de Ryll-Nardzewski [5]- Nous reviendrons en 
détails sur ce point 

Adjoignons maintenant au langage de (2* ) un nouveau prédicat monadique 
r et les axiomes : V x [r x "! r, x ] (i E I) 

Soit (2**) le système obtenu . Tout modèle séparé de (2* ) se prolonge d'une 
seule manière en un modèle (séparé) de 2 * * , en interprétant r par { a } où a 
est l'interprétation de a Cependant r n'est pas définissable modulo (2* ) en 
fonction des autres constantes Ceci parait contredire le théorème de Beth [1]. 
On verra aisément que ce dernier peut être rétabli sous la forme suivante : 

Soit ( 2 ' ) une extension d'une théorie (2) dont le langage comporte un pré
dicat supplén&ntaire r II y a éqjivalence entre les assertions suivantes : 

1 - r est définissable dans ( 2 ' ) en fonction des autres constantes 

(tout modèle séparé de ( 2 ) se prolonge, d'une seule manière, en un 
modèle de ( 2 ' ) 
tout modèle séparé de ( 2 ' ) induit un modèle séparé de ( 2 ) ' 
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La dernière condition est toujours satisfaite dans le cas égalitaire, d'où 
la formulation usuelle du théorème. 

On pourrait multiplier les exemples de singularités, généralement faciles à 
interpréter, et à placer dans un contexte qui les explique et contient le cas usuel 
égalitaire (ainsi l 'importante construction de l'ultraproduit d'une famille de 
structures doit être modifiée si l'on veut qu'un ultraproduit de structures séparées 
soit séparé). Nous allons étudier en détails deux points : 

1 - L'extensibilité des structures (si l'on veut, le 2-ème théorème de 
Lôwenheim-Skolem) 

2 - La réalisation (ou l'omission) d'une famille de formules. 

II - EXTENSIBILITE DES STRUCTURES : 

Une structure séparée & est dite inextensible si elle n'a pas d'extension 
logique séparée autre qu'elle même Sinon elle est dite extensible. Dans le cas 
égalitaire, les seules structures inextensibles sont les structures finies. Dans le cas 
général, l'exemple n ° 4 du 1-5° montre qu'il n'en est rien. 

1° - Interprétation topologique des notions précédents : 

Soit (s une structure, de domaine X. Soit A une partie de X. Une partie y 
de X est dite A-quasi-élémentaire s'il existe une formule F(x x x p > x ) et 
* x a G A tel que pour tout b E X , b E Y si et seulement si 

(g |=r F(a x a p , b ) . 
Si A = fX on retrouve la notion d'ensemble élémentaire (cf. 1-4° ) 

Les ensembles A-quasi-élémentaires forment une sous-algèbre booléienne 
< £ A d e ^ ( X ) . 

Ils constituent aussi la base d'une topologie T <<£9A > sur X. Chaque 
ensemble A-quasi-élémentaire est un of pour cette topologie. D'où un espace 
engendré par ses ofs. Un tel espace est uniformisable: Plus précisément, à chaque 
ensemble A-quasi-élémentaire Y, associons l'équivalence sur X définie par la 
partition : la famille des Ry engendre un filtre d'entourages pour une 
structure uniforme compatible avec 7 « f ? A > 
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Proposition II-1 r soit h : d? -*- <£ * un homomorphisme . Posons 
A' = h[ 1 è> i] i h est logique si et seulement si A' est partout dense 
dans I <s ' ! powr r<^' 9 A*>! 

C'est la traduction du critère de Tarski rappelé au 1-3? « 

Un autre exemple de traduction est le suivant : on dit que<# est k-saturée 
si toute famille compatible de <è A a une intersection non vide. Ceci revient à 
dire que r < ^ A > e $t quasi-compacte 

En particulier, § est saturée si pour tout A C X, tel que A < X , <§- est 
A-saturée, 

On peut montrer comme dans le cas égalitaire, que deux structures séparées 
saturées, de même cardinal, et logiquement équivalentes, sont isomorphes. Bien 
entendu, la condition de séparation est indispensable. 

S iA = Ici I, on pose 7 , < c g , A > = 3 ^ 

La famille des équivalences associées aux prédicats de poids > 0 engendre 
un filtre d'entourages, d'où une structure uniforme 

Proposition II-2 : l^? induit la topdogie Tg , 

Auparavant, établissons le 

lemme II-l : Soit F ( x x x p ) une formde et soit E[x,y) la conjonction des 
formules associées aux prédicats de poids positifs ayant une occurrence 
dans F. Qtel que soit£: 

C§ k E ( x 1 , y 1 ) A . . . / \ E ( X p , y p ) -> ( F ( x t , - , x p ) ^ F ( y l v . . , y p ) ) 

Faisant abstraction des prédicats qui ne figurent pas dans F , B(x,y) représente 
l'équivalence de séparation. Doù le résultat. 

Cela é tan t , soit T 9 la topologie induite par Ug 
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Pour toute équivalence associée R, et toi : a E X , la classe de a modulo R 
est un ensemble X-quasi-élémentaire (nous dii >ns simplement : quasi-élémentaire) 
donc un ouvert de : ainsi est plus fine que T 

Soit maintenant Y un ensemble quasi-élémentaire. Il est représenté par une 
formule F ( x ! x p ? x) et un p-uple < a l s . . ,a p > extrait de X. Soit E(x,y) la 
conjonction des formules associées aux prédicats de poids positif de F. E repré
sente une équivalence R, qui est un entourage de . 

Soit b E Y . Soit C 5 *a classe de b modulo R. Utilisant le lenme II-l , il 
vient, quel que soit c E X : 

é E(b,c) -* (F(a, , , . . ,a ? ,b) -> F (a l f . . . , ap,c )) 

En particulier, si c E G, : 

é N F ( a l r . . , a p , b ) ~* F ( a l v . , a p , c ) 

D'où , puisque b E Y : 

S *=" F(a l 9 . . . . ,a p ,c ) 

Ainsi C b C Y, ce qui montre que Y est ouvert dans T : T est plue fine que 

Corollaire :<ji est séparé si et seulement si est séparée 

On utilise la proposition 1-1 

Lemme II-2 : toute équivalence élêmntaire est un entourage de £^. 

Soit F(x,y) une formule représentant une équivalence dans . 

Soit E(x,y) la conjonction des formules associées aux prédicats de poids 
positifs dans F. Oublions les prédicats qui n 'ont pas d'occurence dans F : E(x,y) 
représente l'équivalence de séparation, donc est plus fine que l'équivalence définie 
par F(x,y), 

Lenme II-3 : Soit h un homomorphisme séparable de vers ê' U_y est 
l'image réciproque par h. de > . 
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Car les équivalences associées de{& sont les images réciproques des équiva
lences associées de<^'. 

En particulier, ceci est vrai si h est logique. On voit ainsi qu'un homomor-
phisme separabile est continu. 

Soit F(xj X p ) une formule. Pour toute structure <§ elle représente une 
application F de I <3 bdans { 0 , l \ , définie par : 

F ( a l v . . , a p ) = 1 <=><i MF(a! , . . . , a p ) 

On munit £ 0 , 1 } de la structure uniforme discrète. On peut alors énoncer : 

Lemme 11-4 : L'application F est uniformément continue. 

C'est une simple traduction du lenme II-1. 

2° - Le théorème de Lôweinheim-Skolem - Tarski : 

Le 1er théorème de Lôweinheim-Skolem- admet une adaptation directe en 
langage de modèles séparés. Nous avons remarqué qu'il n'en est pas de même du 
second appelé aussi théorème de Loweinheim-Skolem-Tarski. 

Disons qu'une structure S est localement finie si ££g est une structure 
uniforme précompacte. Toute structure finie est localement finie, la réciproque 
étant fausse, même si <§est séparée. 

On montrera aisément le critère suivant : 

Lemme II-4 : ( 5 est localement finie si et seulement si pour chaque équivalence 
associée R, l Cs (/ R est fini 

Ce lemme a une forme syntaxique qui est la suivante : 
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Lemme II-5 : <£> est localement fini si et seulement si pour toute formule 
associée F(x,y) il existe un entier n tel que: 

(1) ( s * Vxx . . . x n [ F ( X l , x 2 ) ... F ( x 1 ? x„) ... F ( x n . ! , x n ) ] 

Cela étant, le théorème de Lôweinheim—Skolem de forme ascendante peut 
s'énoncer : 

Proposition II-3 : Soitune structure séparée , de domaine X, non localement 
finie. Pour tout cardinal \ infini, tel que % > X et %>l il existe 
une extension logique séparée de (g de cardinal £. 

S étant non localeiwnt finie, il existe une fornulç associée F(x,y) telle que 
chacun des énoncés suivants soit valide : 

3 x x x 2 n F ( x ! , x 2 ) ] 

3 X! ... x n [ 1 F ( x 1 , x 2 ) A ... A ~ | F ( X J , x n ) A ... A " l F ( x n . 1 ? x n ) ] 

Le raisonneront classique fondé sur la compacité et l'utilisation du 1er 
théorèiw de Lôweinheim - Skolem peut être repris, F(x,y) jouant le rôle de x = y 
dans la preuve usuelle. 

Application : ceci nous conduit à reformuler le critère de complétude de Vaught 
[6| . Une théorie ( 2 ) est dite ^-catégorique si elle a un modèle séparé de cardinal £, 
et si tous ses modèles séparés de cardinal £ sont isomorphes. 

Proposition H-4 : Soit ( 2 ) une théorie. Soit £ un cardinal infinie supérieur ou 
égal au cardinal du langage de (X) si (S ) est ^catégorique, et n 'admet pas 
de modèle localement fini, ( 2 ) est complète. 

On peut montrer que cet énoncé est faux si on renplace «localerant fini» 
par «fini». 

30 - Etude des structures localement finies : 

Proposition H-5 : Soit Cs unejstructure séparée localem ent finie. 
Soit £ = max {NQ , I j . Le cardinal de (§ est mqoré par 2% 
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En effet 7 > est séparée et a une base d'ouverts de cardinal < £. 

Corollaire : Soit <s une structure séparée. Pour que pour tout cardinal £ il existe 
un cardinal r\>% tel que S ait une extension logique séparée de 
cardinal rj, il faut et il suffit que <è soit non localement finie. 

Il suffit de composer les propositions II-3 et II-5. 

Lemme II-6 : Soit une structure localement finie, de domaine X . Soit Y une 
partie de X , non vide , contenant les éléments distingués de S . Il y a 
équivalence entre les assertions suivantes : 

1 - Y est partout dense pour 
2 - Y est partout dense pour T < j : $ Y > 

'3 - <s (Y) est restriction logique de& 
4 - (s (Y) est logiquement équivalente à£ 

1=*>2 : trivialement 
2 =^3 : cf. proposition II-1 
3 =£4 : trivialement 
4 =^1 : soit Î2 un ouvert non vide pour . Il existe R x R n , équiva

lences associées, telles que si R = Ri O ... n R n , £2 contienne une 
classe modulo R. R est représentée dans <§ par une formule 
F (x ,y ) , universelle. F définit une équivalence R' dans (s (Y) et 
puisque S = <§ (Y), R et R' ont le même nombre de classes. 
F étant universelle, deux éléments a,b de Y équivalents modulo R 
le sont modulo R*. 

Ceci montre que tout système complet de représentants pour R' est un sys
tème complet de représentants pour R : donc £2 contient un élément de Y . 

( s étant une structure quelconque, si Y est une partie partout dense pour 
, on voit aisément que tout ensemble quasi-élémentaire est Y-quasi-élémentaire 

En particulier, dans le lemme II-6 on a en fait = r < ^ Y > -

Lemme II-7 : Si <§ est une structure localement finie il existe une extension 
logique (s* de^ telle que \ soit quasi-compacte. De plus Ai <&est 
séparée, on peut choisir Cs 'séparée 
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En effet, pour que <ê\ extension logique de<^, soit quasi-compacte, il 
suffit, d'après la remarque précédente, qu'elle soit Idr) -saturée. De telles 
extensions existent par le théorème de compacité. Enfin, si<§ est séparée, la 
séparée d'une extension logique \<è I -saturée de<^ est encore une extension logique 
i é ) -saturée. 

Ceci nous conduit à considérer les structures localement finies pour lesquelles 
T^. est compact Elles sont saturées, mais c'est une condition bien plus forte 
que la saturation 

Lemme II 8 : Soit <§ une structure. Il y a équivalence ent^e : 

1 est quasi-compacte 

2, Pour tout ensemble V de variables, pour toute application y de V 
dans \&\ , pour tout ensemble F de formules, si toute partie finie 
de F est coréalisée pour un assignement qui prolonge *p , il existe 
un assignement îpqui prolonge y et coréalise F 

2=^\, Soit £ A\^X£L u n e famille compatible d'ensemble quasi-élémentaires. 

On peut représenter chaque A\par une formule F \ ( y ^ y p X , x), db sert e que 
pour X * ^ on ait y ^ * yj* Enfin pour chaque X il existe <a^ , .., a p x > 
tels que b E A ^ d t= F x ( a * a £ x , b). 

Soit V l'ensemble des y * . On définit y : V -> I d r I par <p(yjS = a^ 

Cela étant, quels que soient \ x X n £ ^ , il existe un assignement <p' 
prolongeant «p qui coréalise F X 1 F ^ . Donc il existe £ prolongeant <p 

et coréalisant les F^ . <p(x) est un élément commun aux A x • 

1 ^ 2 . On donne V y et F une famille de formules telle que toute sous-
famille finie soit coréalisée par un assignement qui prolonge <p. 

Soit F* la famille des formules F telles qu'il existe F ! ,.„., F n E F avec: 

h- F l A .... A F n -+ F 

F* possède encore cette propriété. On peut donc raisonner en suposant que F = p * 
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Enfin, pour chaque YC X , ensemble des variables, on appelle FY l'ensemble 
des F G F dont les variables libres appartiennent à Y. 

Soit l'ensemble des couples < Y , \jj > où Y C I , v C Y, où \jj est une 
application de y dans i <§ I, prolongeable en un assignemert qui coréalise FY 

Cet ensemble contient < v,y?> , donc est non vide. Il est ordonné induc-
tivement par la relation : 

< Y^/> < < Y , i//' > si et seulement si Y C Y' et i//' prolonge . 

Il existe donc des éléments maximaux < Y* , \jj > . Supposons Y* * X. 

Il existe x e J f - Y * . Posons y x = Y* u |" x \ 

\p* détermine à partir des éléments de FYX , une famille d'ensembles quasi-
élémentaires. 

Soient Fj F n G F X 

3 x [Fj A *#« A F n ] € F , donc 3 x [ F 1 A . . . * F n ] e . F Y * 

La famille des ensembles quasi-élémentaires obtenue est donc compatible. 
Soit b un élément de leur intersection. Prolongeons i//* à Y t en posant 
tfi(x) = b . 

On obtient un élément <Yt , > majorant strictement < Y * , i//*>. 
Contradiction. Donc Y* = X et tf/* est un assignement qui coréalise F (et 
prolonge 

LemmeII-9 : Soit (§ une structure compacte (Le. est compacte). Si 9 

est séparée et logiquement équivalente à < 3 ,il existe un monomor-
phisme logique de c 3 ' dansc^. 

Autrement dit, dans un type élémentaire dont les éléments sont localement 
finis, les éléments compacts sont universels. 
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tp est un morphisme logique : soit F ( X i x p ) une formule et soient a\ a p €E X'. 

il existe yj y p tels que </>'(yi)= a\-

£ V F ( a \ ,...,aj,) => F ( Y l , . . . ,y p ) E F M F(*>(y, ) , . . . , t fy p )) = F(j(a\ ),...j(aj>)) 

Lemme 11-10 '.Deux structures compactes logiquement équivalentes sont isomorphes. 

Soient <è et <s ' compactes, <g = <è'-* 

On suppose l'ensemble X des variables est de cardinal > au cardinal de 
I d'I = X'. 

Soit <p' une application surjective de X sur X'. Soit F l'ensemble des 
formules qui sont coréalisées par <p\ 

Puisque (3 = <s' , toute partie finie de F est coréalisée dans (g*. Donc il 
existe un assignement $ qui coréalise F dans C§ . 

^ '(x) = <p'(y) <=> sp(x) = <p{y) : 

en effet, <p'(x) = </>'(y) <==> pour toute formule associée F(x,y) , ^ ' \p F[<p'(x),<p'(y)] | 

Alors ( s *=* F((^(x),^(y)), d'où <p(x) = <p(y). 

Le même raisonnement prouve que <^(x) = <p(y) <p'(x) = <p'(y) 

Ceci permet de fermer par une injection j : X' X = I \ le diagramme : 
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Il existe j : <s -+ d ' qui est un monomorphisme logique, j [ I <s I] est donc 
partout dense dans I <è' I. D'autre part, j est continu, donc j[l (3s I] est compact, 
donc fermé. 

Ainsi j[l <è I] = I <é 'I et j est surjective. 

Dans une classe d'équivalence logique, tous les éléments sont localement finies, 
ou aucun n'est localement fini. Ceci permet de parler de classe d'équivalence logique 
(non) localement finie. 

Ce qui précède peut être résumé ainsi : 

Proposition II-6 : dans une classe d'équivalence logique localement finie : 

1 - il existe, à Visomorphisme près, un seul modèle compact (s0. 
2 - tout élément séparé de la classe est isomorphe à une restriction logique 

de <^0. 

On reconnait les propriétés renforcées d'unicité et d'universalité des structures 
saturées. Les restrictions logiques de <éa sont les structures induites sur les parties 
partout denses (pour ) qui contiennent les éléments distingués. 

4°- Lien avec l'espace de stone : 

Soit <̂  une structure, de domaine X. Soit A une partie de X. Appelons 
£>*A(<s ) l'espace de stone dual de l'algèbre A des ensembles A-quasi-élémntaires. 

Il y a une application naturelle 0 A de X dais S t A (<3 ), qui à tout x E X 
associe l'ensemble des Î2G ( ^ A tels que x E SI . 

Un ultrafiltre p de <s A est dit réalisé dans ci s'il est de la forme @ A ( X ) -

Posons R e < A , ( £ T > = 0 A ( X ) . 

Les rapports entre X et Re < A , cé > sont résumés dans la proposition 
suivante : 
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Proposition II-7 : 

1 - 0 A est injective si et seulement si !T<<£ ? A > est séparée 
2 - © A est surjective si et seulement si est A-saturé. 

3 - r<J ? A > est l'image réciproque par @A de la topologie de St^Xcs )• 
4 - Re<të ,A> est partout dense dans StA(<# )• 

1 - Soient a, b G X , avec a * b. 

0 A ( a ) * ® A ( b ) il existe toE < F A avec a e î î et b jÈ Î Î T<^ ^ 
est séparée. 

2 - @A surjective *=> tout ultrafiltre de câ A est réalisé dans <â < = = =^7 7<<| A > 
quasi-compact (£ est A-saturé. 

3 - Soit £2 un ensemble A-quasi-élémentaire. Soit o l'isomorphisme de s tone 
de <§ A dans l'ensemble des parties de St^Ccs )• 

* 0 A ( f t ) = { 6 A ( x ) ] x e f t 5 = f © A ( x ) | N E E A ( x ) 3 = R e < ^ , A > n a ( N ) 

Donc © A (£2) est ouvert dans R e < ci >A> 

© i [a( î2)]= f x € X | 0 A ( x ) E £ 2 j = { x | x E f t } = ft 

Donc t=> A [ a(£2)] est ouvert dans X. 

4 - Soit o) un of non vide de S t A ( <à ). Il est de la forme a(£2) où £1 * O. 

Soit a E £2. 0 A ( a ) contient £2 , donc ® A ( a ) E CJ 

Ainsi co coupe R e < ^ , A > 

Corollaire : (s est compact si et seulement si © x est bijectif. 
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. Si ©x est bijectif, c'est un homéomorphisme de X muni de ^ s u r S t ^ é ) = St@0 

Donc L est compacte. 

. Supposons compacte. 

©X est un homéomorphisme de X sur Re <Cs , X > , qui est alors compact, 
donc fermé dans St( (s ). D'après 4, © x est surjective. 

Lemme II-l 1 : Si (s est une structure égalitaire, St(<s ) est atomique 

Tout ultrafiltre de q u i est réalisé par a est engendré par x = a , donc 
principal: Ainsi, l'ensemble des points isolés de St(cè ) est partout dense. 

Exemple : Soit B une algèbre de Boole: Introduisons une famille { r a ] A G B de 
prédicats monadiques, et la théorie TB dont les axiomes sont les énoncés suivants : 

* i V x l r a X ^ r ^ x ] ( a , 0 G B , a* j3 ) 

* V x [ r - | a x < — H r a x ] (aGB) 

* ^ *[r av j3 x <—• r a x / rj3x] (a,/3GB) 

un modèle de TB est une représentation de B dans un champ d'ensembles. 

Les formules associées sont de la forme r a x «—• r a y . 

Pour tout a appartenant au domaine X d'un modèle (s, l'ensemble des b tels 
que (s 1= r a a r a b est représenté soit par r a x ( si é H r a a ) , soit par 
r l a x (si (s \r ^Tad). 

Soit <s un modèle compact de T B . Tout ensemble quasi-élémentaire est réunion 
finie de classes d'équivalences modulo des équivalences de la forme Rx n . . . f iR n , 
où les Ri sont associées. Ici, on voit que tout ensemble quasi-élémentaire est 
représenté par une formule r a x (et est donc élémentaire). <x,Tg> s'identifie 
canoniquement au dual de B, de telle sorte que deux modèles compacts de T B 

sont isomorphes On voit ainsi que T B est complète (dans [3], ce résultat est 
établi en montrant que T B est model complète et saturée pour les énoncés en 3 ). 
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5° - Spectre d'une théorie : 

Appelons spectre d'une théorie T, la classe des cardinaux de ses modèles 
séparés. 

Le spectre de T est la réunion des spectres de ses extensions complètes. 
Il suffit donc d'étudier le cas où T est complète. 

Deux cas se présentent alors : 

1 - les modèles de T sont tous non localement finis ie spectre est 
alors une classejpropre contenant en particulier tous les cardinaux 
qui dépassent 7 4- N 0 . 

2 - Les modèles de T sont tous localement finis : le spectre est un 
ensemble (proposition II-5). 

Appelons pt(T) le plus petit élément du spectre de T. 

Nous dirons que T est normale si elle satisfait aux conditions suivantes : 

N! - quels que soient les individus a,b de L .̂ , avec a * b , il existe une 
formule associée F(x,y) telle que T h 1 F(a,b). 

N 2 - quels que soient les prédicats de même poids p , r et s, avec r 4= s, 

T r l Vxi ... x p [r xx ... x p <—• s X! ... x p ] 

Toute théorie complète peut être remplacée par une théorie normale obtenue 
en ôtant des individus ou des prédicats superflus. 

Lemme II - 1 2 : Soit £ = 1 + N 0 *Si T est normale, on a les relations : 

M(T) < g < 2 ^ T > 

La première inégalité résulte du théorème de Lôwenheim-Skolem. 
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Pour la deuxième , supposons £ > 
2M(T). 

L'ensemble des individus s'injecte dans le domaine de tout modèle 
(condition Nj ). Donc son cardinal est majoré par /x(T), donc strictement 
majoré par £ (qui est par ailleurs infini). Par suite l'ensemble des prédicats 
est de cardinal £ . Donc il existe n > 0 tel que l'ensemble des prédicats de 
poids n soit de cardinal £. En fait, la condition N 2 implique qu'il y a au plus 
2 prédicats de poids 0. Donc cet n est > 1. 

Soit un modèle de cardinal /x(T) = r\. L'ensemble des relations n-aires sur 
le domaine a pour cardinal 21? < £ ; donc la condition N 2 n'est pas satisfaite. 
Contradiction. 

Lemme 11-13 : Soient £^ rj deux cardinaux appartenant au spectre d'une théorie 
complète T, dont les modèles sont localement finis Tout cardinal f 
tel que £ < ? < i? appartient au spectre de T. 

Suposons £ < r j . 

C'est une conséquence de la proposition II-6 : soit (s0 un modèle compact 
de T. Il existe Y C I ( 3 n l , ¥ = £ , tel que d0 (Y) soit restriction logique de <s 0 

D'autre part I <è0 I > TJ . Y est partout dense pour 7 ^ , et contient les 
éléments distingués : il en est de même de toute partie plus grande que Y. 

Si on admet l 'hypothèse généralisée du continu (H.G.C), le lemme 11-13 
devient trivialement vrai, en raison du lemme 11-12. Le même résultat vaut alors 
pour une théorie complète dont les modèles sont non localement finis (et en 
particulier, dans le cas égalitaire). Nous ignorons si ce résultat peut être alors 
prouvé sans référence à HGC. Il suggère une étude plus fine des restrictions 
logiques d'un modèle, sur des domaines dont le cardinal peut être inférieur à 
celui du langage de la théorie. 

Admettant HGC, les spectres possibles pour une théorie complète T, d'un 
langage de cardinal £ , dont les modèles sont localement finis et infinis, sont les 
suivants : 
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1 2 

I 
£ = M(T)=N a N a N a , r N a + 1 

3 4 5 6 
M(T) = N a 

£ = N a + i * N c * > N a + l N a , N a - h l , N a + 2 N A ' , N A + 2 

L I _ 

Le cas 6 est exclus à cause du théorème de Lôwenheim-Skolem. 

L'exemple 4 du § 1-5 0 réalise le cas 1 lorsque! = N A . Il suffit de m o n t r e r 
que la théorie est complète : ceci provient de ce que les modèles compacts, qu i 
sont les modèles séparés de deuxième espèce sont isomorphes: 

Pour le cas 2, prendre une théorie Tg où B est l'algèbre booléienne libre 
de cardinal N a . 

Le cas 5 est réalisé avec Tg , où B est l'algèbre des parties d'un ensemble 
de cardinal NA. 

Un exemple du cas 4 est décrit dans [3], tandis que le cas 3 restait non 
traité. 

En fait il est facile de voir que 3 est irréalisable. 

Lemme 11-14 : Soit (à une structure localement finie. Soit £ le cardinal de 
Vensemble des ensembles quasi-élémentaires, on suppose £ > 
L'ensemble des relations n-aires définissables par une formule est 
de cardinal <£. 
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Soit F(xj ,...,xp) une formule, et soit E(x,y) la conjonction des formules 
associées aux prédicats de poids > o de F . E(x,y) définit une équivalence p et 
F une relation p-aire R. Le lemme II-1 exprime que p est compatible par rapport 
à R. Or p détermine n-classes, et l'ensemble des relations p-aires compatibles 
avec p est de cardinal 2 n P . Or l'ensemble des classes des équivalences telles que 
p engendre l'algèbre des ensembles quasi-élémentaires. Il y en a donc £. 

En particulier, pour tout n > 1 il existe au plus £ prédicats de poids n 

Cela étant, soit (s une structure compacte , modèle d'une théorie complète 
normale T. 

Le domaine X s'identifie à l'espace de stone de l'algèbre des ensembles 
quasi-élémentaires de (s , dont le cardinal est f < max { X,£ j ^Supposons 
/x(T) = N a £ - N a ^ t et plaçons nous dans le cas 3 . Alors X = JU(T) < £. 
Par le lemme 11-14, on en déduit que f = £ , car il existe n > 1 tel qu'il y ait £ 
prédicats de poids n. Il y aurait donc une algèbre booléienne de cardinal £ ayant 
M(T) < £ ultrafiltres. Ceci est impossible : Toute famille séparante d'ofs engen
drant l'algèbre duale d'un espace de boole X , on voit que si X est infini, son 
cardinal majore celui de l'algèbre duale. 

III - OMISSION D'UN ENSEMBLE DE FORMULES : 

Soit T une théorie de pr , pour un type r = { n i j j g donné. Dans tout 
ce qui suit on suppose que I < NQ . Les variables formant un ensemble dénombra-
ble, rangé dans une suite x 0 , X ! , . . . ,x n . Soit B(T) l'algèbre de Lindembaum-Tarski 
de T (obtenue à partir des formules par passage au quotient modulo l'équivalence 
F - G ^ | - F ^ G ) . 

Pour chaque famille X de variables, soit Bj^(T) la sous-algèbre formée par 
les images des formules dont les variables libres sont dans X. 

Si F est une formule, soit F son image dans B(T). Si Y est une partie de B(T), 
soit T* l'ensemble des formules F telles que F G T . 

_ Si a est un individu de L7- \ son interprétation est désignée par"a^» 
(a si aucune confusion n'est à craindre). 
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Exemple : Soit E(xi,yi) l'ensemble des formules associées construites avec xi ,yi 
pour variables libres. 

Leurs images engendrent dans B / x . X j . j un filtre désigné par fc(xi,xj). 

Le filtre engendré par les F(xj,a), où F(XÎ,XJ) € & (XÎ,XJ) sera désigné par 
&(xi,a). 

1°- Lemmes fondamentaux. 

Soit T une partie de Bj^(T) . On dit que T est réalisée dans un modèle d? dct T, 
s'il existe une application *p : X I (s . I et un assignement prolongeant <p q u i 
coréalise l'ensemble des F telles que F G r . En fait seule la restriction « p à l d e 

intervient, et on dira pour aller vite que \p réalise T. 

Lemme III-1 : 57/ existe un modèle qui réalise T, T est compatible dans B j f (T) , 
et tout modèle qui réalise T le filtre engendré par T. Inversement tout 
filtre est réalisé dans un modèle au moins de cardinal < I + M. 

La preuve est immédiate, et permet de ne considérer que le problème de la 
réalisation des filtres, La partie réciproque est une application du théorème de 
compacité. 

Lemme III-2 : Soient et ^ ' deux modèles de T, h un homomorphisme 
logique de é vers \ 

Tout filtre de B^(T) réalisé dans d est réalisé dans (s 

Même évidence. 

Proposition III-l : Soit F un filtre de Bjf(T) et <£ un modèle de T. Il y a 
équivalence entre : 

1 - r est réalisé dans (s 
2 - T est réalisé dans le séparé de £ 

\=*?2 : d'après le lemme III-2. 

2 =M : soient 2(<3 ) le séparé de g et p la projection canonique de<s~ sur 
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Soit s une section quelconque associée à p . Soit <p un assignement qui 
réalise F dans 2 ( (s )• Montrons que s0<p réalise Y dans <§> : 

Soit F ( X ! , x p ) une formule quelconque, et supposons que 
Z l è J P F W X j ),..., *>(x p)). 

Posons ai = s 0 ^(xi) , de sorte que p(ai) = <p(xi). 

Alors S ( c i ) ^ ) , < p ( x p ) ) ^ Cs fc F(a! , a p ) 

Ainsi on peut ne prendre en considération que les modèles séparés. 

LemmeDI-3 : Soient U un ultrafiltre de B^(T) et a un individu de Lj-. Soit 
xi GX. Il y a équivalence entre : 

1 - Il existe un modèle (s de T et y : X I <s I CM* réalise U ûvec 
<p(xi) = a. 

2 - &(xi,a) C U 
i - Dans tout modèle séparé CE de T , si U esf réalisé par <p> <p(xi) = a. 

1 ^ 2 : Soit E(xi,xj) E &(xi,xj) 

E(xi,a) S? U implique "1 E(xi,a) E U , donc ¿ ^ 1 E(â,a), ce qui 
est impossible. 

2 =^3 : car si U est réalisé par <p , et si E(xi,a) E £ (x i , a ) ,CS ^ E(ai,a) avec 
ai = <P(xj) 

étant séparé , ai = a. 

3 = 9 1 : car il existe un modèle séparé de T qui réalise T . 

Lemme III-4 : Soit U un ultrafiltre de BjrCD . Soient xi,xj G I II y a équi
valence entre : 
1 -77 existe un modèle(£deTet<p: X-» \é\quiréalise U , avec 
^(xi) = (p(xj). 
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2 - â(xi ,xp C U 
3 - Dans tout modèle séparé CB de T, si U est réalisable par un 
assignement y, <^(xi) = ^(xj). 

La démonstration est analogue à celle du lemme III-3. 

On en déduit les propositions suivantes : 

Proposition III-2 : Soient F un filtre de B ^ ( T ) , a un individu et x E X, 

Il y a équivalence entre : 

1 - £(x,a) C T 

2 - Dans tout modèle séparé d de T, si T est réalisé par <p </?(x) = £. 

1 ^ 2 : comme ci-dessous 

2 =M : car d'après le lemme III-3, tout ultrafiltre de Bjf(T) qui con t ien t 
T contient £(x,a) . 

De même : 

Proposition III-3 : Soient F un filtre de B^(T) , et xi, xj E X II y a équivalence 
entre : 

1 - &(xi,xj) C T 
2 - Dans tout modèle séparé deT.cÊ , si T est réalisé par <p , 
( / ? ( X i ) = ^ X j ) . 

Remarque : si T est égalitaire (soit = le signe d'égalité), &(xi,a) engendre u n 
filtre principal de génération xi= a , qui est maximal. On retrouve un résul ta t 
usuel: Ici, la condition « contenir la formule xi = a » est remplacée par « ê t r e 
plus fin que le filtre engendré par &(xi,a) ».on a une remarque analogue con
cernant &(xi,xj). 
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2) - Réduction d'un filtre. 

Soit T un filtre de B^(T). 

Une variable x[EX est dite secondaire (pour F) si on est dans l'un 
des cas suivants : 

1 - Il existe un individu a tel que &(xi,a) C F 
2 - Il existe j < i , tel que xj E X et &(XÍ,XJ) C T 

Sinon xi est dite principale. 

Soit y l'ensemble des variables principales pour T. La réduction de F , 
notée T, est le filtre induit par F sur By(T) . 

T est dit irréductible s'il est identique à sa réduction. 

Lemme III-5 : Soit % C Xet x[E 2T. Soit F' le filtre induit par F sur B^(T). 
xi est principale pour F' si elle est principale pour F. 

Ceci est évident en remontant aux définitions. En particulier, si F est 
irréductible. P ' est irréductible. 

Soit F G T*. On considère toutes les formules F ' obtenues à partir de F 
par l'une des opérations suivantes : 

1 - Il existe xi E X et un individu a tel que &(xi,a) C F et F ' = (al xi)F 

2 - Il existe XÍ , nj E X , avec j < i et F ' = (xj I xi)Fà 

Soit Z)(F) l'ensemble des formules ainsi associées à F . 

LemmáII-6 : £>(F) C T* 

Plaçons nous dans l'hypothèse 1. 

Soit E(xi,a) E &(xi,a) , formée avec les formules associées aux prédicats 

de F. 
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T E(xi,a) * F F ' 

Soit, dans B(T) : 

E(xi ,a) . F < F 

or E(xi,a) . F G T , donc F ' G T. 

Même démonstration dans la deuxième hypothèse. 

Soit T un filtre de B^-(T) . Pour chaque variable non principale xi on 
définit comme suit xj : 

1 - S'il existe un individu a tel que &(xj,a) C T, on en choisit un , qu 'on 
appelle xj. 

2 - Sinon, il existe j < i tel que &(xj,xj) C T. Soit j le plus petit indice 
ayant cette propriété. 

On pose xi = xj. Notons que xj est alors nécessairement une variable 
principale. 

Lemme III-7 : Soit F un filtre de B^(T) . Soit Y C X tel que toute variable 
appartenant à X-Y soit non principale. Soit V le filtre induit par Y 
sur By(T) . Alors T est engendré par la réunion de F' et des 
&Ui,xD pour x[ G X-Y. 

Soit la famille des , Y C Z C X , tels que la restriction 1 ^ de T à 
B (T) soit engendré par F et les &(xi,xi) pour xi G Z - y . 

Cette famille contient Y, et ordonnée par inclusion elle est inductive (ce 
qui provient de ce que chaque formule contient un nombre fini de variables). 
Soit 5? * un élément maximal. Supposons qu'il existe x i , xi G X- Z *• 
Posons 2 i = ^ * U { x i } . 
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Soit F e Ç et posons F ' = (xi | xi)F. 
i 

F ' G r* (cf. lemme IH-6), donc F ' G F ^ # . 

Ainsi, il existe Fx Fp , dans la réunion de T' et des &(xj,xj) pour 
xj E 2 > - 7 tels que Ft . F 2 ...Fp < F ' . 

Soit E(xi,t) la conjonction des formules associées aux prédicats de F, 
en sorte que E(xi,xi) . F ' < F. 

Or E(xj,xi) G Ê(xi,xi). Donc F appartient au filtre engendré par T' et la 
réunion des £(xj,xj) pour xj G 2 - -Y, Ainsi ~z* n'était pas maximal, contra
diction. Donc Z*=X. 

Corollaire : Soient T un filtre de B^(T) . Il y a équivalence entre : 

1 - T est réalisé dans 

2 - F est réalisé dans 

1 ^ 2 :car r c T 

2 ^ 1 : Supposons Y réalisé par <p - Soit ; 

Pour chaque x G X , x non principale, on pose^(x) =~a_, si xi = a, 
^ (x ) = <p(xi) si xi est une variable. 

On réalise ainsi tous les &(xi,xi) avec x | G X et non principale. 

On applique alors le lemme III-7 : 

Lemme III-8 : Soit F un filtre de B ^ ( T ) . On suppose T égalitaire. et Xfîni 
il y a équivalence entre : 

1- T est principal 

2 - T est principal 
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1 =$>2 : Soit Y CX telle que tout x E I - F soit non principal. 

Pour chaque F E T*, appelons F y la formule obtenue en remplaçant dans 
F toute variable appartenant à X-Y par x. Montrons que si F engendre I \ T y engendre 
sa trace Y y su rBy(T) . 

Soit n le nombre de variables de F qui ne sont pas dans Y Si n = o , c'est 
évident. 

Supposons le vrai pour n, et montrons le pour n + 1 . 

Soit X une variable de F qui n'est pas dans Y, et posons Y*=Y u{x j . 

On sait que F y 'engendre F Y'. Posons F , = ( x ) x J F y = F y 

Soit G un élérant de Ffy. Soit E(x,t) la conjonction des formules associées 
aux prédicats de G, 

E ( x , i ) . F < F y , 

or Fy> < G , puisque G E F^ 

Donc E ( x , x ) , F ' < G 

Mais x n'a pas d'occurence dans F ' , ni dans G. 

Donc ix E ( x , x ) . F ' < G 

or 3 x E(x,x) = 1 , d'où F < G 

En particulier, le résultat s'applique avec pour Y l'ensemble des variables 
principales. Cette partie n'implique pas T égalitaire. 

2 ^ 1 : Supposons F principal. 

Si T est égalitaire, chacun des filtres engendrés par &(XÎ,XJ) est principal 
(et engendré par xj = xj). On applique alors le lemme III-7. 
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3) - Condition pour qu'un filtre soit omis [7] : 

Soit <ë un modèle de T. On dit que es omet un filtre T de Bj^(T) si Y n'est 
pas réalisé dans (3 . 

Proposition III-4 : Soit T une théorie. Soit X un ensemble fini de variables. On donne 
un filtre Y de B^(T) tel que tout ultrafiltre contenant Y soit irréductible. 
Il y a équivalence entre : 

1 - II existe un modèle dénombrable de T qui omet Y 
2 - // existe un modèle de T qui omet Y 
5 - , \ r = 0 dans By(T), 
4- , \ T = o dans B(T). 

1 ^ 2 : évident. 

2 =v3 • Sinon, il existerait F , ayant des variables dans X, avec F > o et F minore Y 
Puisque T est complète, T mène à la clôture existentielle de F . Donc 

tout modèle de T réalise F , et par suite T. 

3 =̂  4 : par le principe de particularisation, on se ramène au cas précédent. 

4= 1̂ .posons / = nr = { " Ï F l F G l j O n a V / = 1. 

Si o est un automorphisme de B(T), on a aussi V o(I) = 1. 

A chaque famille X* de variables de même cardinal que X, associons une 
permutation o^-g* des variables qui applique X sur X*. Elle détermine un auto-
morphisme^ajjr^, / de B(T). La famille deso^* est dénombrable. On sait qu'il 
existe un ultramtre de B(T) respectant tous les sups de la forme V o y ^ / Z J 9 a * n s * 
que tous les sups associés au quantificateur 3 . On obtient ainsi un'modèle cano
n i q u e " ^ de T, sur le domaine formé par les individus et les variables [4]. ( 3 ne 
réalise pas Y : 

Soit KÇ une application de X dans 1(5 I : 

- Si \p est injective, et applique X dans l'ensemble des variables, il existe un 
aXX9 q u * P r ° l ° n g e <P - Par construction, Y n'est pas réalisé par <p. 
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- S'il existe un individu atteint par <p en xi G X, et si $ réalise Y, l 'ensemble 
des F ayant leurs variables dans X réalisées par Y est un ultrafiltre de Bj^(T), 
contenant Y et &(xi,a). Il n'est pas irréductible, ce qui est impossible. 

- SI <p n'atteint que des variables, mais n'est pas injectif, on voit de même 
qu'il existe un ultrafiltre non irrudiictible contenant Y. 

Corollaire : Soit T une théorie égalitaire Soient x une variable et Y un filtre de 
B|* x j (T) . Il y a équivalence entre : 

1 - Il existe un modèle qui omet Y 

2 - Ar = o dans B(T) 

1 ^ 2 : comme précédemment. 

2 =~>1 : Il suffit d'établir que tout ultrafiltre de B | x j (T) qui contient Y est 
irréductible Soit Yy un tel ultrafiltre. Supposons le réductible, La seule possibilité 
est l'existence d'un individu a tel que x = a E T'*. Or dans ce cas x = a engendre 
un ultrafiltre et F est engendré par x = a. C'est-à-dire x = a minore Y On n 'a d o n c 
pas A r = o. 

On retrouve un résultat classique (cf. [7]) 

Application (théorème de Ryll-Nardzewski [5]) : 

Pour tout n, posons B n (T) = B(Xq v . . 5 X n - i } (T) 

Proposition III-5 : Soit T une théorie complète, dénombrable sans modèle fini 
Il y a équivalence entre : 
1 - Pour tout n > 1 , pour tout ultrafiltre Y de B n (T ) , r est principal 
2 - Pour tout n>\ , tout ultraflltre irréductible de B n ( T ) est principal 
3-Test N0~catégorique. 

1 ^ 2 : trivialement. 
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2 =£>3 : On reprend la démonstration standard fondée sur une méthode 
cantorienne. Il suffit de remarquer que les ultrafîltres concidérés dans la preuve 
sont nécessairement irréductibles. 

3=±> 1 : Supposons qu'il existe n > 1, et T ultrafiltre de B n (T ) tel que T 
soit non principal. D'après la proposition III-4, il existe un modèle dénombrable 
qui omet I \ et T n'ayant pas de modèle fini, il existe un modèle dénombrable 
séparé qui omet I \ Comme il existe aussi un modèle dénombrable séparé qui 
réalise T, T n'est pas N 0 -catégorique. 

Si T est égalitaire, pour tout ultrafiltre T de B n ( T ) , T est principal si et 
seulement si T est principal. On retrouve alors la forme usuelle du théorème de 
Ryll-Nardzewski [5]. 

Exemples : 

- Reprenons l'exemple 6 du 1-5). ( 2* ) est une théorie complète N 0 -catégorique, 
Bi (T) n'est pas fini, et contient un ultrafiltre non principal engendré par les for
mules 1 rix. Cet ultrafîltre est réductible, car dans tout modèle il est réalisé par a. 

Ainsi s'explique l'anomalie que nous signalons. 

- Dans l'énoncé de la proposition III-5, nous avons éliminé les théories ayant 
des modèles finis. En fait; une théorie complète ayant un modèle fini a tous ses 
modèles séparés finis, et ceux-ci sont compacts, donc isomorphes. La théorie 
est catégorique. En fait, ce cas n'est pas distinct du cas égalitaire, car une structure 
finie est toujours une structure égalitaire déguisée. 

Un ultrafiltre T de B n ( T ) est dit univalent si dans tout modèle séparé de T, 
il existe un seul point < a 0 >

a i >—>an-i> qui réalise I \ 

Lemme III-9 : Tout ultrafiltre réductible de Bx (T) est univalent 

Soit T un ultrafiltre réductible de B ^ T ) . 

Il existe un individu a tel que &(x 0 ,a) C T. Soit <<à> un modèle de T et b un 
élément qui réalise T. Pour tout E ( x 0 ,a) G £ ( x 0 ,a), <£> ^ E(b,a). Si <è est séparé, 
on a doncli = b . 
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Lemme 71-10 : Si T est complete, et si tout ultrafiltre de B! (T) est univalent, tout ultra-
filtre irréductible de Bn(T) est principal 

Sok T un uitrafiltre irréductîbfe de B n (T) , n > 1. 

Posons r 0 = T O B! (T) ; T c est un ultrafiltre irréductible de Bt (T). Comme il 
est univalent, il ne peut être omis, donc il est principal. Soit F 0(x 0) une formule tel le q u e 
F 0 engendre réu t i l i san t les automorphismes de.B(T) associés aux permutations de variable 
on montre de même que pour chaque i < n , il existe Fj(xi) qui engendre F; = POIL , 
T{ étant également univalent 

Posons F(x 0 , , x n . ï ) = F 0 ( x 0 ) A F 1 ( X 1 ) A A F n - l ( x n - l ) 

Soit G(x0 , ,x n - i )er* 

Pour tout modèle de T qui réalise T, on a : 

è t= F ( x 0 , . . , x n - i ) ^ G ( x 0 r , X n - l ) 

T étant complète, T h F ( x 0 ,,,,, x n - i ) -+ G(x 0 x n - l ) 

Ainsi T est engendré par F(x 0 ,. x n - i ) 

En fait, une théorie dans laquelle tout ultrafiltre de B, (F) est univalent ses m o d è l e s 
localement finis, puisque le cardinal d'un modèle séparé est exactement celui de l 'ensemble 
des ultrafiltres de B! (T) On montre aisément que tous les modèles de T sont i somorphes , 
donc compacts: D'où la catégoricité de T, quel que soit le cardinal du langage: Le c r i t è re de, 
la proposition III-5 est alors sans intérêt, bien qu'il puisse être invoqué dans le cas d é n o m -
brable II serait intéressant de trouver des hypothèses moins restrictives sous lesquelles la 
limitation de cardinalité puisse être levée. 
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