NEWTONC. A. DA CoSsTA
Une nouvelle hiérarchie de théories inconsistantes

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1967, tome 4, fascicule 3
,p- 2-8

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1967__4_3_2_0>

© Université de Lyon, 1967, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathéma-
tiques de Lyon » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1967__4_3_2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Publications du
Département de
M athématiques
Lyon 1967 t, 4-3

UNE NCUVELLE HIERARCHIE DE THEORIES INCONSISTANTES

NEWTON C. A. DA COSTA

I - Introduction.

Dans plusieurs travaux (voir la bibliogrsphie) nous avons montré 1la
possibilité d'étudier avec profit, en modifiant la logique sous-jacente, les
théories inconsistantes (c'est-é-dire les théories dans lesguelles nous
pouvons démontrer au moins une proposition p et aussi sa négation, Apl,
mais quil ne scnt pas triviales (nous disons qu’une théorie ftest triviale
sl toutes les formules deﬁk'sont des théoremes de 7?]. Dans cette note,
nous décrirons une nouvelle hiérarchie de théories (ou systémes formels)
inceonsistantes et, apparemment, non triviales.

Les notations, les conventions, etc..., sont celles des ouvrages cités
dans la bibliogrephie, avec des adaptations évidentes.

2 - Le systeéme K;.

Prenant comme base notre calcul C? {voir f4] et [8] J, nous construisonsg
le systéme de théorle des ensembles K;.

A,B,C,e.. 8t % B v ... sont employées ici comme variables métalin-

guistiques (intuitives).
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2.1 - Symsoles formels (primitifs) de Ky : I - Symboles legigues : 2> , &,

AV D YV (e symbole = peut &tre définl de la fagcn usuellz)

.
»

II - Synboles de prédicats : = , €

3 III - Variables : t,u,v.x,y,z,t",u’,
vi,x',y',z',t", 0003 IV - Parenthéses ¢ (1, ) ; V - Un symbole individuel : V
J

VI - Les classificateurs ¢ { : }{

L

Vv

-

2.2 - Termes et fernules de Ky @ I - 81 a et B sont des termes, alors

a = peta€B sont des formules ; IT - S1 A et B sont des formules, alors
(A2(B), (A)X(B), (AVI(B) et 1 {A) sont des formules ; III - Si A est une
formule et a est une variable, alors ValA) et 3a(A) sont des formules ;

IV - les variables et ls symbole individuel sont des termes ; V - Si a est
une variable et F est une formule, alors {a: F} et {atF}v sont d2s *termes ;
VI - Les seuls termes et les seules formules scnt ceux donnés per I-V.

Les noticns de variabls libre, de tecrme litcre peur ure variable dans
une formule, etc., sont définies comme 11 est usuel. Novs pouvons aussi
défirir le concept de formule 1 -stratifide (voir [71 ).

2.3 = Postulats 1ngiquss de K; : Les postulats logicues d2 K; sont ceux
du calcul C] (voir [4]et {B] ).

Les notions de démonstration (formelle) de déduction (formelle), etc.,

sont définies comme le fait Kleene [13] .

2.4 - Postulats spéecifiques de Ky : Dans la sulte, ncus éncngons les pos-

tulats spécifigues de Ky et raeppelens de m3me quelgues difinitiens et
théorémes de ce systéme. Pour simplifier 1'expcsé, dens les définitions
certaines restrictions ne seront pas explicitées. lLa notation

Ae——B

signifie que A est une abréviation de B.
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Définition 1 : A®e—> V(A& 7A). (voir [2)et [ al.

Définition 2 . a € B¢ Vy(y €a>ychl,

a% ge— 1la e B),
e # B¢ o = 8),
a#sé-**z Mo €B)&laecRI®,

a A B 1o =R)&a = B)°.

Postulat de 1'’extensionalité :

(P1) Vz(zex = ZEYIOx = vy,

Postulats de classification :

Si a et B sont des variables, F(a) est une formule l-stratifide (cf. r7]]
B est libre pour o dans F(a) et ne figure pas libre en F(a), alors :

(P2} B€{a : Flal} = F(B).

Si Fla) est une formule, a et B sont des variebles, B est libre pour
o dans Fla) et ne figure pas libre dans F(a), alors

(P3) B€{a: Fla)} = geVEF(R).
Théorgme 1 : — Vzlzex = zey) = x=y i~ XCX jxey &k yox. D x=y

l~xcy & yez2> xcz ;- xcy & ycx = x=y .

Postulat de normalité :

tPa) ¥ x(xe voxcv).,

Définition 3 : U<—= {x : x = x},

Cé— {x : xcVh
wM{x:X#X}a

gfé-—->{x :x ## xh
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Théorame 2 :b= Y x(x€ U) s Ucl s~ UEU ;+— VEC ;+ Yyel
Ve C&Cals = N xtxg P fc B s Ixixe C & xf V)
FixixelU & x ¢ C).

..

|
!
i
l

Définition 3 : o est une clacsse<a € {,

—
I

a est un ensemble<yoa €V ,
o est une classe élémentaire ¢ acV ,
o est une classe élémentaire propres— a c V & a #\_/ ,

a est une classe propre ¢— aéy ’

l o est une sous-classe de B&<—»a cB ,
l o est un sous-emsemble de B <o cB&acV.

Théoréme 3 :H xey &y est un ensemble = x est un ensemble.

{v:ye aVyeR}

Définition 4 : aUB

: afB = {yiyea&yes}
! va = {Y:Yéu}

i

| Xa = {y:y# al

Théoréme 4 : F Xuy = yuxX 3k Xny = yoX 3= XUX = X 3= XX = x;).xU[xny) = X 3

- xnlxuy) = x 3+~ xv(yvz) = (xvylvz ;- xnlynz) = (xcylnz ;

$— xN(yuz) = (xnylulx z) ;1 xUlynz) = (xeylnlxuz) ;~xvl = U

= xN U

]

Us—xufl = x ;— x0 ff = g s-RTx = x jb— x Uax

g "\f"Q=K§/:F‘7¥,&?=Q sk & (xuy) = L xnay

u;

F ox0®x

A (xay) =xxuay,

Remarque 1 : Il semble que ne sont pas valables en Kj , entre autres, les

formules :

v (xUy) =axnay, Alxay) =A xUry, ¥ rx = x et thxqu).
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Remargue 2 : K; est inconsistant ; par exemple, le peradoxe de Russell
peut &tre dérivé dans ce systeme.
Nous pouvons definir les notilons usuelles de la thécrie des ensembles

dens K comme, par exemple, le fait Rosser [14] .

Les postulats qui définisscnt le comportement des encembles sont les
suivants :

Pas*ulat des =sous-ensembles

(P5) xe V2 3ylyeV & Vz(zexszey)).

Postulat de l'unggg :

(P8}  x€V& yeVoxuyelV.

Définition 5 : <a,8>¢>{{a}, {0,813},

Définition B : dom a&—= { B:3 y(<R,y>€all,
coilom ae—y { B: I yl<y,B>€al)l,

Postulat dq_suhstitution :

{P7) x est une fonction & xeV& dom x€V> codom X V.

Postulat de 1'emalgamation @

(P8} xeV>UxeV.

Postulat des la régulerits

(Pg) x< V& x A A o3 zlzexdxtiz = £).

Postulat de 1'infini :

(P10) 3 ylyeVefey& ¥xixeyx L {x}e y)).
Théordme 5 : k= Ix(xeV) ;— V £ 4.

Théordme 6 : k= VAV,

Postulat du chgiz :

(P11) I x(x est une fonction de choix & dom x = {y : y # ﬁ}vl,
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Remergue 3 : Apparemment K; n'est pas trivial.

Il est possible de démontrer gre les classes élémentaires de Ky ont
la propriétés des classes du systime de Kelley- Morse (cf. [12] , appendicel,
convenablement traduites. En conséguence, Kj est plus forte que ce dernier
systéme. Toutefols, seulement les développements futurs peuvent nous
montrer si K; doit ou ne doit pas &tre medifié pour gu’il ne splt pas trivial

ou pour qu'on puilsse fonder sur lui de maniére raisonncble, les mathématiques

usuelles.

2 - La hiérarchie Kn , O0<N<Ww.

Comme nous avons construilt la hiérarchie de systémes formels NFn ,
o<ngw (veoir [1] , [7] et [8] ), nous pouvons édifier une hiérarchie
correspondante, Kn » ofngw, en medifiant caonvenablzment les postulats de Kp .
Ko, en spécial, est un systéme sugedré par Dedecker et Ekresmann,
de fagon intuitive, pour servir de fondement & la théorie des catégories

et qua nous avons déja considéré (voir[—g] ).
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