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ESPACES DE BAKACH ET DUALITE 

Henri BUCHWALTER 

Il s1agit de la mise en forme d'une construction des produits tensoriels 

d'espaces de Banach, exposée dans un cours de 3ème cycle en 1965-66, et basée 

sur des propriétés essentiellement catégoriques. Sfil n'était question que 

de construire le bifoncteur è, produit tensoriel projectif, il ne serait 

pas nécessaire de sortir de la catégorie B des espaces de Banach, car chacun 

sait que ce bifoncteur ® est défini comme adjoint à gauche au bifoncteur Hom. 

En fait nous reprenons partiellement, en 1 et 2 , les résultats établis 

par L. Waelbroeck dans [h] , en les démontrant quelque peu différemment. 

L 1 introduction de la catégoriel des espaces de Waelbroeck, duale de la 

catégorie B, va permettre ensuite une construction tout à fait symétrique, 

en 1* et 5 , des produits tensoriels dans B et 

Les principales propriétés de ces produits tensoriels sont des consé

quences simples de propriétés de commutation, qui semblent nouvelles, attachées 

à deux types d'adjonction de foncteurs. Le paragraphe 3 étudie précisément 

les L-adjonction et l-adjonction définies à partir des deux bifoncteurs 

mixtes fondamentaux L et L. 

Le point de vue fonctoriel, choisi une fois pour toutes, amène alors, 

tout naturellement à parler d'applications intégrales, d'applications nucléaires 

et de produits tensoriels £ et I. Les paragraphes 6,7 et 8 sont consacrés à 
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ces notions qui diffèrent légèrement de celles introduites par Grothendieck 

dans fl] • En particulier nous montrons, en 8, la symétrie parfaite qui existe 

entre applications intégrales et applications nucléaires telles que nous les 

définissons. 

Le paragraphe 9 reprend le problème classique d'approximation en lfinter 

prêtant fonctoriellement. Nous donnons, en (9*5)> une condition en apparence 

plus faible que celles rencontrées jusque là, mais peu maniable, pour qu'un 

espace de Banach possède la propriété d'approximation. 

Nous nous sommes volontairement limité aux espaces de Banach, Les 

extensions aux catégories de limites projectives formelles et de limites 

inductives formelles redonnent de nombreux résultats concernant les produits 

tensoriels d'espaces localement convexes complets. 

Enfin notons que tous les espaces vectoriels qui interviennent sont 

définis sur le corps K des nombres réels ou des nombres complexes. Une 

généralisation à des corps values localement compacts parait largement 

possible à partir du moment où, le théorème de Hahn-Banach étant supposé 

valable, la caractérisation de la catégorie V comme duale de la catégorie B 

est obtenue. 
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1 - La catégorie !B des espaces de Banach. 

Les objets de B sont les couples (X,A) formés dfun espace de Banach X 

et de sa boule unité (fermée) A. Les morphismes u : (X,A>-KY,B) sont les 

applications linéaires de X dans Y telles que u(A)eB, 

Autrement dit l'ensemble Hom(X,Y) est exactement la boule unité de 

l'espace de Banach des applications linéaires continues de X dans Y* Il est 

donc naturel de considérer sur Hom(X,Y) la structure disquée associée. Ainsi, 

pour deux morphismes u et v : X-*Y et pour deux scalaires À, y tels que 

lÀl+lyt<l, on définit le morphisme Àu+yv : X + Y. 

On aperçoit qu'avec ce choix des morphismes la catégorie (B n'est pas 

additive. Mais on se rendra compte, dans la suite, que la structure disquée 

de Hom(X,Y) offre des avantages comparables à ceux d'une structure de groupe 

abélien. 

Exemple de morphismes. 

Soit H un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Banach X. On sait 

que H, muni de la norme induite, et X/H, muni de la norme quotient, sont 

des espaces de Banach, Il est clair que l'injection canonique : H * X et la 

surjection canonique : X •* X/H sont des morphismes, 

1,1 Monomorphismes. Epimorphismes, 

La catégorie B admet comme objet nul l'espace, noté 0, réduit à (o) ; 

de sorte que Hom(X,Y) contient le morphisme nul. Il résulte de là que, dans 

Hom(X,Y), l'égalité u = v est équivalente à l'égalité — ^ « o. On aura donc 

tout comme dans une catégorie abélienne : 

Un morphisme u : X Y est un monomorphisme (resp : un épimorphisme) 

si pour tout morphisme v : Z X (resp : v : Y + Z) la condition uv « 0 



7 Espaces de Banach et dualité. 

(resp : vu = o) est équivalente à la condition v = o. 

D'où l'on tire aisément : 

( 1 . 1 . 1 ) Proposition : Pour qu'un morphisme u : X + Y soit un monomorphisme 

(resp : un épimorphisme) il faut et il suffit qu'il soit injectif 

(resp : que le sous-espace u(X) soit dense dans Y). 

( 1 . 1 . 2 ) Proposition : Un isomorphisme u : X Y est exactement une isométrie 

surjective. 

Remarque. Ici apparaît tout l'intérêt de notre choix des morphismes de la 

catégorie B. En effet deux espaces de Eanach X et Y, isomorphes en tant 

qu'objets de D3 pourront être algébriquement confondus avec identification de 

leurs normes. Ainsi chaque fois que nous construirons un espace de Banach X, 

défini à un isomorphisme près comme solution d'un problème universel de la 

catégorie E, nous serons sûrs que X, ainsi que sa norme se détermineront 

sans aucune auibiguité. Il n'en aurait pas été de même si nous avions choisi 

d'appeler morphismes les applications linéaires continues ; la catégorie 

obtenue aurait été additive et un espace de Banach, défini à un isomorphisme 

près, aurait en sa topologie bien déterminée pais sa norme déterminée seu

lement à une équivalence près. 

1 .2 Noyau. Conoyau. Image. Coimage. Morphismes stricts. 

Dans la catégorie E tout morphisme u : X Y admet un noyau et un conoyau. 

En désignant par û*(o) le sous-espace fermé de X noyau de l'application 

linéaire u, et par u(X) l'adhérence de u(X) dans Y. nous voyons que le 

morphisme Ker(u) est exactement l'injection canonique Ker(u) : u*(o) + X 

et le morphisme Coker(u) la surjection canonique Coker(u) : Y + Y/u(X). 

Il en résulte que u est un monomorphisme (resp : un épimorphisme) si 

et seulement si Ker(u) = o (resp : Coker(u) = o). 
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On peut donc définir l f image et la coimage d'un morphisme u : X Y par : 

Im(u) = Ker(Coker(u)) r û îxT + Y 

Coim(u) = Coker(Ker(u)) : X + X/û^o) 

ce qui conduit naturellement a la décomposition canonique d'un morphisme dans 

la catégorie tB selon : 

( 1 . 2 . 1 ) Proposition. Pour tout morphisme u : X Y, il existe un bimorphisme 

unique û : X/û^o) u(X) tel que u = Im(u).Û.Coim(u). 

X " Y 

Coim(u) Im(u) 

X/u(0) ^ L t(X) 

On dira alors que u est un morphisme strict si et seulement si le bi

morphisme u est un isomorphisme. La caractérisâtion suivante des morphismes 

stricts s'obtient immédiatement : 

( 1 . 2 . 2 ) Proposition : Soient X et Y deux espaces de Banach, de boules ouvertes 
o o 

respectives A et B. Pour qu'un morphisme u : X Y soit strict il 

faut et il suffit que : 

a) u(X) soit fermé dans Y ; 

b) u(A) = Bnu(X). 

Corollaire 1 . Pour que u soit un épimorphisme strict (épi -strict) il faut et 

j il suffit que u(A) = B, En particulier un épi strict est surjectif. 

Corollaire 2. Pour que u soit un monomorphisme strict (mono-strict) il faut 

et il suffit que ce soit une isométrie sur un sous-espace fermé 

de Y. 

En particulier, pour tout morphisme u, Ker(u) et Im(u) sont des mono 

stricts tandis que Coker(u) et Coim(u) sont des épi stricts. 
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Remarque. Le théorème de Baire~Banach, que nous retrouverons dans la suite, 

permet d'améliorer la caractêrisation des épi-stricts donnée dans le corollaire 1 

1.3 Produits directs et sommes directes. 

Le choix des morphismes implique que B est une catégorie complète à 

droite et à gauche. Elle admet en particulier des produits directs et des 

sommes directes quelconques. Une démonstration standard fournit : 

(l.3tl) Proposition : Soit I un ensemble quelconque non vide et soit (XJ)^J 

une famille d'espaces de Banach indexée par I. 

a). Le produit P » .IK̂  est exactement l'espace vectoriel des familles 

x = (x.). T J où x. 6X., telles que supjix.il<+a> muni de la norme : 
1 

KxlL = supHx.il 

b). La somme S = EX^ est exactement l'espace vectoriel des familles 

x = (xi)£éj> où x.êX., telles que Ellx̂ll <+«> muni de la norme : 
i 

Il xIU = Zllx.ll  
b • i 

1 

Remarques 1 - On peut voir que les surjections canoniques p^ : P + sont des 

épi-stricts tandis que les injections canoniques j f c : X̂ , + S sont des mono 

stricts. 

2 - Lorsque tous les espaces X^ sont égaux à -un même espace X on 

reconnait dans le produit P = X 1 l'espace des familles bornées (x^) d'éléments 

de X, noté habituellement ^ ( X ) , et dans la somme S = X l'espace des familles 

absolument sommables d'éléments de X, noté habituellement £^(X). 

Par exemple lorsque X est le corps des scalaires K = E ou C on a 

K 1 = £j et = Ij.. 

3 - La catégorie B n'étant pas additive, le produit XIIY diffère en 

général de la somme XEY, puisque sur ces deux espaces les normes ne sont 

http://Zllx.ll
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pas les mènes. 

l.U Foncteurs. 

Etant donnés deux espaces de Banach (X,A) et (Y,B) nous dirons qu'une 

application f : A B est disquée lorsque pour tout couple x 9y de points 

de A et tout couple X,y de scalaires tel que IXl + |yt$l on a l'égalité : 

f(Xx + yy) » Xf(x) + yf(y) 

En particulier si f est un morphisme : X Y sa restriction à A est une 

application disquée. Nous allons voir que les applications disquées s'obtiennent 

toutes de cette façon puisque : 

Lemrae. Soit f : A •+ B une application disquée. Alors f se prolonge de façon 

unique en un morphisme f : X + Y. 

En effet tout xeX s'écrit x = Xa où a èA. En posant f(x) * Xf(a) on 

constate qu'on définit correctement une fonction f car Xa = X'a' entraine, 

à supposer IXUlX'i et X' ̂  0 (si x i 0 ) , a' • ~y a^donc X'f(a') = Xf(a). 
À 

De plus f est homogène de façon évidente. Enfin si x « Xa et y = yb on peut 

écrire x + y = (tXi+| y| )(-•- ̂  + ^ ) ce qui amène à la linéarité de f. 
I A| v ly I 1 À I + ly l 

De la même façon on peut dégager la notion d'application bidisquée, 

c'est-à-dire d'application du produit AxB des deux boules unités de deux 

espaces de Banach X et Y dans la boule unité C d'un espace de Banach Z qui 

soit disquée par rapport à chacune des variables. On montre alors sans peine 

qu'une application bidisquée f : AxB •> C se prolonge de façon unique en une 

application bilinéaire f : XxY Z. 

Foncteurs et bifoncteurs. 

Etant donné un foncteur F covariant ou contravariant, nous lui 

imposerons (de même que sur une catégorie additive, on ne retient que les 
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foncteurs additifs) de conserver les structures disquées. De façon précise 

nous demanderons que l'application F : u •+ F(u) de Hom(X,Y) dans Hom(F(X),F(Y)) 

(lorsque F est covariant) soit disquée. 

De même si F est un "bifoncteur nous imposerons qufil induise sur les 

morphismes une application bidisquée. 

2 - La catégorie W des espaces de Waelbroeck. 

La catégorie W a été récemment introduite par L. Waelbroeck dans 

lfarticle Nous en reprenons ici l'étude, en modifiant les morphismes, 

et en nous proposant de montrer le rôle efficace qu'elle peut et doit jouer 

dans la construction des produits tensoriels d'espaces de Banach. 

2.1 Description de TW. 

Les objets de la catégorie W sont les triplets (X,A,T^), où X est un 

espace vectoriel, A un disque absorbant de X, et une topologie sur A 

vérifiant : 

1) A est compact pour ; 

2) Pour tout a*A l'application x •> ̂ — de A dans A est continue 

pour T A ; 

3) L'origine admet dans A une base de voisinages disques. 

Les morphismes u : (X,A,T^) (̂ ,B,ig) entre deux objets de W sont les 

applications disquêes de A dans B qui sont continues pour les topologies 

T a et T S . 

Il est clair que, de même que dans la catégorie B, l'ensemble Hom(X,y) 

est muni d'une structure disquée puisque l'on peut définir le morphisme 

Au • yv pour tout couple u,v de morphismes et tout couple de scalaires A,y 

tel que Ul + |y).jl. 
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Puisque A est x^-compact il existe sur À une unique structure uniforme 

(î  compatible avec la topologie x^. Les résultats de L. Waelbroeck garan

tissent que lî  est complètement déterminée non seulement par la topologie 

, mais en fait par la base de filtre V des voisinages disques de l'origine 

dans A. En effet : 

(2.1.1) Proposition P+J. La structure uniforme admet pour base dfentoui»ages 

les ensembles associés aux voisinages disques V V selon : 

( x , y ) é U v ^ ^ éV 

On tire de là successivement : 

Corollaire 1. Pour qu'une application disquée u : À + B soit un morphisme 

J il suffit qu'elle soit continue à l'origine de A • 

Corollaire 2. Pour tout couple de scalaires À,y tel que fÀl+lyl^l l'application 

| (x,y) Xx+py de AxA dans A est continue. 

Corollaire 3» L'origine possède, dans A , une base de voisinages formée de 

| disques fermés (donc compacts) pour la topologie x^. 

Car le corollaire 2 implique que, dans A, l'adhérence d'un disque est 

encore un disque. 

2.2 Les topologics T q et sur un espace de Waelbroeck. 

L'introduction de topologies particulières sur un espace de Waelbroeck 

va permettre la démonstration du théorème essentiel de Waelbroeck, à savoir 

que les catégories E et V sont, à une équivalence près, duales l'une de 

l'autre. 

La topologie T c est par définition la topologie localement convexe la 

plus fine sur X rendant continue l'injection A + X, c'est-à-dire induisant 

sur A une topologie moins fine que T^. On peut caractériser les voisinages 

de 0 pour cette topologie T par : 
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(2.2.1) Proposition : La topologie T c admet pour base de voisinages de 0 

les disques W de X tel que, pour tout scalaire À?*0> il existe 

un voisinage V de 0 dans A vérifiant VcXW. 

On commence par remarquer, grâce à la compacité de A , que tout voisi

nage de 0 dans A est absorbant dans A , donc aussi dans X . A partir de là, 

si l'on désigne par W l'ensemble des disques W de X vérifiant la propriété 

en question, on montre que W est une base de voisinages de 0 pour une topo

logie T localement convexe sur X. Comme es\, manifestement moins fine 

que T et que T rend continue 1*injection A X, ces deux topologies sont 

égales• 

La topologie est par définition la topologie la plus fine sur X 

rendant continues les translations et les haraothêties de X ainsi que l'injec

tion A X. Elle n'est pas à priori localement convexe, ni même compatible 

avec la structure vectorielle de X. Evidemment elle est plus fine que la 

topologie T . 

En fait on peut démontrer du même coup, ce qui est la clé du théorème 

de Waelbroeck que les topologies T c et sont égales et qu'elles sont 

séparées. On obtiendra même de cette façon l'un des aspects, pour les espaces 

de Banach, du théorème de Banach-Dicudonné. 

(2.2.2) Théorème (Waelbroeck et Banach-Dieudonné). 

Les topologies et sont égales et séparées. 

Il suffit de prouver que est moins fine que T c et que T c est séparée. 

Soit donc Q un ouvert non vide pour . Montrons que P- est un voisinage, 

pour T c, de tout point x qu'il contient. On se ramène aisément à x=o, compte 

tenu du fait que les translations de X sont des homeomorphismes pour T c et 

pour . Nous allons construire un voisinage de 0 disque W pour la topologie 
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T tel que W^fî, et, pour prouver que T est séparée, il suffit de choisir 
c c 

W de façon que W ne contienne pas un point donné a # 0, que l'on peut supposer 

dans À , puisque À est absorbant et que les homothéties non nulles sont des 

homéomorphismes pour T c et T^, 

En résumé, soit Q un ouvert pour contenant l'origine et soit a «A, 

a ^ 0. Pour tout scalaire X ̂  0, l'ensemble (Xft)flA est un ouvert de A pour 

la topologie induite sur A par , donc à fortiori un ouvert de A pour 

On peut donc trouver un voisinage de 0 dans A , soit V c> que l'on peut 

choisir disque fermé (donc complet) tel que : 

Supposons maintenant construit un disque compact K R C A tel que 

n* 1 — f n*̂ l ) 
a^3 iĈ cft. Le disque compact est contenu dans l'ouvert (3 ù) o A 

de A et ne contient pas le point 3~^n+^*a. Ce que l'on sait de la structure 

uniforme de À permet d'obtenir un voisinage de 0, dans A , soit V ^ f choisi 

disque compact tel que : 

3-(n+}> a^(iK n +2V û + 1)nAc=3-
( n + l )n 

Ainsi le disque K

n + ^
 s 3 K

n

+ f v

n+i e s" t contenu dans A , il est compact dans A 

et tel que : 

A partir du compact KQ = V 0* on construit donc une suite (Vn) de voisinages 

de 0 dans A , choisis disques fermés, et une suite (K^) de disques compacts 

de A telles que, pour njO. 

' a « 3 ^ c Çl 
n 
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La suite (3 nK n) étant croissante, la réunion W = (_J 3 nK n est un disque de X 
1 1 n*° n qui vérifie afWcft. Enfin, puisque pour tout n , Wo2*3 + 1 » Ici proposition 

(2.2.1) assure que W est un voisinage de 0 pour T c , ce qui termine la démons

tration. 

Ainsi, T c étant séparée et x^ compacte, l'on a : 

Corollaire 1. La topologie T c induit sur A exactement la topologie x^. 

Désignons maintenant par X^ l'espace localement convexe séparé obtenu 

en munissant X de la topologie Tc» Cela étant on prouve facilement : 

Corollaire 2. Soient (X,A,x^) et (V,B,Xg) deux objets de W et H un ensemble 

d'applications disquées de A dans B. Pour que H soit un ensemble 

équicontinu de morphismes il faut et il suffit que H définisse par 

prolongement linéaire un ensemble équicontinu d'applications linéaires 

de X dans Y . c c 
Enfin, en tenant compte de l'égalité T

c
 = T

w
 :  

Corollaire 3. (Banach-Dieudonné) Pour qufune partie F deXX soit fermée pour 

la topologie T c il faut et il suffit que, pour tout scalaire X , 

(AF)nA soit fermée dans A pour la topologie x^. 

En effet la condition étant nécessaire prouvons qu'elle est suffisante. 

Pour cela remarquons que la condition sur F signifie aussi que Fn uA est 

une partie compacte de K^. Soit alors F l'ensemble de toutes les parties F 

de X vérifiant cette propriété. On voit facilement que F constitue la famille 

des fermés d'une topologie T sur X , rendant continues les homothéties et 

les translations de X . Comme T est plus fine que T Q et qu'elle induit 

sur A exactement la topologie x^, elle est moins fine que . L'égalité 
T S t fournit donc le résultat. 0) c 
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2.3 Le théorème de Waelbroeck» 

Les catégories B et W étant toutes deux des catégories disquées , on 

imposera évidemment à tout foncteur de l'une de ces catégories dans l'autre 

(ou dans elle-même) de conserver la structure disquée des ensembles de 

morphismes de source et de but donnés. 

(2.3.1) Théorème (Waelbroeck LU] ) La catégorie W est équivalente à la caté

gorie B° duale de la catégorie B. 

La démonstration introduit deux foncteurs contravariants, dits foncteurs 

de dualité, l'un D : B +V, l'autre A : W B tels que les foncteurs AD et 

DA soient isomorphes respectivement aux foncteurs neutres lg et 1^. 

Le foncteur D associe à tout espace de Banach (X,A) l'espace de Waelbroeck 

D(X) = (X',A',TAT) où X» est le dual de X, A
1 la boule unité de X', polaire 

de A, et la restriction à A' de la topologie faible o(X',X). 

Le foncteur A associe à tout espace de Waelbroeck (X,A,T^) l'espace de 

Banach des formes linéaires sur X dont la restriction à A est continue pour 

, muni de la norme de la convergence uniforme sur A . Nous noterons 

A(X) = X* 

Les foncteurs D et A opèrent sur les morphismes de façon évidente par trans

position. 

Pour prouver que DA est isomorphe au foncteur ly on utilise de façon 

essentielle l'égalité algébrique X 3 5 = ^ c ) f - L e théorème de Waelbroeck 

prouve alors que X sépare X ce qui permet d'immerger X dans l'espace (X*)' 

et de montrer ensuite l'isomorphisme entre X et (X )'. Comme cet isomorphisme 

est canonique et fonctoriel en X , le résultat est acquis. 

Enfin on montre que le foncteur AD est isomorphe au foncteur ljg, car 
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tout espace de Banach X est sous-espace fermé de ADfX) » (X') X. Et comme ces 

deux espaces X et (X') H ont même dual X*, en vertu du résultat précédent, ils 

sont égaux. 

On aperçoit maintenant que tout espace de Waelbroeck peut être considéré 

comme le dual dfun espace de Banach et réciproquement. Cette situation symé

trique va permettre à la fois de compléter lfétude de la catégorie W et de 

construire sur les catégories W et B3 des produits tensoriels dont les proprié

tés immédiates seront conséquences de propriétés catégoriques générales. 

2.k Retour sur la catégorie W. 

On sait maintenant que W est une catégorie complète admet teint des noyaux 

et des conoyaux. 

a) Sous-espace. Soit M un sous-espace de X , fermé dans X , c'est-à-dire 
c 

tel que (Banach-Dieudonné) MO A soit compact dans A . Nous dirons que le 

triplet (M,Mn A,T^|Mfl A) qui est un objet de 07, est le sous-espace M. 

Avec cela, étant donné un morphisme u : X nous voyons immédiatement 

que u*(o) est fermé dans X C, de sorte que le noyau Ker(u) est donné par : 

Ker(u) : 5*(o) + X 

d'où l'on déduit : 

Pour que u soit un monomorphisme il faut et il suffit que u soit 

injective. 

b) Espace quotient. De même si M est un sous-espace fermé de X C, l'appli

cation canonique <{> : X + X/M est continue si l'on place sur X/M la topologie 

quotient, qui est séparée. Ainsi <J>(A) est une partie compacte disquée absor

bante de X/M de sorte que le triplet (X/M,<J>(A) >T^ AJ ) est un objet de W noté 

plus simplement X/M. 
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Ce qui permet de voir que si u z X •+ V oat un morphirae» il admet un 

conoyau Coker(u) donné par : 

Coker(u) : Y + fffîX) 

où u(X) n'est autre que l'adhérence de u(X) dans Y . 
c 

Ainsi : 

Pour que u soitjun épimorphisme il faut et il suffit que u(X) soit dense 

dans l'espace localement convexe V^. 

c) Morphismes stricts» 

Tout morphisme u : X Y admet la décomposition unique 
u 

X y 

Coke*Ker<u)) = Coim(ii) - Kei<Cckei<u,i 

X/ûl(0) •ïTxl 
A» 
U 

où u est un bimorphisme. Lorsque u est un isomorphisme on dira que u est 

un morphisme strict• On a la caractérisation : 

(2.U.1) Proposition : Pour qu'un morphisme u : X+ Y soit strict il faut et 

il suffit que u(A) « Eou(X). 

Désignons par A' * Coim(u)(A) le disque compact absorbant de X/ûl(o) 

et par 8' « TO 08 celui de ïïfJT). 

Si u est un isomorphisme, il est surjectif de sorte que u(X) « u(X) et 

puisque u(A') » 3 ' , on a bien u(A) « Bnu(X). 

Réciproquement si u vérifie la condition donnée alors u(X) est fermé 

dans car (Banach-Dieudonnê) son intersection avec B est compacte dans 8. 

Ainsi u(A') « 5' ce qui suffit pour prouver que u transforme bijectiveaent 

et continûment A' en B'. La compacité de A' et 8' assure donc que u est un 

isomorphisme. 
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On tire de là : 

Corollaire 1, Les épistricts u : X + Y sont exactement les morphismes 

} tels que u(A) = B. 

Corollaire 2. Les mono-stricts u : X Y sont exactement les morphismes 

injectifs tels que u(A) « Bnu(X). 

Comme application de la proposition (2.U.1), qui constitue tua résultat 

fin, donnons vine caractérisaticn des épimorphismes stricts dans la catégorie 

B des espaces de Banach. Le théorème de Waelbroeck permet d'écrire qu'ils 

correspondent par transposition, aux monomorphismes stricts de la catégorie 

Ainsi : 

(2.1*.2) Proposition : Soient (X,A) et (Y,B) deux espaces de Banach. Les 

épi-stricts u : X + Y sont exactement les applications linéaires 

u telles que u(A) = B. 

Il suffit en effet de montrer que, sous ces conditions, *u : Y'-* X' 

est un mono-strict de la catégorie \W ce qui est immédiat, grâce à la carác

ter isation donnée plus haut. 

On retrouve ainsi, comme corollaire du théorème de Banach-Dieudonné 

en quelque sorte, le théorème classique de Baire-Banach. 

Comme application rappelons que l'on déduit de là que tout espace de 

Banach X est isomorphe à un espace quotient d'un espace où I est un 

ensemble équipotent à une partie dense de la boule unité A de X (ou de la 

sphère unité Ixk = 1). On montre en effet, en identifiant i à son image x^eA, 

que l'application 4> : + X définie par <fr(S) « ^±xi f où Ç = (Ç^, est un 

épi-strict de tB. 

Ce résultat signifie encore que : 
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(2.U.3) Proposition: Dans la catégorie B, tout objet est quotient d'une 

somme directe de droites, autrement dit le corps des scalaires 

K est un générateur de B. 

Rappelons encore que le théorème de Hahn-Banach exprime que K est aussi  

un séparateur de B. 

d) Produit direct et somme directe. 

On sait déjà que si (X^î^j est une famille (non vide) d'espaces de 

Waelbroeck, on peut affirmer par dualité : 

nX- = (SX?)' 

EX. = (IIX?)' 

En fait il n'est pas facile de définir directement la somme directe 

EX^ , par contre le produit IlX̂  est plus maniable. Car si est le disque 

compact absorbant de X^, le produit topologique IlÂ  est compact et muni 

d'une topologie localement convexe. L'espace de Waelbroeck IlX̂  s'identifie 

donc à l'espace vectoriel engendré pair IîÂ  dans l'espace vectoriel produit 

(algébrique) des X^. 

Précédemment nous avons considéré le corps K des scalaires comme 

un objet de B. Rien n'empêche de le considérer simultanément comme un objet 

de W, le disque unité étant compact. En quelque sorte K est auto-dual, 

et les résultats de c) conduisent immédiatement à la : 

(2.U.10 Proposition. Dans la catégorie \W tout objet est un sous-espace d'un 

produit de droites. 

3 - Les deux bifoncteurs mixtes fondamentaux. Adjonction. 

3.1 Le bifoncteur L et le foncteur L^. 

Etant donnés un espace de Waelbroeck (X,A,T^) et un espace de Banach (Y,B), 
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on désigne par L(X,Y) l'espace des applications linéaires f : X Y dont la 

restriction à A est continue potar la topologie et la topologie de Y. 

On munit l'espace L(X,Y) de la norme de la convergence uniforme sur A 

pour laquelle il est complet. Ainsi L(X,Y) devient un espace de Banach 

dont la houle unité est formée des fonctions f telles que f(A)cB. 

On a donc défini un bifoncteur L : W°>4B Jp, son action sur les morphismes 

est évidente et n'est pas détaillée. 

Lorsqu'on fixe l'espace X, on obtient un foncteur covariant 

L^ « L(X,. ) : B + B. 

Exemples . On reconnaît l'égalité L(X,K) = X* ainsi que l'égalité L(K,Y) « Y 

qui exprime encore L^ = 3^. 

Foncteurs L-représentables. 

L'égalité L(X,K) » X* démontre que X est cempiétement déterminé (par son 

dual) lorsqu'on connaît le foncteur L^. On peut retrouver ce fait par le 

résultat plus général en apparence : 

(3*l«l) Proposition : L'ensemble hom(L^,Ly) des morphismes fonctoriels 

L^ Ly est en correspondance bijective avec l'ensemble Hom(y,X). 

Indiquons seulement les deux correspondances. A tout morphisme fonctoriel 

4> : 1^ Ly on associe le morphisme :V X défini par « *<frR. Et à 

tout morphisme u : V + X on associe le morphisme fonctoriel <fru : L^ •* Ly 

défini par : 

(•u)z : L(X,Z) + L(V9Z) 

(*u)z(f ) - uf Y ^ — X — Z 

On tire de là la notion de foncteur L-représentable. Un foncteur cova

riant F :'B -»> & est dit L-reprêsentable lorsqu'il est isomorphe à un foncteur 

Lg« L'espace de Waelbroeck X est alors défini à un isomorphisme près. 
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Foncteurs L-adjoints. 

Etant donnés deux foncteurs covariants, l'un F : W W, l'autre G : B B, 

nous dirons que F et G sent L-adjoints (F nécessairement à gauche et G à droite) 

lorsque les bifoncteurs L(F(.),•) et L(.,G(.)) sont isomorphes• 

3*2 Le bifoncteur L et le foncteur 

Etant donnés un espace de Banach (X,A) et un espace de Waelbroeck 

(V,B,Tg) on désigne par L(X,y) l'espace des applications linéaires f : X Y 

qui envoient A dans un homothétique du disque B. Le disque A(X,y) formé des 

f telles que f(A) c 8 , muni de la topologie de la convergence sinple sur A, 

constitue un disque compact (itychonoff l) absorbant de l'espace L(X,y). 

Ainsi L(X,y ) devient un objet de U ce qui donne à L les caractéristiques 

d'un bifoncteur B°>$7 -> W bien que son action sur les morphismes ne soit pas 

détaillée. 

Lorsqu'on fixe X on obtient le foncteur covariant = L(X,.) : \W + Ç7. 

Et l'on peut démontrer comme précédemment : 

(3.2*1) Proposition : l'ensemble hom( L^Ly) des morphismes fonctoriels 

L £ Ly est en correspondance bijective avec l'ensemble Hom(Y,X). 

D'ailleurs, plus directement, L(X,K) = X'. Ce qui nous autorise à 

parler de foncteurs de W dans W L-représentables. 

Foncteurs L-adjoints. 

Etant donnés deux foncteurs covariants F r B - ^ D B e t G t W ^ W , nous dirons 

que F et G sont L-adjoints lorsque les bifoncteurs L(F(.),.) et L(.,G(.)) 

sont isomorphes. 

3.3 Dualité de foncteurs. 

On rappelle que la dualité des catégories B et 17 s'exprime à travers 

les foncteurs contravariants : 
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D : B W et A : W + B. 

Etant donné un foncteur F : £B + B, on peut lui associer un foncteur, 

dit dual de F et noté F 1 , qui n'est autre que : 

F 1 = D 0F 0A : W W 

De même, tout foncteur G : W ->-W, admet un foncteur dual, noté 

G* = A 0G„ D : B + B. 

Si l'on identifie les foncteurs AD et DA aux foncteurs neutres 1^ et 

respectivement, ce qui est loisible, à un isomorphisme fonctoriel près, 

on voit que la dualité de foncteurs se calcule selon les formules : 

(F') K = F et (G 3 5)' = G 

L'intérêt de cette notion se résume pour nous en deux types de proposi

tions. D'une part la conservation de l'adjonction par dualité et d'autre 

part la conservation de propriétés de commutation. En effet : 

(3.3.1) Proposition : Soient F : W +\W et G : |B ŒJ deux foncteurs L-adjoints. 

Alors les foncteurs G 1 i l W + I K e t F ^ i B + B sont aussi L-adjoints. 

Et de même : 

(3.3.2) Proposition : Soient F : B B et G : W + \W deux foncteurs t-adjoints. 

Alors les foncteurs G* : © B et F' : W W sont aussi L-adjoints. 

Les démonstrations sont standard et reposent sur les iscmorphismes 

(fonctoriels par rapport aux deux variables) des espaces L(X,Y) et L(Y',X ) 

d'une part et L{X9V) et L(y*,X') d'autre part. 

Enfin, et sans difficulté : 

(3.3.3) Proposition : Pour qu'un foncteur F : B B commute aux moncmorphismes 

(resp : aux épimorphismes ; aux monostricts ; aux épistricts ; aux 

produits directs ; aux sommes directes) il faut et il suffit que 

son foncteur dual F' : W W, commute aux épimorphismes (resp : aux 
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monomorphismes ; aux épistricts ; aux monostricts ; aux sommes 

directes ; aux produits directs). 

3.U Les théorèmes de commutation. 

On sait qu'un foncteur entre deux catégories qui admet un adjoint (au 

sens habituel) à gauche (resp : à droite) commuta aux limites gauches (resp : 

aux limites droites). La question importante, et résolue ici, est de savoir 

si ces propriétés de commutation sont encore vérifiées pour les notions de 

L-adjonction et L-adjonction. 

On va voir qu'il n'en est pas exactement ainsi. Toutefois les propriétés 

de commutation obtenues seront suffisamment bonnes pour commander les prin

cipales propriétés des produits tensoriels (dans les catégories B et W) 

que nous introduirons plus loin. 

En fait on se propose de démontrer les deux théorèmes de commutation 

suivants : 

(3.^.1) (1er théorème de commutation). Soient F : W W et G : B B 

deux foncteurs (covariants) L-adjoints. Alors F commute aux épi-

morphismes,aux épistricts et aux sommes directes finies de la 

catégorie W tandis que G commute aux monomorphismes, aux monostricts 

et aux produits directs finis de la catégorie B. En général F 

(resp : G) ne commute pas aux sommes directes quelconques (resp : 

aux produits quelconques). 

(3.^.2) (2ème théorème de commutation). Soient F : B •* B et G :.W deux 

foncteurs (covariants) ft~adjoints. Alors F commute aux épimor-

phismes, aux épistricts et aux sommes directes quelconques de la 

catégorie B, tandis que G commute aux monomorphismes, aux mono8-

stricts et aux produits quelconques de la catégorie W. 
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La démonstration est longue et se développe en plusieurs parties. Elle 

nécessite de nouvelles caractérisâtions des epimorphismes, épistricts et 

produits dans les catégories B et W, et s1appuie essentiellement sur le fait 

que le corps des scalaires K est à la fois un générateur et un séparateur des 

catégories B et W. 

A - Epimorphismes et épistricts dans W. 

Soit u : (X,A,x^) •* (V\B,Tg) un morphisme de V.OOn sait que u est un 

épimorphisme si et seulement si u(X) est dense dans ̂ espace / et que cfest 

un épistrict si et seulement si u(A) = 8. Cela étant on a, avec le théorème 

de Hahn-Banach : 

(A,l) Proposition : 

a) si u est un épimorphisme, alors pour tout ZeB et toute appli

cation f eL(/,Z) la condition fu = 0 entraîne la condition f « 0. 

h) Réciproquement si, pour fe V* la condition fu = o entraîne la 

condition f = 0, alors u est -un épimorphisme. 

(A.2) Proposition (mêmes notations) 

a) si u est un épistrict la condition ||fu||$l entraîne la condition 

h) réciproquement si pour f &V* la condition II full $1 entraîne 

la condition llfllsl, alors u est un épistrict. 

Soient maintenant F: W W et G :©->•© deux foncteurs L-ad joints, 

1*adjonction étant réalisée par lfisomorphisme fonctoriel : 

6 : L(F(.), .) + L(.,G(.)) 

Montrons que F commute aux epimorphismes et aux épistricts, ce qui entrai-

nera que G commute aux monomorphismes et aux monostricts car le foncteur 

G 1 admet le foncteur F* pour L-adjoint (à droite). ((3.3.1) et (3.3.3)). 
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Démontrons .seiilemenl̂ la .ccoannitation ,de F aux épistricts la démonstration 

étant analogue pour les épimorphismes. Soit donc u :X V un épistrict de W. 

Pour voir que F(u) est un épistrict utilisons (A,2,b) et soit f (F(y)) K 

telle que Rf. F(u)8 ̂ 1. L'isomorphisme 6 échange les diagrammes suivants : 

t Ttu) u 

F(X) > F M X * V 

K G(K) 

et la fonctorialité de 9 garantit lfégalité : 

Or 0^ K et 9 y K sont des isométries de sorte que llf.uĝ l. Alors, d'après 

(A,2,a), u étant épistrict, on a 1lfll$l et par suite Uftt̂ l, ce qui termine 

la démonstration. 

B - Produits directs dans B» 

Le corps K étant un générateur de B ((2,U,3)) un résultat catégorique 

général, que l'on peut retrouver ici aisément, montre que dans la définition 

catégorique du produit IDC f il suffit de limiter la "variable" Z en choisissant 

pour S une somme directe • De façon détaillée : 

(B,l) Proposition : Soient (X^) une famille non vide d'espaces de Banach, 

P un espace de Banach et p^ : P X^ une famille de morphismes 

v

a

 s K ^ X * il existe un morphisme unique v : K^-* P tel 

que Pa»v = v^ pour tout a, alors P est le produit lîX̂  dans la 

catégorie B. 

Reprenons maintenant les deux foncteur s L-adj oints F et G et l'iso

morphisme fonctoriel 0. Prouvons que G commute aux produits finis de B, 

ce qui rpouvera bien que F commute aux sommes directes finies de W, car 
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F* a les propriétés de G. 

Soit P s IIX̂  un produit quelconque dans (B. Nous supposons pour l'ins

tant la famille des indices (a) quelconque pour apercevoir l'instant où la 

condition de finitude intervient* Pour voir que G(P) est produit des GfX^) 

utilisons (B.l). Soient donc I un ensemble et v : G(X ) une famille 
a a 

des morphismes. Pour tout i el soit j^ : K -* l'inejction canonique. 

Alors v - = v ,j. : K G(X ) est un 

morphisme de B, mais K étant lu dans la 

catégorie fr7 c'est aussi une application de 

l'espace L(K,G(X^)). Alors l'isomorphisme 

v Permet de remplacer les morphismes 
9 a 

G(P ) et v . par le diagramme ci-contre 
a a,i 

où v . = ©1 (v .) est un élément de 
a,i K 5X a a,i' 

L(F(K)fX ). De plus : 

U v .11 = Ilv . ! U 1 . a,i a,i 

Le problème est donc de savoir maintenant 

si l'on peut condenser la famille (v .) 

en une seule application v^éL(F(K),P) telle 

que P a

# v£ s v

a ® n Peu"t toujours poser, 

pour zcF(K), v.(z) » (v .(z)). On définit ainsi une application linéaire de 

F (K) dans P, qui envoie le disque compact unité de F(K) dans la boule unité 

de P, car H v -IKI. Mais pour que v. appartienne à L(F(K),P) il faut encore 

que v^ soit continue sur le disque compact unité de F(K). Or ce que l'on sait 

c'est que P a«v^ est bien continue sur ce compact, de sorte que le résultat 

sera acquis chaque fois que la topologie de l'espace de Banach P sera le 



28 Espaces de Banach et dualité. 

produit des topologies des espaces facteurs X • Or ceci n'a lieu que si P 
CL 

est un produit fini. Faisons dorénavant cette hypothèse, ce qui permet d'écrire 

v.éL(F(K) ,P). L f isomorphisme ©Я -, donneedonn une application linéaire v. 

Vj. é L(K,G(P) ) et puisque : 
1 i * a,i * a,i 4 

a a 
on voit, en fait, en lisant de nouveau К dans B, que v^ est un morphisme 
de B. Alors lorsque i décrit I, la famille (v^) se condense en un seul mor
phisme v : K^-> P tel que v.j . = v.. La condition p .v. = v . donne la 

^ 4 i i *a i a,i 

condition G(p ).V. = v .de sorte que G(p ).v.j. = v .j. d'où l'on tire 

G(p ).v = v . Enfin l'unicité de v sous ces conditions résulte aisément de 
a a 

l'unicité de v^ , qui détermine chaque v^, donc aussi v, ce qui termine la 

démonstration. 

Ainsi le 1er théorème de commutation est complètement démontré. Dans 

la suite nous donnerons des exemples nombreux de foncteurs G possédant un 

L-adjoint et ne commutant pas aux produits quelconques de B, de sorte que 

la restriction aux produits finis est bien essentielle. 

С - Epimorphismes et épistricts dans B. 

La partie "épique" du 2nd théorème de commutation se démontre de la même 

façon une fois obtenues les caractérisations suivantes, où u : (X,A) (Y,B) 

est un morphisme de В et (Z,C,T^) un objet variable de W : 

(Cl) Proposition : 

a) Si u est un épimorphisme, pour tout f eL(Y,Z) la condition fu « о 

entraîne la condition f = o. 

b) Réciproquement si, pour f eY' la condition f.u = о entraîne 

f = о alors u est un épimorphisme. 
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(C.2) Proposition : 

a) Si u est un épistrict, la condition (fu)(A)cC entraîne la 

condition f(B)eC. 

"b) Réciproquement, si pour f eï', la condition f .u «A 0 (polaire de 

A) entraîne la condition f <sB°, alors u est un épistrict. 

D - Produits dans W. 

On sait que tout espace de Banach X est un sous-espace (avec norme 

induite) dfun espace (il suffit de prendre pour I une partie faiblement 

dense de la boule unité de X f ) . Ceci prouve aue tout espace de Waelbroeck 

est un quotient d'une somme directe , où K est lu dans W. Ainsi K est un 

générateur de W, de sorte que la propriété (B,l) est valable aussi dans la 

catégorie W. 

Il suffit donc de reprendre pas à pas la même démonstration que précé

demment pour prouver la dernière partie du 2nd théorème de commutation. Mais 

comme, dans ce cas, sur le compact unité d'un produit P = nX^, la topologie 

est exactement la topologie-produit des disques compacts A^ ((2,U,d)), sans 

que l'on ait à imposer de condition de finitude, le théorème est valable 

avec toute la généralité désirable. 

k - Produit tensoriel (projectif) d'espaces de Banach. 

Nous utilisons maintenant de façon essentielle la dualité des catégories 

B et W pour définir un produit tensoriel sur B. Bien entendu on retrouve 

ainsi le produit tensoriel projectif habituel. Néanmoins la forme même des 

définitions proposées ici va nous inviter à définir dans la suite un produit 

tensoriel (catégorique) d'espaces de Waelbroeck par un procédé analogue. 

U.l L'espace de Waelbroeck B(X,Y). 

Etant donnés deux espaces de Banach (X,A) et (Y,B) on désigne par B(X,Y) 
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l'espace des formes bilinéaires continues sur X*Y. On peut munir B(X,Y) de 

sa norme habituelle et désigner par A(X,Y) la boule unité de B(X,Y). En fait 

ce n'est pas cette structure nomee qui va nous intéresser, et, de même que 

sur la boule unité du dual X f nous avons placé la topologie faible, consi

dérons A(X,Y) comme un disque topologique avec pour topologie celle d la 

convergence simple sur XxY (que nous appellerons dans la suite bi-simple)• 

Ce faisant on considère Â(X,Y) comme un sous-espace topologique du produit 

A*B • • * 

topologique A , où A est le disque unité du corps K. On voit ainsi aisément 

que A(X,Y) est compact et comme la topologie bi-simple est localement convexe 

et rend continue l'application (f,q) -+ 7 ^ , il est clair que E(X,Y) est un 

espace Waelbroeck. 

Comme on sait classiquement que les produits tensoriels algébriques 

X 8 Y et X f 0 Y' sont en dualité séparante (car X et X 1 d'une part, Y et Y' 

d'autre part, sont eux-mêmes en dualité séparante). On en déduit 

(U.l.l) Proposition : 

a) X' 8 Y' cB(X,Y) 

b) X 8 Y et B(X,Y) sont en dualité séparante. 

k.2 Le produit tensoriel X 8 Y. 

ITous définissons X § Y comme le dual de l'espace de Waelbroeck B(X,Y). 

Aussi : 

X 8 Y = [5(X,Y)]* ; B(X,Y) = ( X ô Y)' 

Avec cette définition de l'espace de Banach X 8 Y , on retrouve immé

diatement les propriétés classiques* 

En désignant par r(A 0 B) l'enveloppe disquée du produit A 8 B dans 

l'espace vectoriel X 8 Y et par A 8 B la boule unité de X 0 U, on a : 
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(U.2.1) Proposition : 

a) X 8 Y est un sous-espace partout dense de X § Y et A S B coïncide 

avec l'adhérence de r(A ® B) dans X & Y. 

h) Sur X® Y la nonne de X8Y(dite norme tensorielle) est exactement 

la jauge du disque absorbant r(A G B). Elle est donnée par l'expressic 

classique : 

«uiî  = infZllx.u lty.il  
î î 

où la borne inférieure est prise pour toutn décomposition u = Ex^Gy^ 

On tire de là un principe de prolongement : 

{h.2.2) (Principe de prolongement) 

Soit f une application linéaire de X S Y dans un espace de Waelbroeck 

'Z,C,Tç) telle que f(A ® B) c AC. Il existe une application unique 

f 6 L(X ® Y,Z) qui prolonge f. De plus f(A 8 B) c AC. 

h.3 Le foncteur B . 
A ,1 

Etant donnés deux espaces de Banach (X,A) et Y,B) on leur associe le 

foncteur S : W -*-W défini par : 
A, I 

Pour tout (Z,C,tc) l'espace S x Y ( Z ) = B(X,Y ;Z) est l'espace des fonc

tions bilinéaires de X*Y dans Z, qui envoient le produit A*B dans un hcmo-

thétique du disque compact C. Cet espace contient comme disque absorbant 

l'ensemble A(X,Y ;Z) des fonctions f telles que f(A,B)«Cf sur lequel on 

place la topologie de la convergence bi-simple. Ce qui identifie A(X,^Z) 
\*B 

comme une partie fermée du produit topologique C" qui est compact. Ainsi 

B(X,Y;Z) devient un espace de Waelbroeck. En particulier on reconnaît en 

l'espace B(X,Y ;K) l'espace B(X,Y) déjà introduit. 

http://lty.il
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Comme B^ y agit de façon évidente sur les morphismes de la catégorie W, 

on voit sans peine qu'on a ainsi défini un foncteur covariant de W dans, elle-

même. Alors : 

(U.3.1) Théorème : A des isomorphismes fonctoriels près on a : 

( 1 ) ^X,Y = hphc = h[oLx 

(2) B L 
X > Y " X 8 Y 

Les premières égalités traduisent le fait évident que les espaces 

E(X,Y;Z) et B(Y,X;Z) sont isomorphes à l'espace L(X,L(Y,Z)), dans des iso-

mcrphismes fonctoriels en Z. La dernière se démontre à l'aide du principe 

de prolongement une fois mis en place les morphismes, inverses l'un de l'autre : 

a z : B(X,Y;Z) •+ L(X S Y,Z) 

: L(X 8 Y,Z) + B(X,Y;Z) 

en définissant, pour f éB(X,Y;Z) et g e L(YL $ Y,Z) : 

az(f)(x«y) = f(x,y) 

xz(g)(x,y) = g(x$y). 

Elle exprime que le foncteur B Y v est L-reprêsentable et représenté par 

l'espace de Banach X ® Y. D'ailleurs cette dernière condition détermine complète-

usant l'espace X&f (vectoriellement et en norme) comme en a vu en (3.2.1). 

On tire de là la comnutativité et l'associativité du produit tensoriel 

d'espaces de Banach, puis en faisant Z = K dans les formules (l) : 

Corollaire : B(X,Y) = L(X,Y') « L(Y,X') 

1*.U. Le bifoncteur § et le foncteur 8^ 

En définissant par prolongement un produit tensoriel de morphismes dans 

la catégorie B, on fait de & : (X,ï) ̂  X « ï un bifoncteur covariant : 

BxB ^ B et de e y : X X 8 Y un foncteur covariant B + B . 
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Le théorème (H.3.1) peut alors se récrire, en tenant compte de l'iso-

morphisme (fonctoriel en X et Z) entre les espaces L(X ® Y,Z) et L(X,L(Y,Z)) : 

(U.U.l) Théorème : Les foncteurs 0^ : B B et L y : W W sont L-adjoints. 

C'est là le résultat le plus intéressant de la théorie. Il va entrai-

ner toutes les propriétés de commutation des produits tensoriels, puisque, 

en vertu du 2ème théorème de commutation ((3.^.2)), on a : 

(h.k.2) Théorème : le foncteur 9^ commute, dans la catégorie B, aux épi-

morphismes, aux épistricts et aux sommes directes. Le foncteur Ly 

commute, dans la catégorie W, aux monomorphismes, aux monostricts 

et aux produits. 

En détaillant quelque peu les résultats relatifs au foncteur &y on 

retrouve des théorèmes de Grothendieck (Cl3). 

(U.U.3) Théorème : les espaces £^(X) ê Y et £^(X & Y) sont isomorphes dans 

un isomorphisme qui associe à tout x#y l'élément z = (z^)^£^(X $ Y) 

donné par z^ = x^8y si x = (x^). 

Corollaire 1 : £^(x) = £^ § X 

Corollaire 2 : Le dual de £^(X) est isomorphe, dans la catégorie W, aux 

| espaces B(X,^) et L(^,X'). 

Et aussi : 

(U.U. U) Théorème : Soient u j: Xi Y 2 et u 2 : X 2 Y 2 des morphismes de B. 

Si uj et u 2 sont des épimorphismes (resp : des épistricts) il en 

est de même du morphisme ui§u2. 

Application à l'étude de X 0 Y. 

Nous savons que tout espace de Banach est un quotient d'un espace 

Par ailleurs, le corollaire 1 de (U.1+.3) montre le résultat classique 

-tj&Cj « tjxj. De sorte que, étant donnés deux espaces de Banach X et Y et 
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des épistricts : 

* : Y » En.y. 
J 3 3 

on en déduit un épistrict p= <j>8ip : 

p :
 4 J * X • Y 

donné par : 

p (v) = Ev.. x.$y. 

Le choix des points x.6X et y.aï ((2.U.2)) suffit à prouver : 

(U.U.5) Théorème .(Grothendieck)» 

Pour tout u e X 8 Y, il existe deux suites x €-X et y £Y telles 
7 n w n 

- / N O 1 

que lîx II = 1 , Hy II = 1 et une suite v = (v )él telle que : 
* n * 'n n 

OO 
u = Ev x 8y 1 o n n ̂ n 

Corollaire : Si X et Y sont separables, les suites (x ) et (yQ) peuvent 

être fixées une fois pour toutes. Dans ces conditions 

iluUA= InfE |v 1 
n 

sous la condition : u « Ev x 8y • 
n n Jn 

Dans le cas où X et Y ne sont plus separables on remarque que l'appli

cation p : £J XJ "** X 8 Y est ouverte et transforme la boule unité ouverte 
1 A 

de ^ j x j

 e n la boule unité ouverte de X 0 Y. Il suit de là que l'on peut 

relever tout compact H de la boule ouverte de X 8 Y en un compact L de la 

boule ouverte de £j x j> (Bourbaki : Top. Géné. Ch. 9 . § 2. prop.l8), de sorte 

que la connaissance des compacts d'un espace détermine celle des compacts 

de X 8 Y. 
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En laissant de côté les détails on arrive ainsi aux résultats de Grothendieck 

([1]), qui apparaissant donc comme des corollaires des propriétés catégorique! 

de L̂ adjonction : 

(k.k.6) Théorème (Grothendieck). 

Soit H un compact de X $ Y, contenu dans la houle ouverte de cet 

espace. Alors il existe deux suites x ^X, v eY vérifiant 
n n 

lixnB<l , IlyMUl, x n^ 0, y n o, et une partie compacte L de £, 

contenue dans la boule ouverte de i} 9 telles que tout ucH puisse 

s'écrire : 
u = Êv x ®y 

o n n Jn 

avec v = ( v ) 6 L. 
n 

5 - Produit tensoriel (projectif) d'espaces de Waelbroeck. 

Il suffit d'opérer symétriquement en échangeant, en quelque sorte, les 

catégories B et W. Néanmoins il faudra prendre quelques précautions. 

5.1 L'espace de Banach B(X,y) 

Etant donnés deux espaces de Waelbroeck (X,Â,x^) et (i^,B,Tg) nous 

désignons par B(X,V) l'espace des formes bilinéaires sur X*V dont la res

triction au produit ÀxB est continue, muni de la topologie de la convergence 

uniforme sur AxB. 

L'espace B(X,y) peut encore s'interpréter comme le sous-espace fermé 

de l'espace de Banach C(AxB) formé des fonctions bi-disquées. Comme en h : 

(5.1.1) Proposition : 

a) X* e y*cB(x,y) 

b) X ® y et B(X,y) sont en dualité séparante. 
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5.2 Le produit tensoriel X $ Y 

Nous le définissons comme dual de l'espace de Banach B(X,V) 

X i V = [B(X,y)]f ; B(X,10 = (X 5 V)* 

On a alors un théorème de densité : 

(5.2.1) Proposition : l'espace vectoriel X ® y est un sous-espace partout 

dense de l'espace localement convexe [X Q Y) et le disque compact 

absorbant de X 8 Y9 noté A ® 8, coïncide exactement avec l'adhé

rence du disque r(A ® B). 

(5*2.2) (Principe de prolongement). 

I Soit f une application linéaire de X H dans un espace de Banach 
i 

I Z, dont la restriction à r(A ® B) est continue pour la topologie 

de A 8 B. Il existe une application linéaire unique ÍÉL(X ® V9Z) 

qui prolonge f. 

5.3 Le foncteur B^ y 

C'est un foncteur cevariant de CB dans elle-mene. Il associe, à tout 

espace de Banach Z, l'espace B(X,V;Z) forme des applications bilinéaires de 

X*y dans Z dont la restriction au compact A*S est continue, muni de la topo

logie de la convergence uniforme sur A*S. Il opère de façon évidente sur 

les morphismes. Lorsque Z = K, on retrouve l'espace B ( X f J 0 . 

(5-3.1) Théorème : A des isomorphismes fonctoriels près on a : 

(2) E X jy = hx - y 

Les premiers égalités s'obtiennent aisément. Peur voir la seconde 

mettons en place le morphisme : 

j T z : L(X 0 y,Z) •+ B(X,y;Z) 

l Tz(g)(x,y) g(x8y) 
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La fcnctorialitê étant immédiate il suffit de prouver que est un 

isomorphisme. On vérifie immédiatement que T- est un isométrie grace à la 

densité de r (A 8 B ) dans A 8 B . Il reste à voir que \„ est surjectif. Soit 

donc f£B(X9y;Z). En posant g(x®y) = f(x,y) on définit une fonction linéaire 

g : X 8 V •* Z. Montrons qu'elle se prolonge en une fonction linéaire 

g€L(X 8 y,Z) qui sera donc telle que f = T^Cg). Il suffit, avec le principe 

de prolongement, de vérifier que g est continue sur r (A 8 B ) pour la topo

logie compacte de A 8 B . Supposons donc u u G dans r (A 8 B ) . Alors pour 

tout z'éZ' la forme bilinêaire z'0f, appartenant à B(X,V0 définit une forme 

linéaire (z'0f)~ sur X ® V telle que (z'0f)~(u) -> (z'0f)~(uQ)• Or la res

triction à X ® y de (z'0f)~ est précisément z
f

0g. Nous voyons donc que 

g(u) -> g(uo) dans Z, pour la topologie faible a(Z,Z'). Tirons de là que 

g(u) g(uc) dans Z. En effet tout provient du fait que f(A*B) est un disque 

compact H de Z de sorte que g ( r ( A 8 E))<:H. Or sur un compact H de Z la topo

logie faible a(Z,Z') coïncide avec la topologie d'espace de Banach de Z, ce 

qui termine la démonstration. 

Ce résultat exprime que le fcncteur y est L-représentable et repré

senté par l'espace de Waelbroeck X 8 y, ce qui détermine d'ailleurs com

plètement cet espace ((3.1.1))• 

On en tire immédiatement l'associativité et la commutativitê du produit 

tensoriel d'espaces de Waelbroeck. 

Le bifoncteur 8 et le foncteur 8y 

On définit par prolongement évident un produit tensoriel de morphismes 

dans la catégorie IW, on fait de 8 un bifoncteur covariant : K*W W et, en 

fixant V, de 8y : X X 8 V un foncteur covariant : W + W. 

Le théorème (5.3.1) se récrit immédiatement, en tenant compte de 1'iso

morphisme (fonctoriel) des espaces L(X 8 V9Z) et L(X,L(/,Z)) : 
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(5.h.l) Théorème : Les foncteurs ®y : W et Ly : B B sont L-adjoints. 

Ce théorème entraîne les propriétés de commutation suivantes. ( (3.^«l) ) : 

(5.h.2) Théorème : Le foncteur 0^ commute dans la catégorie W, aux epimor-

phismes, aux épistricts et aux sommes directes finies. Le foncteur 

Ly commute, dans la catégorie B, aux monomorphismes, aux monostrid 

et aux produits directs finis. 

Corollaire ; Soient u^: Xj + et u 2 : X 2 / 2 des morphismes de &J. 

! Si U} et u 2 sont des êpimorphismes (resp : des épistricts), il en 

I est de même du morphisme U i®u 2, 

6 - Les produits tensoriels 8 et 0, 

6 .1 Les deux morphismes fonctoriels t et T: 

a) Etant donnés deux espaces de Banach X et Y, on sait que l'espace 

vectoriel X 0 Y s'injecte dans l'espace B(X',Y'). Traitons ce dernier espace 

comme l'espace L(Y',X). Cela revient à dire que tout u = EX^x^Sy^ £X 8 Y 

définit un opérateur u«L(Y',X) selon : 

u(y') « EXi<yi,y'>xi 

On vérifie instantanément l'inégalité llu/të (tullAde sorte que l'applicatioi 

X 0 Y •> L(Y' ,X) se prolonge en un morphisme X 0 Y -* L(Y',X) (qui n'est plus  

injectif en général). Si l'on fixe l'espace Y, on constate la fonctorialité 

en X de sorte qu'en fait on a défini un morphisme fcnctoriel : 

t : 0 y + Lyt 

détaillé ainsi : 

( t x : X 0 Y L(Y' ,X) 

( tx(x0y)(y') = <y,yf>x 
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b) Symétriquement, étant donnés deux espaces de Waelbroeck, notés X f 

et Y 1 et considérés comme duals d'espaces de Banach X et Y, on met en place 

le morphisme 

f î r : X' 8 Y'+ L(Y,X') 

( Txl(x'0y')(y) a <y,y'>x' 

ce qui donne en réalité vin morphisme fonctoriel : 

T : ® Y ' ^ 

La principale propriété de t et x se résume en : 

( 6 . 1 . 1 ) Proposition : Les morphismes t v : X 8 Y + L(Y',X) et x v f : X
f 8 Y'+L^X') 

j ^ A A 

j sont transposés l'un de l'autre. 

On reconnaît déjà dans le dual de X 8 Y l'espace L(Y,X') et dans le 

dual de L(Y',X) l'espace X T 8 Y'. De plus si u = x8y et v = x'8y' alors 

<tx(u),v> = <U,T X #(V)> = <x,x
f><y,y'> 

Remarque : On pourrait traduire cette propriété en disant que les morphismes 

fonctoriels t et t eux-mêmes sont transposés l'un de l'autre. Car la notion 

de foncteur dual, dégagée en 3»35 trouve ici sa raison d'être puisque : 

l ( L r ) ' = ® y f 

Et l'on passe de t : 8 y •+ L^, à T : 8 y f -> par dualité (ou transposition). 

6.2 Diagrammes fonctoriels. 

a) Rien n'empêche maintenant de décomposer canoninuement le morphisme 

t^ sous la forme : 

t^ = Im(tx).tx.Coim(tx) 

ce qui met en évidence deux espaces de Banach ; l'un qui est le but de 

Coim(tx)f l'autre qui est la source de In(tx). 
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Comme t x se réduit à une injection sur X 0 Y,.on voit que l'espace 

t^(X & Y), source de Im(tx) coïncide avec l'adhérence de X © Y dans l'espace 

L(Y',X) s B(X',Y'). On reconnait ici l'espace produit tensoriel z noté habi-

tuellement X 8 Y. 

Quant a l'espace X 8 Y/t^^j muni de sa norme quotient, nous le noterons 

L l(Y f

fX). Ainsi : 

(6.2.1) Définition : L'espace de Banach L^Y',X) est l'espace des applications 

nucléaires de Yf dans X. Sa norme, dite norme nucléaire, est notée 

n. n i. 

On obtient donc la décomposition : 

où l'on rappelle que p x est un épistrict, t x un bimorphisme et r x un mono 

strict. 

On peut d'ailleurs, ces définitions étant données, constater assez vite 

que L (.,.) et 0 sont des bifoncteurs, et que, en fixant l'espace Y, les 

morphismes qui interviennent sont fonctoriels en X, de sorte que l'on obtient 

un diagramme fonctoriel commutatif : 

(D) 
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b) En opérant avec le morphisme T v I que l'on décompose dans la catégorie 

W on met en évidence deux espaces de Waelbroeck. L'un, source de I m f T ^ . ) , 

note X' ® Y ? est-exactement l'adhérence de X 1 8 Y' dans l'espace localement 

convexe (L(Y,Xf))c = (E(X,Y))c muni du disque compact unité obtenu en prenant 

l'intersection de X 0 Y f avec le disque compact unité A(X,Y) de B(X,Y). 

L'autre, but de CoimCr^.), est l'espace quotient (X' 8 Y')/T X I(O) muni de sa 

structure d'espace de Waelbroeck quotient, et noté Y,X').>Alors : 

(6.2.2) Définition : L'espace de V7aelbroeck L^YjX') est dit espace des 

applications intégrales de Y dans X'. 

Et l'on constate aussi que L*(.,.) et 8 sont en réalité des bifoncteurs 

et que l'on a réalisé un diagramme fonctoriel commutâtif, exactement dual  

du précédent : 

Ceci traduit en fait les égalités : 

(6 .2 .3) Proposition : (X 0 Y)' « L^YjX') 

(X' 8 Y')* = LMY',X) 

c ) Remarque : La terminologie (applications nucléaires ; intégrales) 

est la même que celle de Grotgendieck, car évidemment les notions sont les 

mêmes. Cependant elles sont traduites ici en respectant la dualité entre les 

catégories IB et W. En particulier ce procédé "réhabilité" les applications 

intégrales et leur fait jouer un rôle tout à fkit symétrique de celui joue par 

les applications nucléaires- On pourra s*en convaincre au paragraphe 8. 
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6.3. Formes bilinéaires nucléaires et formes bilinéaires intégrales. 

Les espaces L1(Yf,X) et L 1(Y >X
t) sont des espaces d'applications 

linéaires. Il leur correspond des espaces de formes bilinéaires. 

Au premier correspond l'espace de Banach, noté BMx'jY') des formes  

bilinéaires nucléaires sur X'*Y', de même que L(Y',X) correspond à B(X',Y'), 

Au second correspond l'espace de Waelbroeck B*(X,Y) des formes bili 

néaires intégrales sur X*Y, de même que se correspondent les espaces 

L(Y,X') et B(X,Y). 

7. Les produits tensoriels X ® Y et X' 8 Y' 

7.1 Le produit X t Y 

Ce produit tensoriel étant bien connu nous ne ferons que rappeler les 

propriétés les plus évidentes. 

A - L'espace C(T,X) 

Etant donné un espace compact T on désigne par C(T,X) l'espace des 

fonctions continues : T X muni de la topologie de la convergence uniforme. 

C'est un espace de Banach. Lorsque X = K on pose C(T5K) = C(T) et l'on 

désigne par M(T) l'espace dual de C(T). Ainsi l'espace M(T) des mesures sur 

T est essentiellement un espace de Waelbroeck. 

Une démonstration classique donne : 

(7.1.1) Proposition : C(T,X) = L(X'9C(T)) 

Et une autre démonstration classique garantit la densité de l'espace 

C(X) 8 T dans l'espace C(T,X) de sorte que : 

(7.1.2) Théorème : C(T,X) = C(T) t X = L(X',C(T)) 

On tire de là : 
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Corollaire 1. Soient S et T deux espaces compacts. Alors : 

a) C(S) f C(T) = C(SxT) 

b) M(S) ® M(T) = M(SxT). 

L'égalité b) se déduit de l'égalité a) par dualité. En effet 

C(SxT) = C(S) 0 C(T) = L(M(T),C(S)) = B(M(S),M(T)). 

Ces formules forment évidemment la base de la théorie du produit de 

mesures• 

B - Intégration vectorielle à valeur dans un espace de Waelbroeck. 

La construction d'une intégrale vectorielle faible est intimement liée 

à la résolution d'un problème universel pour les applications continues 

d'un compact quelconque T dans le disque compact unité A d'un espace de 

Waelbreock X. 

Rappelons les résultats suivants : 

Désignons par A(T) le disque compact unité de M(T), c'est-à-dire 

l'ensemble des mesures de masse totale au plus égale à 1, par A+(T)l'ensemble 

des mesures positives, de masse 1 et par P l'ensemble des mesures de Dirac 

£ t lorsque t décrit T. Alors : 

Lemme : A(T) = F(p) ; A +(T) = C(P) 

T désigne l'enveloppe disquée fermée, C l'enveloppe convexe fermée. 

Soit maintenant f : T + A une application continue. Alors f définit 

un morphisme de B : ¥ f : X
K C(T) et par transposition un morphisme de W : 

* f : M(T) •+ X. En posant, pour p M(T).: 

« f(y) » J T f dp 

on obtient un élément de X, dit intégrale faible de f par rapport à y , et 

caractérisé par : 

(1) </ T f dp , x*> = J T <f(t) , x*> dy(t) Vx*«X* 
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Par ailleurs la fonction e : T + M(T) qui, à teT associe se, mesure de 

Dirac est bien continue de T dans le disque compact A(T) de M(T). Alors, 

avec le lemme précédent : 

(B.l) Proposition : Pour toute fonction continue f : T + A, l'application 

| $ f est le seul morphisme de W rendant commutâtif le diagramme : 
T i . X 

M(T> 

Corollaire 1. <J>f(A(T)) = T(f(T)) 

* f (A +(T)) = C(f(T)) 

Corollaire 2, Pour tout morphisme u : X V on a : 

u(/Tf dp) = /T(uof )dp 

(7.2) Application au produit 8. 

Examinons les questions les plus importantes liées au produit tensoriel 8 

a) Prenons pour T le disque A et pour f l'identité de A. Comme l'appli

cation X* C(A) est un monostrict (isométrie) on voit que l'application 

M(A) + A est un épistrict. Donc : 

Tout espace de Waelbroeck X est un quotient d'un espace M(T) en l'occur 

rence l'espace M(A). 

Fixons maintenant deux espaces de Waelbroeck (X,A,T^) et ( y,8» T g ) ainsi 

que les épistricts : 

<i> : M(A) +X e t « .M(B) + V 

On en déduit, en identifiant les espaces M(AxB) et H(A) 5" M(B) ( en asso

ciant e^e^ à c & ^ ) , l'existence d'un épistrict p : M(AxB) + X 8* V (corollaire 

de (5.^.2)), tel que p{z^ fe) = ( w K e ^ e ^ ) - • ( e a ) 8 * ( e b ) s a8b. 
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Ainsi le diagramme : 

étant commutâtif on a nécessairement p = §^ et le corollaire 1 de (B.l) 

s'applique pour donner les résultats essentiels : 

(7.2.1) Théorème : L'épistrict canonique p : M(AxB) X 9 V associe à toute 

mesure XSM(AxE) l'intégrale faible 

pX = J a®b dX(a,b) 
AxB 

(7.2.2) Théorème : Pour tout élément u éA 5 B , il existe une mesure 

XeM(AxB), positive et de masse 1, telle que 

u » j a8b dX(a,b) 
AxB_ 

Il suffit de voir que A 8 8 coïncide avec l'enveloppe convexe fermée 

C(A 9 B ) . 

Ce dernier théorème est donc un théorème de représentation des éléments 

de X 0 Y qui est l'analogue du théorème (k9k93) pour la représentation des 

éléments de X Y. Mais ici les séries absolument convergentes sont remplacées 

par des mesures sur des compacts. 

S. Applications intégrales et applications nucléaires. 

Etant donnés deux espaces de Banach X et Y, rappelons qu'une application 

nucléaire u : Y' + X est définie par la donnée d'un élément u e X 8 Y, que l'on 

peut représenter sous la forme u « ?X x 8y où Bx H <1 ; By IU1 et T = (x Vt 1 

o n n n n n n 
selon : 

(1) G(y») = f X n <y n,y'>x n 
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la norme nucléaire de u étant donnée par la borne inférieure des quantités 

EU l prise pour toutes les décompositions possibles du type (l). 

De même une application intégrale v : Y X f est définie par la donnée 

d'un élément v^X' ® Y', que l'on peut représenter par vite intégrale faible 

/ A f x£ fx
f8y f dx(x',y') où X est une mesure (positive si l'on veut) sur le 

compact A f x B f , selon : 

(2) <v(y) , x> = / A. x B f<x,x
f><y,y !> dx(x',y') 

le disque compact unité de lfespace L 1(Y,X f) étant décrit lorsque X parcourt 

le disque des mesures de masse totale 1 . 

8 .1 Invariance par transposition. 

Chaque application nucléaire u, élément de L 1(Y IX) définit une forme 

bilinéaire sur X'xY', dite forme bilinéaire nucléaire. Il est clair que la 

permutation de Xf et Y 1 établit sur l'espace B^X'j.Y') de ces formes bilinéaire 

un isomorphisme d'espaces de Banach. Or cette permutation correspond exactement 

à la transposition pour les applications linéaires associées. De sorte que : 

( 9 . 1 . 1 ) Proposition : La transposée d'une application nucléaire est encore 

nucléaire et de même norme nucléaire. 

Ce qui traduit les isomorphismes : L x(Y f,X) = L 1(X f

>Y) = B^X'.Y'). 

Et de même : 

(8.1.2) Proposition : La transposée d'une application intégrale est encore 

une application intégrale. 

Ce qui traduit les isomorphismes : L^Y.X 1) • L 1(X fY
f) « B 1(X fY) 

8.2 Caractère fonctoriel. 

Nous avons affirmé l'existence de bifoncteurs Lx(.,.) et L*(.,.). En fait 

il faut prouver que l'action sur les morphismes est cohérente. Ce qui se fait 

immédiatement à partir des décompositions (l) et (2) : 
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(8.2.1) Proposition : Soient uéL x(Y f ,X) une application nucléaire, VI€L1(YifXj[ ) 

une application intégrale, a : X X et & : Y •+ Y des morphismes 

de B, a 1 : X'x + X' et g* : YJ Y 1 les morphismes de W, transposées 

de a et g» 

Y } — Y ' H-* x — 2 — X l ; Y—S-.- ! ^ Xj -2—*X* 

L'application ti = cuu.S' : YJ Xl est nucléaire et lû ltî  Uufll • 

L'application v = a'.vj.B : Y X f est intégrale et contenue dans 

le disque compact unité de L1(Y,X') lorsque est contenue dans 
l 

le disque compact unité de L (Y ,X'). 

8.3 Application nucléaire-type. 

Désignons par Z eB et j£° = (Zl)'éW les espaces habituels Z^ et jQ. 

Soit de l'application canonique, dite application diagonale : 

d : H + ITNN d(n) = (n,n) 

On lui associe un morphisme 6'deW : 

THx W x w n n,n 

et par transposition un morphisme 6 de B : 

i l rç si n * m 

* w [ 0 si n F m 

Comme HôÇlIi s Hpi, on voit que 5 est un monostrict, donc 5' est un épistrict» 

Désignons par ( e k ) k > 0 la base canonique de Z
1 définie par s (ô^ fc) où 

6n k est le symbole de Kronecker. On sait que l'espace Z^x ̂  s'identifie à 

l'espace Z1 0 Z1 en associant à F » (ç ) l'élément E! ç c «ê f^S^.Par 
n,m/ n,m n,m n m 

* \ ^ 

ailleurs l'application canonique Zl%Zl + ZlQZl étant injective (ce qui signifie 

que Z1 vérifie la propriété d'approximation : cf.9*)> on peut identifier 

Zl^Zl et l'espace Ll{ZT,Zl). Ainsi l'application diagonale d fournit un mono

strict A : Z1 + Ll{jT9l
l). 
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Pout Ç s (Ç ) é£ l, on a A = e $T ce qui donne pour n = ( n )ct : 
n • Ç o n n n ^ * n 

Ain) = ?Ç n ê = ( E n ) = ç.n ç o n n n n n 

Résumons : 

Lemme 1 : Toute suite £ûtl définit une application nucléaire A-6-Lx(£ ,£*) 

par lfégalité A-(n) = Ç.n. L'application A : ll L1(-C*,°,£1) est un 

monostrict. 

Une telle application A~ sera qualifiée d'application nucléaire-type. 

L'intérêt d'une telle application est bien illustré par la proposition suivante. 

(8.3.1) Proposition : Pour toute application nucléaire utL 1(Y ,,X) il existe 

des morphismes a : Z1 X , 6 : Z1 Y et une application nucléaire-

s 

type A- : Z -* Z1 tels que u se factorise en u = a.A-.B'. Récipro-

j quement une application factorisée de cette manière est évidemment 

j nucléaire. 

On sait que u se représente par u = Ev x &T êX 8 Y , où Rx n £l : (y n $1 
o n n n n n 

et v = (v Il suffit alors de définir a et B par : n 
<*(?) = EÇx 6(1) = !f,v 

o n n o n n 

pour vérifier l'égalité : u = ct.A-.B'. 

Factorisation à travers un espace de Hilbert. 

Un espace de Hilbert H (plus généralement un espace de Banach réflexif) 

définit à la fois un objet de tB, noté encore H, et un objet de roté , 

lorsqu'on place sur sa boule unité la topologie affaiblie c(H,H'). 

Par ailleurs, on sait, (Schatten : [3l)5 que H ®" H = L
1(H ,H) (car un 

espace de Hilbert possède la propriété d'approximation).et que H 8 E = L(Ha,E)= 

= K(H,H) OÙ K(H,H) désigne l'espace de Banach des opérateurs compacts de H. 

Cela étant, à toute suite v = (v ) é Z1

9 on peut associer une suite (r ) 
n n 

avec r 4 0, r •* + «, telle que la suite X « (\ ), X = r v , soit encore 
n n u n ' n n n' 
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dans ll. Soit p = (p n ) , P n = l/rn. Alors p é , v = p. X , et Quitte à modifier 

P n 9 o n peut supposer *n^o et |\X|L^1. 

On définit alors les applications : 

T : l2 - ll T(Ç) = (Kn^T) 

On voit que T est un morphisme de 3, que $ est un opérateur hermitien 

dont les valeurs propres p forment une suite de c • Donc $ est compact et 
n o 

$£K(£fC2). Enfin il est clair que A-= *.<(>.ïf » ce qui donne une factorisation 

à travers un espace de Hilbert separable. En revenant à X et Y on obtient : 

(8.3*2) Proposition : Pour toute application nucléaire U É L ^ Y ' J X ) il existe 

! un espace de Hilbert separable H, des morphismes 

r : K + X e t s : H - * Y 

et une application $ eL(H^,H) = K(H,H) tels que u = r.$.s'. 
La situation est résumée par le diagramme conmutatif suivant : 

Y» ~ ^X 

X A \ 

•A* . v 

i H 

8.U. Applications intégrales-type. 

La procédure est analogue, l'ensemble ttî étant remplacé par un compact 

T quelconque. L'application diagonale d : T + T*T , d(t) = (t,t) donne naissance 

à un morphisme 5' de B. 

5' : C(TxT) + C(T) 

et par transposition à un morphisme 6 de W : 

6 : M(T) M(TxT) 

On constate aisément que 6' est un épistrict, donc 5 est un monostrict. 
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Par ailleurs les égalités (7.1.2) 

C (TxT) = L(M(T),C(T)) = C (T) t C (T) 

donnent par dualité : 

M(TxT) = M (T) 0 M (T) = l 4 c ( t ) , m ( t ) ) 

Et, si l'on se souvient que M (TxT) est isomorphe à M (T) Q M (T) en associant 

à toute mesure Л €-M(T T) l'intégrale faible 

'тхТ es® £t Kl*.*) 

on voit que d induit un monostrict A : 

Л : H (T) + L4C (T),M (T)) 

défini par : 

A = Le. 8e. dy(t) , de sorte que, pour fêC(T) : 
У 1 X о 

Ay(f) = J T<f,e t>e t dy(t) = / т f{t)et dy(t) 

On reconnaît dans le dernier membre la mesure f.y. Donc : 

Lemme 2 : toute mesure y«M (T ) définit une application intégrale Д * L 4 c ( T ) ,M (T) ) 

par l'égalité л (f) = f.y. L'application A : M(T) + L1(C(T),M(T)) 

est un monostrict de №. 

Une telle application est dite application intégrale-type. Et l'on peut 

factoriser toute application intégrale à travers une application intégrale-type 

puisque : 

(8.lui) Proposition : Pour toute application intégrale v€L1(Y,X') il existe 

un compact T , des morphismes a : X + C (T) ,& : Y + C ( T ) , et une 

application intégrale-type A^ : C (T) •+ М (Т) tels que v se factorise 

en v = a ' . A ^ . B . Réciproquement une application factorisée de cette 

manière est évidemment intégrale. 

On sait que v est déterminée par la donnée d'une mesure y, positive si 

l'on veut, sur le disque compact T = A ' x B ' , selon : 
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Définissons a et g par : (otx)(x',Y') = < x , x f > 

(EY ) ( x F,Y F) « <Y,Y F> 

Alors : 

<x,a'•A^.By> = /^ax.By dp = <x,vy> ce qui prouve l'égalité 

v = ctf..A . & et termine la démonstration. 
P 

Factorisation à travers un espace de Hubert. 

Supposons y positive et soit X la mesure proportionnelle à y et de 

mesure totale 1. Posons H = L 2(x). Lfinjection canonique í : C(T) H est un 

morphisme, donc sa transposée ï ' : H -> M(T) est un morphisme de W qui 

associe à toute fonction g*H la mesure g.X. Enfin l'application identique 1^ 

de H est contenue dans l'espace L(H,H ) donc aussi $ = y(l).lg. Alors pour 

fé-C(T) on a : (ï'.f.i)ff) = y(l)f.X = f.y ce qui prouve l'égalité JF'.<t>.ï= A^. 

Remarquons encore que si X et Y sont separables le compact T est métri-

sable, ce qui assure que L2(X) est aussi separable. Donc : 

(8.U.2) Proposition : Pour toute application intégrale v€L 1(Y,X f) il existe 

un espace de Hilbert H (separable lorsque X et Y sont separables) 

des morphismes r : X - * H , s : Y - * H , e t une application $ôL(H,H^)f 

qui est d'ailleurs une homothétie, tels que v = r'.$.s. 

Ce qui résume par le diagramme commutâtif : 



52 Espace* jle.Banach~et~duali té. 

8.5. Relations entre applications intégrales et applications nucléaires. 

(8*5.1) Proposition : Soient E,F , X,Y des espaces de Banach, et des applications 

J applications : 

F — S — • Y 1 — * X — • E f 

On suppose u nucléaire, f£l(X,E') et géL(F,Y'). Alors f.u.g est 

intégrale. 

On peut supposer, à une homothétie près, que f et g envoient respective

ment les boules unité de X et F dans les compacts unité de E' et Y 1. L'appli

cation u est définie par u = Zv x ®y É X ̂  Y.Posons f(x ) = a' éE' et 
^ o n n °n n n 

g'(y ) 58 b' eF'. Comme |(x || $1 et jy \\$19 les suites (a') et (b
f) sont con-o v n n n * ./ n » ̂  * n n 

tenues dans les compacts unité A' et B' de E' et F'. Soit maintenant y la 

mesure sur A'xB' définie par y = Ivn

 c

a t ® c^i * D E BASSE totale au plus 
n an n 

égal à Z lvnl • On vérifie que l'application v = f.u.g est justement définie 

par la mesure y, ce qui prouve que v est intégrale. 

Etant donné un espace de Banach X, on peut munir son dual X ? d'une 

structure d'espace de Banach. Pour éviter les confusions nous noterons alors 

par X£ ce dual. On reconnait en l'espace (X£)' le bidual habituel X", qui doit 

donc être lu dans W. Evidemment l'injection canonique j : X + Xt! est un élément 

DE L(X,X'!), ce qui donne le corollaire : 

Corollaire:Pour les mêmes hypothèses l'application u.g : F + X définit une 

J application j.u.g : F Xfî qui est intégrale. 

La .propriété analogue avec les applications nucléaires va s'énoncer ainsi : 
10 

(8 .5 .2) Proposition : Soit Y • X' • E. On suppose v intégrale et 

feL(X',E). Alors l'application f.v se relève en une application 

nucléaire de Y" dans E. 
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On peut supposer v(B) CA'. On sait que f(A F ) est un disque compact de E, 

de sorte qu'il existe une suite (e ) - de E telle que f(A') soit contenue 
n n^l 

dans l'enveloppe disquée fermée ^ ( e

n ) * Soit L le compact de E formé de la 

suite (e ) ̂  , avec e = o . Alors H = F(L) est un disque compact de E et n n^o o 

f(A')cH. Soit maintenant l'espace vectoriel engendré par H dans E, et 

muni de la structure d'espace de Waelbroeck définie par le compact unité H. 

Evidemment l'application f : X' + E se factorise à travers et l'application 
ri 

f : X' E H obtenue est un morphisme de W. Il suit de là que f .v : Y + E F I est 

intégrale et qu'on peut la représenter par un élément z éY' 9 E^, que l'on 

peut, à une homothétie près, supposer contenu dans le compact unité B f 8 H 

de Y' 8 E H. Or on sait que B
? 5" H = F(B' 8 H) et l'égalité K = ?(L) donne 

rapidement B' 8 H = r'(B' 8 L) et même B' 8 H = C(B f 8 L), B étant un disque. 

On est donc ramené à (7.1.B), au corollaire 1 de prop.(3,l), où l'on 

prend pour T le compact B'xL. Ainsi il existe une mesure X sur B'xL, positive 

et de masse 1, telle que , dans Y f 8 Eg, on ait : 

Or B'xL = B'x{en>, de sorte que X est en réalité définie par une 

suite (vn) de mesures positives sur B' de façon que X = Ey 8e .La suite 
« 0 en 

(u (1)) est dans ll car Ey (l) = X(l) = 1. Alors : 
n o n 

Or, on peut écrire / fy
f du = y (l)y! , ou y' <£B'. En résumé z s'écrit, 

n n *n n 
dans Y'8 E f î : 

z = ?y (1) y'8e^ 
o n n n 

ce qui prouve que pour tout y*Y et tout e'*Ef (un tel e' définit bien un élé

ment de (EJJ)K) on a : 
<f.v.y,e'> a |yn(l)<y»y^><en,e'> 
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Posons alors = Vn(l) et v = (v ) -C
1 . La formule précédente montre 

que l'on peut relever f.v en une application : Y ¥ + E définie par : 

00 
y" h- Zv <ytf,y'><e ,e*>qui est nucléaire de façon évidente, w o n " ' vn n ^ * 

Corollaire : Soient E,F , X,Y des espaces de Banach et des applications : 

F' ^—> Y ^—• X' — + E 

On suppose v intégrale, f £L(Xf,E) et géL(F',Y). Alors f.v.g est 

nucléaire. 

Car f.v se relève en une application nucléaire Y" E et manifestement 

g induit une application F' + Y" qui est un morphisme de 

9. La propriété d'approximation. 

Nous ne reprendrons pas en détail le problème d'approximation. Tous 

les résultats connus actuellement se trouvent dans flj. Disons cependant qu'i 

espace Y possède la propriété d'approximation si et seulement, pour tout 

X€lB, le morphisme canonique X ̂  Y •* L(Yf ,X) est injectif, On sait qu'il 

revient au même de dire que, pour tout XéB, le produit tensoriel algébrique 

X 8 Y est dense dans l'espace L(Y',X). 

Cette définition se laisse traiter fonctoriellement. En effet dans les 

diagrammes fonctoriels de ( 6 . 2 ) , transposés l'un de l'autre : 

elle exprime que p est un isomorphisme fonctoriel, ou bien que r est un iso-

morphisme fonctoriel. En suivant tl] on peut donc affirmer : 
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(9.1 ) Théorème (Grothendieck). 

j Les Hypothèses suivantes sur l'espace de Banach Y sont équivalentes : 

| a) ® Y = Lj f 

c) 9 V = 4 

Lorsqu'elles sont vérifiées, on dit que Y possède la propriété 

d'approximat ion. 

Lorsque Y possède la propriété d'approximation le foncteur 8^ possède 

un foncteur L-adjoint, qui n'est autre que 8^,. De même le foncteur S^t possède 

un foncteur L-adjoint qui est 8^. 

En fait ces propriétés se trouvent suffisantes pour entraîner que Y 

possède la propriété d'approximation. 

(9.2) Théorème : Les hypothèses (9ol) sont encore équivalentes aux hypothèses 

suivantes : 

e) Le foncteur 8^ possède un L-adjoint. 

f) Le foncteur 8^, possède un L-adjoint. 

Démontrons l'équivalence de e) et b) c'est-à-dire l'implication e) b). 

Soit F: W un foncteur L-adjoint au foncteur 8 y. Pour XcW et ZeB on a : 

L(F(X)fZ) = L(X, zt Y) 

En prenant X = K, on obtient Z 8 Y - L(F (K),Z), puis, avec Z = K, l'éga

lité Y = [F(K)]H d'où Y' = F(K). Ainsi Z f Y « L(Yf,Z) ce qui prouve l'égalité 

8^ s L y f. On démontrerait de même l'équivalence de f) et d). 

Revenons un instant au cas général où l'on ne fait aucune hypothèse sur 

l'espace de Banach Y. Bien qu'alors le foncteur 8 Y ne possède pas nécessairement 

un L-adjoint, on peut voir qu'il conserve quelques propriétés des foncteurs 
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admettant un L-adjoint. Et de même le foncteur conserve quelques propriétés 

de commutation. En effet : 

(9.3) Proposition : Le foncteur & commute aux monomorphismes , aux monostricts 

et aux puissances finies dans la catégorie B. Le foncteur ® Y f commute 

aux monomorphismes, aux monostricts et aux puissances quelconques 

dans la catégorie W. 

Démonstrat ion.a) 

a) Si u : X Xi est un monomorphisme (resp : strict) de B, le diagramme 

/S 

commutatif : X ® Y » LfY'.X) 

u ® l y L(Y',u) 

X ® Y > L(Y',X ) 

où les lignes sont des monostricts, permet de voir que u®ly est un monomor

phisme (resp : strict). 

b) Soit I un ensemble quelconque. On sait que l'espace de Banach produit 

I 0 3 

K « £j possède la propriété d'approximation. Désignons, provisoirement, pour 

éviter toute confusion, par K le corps K mais lu dans la catégorie W. Alors 

l'espace de Waelbroeck somme directe = (K 1) 1 est tel que, pour XeB, 

l'application canonique : 

X' ® K ( I ) + LdC^X') 

soit un monomorphisme, ce qui prouve que l'application canonique 

K ( I ) « X ^ L(X, K ( I )) 

est aussi un monomorphisme. Par dualité, il en résulte que l'application cono-

nique K 1 ® X + L(X' ,1c1) 

est un épimorphisme ce qui garantit l'égalité : 

K 1 8 X = L(X'5K
Z) « ( K ( I )8 X')*. 
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Supposons maintenant l'ensemble I fini. Puisque £ f commute aux, sommes 

directes finies, on a 1 1 égalité 

K ( l ) ® X' = ( X ' ) ( l ) 

d l ° Ù J * I 

T 8 X = X 

Il suit de là, grâce à 1*associâtivité du produit ®, que 

X 8 ï « (IT 8 X) 8 ï » F « (X 8 ï) • (X ï ï) 

ce qui, pour le foncteur 8̂ » termine la démonstration. 

c) Pour le foncteur 5^, le raisonnement est le même, en permutant les 

catégories IB et Mais comme on sait que 8^ commute aux sommes directes quel

conques de 83, l'hypothèse de finitude pour I n'est pas à retenir. La démons

tration se termine en utilisant l'associativité du produit 8 dans la catégorie 

11, (laquelle se prouve par des arguments évidents de densité). 

Pour aller plus loin et examiner une réciproque il convient de revenir 

sur la notion de bidual. En réalité la correspondance X X" définit un foncteur 

covariant : 

Bid : 03 ->W 

Et lorsqu'on associe à tout espace de Waelbroeck X l'espace de Banach 

obtenu en prenant pour disque unité le compact unité de X, on réalise aussi 

un foncteur covariant : 

Ban : 11 + B 

Cela étant on a : 

( 9 ^ ) Proposition : Le foncteur Bid est adjoint à gauche au foncteur Ban. 

L'égalité Hom(X,y^) = Hom(X",/) provient exxentiellement du fait que tout 

morphisme u : X + est continu pour les topologies faibles o^X') et a(Y9V*)> 

et de la densité de la boule unité de X dans le disque compact unité de X". 
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On peut maintenant prouver : 

(9.5) Théorème : Pour que l'espace de Banach Y possède la propriété d'approxi-

mation il suffit que le foncteur 8^, commute aux produits quelcon 

ques de &7. 

Car alors ® v f commute aux limites gauches dans W. Or la catégorie W est 

localement petite et possède un séparateur K. Un théorème catégorique de 

Freyd-Mitchell (C2], V-3, th. 3.1 et cor 3.2) assure dans, ces conditions, 

l'existence d'un foncteur F : &J V9 adjoint à gauche au foncteur 0^ . On a 

donc, pour X et Z dans V : 

Hom(F(X),Z) = Hom(X,Z I Y') 

En faisant X s Z = K on recueille : 

Hom(F(K),K) = Hom(K,Y') 

d'où il suit l'égalité : 

Hom(K,CF(f()3X) = Hom(K,Y£) 

d'où l'on tire Y£ = [F(K)1* puis F(K) = Y". 

Ainsi, en revenant à Z, on a : 

Hom(Y",Z) = Hom(K,Z 8 Ï ! ) 

ce qui donne encore avec (9.̂ 0 : 

Hom(Y,Zb) = Hom(K,Z f Y') 

Or le premier ensemble n'est autre que le disque (compact) unité de 

l'espace L(Y,Z) et le second coïncide avec le disque (compact) unité de 

Z ® Y'. Les deux espaces de Waelbroeck L(Y,Z) et Z 8 Y' sont donc algébriquement 

identiques, ce qui suffit pour entraîner leur égalité dans la catégorie M 

puisque, de toute façon Z 8 Y' est un sous-espace de L(Y,Z). On a donc prouver 

(car tous les isomorphismes qui interviennent sont fonctoriels) l'égalité des 

m 

foncteurs 0^. et L^, ce qui nous ramène à l'hypothèse d) de (9.1) et termine 

la démonstration. 
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Remarque 1 : Il reste, pour terminer, à poser deux.questions non résolues. 

1 - La commutation du foncteur 8^ aux produits finis de B entraine-t-elle 

que Y possède la propriété d'approximation ? 

Ce qui gêne est évidemment que le théorème cité de Freyd-Mitchell ne 

s'applique pas. 

2 - La commutation du foncteur 8 y f aux produits finis de W (compte tenu 

de la commutation aux puissances quelconques) entraîne-t-elle la commutation 

aux produits quelconques donc que Y possède la propriété d'approximation ? 

Remarque 2 : Il est inutile pour la question 1, de supposer que le foncteur 

® Y commute aux produits quelconques de B pour pouvoir justement appliquer 

le théorème de Freyd-Mitchell. En effet, (et nous aurons ainsi un exemple 

de foncteur B tB admettant un foncteur W W L-adjoint et ne commutant pas 

aux produits quelconques de B, ce qui montrera que la condition de finitude 

du 1er théorème de commutation (3.U.1) est vraiment essentielle) : 

(9.6) Proposition : On suppose que le foncteur © Y , eu le foncteur Lyf , 

commute aux produits quelconques de B. Alors Y est de dimension 

finie. 

Faisons la démonstration avec le foncteur 8^. Alors, avec le théorème 

de Freyâ-Mitchell, ce foncteur admet un adjoint à gauche dans la catégori B, 

soit F : B + B. Ainsi, pour X et Z dans B on a : 

Hom(F(x),Z) = Hom(X,Z 8 Y) 

Et avec X = Z = K on obtient : 

Hom(F(K),K) = Kcm(K,Y). 

Posons E = F(K) eB. Ainsi : 

Hom(K,Y) = Hom(K,E' ) = Eom(K,E£) 

de sorte que Y = E£ • Mais alors avec X = K et Z = E on a : 
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Hom(E,E) = Hom(K, E 0 E£) 

Cette égalité prouve que l'application identique 1 £ est un élément de 

E 0 E£ , en particulier elle est compacte, ce qui assure bien que E, et 

partant Y = E^ , est de dimension finie. 
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