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ANNEAU TILTRE DE GEI_J?AH)(E-‘-)

J. DAZORD

rd

Nous considérons exclusivement des anneaux commutatifs & €lément unité.
Un anneau de Zariski est un anneau nothérien ct-adique dont le radicel est
ouvert. L'étude des algdbres de Gelfand ([1]) nous a permis de constater qu'un
sanneau de Zariski n'est autre qu'un anneau noftherien wt-adique de Gelfand.

D&s lors il nous a paru naturel de rechercher les propriétés des anneaux de
Zoriski qui peuvent €tre étendues aux anneavx d= Gelfand.

Nous nous beornerons aux filtrations linéeires, Nous conviendrons donc
d'appeler anneau filtré la donnée d'un couple (A,(mh)) ol A est un annesu et
@xh)neN une suite décroissante d'idéaux de A constituant une filtration com-
patible avec la structure d'anneau de A, c'esi~d-dire vérifiant les propriétés :

(1)« cLoa, pour tout (n,plex«N
(2) 8y = A

llous savons qu'il existe sur A une topologic et une seule compatible
avec sa structure d'anneau pour laquelle (ah) censtitue un systérme fondamental
(@énombrable) de voisinages de o.

Etent donné deux anneaux Tiltrés (A,(w;)) et (B,(én)), un homomorphisme

h : A—B est dit compatible avec les filtrations de A et B si 1'on a :

h(&h) B, pour tout neX. La catégorie des anneaux filtrés a pour objets les

(%) Cet article fuit_purt‘ed-'un travail de recherche sous lg resporsmbilité de G Maury
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anneaux filtrés et pour morphismes les homomorphismes compatibles avec les
filtrations. La catégorie des anneaux ot-adiques est définie, de facon naturelle,
corme sous~catégorie pleine de la précédente.
(0.1) Proposition : La catégorie des anneaux filtrés est une sous-catégorie
'

de la catégorie des anneaux topologiques. La catégorie des anneaux

ot ~adiques est une sous~catégorie pleine de la catégorie des annesux

topologiques.

En effet, un homomorphisme compatible avec les filtrations est continu.
D'autre part, pour qu'un homomorphisme d'anncaux « -adiques soit continu, il
faut et il suffit qu'il soit compatible avec les filtratioms ([2]).

Nous nous proposons tout d'abord de caractériser les filtrations ce-adiques

parmi les filtrations quelconques.

1. Filtration quelconque et filtration ¢ ~-adique.

I1 est bien connu qu'étant donné un anneau Noethérien o -adique A, un
A-module de type fini E et un sous-module F de E, la topologie o-adique de F,
est induite par la topologie ¢i-adique de E. Plus généralement, &tant donnée
un A-module E et un A-module de type fini E' munis de la filtration ¢t-adique
tout homomorphisme f : E -+ E' est un morphisme strict.

Si la topologie @éfinie par la filtration (OLn) n'est pas la topologie
grossiére, nous supposerons désormais que oL, est un idéal propre. Nous dirons
que la filtration (tnh) est plus fine que la filtration (Bh) si la filtration
(czn) définit sur A une topologie plus fine que (Bh) ; si ces deux topologies
coIncident, nous dirons que les filtrations (ozn) et (Bn) sont équivalentes.
(1.1) Lemme : La filtration o ~adique est plus fine que la filtration (o).

. n . . PP « .
la reletion : @, ¢ ®  s'établit, en effet, immédiatement & partir de la

relation de compatibilité (1).
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(1.2) Lerme : pour que la filtration (amn) soit équivalente d une filtration
¢t —adique il faut et il suffit que le produit de deux idéaux ouverts
de (A,(OLn)) soit un idéal ouvert.,

En effet, si le produit de deux idéaux ouverts de (A, (Obn)) est un idéal
ouvert , 01; est ouvert pour tout neN.

(1.3) Proposition : Soit (A,(cnh)) un anneau filtré. Supposons que pour tout
A-module &, tout A-module de type fini E' et tout homomorphisme
f:E>E', f soit un morphisme strict, E et E' €tant munis des
filtrations déduites de la filtration de A. Alors la filtration
(oun) est équivalente & une filtration ¢i-adique.

Nous prendrons : E' = A , E =1 ol I est un idéal ouvert de A. Soit J un
autre idéal ouvert. Il existe n et p dans N tels que : ¢nth et ¢reJ. De plus,
il existe seN tel que : ot NI :mi)I. Ainsi : IJs OLPID Otsnlsmsﬂ o = ot avec
t = Max(n,s), ce qui démontre la proposition en vertu de (1.2).

Etant donné l'anncau filtré (A, ( 0%1)) nous surions démontré le méme
résultat en formulant ainsi 1'hypothdse : pour tout A-module de type fini E
et tout sous-module F de E la topologie de F définie par la filtration (aLnF)
coincide avec la topologie induite sur F par la topologie de E définie par
la filtration (OLnE).

Dans le cas d'un annceu Noethérien, nous obtenons elors une caractérisation
des filtrations @t -~adiques
(1.4) Proposition : Soit (A,(cmn)) un anneau filtré Noethérien . Les assertions

suivantes sont équivalentes
1 - la filtration (cnn) est &quivalente & une filtration ot-adique.
2 - pour tout A-module E, tout A-module de type fini E' et tout

homororphisme f : E » E' , f est un morphisme strict, E et E' étant
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munis des filtrations déduites de la filtration de A.

2. Anncau linairement topologisé de Gelfend.

Rappelons qu'un anneau linéairement topologisé est un anneau topologique
tel qu'il existe un systdme fondamental de voisinages de O formé 4'idéaux de
A. Un anneau de Gelfand est un anneau topologique A tel que le groupe U des
€léments inversibles de A soit, pour la topologie induite par A, un groupe
(multiplicatif) topologique ouvert dans A. Autrement dit :

(2.1) Définition : On dit qu'un enneau topologique A est un anneau de Gelfand

si
(a) le groupe des &léments inversibles U de A est ouvert,

(b) 1'application : x x-l est continue dans U.
(2:2) Lerme : Soit A un anneau lindairement topologisé dont le radical est
# , le groupe des &léments inversibles U. Les assertions suivantes :
sont Squivalentes :
1 - Mt est ouvert.
2 = U est ouvert.
Soit X5 le systéme fondamentel de voisinages de O qui définit la topologie
linéaire de A, Etant donné un idéal 7€ nous savons que la relation : ot ¢ #L
€quivaut & : 1 +ot «VU, Le lcmme résulte alors du fait que pour que U soit
ouvert, il faut et il suffit que 1 soit intérieur & U.

Dés lors, dens le cas d'un anneau lindairement topologisé A ; il suffit
que U solt ouvert pour que A soit un anneau de Gelfand, ce que 1l'on peut
énoncer
(2.3) Proposition : Soit A un anneau lindairement topologisé de redical

Les aseertions suivantes sont équivalentes :
l « A est un anneau de Gelfand.

2 -~ M, est ouvert.
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Pour tout ote X ,(1+ ) est un voisinage de 1. Il suffit de démontrer le
continuité de l'application : x -+ «* au point 1 et pour cela de considérer
des voisinages ¢ de O inclus dans #L , puisque #..est un voisinage ouvert
de O, La proposition résulte alors de la relation : (l+m,)-lcl + ot (pour
tout idéal cv < ),

Etant donné un annesu filtré (A,(ozn)), il résulte de la relation :
R(Otn) = R(Gll) pour tout neN., (R(OQn) désigne la ragine de 1'idéal @ s
1'8galité se démontre & partir de le relation de compatibilité (1)) que
pour qu'un idéal semi-premier de A soit ouvert, il faut et il suffit qufil
contienne Ay Ainsi :

(2.4) Proposition : Soit (A;(Obh)) un annesu filtré. les sssertions suivantes
sont équivalentes :
1~ A est un anneau de Gelfand.
2. @ em
En perticulier, un enneeu de Zariski n'est autre qu'un anneau Noethérien

Ou~adique de Gelfend.

3. Caractérisation d'un anneau filtré de Gelfand.

llous scvons gue pour qu'un anneau ci-gdique Noethérien A soit un anneau
de Zeriski, il faut et il suffit que tout idéal de A soit fermé. Un &noncé
enalogue ne peut pas €tre obtenu pour un enneau de Gelfand : un tel anneau
n'est, en effet, pas nécessairement séparé (1'idéal (o) n'est alors pas fermé).
C'est en &tudiant les idéaux non partout denses de A que nous pourrons obtenir
une caractérisation d'un anneau de Gelfand.
(3.1) Lemme : Soit (A,(eﬁn)) un anneau filtré, I un idéal de A. Les assertions
suiventes sont &quivalentes :
1 - I est partout dense.

2 -Icet @, sont étrangers.
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En effct, dire que I et ov, sont étreangers, c'est-d~dire que I et R(O!l)

P

1
lec sont. Le lerme résulte alors de la relation : R(cln) = R(”Wl) peur tout
ne¥: et de 1l'expression de l'adhérence de I : adh(T) = Q (T + Otn).
Désormais, lorsque ncus parlercns dfun idéal, il s'agira d'un idéal
distinct de A.
(3.2) Proposition : Soit (A(ccn)) un annegu filtré., Les assertions suivantes
sont &quivalentes :
1 - A est un anneau de Geliand,
2 - Aucun idé€zl de A n'est partout dense.
3 = Avcun id8el maximal de A n'est partout dense.
Soit U le groupe des &léments inversibles de A.
14 2 Soit I mn idéal de A. Nous avons : IcA-U, Comme U est ouvert, nous en
déduisons : adh{I)elrU,

3% 1 Soi maximaux de A, Pour tout jed,

ck
—~
N
’-J
2
H
2
e
[
-}
D
u
0]
n
Fia
u
N
:

ﬁij et ot ne sont pas étrangers, donc : OI.ICJ”Ej. Soit : OLlC"‘R my o= mo,
ce qui d8montre la propcsition en vertu de (2.4).
Notons qufun idfal maximal non partout deunse d'un anneau filtré n'est
pas sculement fermé mais égnmlement ouvert en vertu de (3.1).
suivantes sont €quivalentes :
1 ~ A est un anncau de Zariski.
2 « Aucun idé€al de A n'est partout dense.
Unc autre caractérisation d'un anneau de Zariski A utilisc les A-modules
du type fini. Dans lec cas d'un anneau filtré de Gelfand nous pouvons énoncer :
(3.4) Proposition : Soit (Ag(obn)) un anneau filtré. Les essertions suivantes :

1l = A est un anneau de Gelfand.
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2 = Pour tout A~-module de type fini non nul E, la topologie définic

par la filtration (OLnE) déduite de la filtration de A n'est pes

grossicre.

3 « Pour tout A-module de type fini E, tout sous-module propre F

de E est non partout densec, E &tant muni de le filtration déduite

de A.
1= 2 si la topologie définie par la filtration (oan) était grossiére, nous
aurions : E = OtlE. En vertu de (2.4) et du 1emme de Nakayama, nous aurions
elcrs : E = 0y
2 3 3 la filtration quctient par F de la filtration de E est la filtration
déduite sur E/F par la filtration de & ([3]). D&s lors, Si F &tait pertout
dense, la filtration déduite ( ov, E/F) serait grossiére, E/F n'étant pes nul.
3% 1 cela résulte de (3.2) cn precnant : T = A,

De méme que la proposition (3.2), la proposition (3.4) permet de modifier

1'énoncé des deux caractérisations classiques d'un anneau de Zariski A uti-
lisant les A~modules de type fini.

h, "Gelfandification" d4'un anneau filtré.

Le théoréme suivent permet d'associer & tout anneau filtré non gressier
un anneeu filtré de Gelfand, unique & un iscmorphisme d'anneaux filtrés pres,
par un processus analogue & celui de la Zariskificetion d'un enneau ov-adique.
(k,1) T™éoréme : Soit (A,(Obn)) un anneau noethérien filtré non grossier. Il

existe un annceu filtré (A',( mﬁn)) et un morphisme h : A + A? tels
que :
(2) (A",(e' )) est un anneau de Gelfend.

(b) h est un rorphisme strict.

(c) pour tout mcrphisme u de (A,(cmn)) dans un anneau de Gelfand
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ol jA est l'homomorphisme canonigue ‘jA : A~ .11, ‘;"n désignant le séparé
complété du sous-anneau o de A. Etant donné un anneau filtré séparé et
complet (B,(Bn)) et un homomorphisme d'anneaux filtrés £ : A - B, f est
factorisé de fagon unique par A:f= uojA ol u est un homomorvhisme continu
de 11 dans B. Montrons que u est un homomorphisme d'anneaux filtrés, c'est-d-
dire que le probléme universel qui 4éfinit le séparé complété de 1l'anneau
filtré (A( ozn)) & une solution dans la catégorie des anneaux filtrés.,

Comme f est un homomorphisme d'anneaux filtrés, nous avons :

f(ozn) = u(jA(ot.n))c. B, , pour tout neN.
1

D'ol : (ot Veu™
n

Jp Bn)

. P "l 2 N
u est continu, Bn est fermé, donc u (Bn) est fermé dans A :

D'ol : u(m.n)c'fsn.
(5.1) Proposition : Un anneau filtré séparé et complet est un anneau de
Gelfand.

Soit (A,(Otn)) l'anneau filtré considéré. Comme la topologie de A est
définie par un systéme fondamental dénombrable de voisinages de O et corme
A est séparé, A est métrisable. Nous pouvons prendre comme distance sur A

-n

1'ultramétrique invariante par translation définie par : d(o,x) = 2 = si

xe Gt ~a .. et a(x,y) = a(0,x-y). La topologie -Ozl-adique est plus fine que

la topologie dé&finie par la filtration (dLn), donc séparée : ng.l = 0,
Soit a « o, . Nous avons : 1lim a" = 0. Corme A est un espace ultramétrique
n->+ o Fo
complet, la série de terme général a” est convergente. Soit b = z a”.
n=o0

Nous pouvons écrire :

n
(1-a)b = (1~a) 1im ( 3 &) = 1im ((1-a) }f: aP)
n > +x p:o n -+ +x =0
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n+l n+l

= linm (1~a ) =1~ lim & =1,
n - 4o n > +o

Ainsi pour tout ae o, (1-a) est inversible, ce qui équivaut & écrire :

gL oM,
1

(5.2) Corollaire : Soient (A,(et )) un anneau filtré noethérien, (AS,(mz))

son Gelfandifié., Les séparés complétés de A et Aq sont isomorphes

f

7
\ /

AS désigne le séparé complete de A

s*

Soient (B,(Bn)) un anneau filtré séparé et complet, £ : A = B un homo-
morphisme d'anneaux filtrés. B est un anneau de Gelfand. f est donc factorisé

de fagon unique par Ag i £ =uh ,u étant un homomorphisme d'anneaux filtrés.

A

u est lui-mCme factorisé de facon unique par Ag i us= u'sd A u' étant également

S
un horomorphisme d'anncaux filtrés et j désignant 1'homomorphisme canonique
S

3 T A, A . Ainsi le couple (A » ja oh) est solution du probléme universel
AS S S S A

qui définit le séparé complété de A, ce qui démontre que A et AS sont des

anneaux filtrés isomorphes.

L'homomorphisme j Al A > A permet de munir A d'une structure de A-module.

-~

Nous noterons A® ) le foncteur.ModA dans Mod, qui & tout A~module E associe

le A-module A® AE et a4 tout homcmorphisme u : E + E' associe 1l'homomorphisme
~ . A A . .

lAQu : AoAE +A®AE .

Nous dirons qu'un foncteur F : C-=C' ré&fléchit 1l'objet nul si, étant

donné un objet A de €, la condition F(A) = o entraine : A = O.
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(5.3) Proposition : Si (A,(at.n)) est un anneau filtré de Celfand, le foncteur

Ao, : ModA—-‘ ModA réflechit 1l'objet nul,

Comme le foncteur A®ﬁ. commute aux limites inductives, il suffit de
&
considérer un A-module E de type fini tel que : AQ.AE = 0, Or nous avons la
suite exacte ([L1)
A® E — E — O
A
(si 1'on considére 1'Lomomorphisme canonique 'jE : E » E, E étant muni de la

filtration déduite de la filtration de A, a_ est l'application a-linésire

B
définie par 1'application A~bilindaire (a,x) - ajE(x) de AxE dans f)). Ainsi :
E = 0, donc : adhE(O) = E . Or, A étant un anneau de Gelfand, en vertu de
(3.4), 1e éousmmodule (0) de E ne peut &tre partout dense qu'a la condition
E = 0.
(5.4) Proposition : Soit (A,(ozn)) un anneau filtré de Gelfand. Les assertions
suivantes scnt équivalentes :

1 -} est un A-module plat

A

2 = A est un A-module fiddlement plat.

A

Comme la catégorie IMod.A est sbélienne, pour que le foncteur A9, soit
fidélement exact, il faut et il suffit qu'il réfléchisse l'cbjet nul et soit
exact. La proposition résulte alors de (5.3). .

Nous savons que si Z\. est fidélement plat, l'homomorphisme canonique
jA: A +11 est injectif. A est donc séparé. En particulier, le séparé complété
d'un anneau filtré (A,(cn,n)) n'est pas nécessairement un A-module placg
contrairement & ce qu'on établit dans le cas d'un anneau Noethérien ¢t~adique :

(5.5) Corollaire : Soit (A,( oz,n)) un anneau filtré de Gelfand non séparé.

A n'est pas un A-module plat.
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La proposition qui suit permet de se limiter au cas d'un anneau de
Gelfand pour &tudier la platitude de A, lorsque A est noethérien :
(5.6) Proposition : Soit (As(azn)) un anneau filtréd Noethérien, Ag son
Gelfandifié, A le séperé complété de A. Les assertions suivantes

sont &quivalentes :

1l - A est A-plat,

>

2 - A est AS~plat.

=Y

3 ~ A est A ~fidélement plat.

8

Comme A = AS les assertions 2 et 3 sont équivalentes en vertu de (5.4).

3=1. En effet A est Asnfidélement plat et A, est A=-plat,

S
1= 2,50it (A)S le module de fractions du A-module A défini par S. Comme

A est A-plat, (A) est AsnPlat. Considérons 1l'homomorphisme canonique

jyt A A. Nous savons que (A) ) est isomorphe au Agq-module (A) A(8) ([51),

c'est-d~dire A puisque les €léments de JA(D) sont inversibles dans la A~algébre

~

> 5

g = A, ce qui démontre que A est Asuplat.
Notons, en particulier, que si 1l'anneau filtré (A,(Oln)) est tel que
A est A~plat, le Gelfandifié de A est sépar@.
Etudions, enfin, un anneau filtré (A,(atn)) tel que ﬁ est A-fidélement

Plat .

(5.7) Proposition : Soit (A,(Oln)) un anneeu filtré. Si le séparé complété

R de A est un A-module fidGlement plat, A est un anneau de Gelfand
séparé,
Comme A est fidSlement plat, pour tout idé€al maximal % de A, il existe
un idéal maximel H de A tel que : ML = j;l(ft) ol jj est 1'homomorphisme

canonique jA t A+ A, A 8tant un anneau de CGelfand,# est fermé. Ainsi, tout
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idéal maximal de A est fermé : A est un anneau de Gelfand en vertu de (3.2)

De plus, jA étant injectif, A est séparé.
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