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UNE DEMONSTRATION DUJTHEOREME DE COMPLETODE DE GODEL ' 

Daniel PONASSE 

INTRODUCTION . 

Il existe de nombreuses démonstrations du théorème de GSdel, certaines 

sont de nature uniquement syntactique et sémantique, d'autres utilisent des 

méthodes algébriques et topologiques. C'est une démonstration de ce dernier 

type que nous présentons ici. 

Nous nous placerons uniquement dans le cadre du calcul des prédicats 

restreint du premier ordre, sans égalité. Le langage utilisé comprendra : 

- les individus a 5 b, c,... formant un ensemble I infini 

- les variables x, y, z 5... formant un ensemble X infini 

- les prédicats r^ (p étant le Doids) 
n 

- les connecteurs n A V 3 V 

- les énoncés (ou w.f .f. ne comportant aucune variable libre) 

formant un ensemble E, et comprenant l'ensemble CL des énoncés 

élémentaire du type r^ ^ a g . „. a^ 

- les énoncés démontrables, formant un ensemble T, définis à partir 

d'un système de schémas d1axiomes et de règles de détachement 

classiques. 

Par ailleurs la relation d'équivalence R : A** B*T, permettra de construire 

l'anneau booléïen quotient E/R avec les opérations habituelles ( •désignant 

l'application canonique : 

( » ) Conférence présentée aux journées d'Algèbre et Logique" de la Faculté des Sciences de Clermont -
Ferrand (15-16 janvier 1966). 
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si et = ф(д) et S a Ф(В) T ot = Ф( 1 A) аб = Ф(А/В),... 

Заа = ф(3*[(х/а)АЗ) s Sup (b/a)a 

b 

Les deux notions qui joueront un rôle fondamental sont 

1°) Système déductif complet.(notion syntactique) : toute partie V de E 

telle que : 

a) TcV ф E 

b) V est stable pour la règle de modus païens, c'est-à-dire si 

A*V et A B « V , alors B*V. 

Ces 2 premières propriétés définissant les systèmes déductifs. 

c) V est complet, c'est-à-dire pour tout A«E : AéV ou i AéV . 

On montre qu fil existe des systèmes déductifs complets, qui sont d'ailleurs 

les systèmes déductifs maximaux (pour 1*inclusion)• En outre T est l'intersection 

de tous les systèmes déductifs complets. 

Par passage au quotient, les s.d. et les s.d.c deviennent les filtres 

et les ultrafiltres de E/R. 

2°) Validation . (notion sémantique) rattachée à la notion de système 

de valeurs de vérité : toute application h :(3--*0J = ( o,l) (anneau 

booléien Z/(2)) on montre qu'une telle application h se prolonge 

de façon unique en ÏT : E -*<U, vérifiant : 

h(lA) = !h(A) Ь(АлВ) = h(A)h(B) ... hQx[f Xj) = Sup h(U/x)f*). 
- -1 a 

Une validation est alors un ensemble V. = h (l) de fonction carac-n 
téristique h. 

Le théorème de compatibilité montre alors : 

Si A«T : KtA) = 1 pour tout h (on dit que A est universellement valide) 

Il en résulte que les validations sont des s.d.c particuliers, et elles 
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sent entièrement caractérisées par sept propriétés du type : 

A\B«V^ A*V^ et B€V. 
h h h 

3 x [f X]€V h O il existe a«I : (a/x)fX«Vh 

V x [ f X ] c V h 4* pour tout a€l : (a/x)f X*V h. 

Par passage au quotient, les validations deviennent les ultrafiltres 

validants, c'est-à-dire les ultrafiltres possédant la propriété supplémentaire : 

3aa«tU il existe b tel que (b/a)a*U 

ou Vaa^U il existe b tel que (b/a)a^U 

Le problème de complétude s'énonce alors de la façon suivante : 

Tout énoncé universellement valide est démontrable , c'est-à-dire : 

Si A appartient à toutes les validations, alors AéT • 

CALCULS PRELIMINAIRES • 

Nous allons considérer des notions moins restrictives que celle de 

validation. Soit A un énoncé,I sa base (ensemble fini des individus dont il 

dépend), &€l A » et soit V un s.d.c. Nous dirons que : 

V est (3,A,a)-validant si 3xl(x/a.)£}jV ou s'il existe b tel que (b/a)A*V 

V est (V ,A,a)-validant si Vxr(x/a)/U€V ou s'il existe b tel que (b/a)A^V 

V est (A,a)~validant s'il est à la fois (3,A,a)-validant et (V,A,a)-validant 

V est A-validant s'il est (A,a)-validant pour tout a€l^ 

et si JcE 

V est «Invalidant s'il est A-validant pour tout AeJ. 

Les validations sont donc les s.d.c. E-validants. 

Dans l'anneau quotient E/R nous obtenons les notions correspondantes 

d'ultrafiltres (3 ,a,a)-validant, etc 

Si <r désigne l'application de Stone de E/R dans l'espace booléien dual X 
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(ensemble des ultrafiltres de E/H) : a (a) = {U«X : aeU} . 

L'ensemble des ultrafiltres (3,a,a)~validants est alors : a(i5aa)uU^((b/a)a)j; 
b 

soit IL cet ensemble, c'est un ouvert de X (réunion d'ofs.), en outre il 

est partout dense3 en effet : 

Soit U un ultrafiltre quelconque, supposons qu'il ne soit pas adhérent à 

IL : il existe un of cr(s)c|u tel que Uécr(S), c'est-à-dire 3é:U. 
3aa u 3aa 

Soit b un individu : si (b/a)a ^ o, soit U' un ultrafiltre contenant 

(b/a)ct , donc U'eU , donc BélJ', d'où ifeV* il en résulte : 
J ota * 

(b/a)a^"i8 pour tout b 

d'où 3aasl8, or 3aaeU donc nBeU ce qui est contradictoire. 

En ce qui concerne les ensembles d'ultrafiltres (V,a,a)-validants, 

(a,a)«validants, et a-validants, on a les formules immédiates suivantes : 
1i = U U = U n U U = 0 'U (intersection finie) 
Vaa 3i aa aa 3aa vota a I aa 

a 

L'espace booléien X étant un espace de Baire, il en résulte que tous ces 

ensembles sont des ouverts partout denses„ 

Nous établirons également : 

1er lemme fondamental : JcE . 

Sj(E) : ensemble des sous-énoncés de J, dans E-

Si V est un sdc ST(E)-validant, alors il existe une validation V, J 5 h 

telle que V,OS T(E) = VHS T(E) 
Il o J 

Le principe de la démonstration est le suivant : 

Soit H la fonction caractéristique de V, h sa restriction à Ci et K le 

prolongement à E définissant la validation V, • 
h 

On montre par récurrence sur l'ordre de BeS T(E) : H(B) - H(B) 

« vrai par définition si B « Ct 
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- si B - T C o n a aussi OS T(E) donc H( C) = h(c) d'où H(B) = h(B) 

- si B =3x[fxJ , peur tout a : (a/x)fxeS_(E) donc H((a/x)fx) = hd&Mt^X 

or V étant S (S)-validant : H(B) = 1 il existe a tel que E((a/x)fX) « 1 

<̂ > h(B) = 1 

Corollaire : il y a équivalence entre : 

. J est contenu dans une validation (resp. toute validation) 

. J est contenu dans un sdc Sj(E)-validant (resp. tout sdc 

S^(Einvalidant). 
o 

Ce résultat a été établi pour une partie J quelconque, car il pourra 

ainsi être utilisé par le théorème plus général de Lcvcnheim-Skolem, mais 

pour le théorème de Godel il suffira, de prendre pour J 1*ensemble réduit à 

un énoncé A. 

COMPLETUDE DANS LE CAS DEIÎ0M3RAELE. 

Nous supposons ici que l'ensemble I des individus est dénombrable, par 

suite pour tout énoncé A 5S^(E) sera denombrable % soit S^(E) = {A^}^. 

Dans E/R a= $(A) a = <j>(A ) 

n r n 
O U est partout dense (propriété de Bairc) 
K a n 
donc si AjÉT : o{ia) ^ 0 et il existe U<?c(TCOOP.I^ 

1 n 

soit V = ? (U) c'est un sdc S^ (E)-validant et 7A<sV, c'est-à-dire A^V. Il 

résulte alors du corollaire précédent que A n'est pas universellement valide• 

CO№LETUDE DANS LE CAS GENERAL. 

I est un ensemble quelconque» 

Nous utiliserons alors la notion de sous-logique : soit I une partie 

infinie de I, nous appelerons sous-logique construite sur I* l'ensemble E5* 

des énoncés du calcul des prédicats construits avec I* (avec les mêmes 

variables9prédicats et connecteurs que pour E)* 
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Cet ensemble E X coïncide d'ailleurs avec E(l X) » { AeE : I A

CI*} • 

T* désignera l'ensemble des énonces démontrables de E K et T(I X) = ToE*. 

On vérifie aisément T^cTd*) . 

(L'inclusion inverse, qui est exacte9 résultera du théorème de complétude). 

Si s est une application I I X, pour tout énoncé A<?E on pourra définir 

l'énoncé s(A)é^. 

On a alors : 

2ème lemmc fondamental : soit s une application surjective I I . Si est 

une validation de E X

5 alors s'Hf5* ~ {AcE : s(A)€VH } est une validation 

de E, 

En effet : 

1) si AesV* : s(A)éV36 donc ns(A) = s(iA)fV* : lA^s et réciproquement; 

5) si H x t f ^ s V 6 : s(3xtfXl) = 3x[s(f X)leV K, donc il existe aél* tel 

que (a/x)s(fx)éVK , or s étant surjective : a = s(a'), a'el alors 

(a/x)s(fX) « s((a'/x)fX)£V* donc (a f/x)f^sV , et réciproquement. 

Notons que la fonction caractéristique de s1*/* est H^s. 

La démonstration du théorème général de complétude en résulte : 

Si A est universellement valide, on choisit un domaine dénombrable 

I K ^ I A et une application surjective s : I constante sur I : s(A) = A. 

Alors pour toute validation V3* de E* : A*s 1V 3 € donc AeV* 

A est donc universellement valide dans ET* et d'après le cas dénombrable 

AeT* or T^cTnE* 5 donc AeT e  

Remarque : si BeTnE^ : BéT donc B appartient à toute validation de E, donc 

à toute validation de E X , donc à T*. On a donc l'égalité : T* = ToE*. 
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Remarque : le 2ème lemme fondamental admet une forme atténuée qui est la 

suivante : 

Si s est une application quelconque : I -> I* et si V* est un sdc de E* 

alors s-l V* est un sdc de E, 

La vérification ne présente aucune difficulté. 

Daniel PONASSE 
Professeur à la Faculté des Sciences 
de Lyon 
Département de Mathématiques 
15, quai Claude Bernard. 


