DANIEL PONASSE
Une démonstration du théoreme de complétude de Godel

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1966, tome 3, fascicule 1
,p- 2-8

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1966__3_1_2_0>

© Université de Lyon, 1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathéma-
tiques de Lyon » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1966__3_1_2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Publications du 2
Département de
Mathématiques
Lyon 1966 t.3-1

UNE DEMONSTRATION DU TEEOREME DE COMPLETUDE DE GODE_L_(“)

Daniel PONASSE

INTRODUCTION .

Il existe de nombreuses démonstrationsdu théoréme de Gddel, certaines
sont de nature uniquement syntactique et sémentique, d'autres utilisent des
rméthodes algebriques et topoclogiques. C'est une démonstration de ce dernier
type que nous présentons ieci.

Nous nous placerons uniquement dans le cadre du calcul des prédicats
restreint du premier ordre, sans égalité. Le langege utilisé comprendra :

- les individus &, b, ¢,... formant un ensemble I infini

- les variables x, y, z,... formant un ensemble X infini

~ les prédicats rﬁ (p étant le poids)

- les connecteurs < A v =~ <> 31V

~ les énoncés (ou w.f.f. nc comportant aucune variable libre)
forment un ensemble E, et comprenant l'ensemble QA des énoncés
élémentaire du type rX a, a. ... &

n 172 hol

- les énoncés démontrables, forment un ensemble T, définis & partir
d'un systéme de schémas 4'axiomes et de régles de détachement
classiques.

Par ailleurs la relation d'équivalence R : A +» B«T, permettra de construire

1'anneau bocléien quotient E/R avec les opérations habituelles ( ¢ désignant

1l'application canonique :

() Conférence présentée aux "Journées d'Algabre et Logique" de la Faculté des Sciences de Clermont -
Ferrand (15-16 janvier 1956),
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si o= ¢(A) ct B = $(3) 10 = ¢(74) aB = ¢(AsB),...

#(Ix{(x/a)al) = Sup (b/a)o
b

3 aa

Les deux nctions qui joueront un rdle fondamental sont

1°) Systéme déductif complet.(notion syntactique) : toute partie V de E

telle que :

a) TeV # E

b) V est stable pour la régle de modus paens, c'est~d-dire si
A€V et A —+ BeV, alors BeV,

Ces 2 premiéres propriétés définissant les systémes déductifs.

c) V est complet, c'est-d-dire pour tout A¢E : AeV ou 71 AeV.

On montre qu'il existe des systémes déductifs complets, qui sont d'ailleurs
les systémes d&ductifs maximaux (pour 1l'inclusion). En outre T est l'intersection
de tous les systémes déductifs complets.

Par passage au quotient, les s.d. et les s.d.c. deviennent les filtres
et les wltrafiltres de E/R.

2°) Validation . (notion sémantique) rattachée & la notion de systéme

de valeurs de vérité : toute application h :@+ U ={0,1} (anneau
booléien Z/(2)) on montre qu'une telle application h se prolonge

de fagon unique en R : E > U, vérifiant :

B(74) = 8(A)  A(AAB) = K(An(B) ... R@Ex[’]) = Sup n((a/x)£%).

a

Une validation est alors un ensemble v, = h -l(l) de fonction cerac-

téristique h.
Le théoréme de compatibilité montre alors :

Si A¢T : H(A) = 1 pour tout h (on dit que A cst universellement vaelide)

Il en résulte que les validations sont des s.d.c. particuliers, et elles
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sont entidrement caractérisées par sept propriétés du type :
heV, «» A¢Vh

AABCVh L34 AéVh et BGVh

ss s w0

I x [fx]th <> il existe ael : (a/x)fxevh

v x [foth e pour tout ael : (a/x)ferh .
Par passage eu quotient, les validations deviennent les ultrafiltres
validants, c'est-d-dire les ultrafiltres possédant la propriété supplémentaire :
JaceU =» il existe b tel que (b/a)aeU
ou VeagU = il existe b tel que (b/a)a¢U
Le probleéme de complétude s'énonce alors de la fagon suivante :
Tout énoncé universellement valide est démontrable , c'est-d-dire :

Si A appartient & toutes les validatioms, alors AeT .

CALCULS PRELIMINAIRES .

Nous allons considérer des notions moins restrictives que celle de
validation. Soit A un énoncé,IA sa base (ensemble fini des individus dont il
dépend), ael, , et soit V un s.d.c. Nous dirons que :

V est (3,A,a)-valident si3Ix[(x/a)i]¢V ou s'il existe b tel gue (b/a)Aev

V est (VY ,A,a)-validant si Vx[(x/a)AleV ou s'il existe b tel que (b/a)AdV

V est (A,a)~validant s'il est & la fois (3,A,a)-validant et (¥,A,a)-validant

V est A~-validant s'il est (A,a)-validant pour tout ael,

et si JeE

V est J-validant s'il est A-validant pour tout Ae&J.

Les validations sont donc les s.d.c. E-validants.

Dans 1l'anneau quotient E/R nous obtenons les notions correspondantes

d'ultrafiltres (3,n,a2)~validant, etc.....

§i o désigne l'application de Stone de E/R dans 1l'espace booléien dual X
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(ensemble des ultrafiltres de E/R) : ¢ (a) = {UeX : aeU}.
L'ensemble des ultrafiltres (3,a,a)-validants est alors : o(1xaa)uUo((b/a)a);
soit1laaa cet ensemble, c'est un ouvert de X (réunion d'ofs.), en Zutre il
est partout dense, en effet :

Soit U un ultrafiltre quelconque, supposons qu'il ne soit pas adhérent &
Uy, ¢ 11 existe un of o(S)c[qha,tel que Ueo(B), c'est-d-dire ReU.

Soit b un individu : si (b/a)a # o, soit U' un ultrafiltre contenant
(b/a)a , done utel, ., done BU', d'oll 71U’ il en résulte :

(b/a)ag 18 pour tout b

d'ou 3aa s I8, or JaceU donc -BeU ce qui est contradictoire.

En ce qui concerne les ensembles d'ultrafiltres (VY,a,a)-validants,
(a,a)~validants, et o-validants, on a les formules immédiates suivantes :

uVaa = uama uaa = uaaaanaa 'LLQ= {:Da .u_aa (intersection finie)
L'espace booléien X étant un espace de Daire, il en résulte que tous ces
ensembles sont des ouverts partout 4denses.

Nous établirons également :

ler lemme fondamental : JcE;

SJ(E) : ensemble des sous-€noncés de J, dans E.

Si V est un sde SJ(E)»validant, alors il existe une validation vy,

telle que VhOSJ(E) = S (E)

Le principe de la démonstration est le suivant :
Soit H la fonction caractéristique de V, h sa restriction & et K le

prolongement & L Géfinissant la validation Vi

On montre par récurrence sur 1l'crdre de BESJ(E) : H(B) = £(B)

-~ vral par définition si B¢ @
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-~

- si B = 1Con a aussi CeSJ(E) done H(C) = h(¢) d'ocd H(B) = h(B)
~ si B =3x[f"] , pour tout a : (a/x)fxeSJ(E) done E((a/x)f") = ﬁ((a/x)fxl
or V étant SJ(B)nvalidant : H(B) = 1 ¢ il existe a tel quc H((a/x)fx) =
© h(p) =1
Corollaire : i1 y a &quivalencc entre :
. J est contenu dans une validation (resp. toute validation)

« J est contenu dans un sdc SJ(E)mvalidant (resv. tout sde

SJ(E)uvalidant),

[

e résultet a &té €tablli pour une partie J quelconque, car il pourra

ainsi @tre utilisé par le théorlme plus général de Léverheim-Skolem, mais

pour le théoréme de G&del il suffira de prendre pour J l'enserble réduit i
un énoncé A,

COMPLETUDE DANS LE CAS DENOMBRALLL.

Nous supposons ici que l'enscmbhle I des individus est dénombrable, par

suite pour tout &noncé A,S, (L) sera dénombrable ¢ soit 5, (E) = ‘An}F°

A
Dans E/R o= ¢(A) o, = ¢(A )
N est partout dense (propriété dc Beire)

N o‘n
donc si AET : o(7a) # @ et il existe Uec 7a)nnt&

soit V = (U) c'est un sde 8, (E)’vallda“t et 1AeV, c'est-A-dire AV, T1
résulte alors du corollairc précédent que A n'est pas universellement valide.

COMPLETUDE DAIS LE CAS GLNERAL.

I est un ensemble gquelccnque.

.y - . . S - .
Nous utiliserons alors la notion de sous-logique : soit I une partie

e es . s ¥

infinie dc I, nous appelerons sous-logique construite sur I lfenscmble 158
- - x -~

des &noncés du caleul des prédicats construits evec I (avee les mimes

variables,prédicats et connecteurs que pour E).

1
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X . . *® 3
Cet ensemble B coinecide d'ailleurs avee E(I7) = {AeE : LACI*} .
TK P ¢ . P 2 ns . m{ ¥y _ ¥
désignera l'enscmble des Enoncés démontreblesde E- et T(I7) = ToE .
.o s % ]
On vérifie aisément T cT(I7) .
(L'inclusion inverse, qui est exacte, résultera du théordme de complétude).
. - . 2% .«
Si s est une application I+ I, pour tout énoncé Ae¢E on pourra définir
1'éroncéd s{A)eE™.
On a alors

. . . . . * .
2cme lemme fondamental : soit s une epplicetion surjective I+ IT. Si T est

une validation de EK, alors ElVK = { A€¢E : s(A)eV?E } est une validation

En effet :
1) si AeENE . s(A)eV™ done 1s(a) = s(‘lA)¢Vx : '1A¢§1V* ct réciproquement;
5) si fhc[f‘x]eE';J"\/’i'E : s(3x[£7]) = Ixls(FNeVT, done il existe aeI® tel
que (a/x)s(£%)ev® , or s étent surjective : a = s(a'), a'el alors
(a/x)s(£5) = s((a'/x)£5)ev™ donc (a'/x)f% 5 V" , et réciproquement.
Notons que la fonction caractéristique de glV* est Hfs.
La démenstration du théoréme général de complétude en résulte :
Si A est universellement velide, on choisit un domaine dénombrable
IK:JIA et une application surjective s : I — I constante sur I, : s(A) = A,
Alors pour toute validation v* de 2* : AeEle donc AeV®
A est donc universellement velide dans & et d'aprés le cas dénombrable
AeTﬁ or TeTaE® , donc AeT.
Remarque : si BeTNE™ : BeT donc B eppartient 2 toute validation de E, donc

3 toute validation de E® , donc & T", On a donc 17égalité : T = TaE™,
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Remarque : le 28me lemme fondamental admet une forme atténuée qui est la
suivente
. . . TP *
81 s est une application quelconque : I » I et si V est un sdec de E
=1 %
alors slV est un sdc de E,

La vérification ne présente aucune difficulté.
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