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SUR LE PROBLEME UNIVERSEL (LIBERTE) DES ALGE3RES  

DE BOOLE ET DES ESPACES DE BOOLE PAR RAPPORT AUX ENSEMBLES 

Anne PRELLER 

On se propose de démontrer 1'existence d'algèbres de Boole libres par 

une méthode catégorique, méthode qui permet en même temps de démontrer 

l'existence d'espaces de Boole libres* 

Dans le n° 1 on rappelé : 

a) la définition d'objets libres (par rapport à un foncteur) d'une 

catégorie, 

b) la dualité de la catégorie des algèbres de Boole et de la catégorie 

des espaces de Boole, 

c) que tout epimorphisme des deux catégories est une application 

surjeetive. 

Dans le n° 2 on "construit" les algèbres (espaces) libres en déduisant 

de cette construction quelques unes de leurs propriétés. 

1. Définitions , rappels » 

(l.O) Sauf mention expresse du contraire tout les foncteurs considérés seront 

covariants. Rappelons que pour tout foncteur S : Jk + X il y a équivalence 

entre 

(S) Pour tout objet X de K il existe un objet TX de A et un inorphisne 
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<j> : X S T X tels que pour tout objet A de A l'application f Sf0<f>v 

de Eom(TX,A) dans E o m ( X , S A ) soit une bisection et 

(D) Il existe un foncteur T : X + A tel que pour tout objet A de A il existe 

un morphisme ^ : T S A •> A tel que pour tout objet X de X 1* application 

B + « A o Tg 
it 

de H o m ( X , S A ) dans Hom(TX ,A) soit une bisection. 

Dans ces conditions, on peut toujours supposer que les bisections 

f Sf(y<J)x et g ij; ô Tg sont réciproques l
?une de lfautre. 

Un objet B de A est dit S-libre sur un objet X de X, s Til existe un 

morphisme ^ : X + SB tel que f 3fQ4>x de Hom^(B ,A) dans H O I T L ^ X ^ S A) soit 

une bijection. 

AB désignera la catégorie des algèbres de Boole dont les morphismes 

sont les applications qui conservent la conjonction, la disjonction et le 

complément. On les appellera homomorphisines. 

EB désignera la catégorie des espaces de Boole (espaces compacts totalement 

discontinus) dont les morphismes sont les applications continues, 

1.1 Proposition : EB est équivalente à la catégorie duale de &B. 

Démonstration : Il suffit de définir un foncteur contravariant H de AB 

dans EB qui vérifie : 

1°) Tout espace de Boole X est homéomorphe à un espace A H où A est une 

algèbre de Boole. 

2°) La restriction du foncteur x à Hon^ S ( A,B) est une bijection sur 

Hom E B(B
X , A 3 € ) où A et B sont des objets quelconques de &B. 

Soit donc A une algèbre de Boole, l'ensemble A des homéomorphismes 

de A dans 2 (2 désigne l'ensemble {o,l} considéré soit comme un objet de &B 

soit comme un objet de EB) est fermé dans l'espace de Boole 2 A (muni de la 
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topologie discrètes sur 2). A3* est donc un espace de Boole pour la topologie 

induite appelé espace dual de A. Si f est un homomorphisme de A dans B, 

désignons par f3* l'application continue de B x dans A* qui vérifie f^s) = s 0f 

pour tout seB . Avec ces définitions x est bien un foncteur contravariant 

de &B dans EB. 

1 ° ) Soit X un espace de Boole» le sous-ensemble A des parties à la 

fois ouvertes et fermées de X (appelées ofs) est une sous-algèbre de-p(X), 

appelée algèbre duale de X. L'application <}> de X dans l'espace de Boole A 

définie par : 

cj>(x)(a) « 1*> x<ea pour tout x de X et tout a de A 

est un homéonorphisme. On a donc montré 1 ° ) , 

2°) Soient A une algèbre de Boole, A son espace dual,, A l'algèbre 

duale de A*. L'application i|> de A dans A**3* définie par ^ ( a ) = {x;x€AK 

et x(a) = 1 } pour tout a de A 5 est un isomorphisme, (voirf23 § 18) . Pour 

une application continue a de B K dans A R (B algèbre de Boole quelconque) 

désignons par a la restriction de a à A qui est un homomorphisme de A 

, _3£3€ 

dans B • 

Alors a = ( i j ; " 1 o a H

 6 i ^ ) n 

car pour tout a de A et pour tout y de B K : 

a(y)(a) = 1 « * a(y)c* ( a ) ^ y«aM(*„(a)) 

A x i 

*>Y(1>~I (a*(*A(a)))) = 1 

O ye(*"B o a* o <|»A)(a) = 1 0 a* 0 ^)*(y)(a) = 1 . 

Soit maintenant f un homomorphisme de A dans B, on a 

car pour tout a«A 0 f " 0 * ( a) = ^ (f*"3^{x;xeA* x(a) = l})) 

- ({y;y«B* , fH(y)(a) = l}) = «T* ({y;y*B* ,y(f(a)) = 1}) = f(a) 

Par conséquent, si f et gôHom^U.B), si f* = s* alors f = g . 
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1.2 Proposition : Soit A une scus-algèbre de B, distincte de B, alors il 

existe un homomorphisme de A dans 2 qui possède au moins deux 

extensions distinctes à 3. 

Démonstration : Soit xeB -A, l'ensemble des p^A tels que : fTp>x ou p>x f " 

(xf désigne le complément de x) engendre un filtre F de A. Car 0 = pq où p>x 

et q>x* entraine p^q' donc p<x, contradiction. Soit IL un ultrafiltre de A 

contenant F.\iu{x} etlLu{x'} sont des parties compatibles de B, car 0 - yx 

(r.esp. 0 = y.x') avec y<sUL entraine y'>x (resp. y'>x') donc y'^U, contradic

tion. Il existe deux ultrafiltres U , de B avec \±u{x}ca^ ,Uu{x f}cl^ 

etU^AA = U = TX^rtA. Il suffit de prendre les fonctions caractéristiques 

de ,1^2 et IL respectivement. 

1.2.1 Corollaire : Tout epimorphisme de la catégorieiAB est surjectif. 

1.3 Proposition : Soit X un sous-espace de Boole de l'espace Y, distinct 

de Y. Il existe une application continue de X dans 2 qui possède 

au moins deux extensions à Y distinctes. 

Démonstration : Les ofs de Y séparent les points et les fermés de Y. Il 

existe un of U de Y qui contient X et dont le complémentaire U 1 est non 

vide. Soit l'application identiquement nulle de Y dans 2, f 2 la fonction 

caractéristique de U 1 . ^ et f^ srcnt deux applications continues distinctes 

de Y dans 2 qui coïncident sur X. 

1*3.1 Corollaire : Tout epimorphisme de la catégorie EB est surjectif. 

2. Existence d'algèbres et d?espaces de Boole libres. 

2.0.Désignons par S le foncteur (fidèle) de AB (resp. DSB) dans Ens qui à 

une algèbre (resp. espace) de Boole fait correspondre l'ensemble sous-jacent 
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2.1 Proposition : L'algèbre de Boole T{p} = {o,p,p',l} (resp. l'espace de 

Boole T{p} » {p} ) est S-libre sur 1'ensemble {p}. 

Démonstration : il est clair qu'il faut poser ${^y (p) = P» ^ e reste étant 

évident «. 

2.2.Les catégories &B et EB possèdent des produits directs quelconques, 

donc compte tenu de 1.1, des sommes directes quelconques. (Le produit direct 

de la famille vide n'est pas exclu, car 1'algèbre {o} et l'espace {p} sont 

des objets finaux. Par conséquent, la somme directe de la famille vide est 

l'algèbre 2 dans ZftB et l'espace vide dans EE ). 

2.3 Proposition : Peur tout ensemble X il existe un objet TX de ZRB 

(resp. EB) S~libre sur X. 

Démonstration : Tout ensemble étant une somme directe de l'ensemble {p} , 

cfest une conséquence de 2.2 et du 

2.3.1 Lemme : Soit S un fencteur de A dans X, ( X £)J € J v i n e famille d'objets 

de X telle que 

1) Pour tout iêl, il existe un objet TX^ de S-libre sur X^ 

2) U X.(q.) existe dans X 
• — î i 

3) Li TX.(h.) existe dans Bi, 
i«I 1 1 

alors il existe un objet TiiX̂  de A, S~libre sur UX^ et 

T ( il X.) - U TX. 
i«I 1 iel 1 

En effet, pour tout iél on a Sh. <j>v eHcm(X. ,SiiTX. ), donc il existe 
1 

<)>uX^Hom( X i,SJiTX i) tel que à 0q. = Sh.04>x pour tout iel. 
i i 1 1 * i 

Associons à f€Hom(uTX. ,A) le morphisme Sf 0 <MKcm(liX. , SA) et 
1 

composons cette application avec les trois bijections suivantes : 
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S f j ^ -* f S fo*uX. oHhtl d e H o m ( U X i » ̂  dans TTHOQU., SA) 

( S V u X • Hhél " ( s ( f » h i ^ * x îi«l' l f o h i î d e TTHom(Xi,SA) dans JT Hom(TX^,A) 
i i ié.1 iel 

(tjck.).- —* f de TT Kom(TX. A) dans Hom(JJ TX. À) 
i 1*1 iél 1» l f 

C'est-à-dire, l'application f Sfo<f>uX est rétractable par une bijection 
i 

et, par conséquent est elle-même une bijection. 

2.3.1. Corollaire : Tout objet de AB (resp. EB) est objet quotient d'un 

objet S~libre. 

En effet, S est fidèle (voirCU] 1.2 ) 

2.U. Proposition : Tout objet S-libre de A. (resp. EB) est projectif et 

ufr* c o s épar at eur. 

Démonstration : tout ensemble (non vide) étant projectif et un coséparateur, 

c'est une conséquence de 1.2 et 1.3 et les deux lemmes suivants : 

2.U.1, Lemme : Soit S un foncteur de & dans ÏL vérifiant (D), alors 

1/ Si T est fidèle, alors S conserve les séparateurs. S'il existe 

un objet A de A tel que SA soit un séparateur, alors T est fidèle 

2/ Si S est fidèle, alors T conserve les séparateurs. S'il existe 

un objet X de K tel que TX soit un coséparateur, alors S est fidèle. 

2.U.2 Lemme : soit S un foncteur de A dans X vérifiant (D) alors : 

Si S conserve les épimorphismes, alors T conserve les projectifs. 

Si K possède un coséparateur projectif et si T conserve les pro

jectif s, alors S conserve les épimorphismes. 

Démonstration de 2.U.1, 1/ par exemple. Soient f , g Hom^XjY). Il y a équi

valence entre 

a) 3h«Hom(Y,SA) ho f * hog i 

b) 3 héHom(Y,SA)/ ^ o T ^ o T g , « • dThdPg, 
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c) 3h f£Hom(TÏ,A), h 1 «Tf « h ' . T g 

Si T est fidèle, si A est un séparateur de ZA et si f ^ g, alors il 

existe bien un h^Hom(Y,SA) tel que h 0f ^ h ^ . 

Si SA est un séparateur de X et si f ^ g, alors il existe un h'£Hom(TY,A) 

tel que h'oTf £ h'o^g» d o n c aussi Tf f Tg. 

Démonstration de 2.1*. 2. Supposons que S conserve les épiraorphismes, montrons 

que T conserve les projectifs : soit péHGin^AjB) un êpimorphisme et k^ïïoi^(!rX,B)• 

Par hypothèse, Sp€Hon^(SA,SB) est un êpimorphisme et SkeHoi^(STX,SB) • X étant 

projectif, il existe feHom^XjSA) tel que Sp 0f = Sk Q ^ Il existe hcEom(TX,A) 

tel que f = Sh 0^ x* D'où S(p0h)0<f>x = Sk0<|>x et finalement p 0h = k. 

Sui^xsons que X est un coséparateur projectif de K et que T conserve 

èes projectifs. Soit pcHor^(A,B) un épimorphsime ; si les raorphismes 

6 1 9 % > * H o \ ( S B » Y ) s c n t d i s t i n c t s » i 1 existe fcHoxr^XjSB) tel quegg 1 0f i g 2 of 

car X est un coséparateur. Il existe heHcmA(TX,B) tel que Sl^cL. = f . 

Donc g-̂ oSh o<J>X ï g^oSho^.TX étant projectif, il existe un k dans H O E ^ ( , E X , A ) 

tel que pok = h. Donc g^oSpoSK^<J>x ï g^0 Sp0Sko<j>x et par conséquent 

g^oSp £ g£oSp c'est-à-dire Sp est un êpimorphisme. 

2.H.3 Corollaire : Pour tout objet S-libre TX de AB (repp.EB) 

l'application $ x : X STX est injective. 

Démonstration : par exemple l'ensemble 2 est un séparateur de Ens, donc 

(2.lui, 1/) T est fidèle. 

2.1*.U Corollaire : Un objet de AB (resp. E3) est projectif si et seule

ment si il est le retract d'un objet S-libre. 

2.1*. 5 Corollaire : les algèbres complètes et complètement distributives sont 

injectives dans AB ; les espaces de Cantor sont injectifs dans EB. 

• X 
Démonstration : une telle algèbre est isomorphe à ̂ (X) = 2 pour un certain 
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ensemble X. Or 2 est l'algèbre duale du S-libre TX de EB. De même, l'espace 

de Castor 2 est l'espace dual du S*-libre TX de AB. 

2.5. Proposition : Si TX est une algèbre (resp. espace) S-libre sur l'ensemble 

X, la partie <I>X(X) engendre (resp. est partout dense) dans TX. 

Démonstration : TX est alors aussi S-libre sur ^ ( x ) , c'est donc line 

conséquence de 1.2 et 1 . 3 . 

2.6. Proposition : Si TX = TY, alors Card X = Card Y (valable pouriAB et EB) 

Démonstration : 

y 
- cas &B : l'espace dual de TX est 2 \ Si TX = TY alors on a aussi 

X Y 

2 = 2*. Si X est fini, alors Y aussi et Card(X) = card (Y). Si X est infini, 

X 

alors Y aussi et le cardinal de l'ensemble des ofs de 2 est celui de X. Donc : 

Card(X) = card(TX) = card(TY) = card(Y). 

- cas EB : si TX = TY, alors 1i(X) est isomorphe à *£(Y), les atomes 

de -jô(X) sent en bijection avec les atomes de ^ ( Y ) , c'est-à-dire 

card(X) = card(Y). 

2.7. Remarque : l'espace de Boole libre sur l'ensemble X est le compactifié 

de Stone-Cech g (x) de l'espace discret X. D'abord Ç>(X) est totalement 

discontinu. Il suffit de vérifier que les ofs séparent les points. Scient 

donc x et y s ji(x) , x ï y. Il existe deux ouverts U 1 , U 2 avec 

x^tl^ , y ^ l i 2 , U 1 n l L g = 0 ̂ .a trace de chacun des ces ouverts sur X est 

non vide. 

Soit h le prolongement par continuité à p(X) de la fonction caractéris

tique de ll^n X. L'cf IL = ToT^i {!)) contient x et ne contient pas y. Ensuite 

si Y est un espace de Boole quelconque, à toute application f de l'ensemble 

X dans Y, correspond canoniquement une application continue de l'espace 

discret X dans l'espace compact Y qui se factorise donc par une application 
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continue unique h de p(X) dans Y, c'est-à-dire f » hQ<J>x où <J>X désigne l'in

jection canonique de X dans Ç>(X). 
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