NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

Certificats de mécanique rationnelle

Nouvelles annales de mathématiques 6° série, tome 1
(1925), p. 156-160

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1925 6_1__ 156_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1925, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1925_6_1__156_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 156 —

GERTIFICATS DE MECANIQUE. RATIONNELLE. -

EPREUVE %ioRITE. — Une demi-sphére creuse de poids négligeable et
de rayon r est soudée & une demi-sphére pleine, homogéne, de poids P
et de méme rayon. La sphére ainsi formée est mobile sans frottement .
surun plan.incliné faz'sani l’angle a avec ’horizon.

On supposera que la sphére est abandonnée sans vitesse et que, a
Uinstant initial, le centre de gravité G de la sphére est dans le plan
vertical passant par son cenire de figure O et normal au plan incliné.

On appellera 6 Uangle que fait, a l’instant t, la droite OG avec la
perpendiculgire abaissée de O sur le plan incliné. °

Etudier le mouvement de la sphére. — On demande en particulier :

1° D’exprimer, en fonction de 0, la dérivée %g et la réaction R
de la sphére sur le plan.

2° De dire s'il est possible de choisir la valeur initiale de 8, 8,, de
facon que, au début du mouvement, la sphére remonte le long du
plan incliné.

3° D'examiner le cas ot la valeur initiale de § est trés petite.

InpicaTIONS. — La projection de G sur le plan incliné a un mouvement
uniformément varié ;-on a, d’autre part,

82 (k24 a? sinﬂé) =2gacosa(cosh —cosh,):

On répondra & 2° en évaluant, & l'instant initial, I'accélération de O.

EPREUVE PRATIQUE. — Deua points pesants A et B, de méme poids P,
sont mobiles sur une droite horizontale, l'un A avec frottement (le
coefficient de frottement étant ), U'autre B sans frottement. Ils
sont reliés par un fil élastique de masse négligeable et dont la ten-
. sion est proportionnelle & l’allongement; la longueur naturelle de ce
Jtl (sa tension étant nulle) est 1™; pour un allongement de 1™ la ten-

. P
sion prend la valeur —-:
I

On supposera qu’a U’instant initial la tension du fil est nulle et que
les deux points ont méme vitesse : 2 mjsec dirigée dans le sens AB.

Etudier le mouvement des deux points jusqu'a [linstant t ot la vi-
tesse de A s'annule. Calculer cet instant t. Dire ce que sera le mouve-
ment immédiatement aprés l'instant t.
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On prendra Uaccélération de la pesanteur g = 10 m/sec.

INpICATIONS. — On trouve, pour les abscisses des deux points,
I, 5 1
A+ =1+ 4t — =12, Zp— TpA= - — = COS2¢
2 b 4

et Pinstant ¢, pour lequel A s'immobilise, est 3%, 6o.

. ' (Marseille, novembre 1922.)

C. 33. — EPREUVE THEORIQUE. — Une tige rectilighe AB, homogéne et
pesante, de masse m, de longueur 21, mobile dans Uespace, vient
heurter, par son extrémité A, un plan horizontal fize P.

A Uinstant du choc la tige fait avec le plan P U'angle 0, donné, et
tous les points de la tige ont la méme vitesse donnée v, normale au

plan. On suppose que le choc a lieu entre corps mous : le coef ficient
de restitution e sera donc pris égal & zéro

1° On admet que- le contact de la tige et du plan a. lLeu sans frot-
tement.

Déterminer Uétat des vitesses de la tige aprés le choc.

Discuter- si, dans le mouvement qui suit immédiatement le choc,
Uextrémité de la tige restera, ou non, en contact avec le plan P. Etu-
dier sommairement, dans U'un ou Pautre cas, le mouvement de la tige
Jusqu'au moment ot viendrait a se produire un nouveau choc.

22 Il y a frottement .au contact de la tige et .du plan, le coefficient

de frottement étant f. Déterminer Uétat des vitesses de la tige aprés le
choc.

C. B4.— EPREUVE PRATIQUE. — 1° Condition d'é quzlzb;e d'un fl inex-
tensible, de masse négligeable, qui porte & ses extrémités les points
matériels pesants P ct Py, de masses m et my, et qui repose avec frot-
tement (f =o0,25) sur un cylindre circulaire fire, d'axe horizontal,
en touchant ce cylindre suivant la demi-section droite A;BA,.

2° Les masses.m et my étant égales, et le point Py restant immobile,
on communique & P la vitesse vy normale @ AP (dans le plan du fil).

a. On suppose dabord que le fil ne peut glisser sur le cylindre. Eva-
luer, dans ces conditions, & un instant quelconque, la vitesse du
point P et la tension du fil en P en fonction de langle § du fil avec

la verticale descendante.

b. Le coefficient de frottement au contact du fil et du c_ylind/'e étant
toujours 0,25; dire quelle condition doit- remplir v, pour que, au
moins au début, le mouvement précédent se produise effectivement sans
quwil y ait glissement du fil sur le cylindre.

On donne : r, rayon du cylindre; AP =1 =1"

- (Marseille, juin 1924.)
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LPREUVE THEORIQUE. — Dans un plan ver /ualfxe P, on a une vern—
cale fize Oz et un cercle fize I

1° Mouvement d'un solide homogéne pesant et de révolution dont le
centre de gravité décrit Oz et dont l'axe reste tangent a 1 '

2% Le plan P est animé d’une rotation uniforme de vitesse donnée w
autour de Oz, On se¢ donne la valeur initiale 6y'de Pangle de Uaze
avec Ozy; montrer qu'on peut déterminer la rotation initiale r,
du solide autour de son axe de facon gu'en partant de 0, avec I
et .0y = o, le paramétre 0 reste en équilibre. — Gardant r,, on part de 0,
avec une valeur treés petite 0 ; comment verra-t-on si, dans le mouve-
ment, le paramétre 0 restera ou non trés voisin de 8. — Faire la dis-
tinction effective des valeurs de by d’ apreés cetle propriété dans le cas
ot le cercle T se réduit & un point ?

Indications sur la solution. — Les axes fixes et mobiles d choisir sont
évidents. Pour la premiére partie, on a la liaison

, R—&—lcors(i’ ‘
q:b:o, C:—W’ ql:O,

c’est un pi‘obiéme dans le cas régulier d'intégration visible a priori, car il
admet V'intégrale des forces vives et I'intégrale de rolation autour de 'axe
de révolution. En formant 2G = 2T + 2 U, écrivant les deux intégrales, on
arrive pour 0 a I’équation

[M¢l+R c0§0)2+ Asin%0]02=[h sin® —aMg(R + lcosﬂl)] sin30

dont la discussion ne presente aucune difficulté,

Pour la deuxiéme partie on a ¢’ = w. On est encore dans le cas reguller
d’intégration, mais avee I'intégrale gcncrahsee des forces vives de Painlevé.
On. arrive ainsi &

{M(7 4 Rcosb) -+ Asint0]0'2
=[Aw?sind30+2Crywsinf cosd
+(h— Cry)sind —aMg (R + L cos0)]sin?0 = F(0)sin30.

Pour Yéquilibre de 0, il faut.
F(6)=0, T'(0)=o,

" ces deux équations déterminent i et roy. Pour ces valcurs de & et ry, la
fonction F a 0y comme racine double. Si I'on donne & 0} une valeur qui
n’est plus nulle, on augr'nenteb k, donc aussi la fonction F; il apparaitra

" donc deux racines de part et d’autre de 8, si F était maxima pour 0, et il
n’en apparaitra aucune si I était minima, de sorte qu'il y a stabilité ou
instabilité suivant le signe de F"(6,) pour les valeurs A, ry précécdemment
irouvées.
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EPREUVE PRATIQUE. — Oz et Oz étant deux awxes rectangulaires, on
conslde)e U'aire limitée par les deux lignes

3= (r—2)2, Z=1I.

Cette aire en tournant autour de Oz engendre un solide de révo-
lution quwon suppose homogéne et dont on demande le rayon de gira-'
tion pai rapport ¢ la droite du plan zx,

=2 — 2.

Indications sur la solution. — On calcule ellipsoide d’inertie en O, on
en déduit I'ellipsoide central, d’ott le moment d’inertie par rapport a la
“droite au moyen de ses cosinus directeurs et de sa distance au centre
de gravité. '

(Bordeaux, novembre 1923.) .

Un parallélépipéde. ‘rectangle homogéne, de masse M =12 et de

cotés
1 3 ) : ;
(¢=-7_, bz\/__’ cz\/‘
YO R . 2 : 2

est mobile autour de son centre de gravité Q et n’est soumis & aucune
Jorce. . '

1° Calculer les moments d'inertie A, B, C du solide, relatifs a ses
axes de symétrie Qxyz respectivement paralléles aux cbtés a, b, c,
ainsi que la vitesse angulaire mmale (Poqore) résultant du couple de
percussion <J2, 3, 1) appliqgué au solide en repos.

2° Former et intégrer les équations numériques déterminant les
composantes p, q, r de la vitesse angulaire.

3° L'axe fixe O étant pris en coincidence avec le moment résultant {
des quantités de mouvement par rapport a O, calculer sans intégration’
les deux angles d'Euler b et o en fonction du temps, au moyen des
valeurs de p, g, r précédemment calculées.

§° Calculer le troisieme angle d Euler y en fonction du temps.

NSl

INDICATIONS SUR LA SoLUTION, par M. A. CABANTOUS. — 1° Les momcnts
d’inertie sont : o
A=4, B=3, C =2,

et la rotation initiale a pour composantes

—V/; ;1 r—-'
Po = 4’ qgo=1, }o—‘—2
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2° Les équations classiques d’Euler se réduisent ici a

dp - qr dg 27rp dr _ pq

(1) - =< < =) —_— =
dt 4 o dt 3 dt 2

On vérifie facilement que l'on se trouve dans le cas élémentaire ot la
-polhodie est décomposée en deux coniques. Les équations précédentes

donnent d’ailleurs ‘ .

d’ott en tenant compte des données initiales

I .3 [
2 - =— - (g2 — =r2— -
2 p*- 7 4(q 1) =17 P

—
l‘:p\/}:\/l—-o—g—;

en portant dans la seconde des équations (1), on a aisément .

et enfin

2 - I
q:;/—g—thu, '.=P\./2=c_hZ-

avec

U=¢— (e = const.).

V6
+3° et 4° Il est inutile d’insister sur la méthode qui permet de calculer les
angles d’HEuler (9 et ¢ sans intégration), on trouvera

tango = g ! cosl = !
BPEV 3w _\/gchu’

dy =1 -+ th?u
N QL el it
dt 2+ th*u

et

dont l'intégration est immédiate. .
(Toulouse, juillet 1924.)



