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[M*5, M*3]

CONTOURS VARIABLES INSCRITS A UNE CUBIQUE GAUCHE,
CIRCONSCRITS PAR LES PLANN DE LEURS ANGLES A UNE
SURFACE REGLEE DU TROISIEME ORDRE;

Par M. G. FONTENE.

Si I'on cherche un polygone de n cotés inscrit a une
courbe gauche donnée et circonscrit par les plans de
ses angles a une surface donnée, le probléme est en
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général déterminé; le théoréme que l'on trouvera au
n° 7 a donc un caractére paradoxal.

1. Soit une cubique gauche T donnée par les for-
mules

(1) x = A3, ¥y =A2 3=, t=1.

Considérons les plans b, en nombre doublement
infini, qui coupent la cubique en trois points A, B, C
dont les paramétres «, 3, y vérifient la relation triple-
ment linéaire, symétrique en o ct v,

(2) Aay.B+B(a+7v)B+Bay+CB+C(2+7v)+ D =o0;

I'enveloppe de ces plans est une surface de troisiéme
classe. En effet, soient P et Q deux points de la
cubique; comme le plan & n’a en commun avee la
courbe que les points A, B, G, si 'on considére un
plan & passant par PQ, les points P et Q (dans cct
ordre) sont pour ce plan les points A et B. ou les
points B et A, ou les points extrémes A ct C; la rela-
tion (2) détant triplement linéaire, il existe un seal
plan & passant par PQ tel que P et Q soient A et B
pour ce plan, ... ; Penveloppe du plan & est donc une
surface de troisiéme classe, deux des plans tangents qui
passent par une corde PQ de la cubique étant de méme
nature, le dernier étant d’une nature spéciale (relative-

ment 3 PQ).

2. Cette surface est réglée et contient la cubique.
En effet, si 'on se donne 3, on a entre « et y une
relation involutive ; le point B étant donné, il y a donc
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involution entre A et C sur la cubique, de sorte que
les cordes AC sont les génératrices d’un méme systéme
d’une quadrique passant par la cubique; parmi les géné-
ratrices de 'autre systéme, une passe en B, soit BB';
comme BB/ rencontre les cordes AC relatives au point B,

A

on voit que tout plan mené par BB’ est un plan tangent
a la surface enveloppe considérée, de sorte que cette
droite est une génératrice de cette surface.

3. Il est facile de voir géométriquement que toute
surface réglée du troisieme ordre passant par la cubique
détermine par ses plans tangents trois points A, B, C
de la courbe liés par unc relation de la forme (2). Une
telle surface doil donc dépendre de cinq paramétres,
comme la relation (2), et ¢’est ce que 'on peut vérifier
par le calcul suivant. (Les n° 3 et 4 peuvent étre laissés
de cO1é.)

L’équation d’une surface réglée du troisiéme ordre
est de la forme

(x—fy+gs—ht)(z—1ly+mz—nt)
=k(z—fly+gz—ht)2(x—Uy+mz—n't),;

et cette surface contient la cubique si 'on a identique-

ment
()\3—f7\2+...)2()\’—l)\2+...)

=k — A )= A2, L),
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Il faut d’abord k=1. Si I'on désigne par a, b, c,
a, B, 1,4, ¥, ¢, ... les racines des quatre polynomes
en A, on doit avoir

A—a)2R—=0)ph—c)rP—a)—=F)A—1)
=A=aP2R =020 —=cPA =)A= A=)

oun ne peut pas supposer a=a’, b=">5', c=c, ..., et
il faut prendre

A =v'=b, 2=y =70, a = a, ¢'=c, p'=28;
les quatre polynomes en A sont donc. en remplagant 3
par d,

A=b)(X—pr+gq), A=20 —d),

(A 6)(R2—ph+gq), (A—=56)2(XA—d);

Péquation de la surface est, avee cing parametres,

[z = (b+p)y+ (bp + q)z —bg.t]?
X[z — (26" +d)y + (b2+2b'd)z — b2d.t]
=[z—('+ply+(p-+q)z—bqg.t}
X | —(2b+d)y +(b2+2bd)z — b2d.t]=o.

4. Si 'on veut pousser le calcul jusqu’a la rela-
tion (2), on observera qu’'une génératrice de la surface
est, avec les premiéres notations,

x—fy+gs —ht =0 —fy+g'z—~'t),
02 —1ly +mz—nt)= v—Uy+mz—n't;

elle s’appuie sur la cubique en un point B dont le para-
meétre B est donné par la relation

B—b=06(B—20);
les équations de la génératrice deviennent

(B—b) (e—fy+rgzs—ht)=(b—b) (x—fy-g z—I1),
B—brp(z—ly+mzs—nt)=P—b'2(x—1l'y+~mz—n"t);
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en tenant compte des valeurs de f, g, ..., on obtient.
aprés suppression du facteur b — &/,

z—B+ply+(pB+qg)zs—qB.t=o,
(28— (b+ )]z
—[282+2dP —2bb'—d(b+ b))y
+[(b+ b +2d)B2—20b'B—2bb'd]z
—d[(b+b)p2—2bb' 3]t = 0.

On aura alors la relation entre les parametres «, 3,y
des points A, B, C, déterminés sur la cubique par un
plan tangenl a la surface, en écrivant que le plan

x—(a+y+B)y+(Pr+By+ay)z—ayp.t =0

contient la droite précédente. Comme il contient déja
le point B, de coordonnées 3, 82, 3, 1, il suffira
d’écrire que sa trace sur le plan z = o contient la trace
de la droite sur le méme plan; on a ainsi la relation

I a+y+B ayP
' B+p b
28— (b+10") 2082+ 2dB dfib + b")p2— 20603

—abb' —d(b =)

Divisant la derniére colonne par 8, et retranchant
de la seconde la premiére multipliée par 3, on a

1 1+"{ 1‘Y
! P q
2B—(b+b) (2d+b+b)p  d[(b+b)B—2bb)
—abb'—d(b+b)

= 0,

cette relation est triplement linéaire en a, 83, v, symé-
trique en a et y.
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1I.

5. Nous établirons maintenant le fait suivant :

Lemme. — Les n équations

'

a—2fBcosh+ vy =k,
B—naycosh—+¢8 =k,
Y —20cosh—+e =k,

(3) . ,

t—2acosh+P3=4FK

se réduisen! & n — 2 équations distinctes si [’on prend

2kw
n

(4) h = .
Ajoutons les n — 2 premiéres équations multipliées
respe(-tivvment par les quantités

sink, sinah, sin3h, ..., sin(n—2)h;
B disparait; v, o, . . ., o disparaissent en vertu de I'iden-
tité

sin(p —1)h —2sinph cosh +sin(p +1)h =o0;

on obtient
ms +nt+asinh =k'

avec
m = —sin(n—1)h,  n=sin(n—2)h,
. nh . (n—3)h
an‘—Sln—_
K=ksinh—+k 2

. h

sin —

2

Cette équation sera identique a la (n—1)i¥me des
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équations données (multipliée par sink) si 'on a

m =sinh, ou sin(n —1)h+sink =o,
. nh (n—2)h
ou sin — ¢0§ ———— = 0;
2 2
n =—2sinhkcosh, ou sin(n — 2)h +sinah = o,
. nh n—4)h
ou sm~——cos(——4)- =o0;
2 2
. . nh . (n—3)h
k' = ksinh, ou sm—sm(——) =o0;
2 2

en écartant la solution étrangére b = (2k + 1)x, qui se
présente pour n impair, on a la solution véritable

. nh 2kw
sin— = o, h=—.
2 n

6. Tutorkme. — Les n équations

AaPy +BB(a+y)+Bay+CB+C(a+y)+D=o,
ARYS + By (L 0) 4 it =o,
(5) By

........................................ st ee ey

triplement linéaires, semi-symétriques, se reduisent
a n— 2 équations distinctes sous une condition
unique.

Elles renferment alors quatre paramétres arbitraires.
On passe, en effet, des équations (3) aux équa-
tions (5) par la substitution

a= P24 g PPEq
ra' 4+ s rp+s

ce ey

el inversement.
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III.

7. TutorkMe. — Sous UNE CONDITION UNIQUE, il
existe en nombre doublement infini des contours
polygonaux de n cétes ABC ... T, inscrits & une
cubigue gauche T, et tels que les plans a, b, c, ..., t
de leurs angles soient tangents & une surface réglée
de troisiéme classe, donc de troisiéme ordre, passant
par la cubique; par chaque point B de la courbe passe
une genératrice BB' de la surface, et les plans ABC,
en nombre simplement infini, qui passent en B con-
tiennent la droite BB'.

La cubique étant donnée, la surface dépend de quatre
parameétres.

Considérons un contour polygonalde ncorés ABC...T,
inscrit a la cubique (1), et supposons que les valeurs a,
B, Y+ -+, T du paramétre A aux sommets de ce contour
sont assujetties a véritier les n relations (3), dans le
cas ou ces relalions se réduisent a n — 2 relations
distinctes; le contour est variable avec deux para-
métres, el, d’aprés ce qu'on a vu au début, I'enve-
loppe des plans a, b, ¢, ..., t des angles du contour
est une surface réglée de troisieme ordre passant par
la cubique.

Je rappelle que la diagonale AC, par exemple, ren-
contre la génératrice BB'.

Inversement, la cubique étant toujours donnée, la
surface réglee du troisieme ordre qui passe par la
cubique est seulement astreinte a vériier une condi-
tion de fermeture, variable avec le nombre n des c6tés
du contour, et cette surface dépend alors de quatre para-
meétres.
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Iv.

8. Jai montré précédemment qu’il peut exister en
nombre doublement infini des tétraédres, des octaédres,
des icosaédres inscrits a une cubique gauche et circon-
scrits 4 une quadrique.

Avec des tétraédres, on a des contours quadrangu-
laires ABCD, ABDC, ACBD, inscrits 4 une cubique
gauche et circonscrits a une quadrique, avec deux para-
metres.

Avec des octaédres, les diagonales étant AA', BB/,
CC/, si 'on supprimc par exemple les six arétes BC,
CA, AB et B'C/, C'A/, A’B’, on a des conlours hexago-
naux AB'CA’B(C/, etc.

Avec des icosaédres, les diagonales étant OO, AA/, ...
EE/, si 'on supprime les vingt arétes OA, ..., OE,
OA, ..., UE, AB, ..., EA, A'B, ..., EA/, on a
des contours décagonaux AD'BE'CA’DB'EC, ete.

Hors de ces cas singuliers, si un contour polygonal
doublement variable est inscrit 2 une cubique gauche,
je ne crois pas qu’il puisse étre circonscrit & une qua-
drique par les plans de ses angles. En eflet, toute
corde BC de la cubique fait partie d’au, moins un
contour ABCDE. .. de Vespéce indiquée, ce qui donne
au moins deux plans ABC, BCD, passant par BC et
tangents a 'enveloppe des plans des angles du contour;
en outre, il existe au moins un contour ...BMC...
pour lequel les sommets B et C sont séparés par un
autrc; donc, 4 moins que le point M ne soit A ou D,
I'enveloppe est au moins de troisiéme classe. Or il ne
semble pas que M puisse étre A ou D si le contour
n’est pas emprunté a un polyédre a faces triangulaires,
inscrit a la cubique et circonscrit a la quadrique.




