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[L*17ex]
SUR L’EXTENSION DU THEOREME DES POLYGONES DE

PONCELET A L'ESPACE, PAR DES POLYEDRES DE
GENRE un (%):

Par M. G. FONTENE.

I.

1. Appelons polyédre homogéne un polyeédre dont
toutes les faces ont le méme nombre x de cotés, dont
tous les sommets ont le méme nombre y d’arétes. Un
polyédre homogéne de genre un donne lieu aux trois
relations

F+S= A,

Fz=Sy=2A

homogénes par rapport aux trois quantités F, S et A.
L’élimination de ces trois quantités donne

+ — =1 ou (x—2)(y —2)=4.

RIw
e

On peut donc avoir

(1) r = §, ry=a4 avec F =8,
(2) xr =3, y==6 avec F =28,
(2" y =13, z=6 avec S =2F,

les deux derniers cas étant corrélatifs 1’un de 'autre.

(1) La premiére idée de 'emploi de polyédres de genre un pour
l’objet indiqué ici s'est présentée au cours d’une conversation avec
M. R. Bricard.
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2. Parmiles polyédres (1), on peut citer des polyédres
4 un trou ou polyédres torigues (voir la figure ci-des-
sous), dont les faces sont des quadrilatéres assemblés
4 par 4 autour de chaque sommet. Si p est le nombre
des sommets sur un contour tel que ABCD..., et
si g est le nombre des sommets sur un contour tel
que AA'A”A” .., le nombre des sommels ou des

faces est pg. Le plus simple de ces polyedres corres-
pond a p=3, g =3, il a g sommets et g faces.

3. Les polyedres (2) ont pour faces des triangles
assemblés 6 par 6 autour de chaque sommet (sommets
hexaedres). Le plus simple de ces polygones correspond
aS=r-.

On se donne a volonté les sommets 1,2, ..., 7. On
a les arétes en joignant chaque sommet aux six autres.
Pour former les 14 faces, on se rappelle (theorie des
systémes triples) que sept objets 1, 2, ..., 7 donnent
hieu a sept tiiades, deux objets pris a volonte faisaut
partie d’une triade et d’une seule; un tel sysieme triple
donnera donc 7 faces, chacune de 21 arétes apparte-
nant a Vune de ces faces ; au moyen de deux systémes
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triples, on aura les 14 faces, chaque aréte étant commune

a deux faces ('). On prendra par exemple

124, 235, 346, 457, 561 672, 713

/

et
134, 245, 356, 367, 571, 612, 723.

On peut encore, pour former ces faces, écrire cy-
cliquement

I, 2, 3, 4 5, 6, 7, 1, 2, ...y I, 2, ..., 7,
barrer de trois en trois, ce qui donne
l’ ')'7 ‘/'7 57 77 I, 37 4’ 6’ 7’ 2’ 3’ 5) 6’
et les 14 faces donnent la chaine fermée
124, 245, 457, 571, 713, ..., 612,
On peut enfin considérer les 7 téraédres
1234, 2345, ..., 6712, 7123;

chacune des faces 123, 234, ..., 712 est commune a
deux tétraédres voisins; en supprimant ces faces, il
reste les 14 faces du potyédre torique.

Cette construction a éié indiquée par Mobius, qui
parait s'étre occupé le premier de polyeédres de
genre un (*).

II1.

4. De combien de paramétres dépendent les polyédres
considérés? Les sommels donneraient licu a 3§ para-
meétres, si les faces étaient nécessaircment des triangles;

(*) Ce mode de formation des faces m’a été indiqué par M. Bri-
card.

(%) Voir ’'Ouvrage de M. Max BRUCKNER ( Vielecke und Viel-
Slache, p. 221. Leipzig, 1900).
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mais il faut défalquer x — 3 paramétres pour chaque
face lorsque les faces ont x c6tés; le nombre des para-
métres restants est
38 — F(x—3)

ou
3(F+8)—a2(F+38)

ou
F+5S (1)

Si donc le polyédre doit étre circonscrit & une qua-
dratique et inscrit a une autre, ce qui forme F + S con-
ditions, il est déterminé, au moins en apparence. Il y a
lieu de se demander si la recherche d’un tel polyédre
n’est pas un probléme susceptible d’indétermination.

5. Considérons les deux quadriques de révolution

(%) a(x+ y2)+cz2 +d = o,
(29 a'(z*+ y2)+c'z2+amz+d =o,

et un polyédre torique circonscrit a la premiére et
inscrit a la seconde. Nous supposerons que les poly-
gones ABC..., A’B'C’..., ... sont des polygones régu-
liers, situés dans des plans paralléles au plan des xy,
ayant leurs cotés paralléles, et dont les centres sont sur
I'axe des z. Le plan des zz étant supposé perpendicu-
laire aux arétes AB, A’B/, ..., en leurs milicux M,
M/, ..., on a dans ce plan un polygone de g coiés,
MM'.. ., circonscrit a la conique

(S) y=o0, axt*+czi+d=o.

(') Ce nombre, exact pour les polyédres (2) et (2'), est un
minimum dans le cas des polyédres (1). Il a, en effet, été obtenu
en écrivant que le fait, pour chaque face, d’étre plane, impose
F (4 — 3) = F conditions. Or il est parfaitement possible que ces
conditions ne soient pas indépendantes. Voir la note suivante.
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Les points AA'. .. sont sur la conique obtenue eu cou-

pant la quadrique ¥’ par le plan
y=x t,ang"t
P
et les points MM'. .. sout sur la conique
1 — [T , T ' ’
(S8 y=o, a'x sec-;+cz2+2mz+d:o.
Les deux coniques S et S sont lides par une relation
invariante puisqu’il existe un polygone de ¢ cotés cir-
conscrit a P'une et inscrit a autre; les deux qua-
driques 3 et X' sont donc aussi liées par une relation

invariante, ce qui confirme la prévision du n° 4.

6. Soit, par exemple, p =3, ¢ =3. On a, a cause

de p =3,
(S) ax? +czt+d = o,
(S") ja'x?+c' s+ a2mz+d' =o.

La condition de fermeture pour g = 3 est celle-ci :
p q
I’équation en A relative aux deux coniques étant formée
d’apreés I'équation
AS+8'= o,

la somme des racines carrées des racines de cette équa-
tion doit étre nulle. L’une des valeurs de X est d’ailleurs

et les deux autres sont données par I’équation
(3) (Ac+c)Y(Ad+d')y—mr=o0:

en désignant par A’ et A/ les racines de cette équation
8 p q
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on doit donc avoir

—+ /NN =o.

Or, si 'on forme I’équation en X relative aux deux
quadriques
(2) ax? + ay? —cz2 +d =o,
=) art+ayr+czt+omz+d =o,
d’aprés I'équation
AS =3 = o,
deux des racines ont pour valeur commune

'

—a

A=h=

>

et les deux autres )y et X, ont les valeurs désignées
plus haut par ¥ et X", La condition de fermeture est
donc ict :

‘/—_4— \/)“Z \/)‘3 /——07

ce résultat est de nature & donner confiance dans
les wues exposées ici pour Uextension wvéritable du
théoréme des poly gones de Poncelet a l'espace ().

7. Soit encore p =4, ¢ = 4. On a, a cause de p = 4,
(S) ax? +c32 +d = o,
(8") 2a'x2+c'2+2mz+d' =o.
La condition de fermeture pour ¢ =4 est que, dans
I'équation en A formée comme il est dit plus haut,

(') Le polyédre considéré ici dépend de 19 et non de 18 para-
métres, comme le montre la considération des triangles ABC,
A'B’'C’', A"B"C". Le probléme qui se pose a son sujet semble donc
étre, a priori, un probléme simplemenl indéterminé; il se trouve
étre, dans le cas considéré, un probléme impossible ou doublement
indéterminé.
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I'une des racines soit égale a la somme des deux autres.

L’une des valeurs de A est ici

'
—2a
)\=
a

b

et les deux autres sont données par I'équation (3); on
doit donc avoir, soit

,
2a

—2% v,
a

soit

2a'

—_— == (N — 2"
a
En conservant les notations du n° 6 la condition de
Jermeture est donc ici, soit
) M+ Ag= A3+ Ay,
soit
)\1+ )\2=i ()\3——)\5);

méme observation qu’a la fin du numéro précédent.
8. Le temps me manque pour pousser la question

plus loin; je souhaite que d'autres fassent ce que je ne
puis faire.



