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[Illb]

SUR LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS
OU SO\T DÉRIVÉES DE L'INTUITION DE L'ESPACE;

PAU M. H. MINKOWSKJ.

(Traduit de l'allemand, avec l'autorisation de l'auteur,
par M. L. IAUGEL.)

Extrait des Mathematical Papers read at the international
Mathematical Congress held in connection with the world's Co-
lumbian Exposition Chicago 189.3 (New-York, Macmillan and C°,
1896).

Dans la théorie des nombres, comme dans chacun des
autres domaines de l'Analyse, la découverte a lieu fré-
quemment au moyen de considérations géométriques,
tandis qu'ensuite les vérifications analytiques sont peut-
être seules communiquées. Par cela même, je ne serais
pas en état d'épuiser mon thème, et ce n'est du reste
pas mon dessein. Je me propose ici seulement de par-
ler de cette configuration géométrique qui a avec les
nombres entiers la relation la plus simple, je veux dire
\a réseau des nombres. Par ceci, un système quelconque
de coordonnées cartésiennes x,jr, z étant choisi dans l'es-
pace, on doit entendre l'ensemble de tous les points x ,
y, z pour lesquels .r, aussi bien que y et que z sont des
nombres entiers. Pour faciliter l'intuition, on supposera
que x, y, z sont des coordonnées rectangulaires habi-
tuelles.

Ainsi on a l'habitude d'employer une figure qui se
présente comme découpée dans le réseau des nombres
dans la démonstration de la règle de la multiplication :
(ab)c = a(bc). Je citerai aussi, pour plus de détails,
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les importantes relations relatives à la fonction (') E (x)

que Dirichlet (Crelle, t. 47, Sur un problème relatif
à la division) a obtenues par des méthodes géomé-
triques.

Mais je veux cependant m'en tenir ici aux questions
où la notion de l'infini joue un rôle, c'est-à-dire où le
réseau complet, et non simplement des découpures de
ce dernier, est pris en considération.

Ce qui suit est la reproduction, en leurs parties prin-
cipales, de quelques résultats de mon livre, Géométrie
des nombres (1896', Teubner)} je remarque, à ce propos,
que dans mon livre la restriction aux systèmes de trois
nombres entiers n'a pas lieu.

I. La notion la plus importante en corrélation avec
le réseau des nombres, c'est celle du volume d'an corps ;
cette notion fournit alors plus tard les principes pour la
définition de l'intégrale triple. Prenons chaque point du
réseau des nombres pour centre d'un cube à faces paral-
lèles aux plans des coordonnées et d'arête égale à 1. Avec
chaque cube, on doit toujours aussi compter l'encadre-
ment qui le délimite. On obtient ainsi une configura-
tion ÎN de cubes qui remplit l'espace sans lacunes, et
chaque cube n'a aucun point intérieur en commun avec
un autre. Soit maintenant un ensemble de points quel-
conque désigné par K, réparti tout entier sur un nombre
fini de cubes de N. Dilatons cet ensemble K à partir
d un point quelconque p de l'espace dans toutes les di-
rections et suivant un rapport quelconque û : 1. Ainsi
de K l'on déduira Ko- Soit alors a& le nombre de tous
ceux des cubes de N où chaque point est un point inté-
rieuf\àe Ko, et soit //£> le nombre de tous les cubes de N

i1) Traduit par IIoucl dans le Journal de Liouville, t. I. p 'i~i.



qui contiennent toujours au moins un point de K^. Cela
posé, ainsi que l'a démontré M. Jordan (Journ. de
Math., 4e sér., t. VIII, p. 77-, 1892), pour Q croissant
indéfiniment, Q~3a[i et Q~3/^y convergent toujours cha-
cun vers des limites respectives déterminées A et U,
indépendamment de p ; A et U sont dits les volumes
intérieur et extérieur de K. On parlera simplement
du volume de K lorsqu'on a A = [1.

II. Maintenant les propriétés plus profondes du ré-
seau des nombres dépendent d'une généralisation de la
définition de la longueur d'une ligne droite, généralisa-
tion où l'on conserve seulement celte condition que
dans un triangle la somme de deux côtés n'est jamais
inférieure au troisième côté.

Concevons une fonction S(ab) de deux points va-
riables a vt b quelconques, ne jouissant d'abord que des
propiiélés suivantes :

i° S(ab) doit toujours être positif lorsque b est difï'é-
rent de a, et nul lorsque b et a sont identiques ; i° si
a, b, c, d désignent quatre points parmi lesquels b est
dillerent de a et entre lesquels a lieu la relation
d — c = t(b — <i)it étant positif, 011 doit alors toujours
avoir S(cd)= tS(ab). Cette relation doit être inter-
prétée dans le sens du calcul barycentrique et signifie
(jue les droites cd d ab ont même direction et que leurs
longueurs (au sens ordinaire du mol) sont dans le rap-
poit de / : 1. Pour distinguer du mot longueur dans son
acception usuelle, on peut donner à S(ab) le nom de
distance radiale de a à b (Stralildistanz).

Soit o l'origine } évidemment toutes les valeursS(aft)
sont bien déterminées, pourvu que l'ensemble des
points u soit donné pour lesquels S ( o « ) ^ i . Cet en-
semble de points sera dit le corps étalon (Aicli körper)
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des dis lances radiales. A ce corps en toute direction, à

partir de o doit appartenir une droite issue de o de lon-

gueur finie, non évanouissante.

Maintenant ensuite, lorsque pour trois points quel-

conques a, b, c, on a toujours

('S) S(ac)lS(flrô)H-S(6c),

les distances radiales seront dites concordances (ein hei-

lig). En ce cas, leur corps étalon jouit de cette propriété

que, pour deux points quelconques u. v en ce corps, le

segment de droite uv tout entier appartient h ce corps $

et, d'autre part, tout corps dont l'encadrement n'est

nulle part concave et à l'intérieur duquel se trouve

l'origine est corps étalon pour certaines distances ra-

diales concordantes.

Par JL(ab) l'on désignera la moitié de l'arête du cube

aux faces parallèles aux plans des coordonnées qui a

pour centre a et dont l'encadrement passe par b. Les

E(aZ>) peuvent être regardées comme les S(ab) concor-

dantes les plus simples. J'ai exposé analytiquement la

résolution complète des conditions fonctionnelles (i),

('^), (3) dans le premier Cliapilre de mon livre, Géo-

métrie des nombres. La condition (3) a, en particulier,

cette conséquence que la fonction S(ab) est toujours

une fonction continue des coordonnées de a et b, et

ensuite qu'il se présente deux grandeurs positives g

et G telles que l'on ait

pour tous les a et &, et enfin que le corps étalon possède

un vQlume déterminé I. La signification de g et G est

évidemment la suivante : le cube FJ(OU)S7T est tout



entier renfermé dans le corps étalon et ce dernier, de

son côté, l'est tout entier dans le cube E (ou) 5-: — •

Les distances radiales S(ab) seront diles réversibles

wechselseitig) lorsqu'on a toujours

(4) S(ba)=S(ab).

Ceci a lieu au seul et unique cas où le corps étalon

a l'origine pour centre.

III. Il existe évidemment, dans le réseau des nombres,

des points r pour lesquels E (or) = i.

Dans l'hypothèse de distances radiales concordantes

quelconques S(ab) Ton aura alors pour ces points r du

réseau S(o/)£G. Maintenant cette dernière condition

ne peut, en général, être remplie que par des points r
p

tels que l 'on ait S ( o / ' ) ^ - > et cette condition de plus
o

n'est certainement remplie que par un nombre fini de

points du réseau.

On reconnaît maintenant que, parmi toutes les dis-

tances radiales qui vont de o à tous les autres points du

réseau, il en existe nécessairement une à valeur déter-

minée minima M et qui sera toujours £G.

Si l'on construit alors, pour un premier point quel-

conque a du réseau, le corps S(au)^£M, et pour un

autre point quelconque c de ce réseau le corps S(uc)^^J\l,

ces deux corps, par suite de (3), n'ont aucun point

intérieur en commun. Si l'on suppose, de plus, que

les distances radiales sont aussi réversibles, le second

corps est identique à S(cw)^^M, et, par conséquent,

alors les différents corps S(au)£{M relatifs aux diffé-

rents points a du réseau des nombres s ont en commun

au plus des points de leurs encadrements.

Soit maintenant Ü un nombre entier quelconque po-



sitif et pair, et construisons les corps en question pour
tous les (Q -f- i)3 points.

il
x, y, z = o dz i zb 2 àz. . . zfc - •,

renfermés dans le cube E (au) £ - •
X } — 'X

De S(an)< - M < - G Ton conclut E (au) < - - et

par suite tous ces corps seront renfermés dans le cube

E (au)< - ( Q H ) dont le volume est ( Q ~+~ -Y •
1 ~ 'A Si \ SI

Maintenant, comme tous ces corps se confondent tout

au plus en des points de leurs encadrements cl (ju'ils sont

chacun de volume ( — ) J, on en conclut l'inégalité

Main tenant M et I représentent des grandeurs déter-
minées et 0 peut être pris aussi grand que Ton veut,
d'où l'on conclut

• ^ • • -

II doit donc par conséquent exister au moins un
point q du réseau, différent de o, pour lequel on ait

Le théorème aiiisi obtenu, sur les corps à centre dont
les surfaces limites ne sont nulle part concaves, me
semble être l'un des plus féconds de toute la théorie des
nombres. Inspiré par l'étude des travaux de Diriclilet et
ceux de M. Henni te, sur les formes quadratiques (C relie,
t. 40, p. àoe) et 291), je l'avais trouvé d'abord pour l'el-
lipsoïde; mais un plus grand intérêt encore s'attache aux



conséquences que fournit ce théorème relativement aux
formes linéaires; j'en expliquerai quelques-unes dans
les § IV et V cjui suivent.

Dans l'expression (5), le signe égal ne se présente que

lorsque les corps S (au)^ - M, relatifs aux différents

points a du réseau, remplissent l'espace sans lacunes. En
ce cas, avant tout, l'encadrement complet du corps
étalon doit être formé par un nombre fini de plans,
nombre qui ne surpasse pas 2 (a3 — 1); en eflel, chaque
paroi plane de S (au) ~ M, doit renfermer au moins un
point du réseau x} y, z, et pour de tels points du réseau
situés sur deux parois non symétriques par rapport ào,
^05 nombres x , y, z ne peuvent jamais donner des rési-
dus égaux pour le module 2, de même que pour aucun de
ces points l'on ne peut avoir non plus xfy9 z = o, o, o
(mod. 2). Par exemple le signe égal ne se présente
jamais dans (5) pour un octaèdre.

IV. Soient £, ?i, Ç trois formes linéaires en x^y, z,
à déterminant D différent de zéro; supposons-les ou
bien toutes les trois réelles, ou bien \ réelle, et r\ et Ç
deux formes à coefficients imaginaires conjugués; enfin,
soit p une grandeur quelconque réelle. Le corps K^,
défini par

(6)
3

représente alors, pourvu que p^i-, un corps dont la
surface n'est nulle part concave. Pour le volume \p de
ce corps, on trouve

3 PT(I + -

lP = J.3 I I) I ' ^ ? ~



ou bien

W V />
Ton reconnaît enfin que pour un corps K^, lorsque p
est fini, le signe égal ne se présente jamais dans (5).
On obtient ainsi ce théorème.

Lorsque p > i, il existe toujours des nombres entiers
x, y, x, qui ne sont pas tous nuls et pour lesquels on a

Pour .r, y, z constants, le premier membre de l'ex-
pression (6) décroit d'une manière continue avec p pour
toutes les valeurs />^o, si l'on n'a pas | \ \ = \ rt \ = | Ç |,
cas où cette expression serait indépendante de p (il en
est du resle encore de; même pour les valeurs négatives
de py lorsque aucune des grandeurs ] ç ] , | Y4 | , ] Ç | n'est
nulle). Par conséquent, chaque corps ¥^p sera con-
tenu daus tous les autres de ces corps d'indice p

plus petit et par suite - et Â  croissent d'une manière

continue avec p } p o u r / 7 = oc, ")A converge respective-

ment vers i7 -• Pour p = ce K^ se transforme en le

parallélépipède — i 5 ? = i ? — i S. ~r\ = Ï , — i ~ K>= i ; ou en
le cylindre obliquera base elliptique — i 5£^ i, Y)2 -\-'Cl

2 ̂ i \
K, au contraire représente un octaèdre ou les deux
nappes d'un cône. Enfin pour p = o la fonction au pre-
mier membre de (6) couverge vers la moyenne géomé-
trique ^ | Ç Tj Ç |, en sorte que Ton peut ajouter encore
le théorèfne suivant :

II existe toujours des nombres entiers, qui ne sont



pas tous nuls et pour lesquels on a |?7iÇ| < À J | D | et
par conséquent a forlioii <C | D|.

Ces théorèmes et leurs analogues, pour n formes li-
néaires à n variables, sont particulièrement susceptibles
d'application dans la théorie des nombres algébriques,
à la démonstration des théorèmes de Dirichlet sur les
unités complexes et du théorème que le nombre des
classes d'idéaux est fini, ils ont permis pour la première
fois d'établir cette importante proposition que le discri-
minant de tout corps de nombres algébriques est divi-
sible par au moins un nombre premier.

V. Soient a et b deux grandeurs réelles quelconques
et t une grandeur quelconque > i. L'application des
théorèmes du n° 111 au parallélépipède

[ 1 x — azSi

nous fait voir qu'il existe toujours des nombres .r, y, z,
pour lesquels

o<z<t*, \x\—az\<\, \y — bz\<\-
t* <3

Ce résultat, mais seulement au cas de valeurs entières
de /, avait été déjà trouvé par Kronecker (Berichte
d. Berlin. ^4kad., 1884, p« io^3), au moyen de ce
principe trivial en apparence, et néanmoins extraordi-
n ai rement fécond [voir DIRICHLET, Généralisation d'un
théorème de la Théorie des fractions continues,
{Œuvres)^. I, p. 636] que, lorsqu'un certain nombre de
systèmes de grandeurs se distribuent eu un nombre plus
petit de domaines, deux au moins de ces systèmes doivent
forcément être compris en un seul et même domaine.
C'est là un exemple du petit nombre de cas où ce prin-
cipe, plus simple, permet de tirer des conclusions essen-



tiellement pareilles à celles données par le théorème
arithmétique du § III.

La considération de l'octaèdre

(en supposant t^'d) montre l'existence de nombres en-

tiers x , y, z, pour lesquels les deux expressions des

- j y tandis qu'en

même temps z > 05 on trouve alors encore pour de tels
nombres

' A '̂  — ^ < _'i_.
•3 2"

Ces propositions nous indiquent une voie par laquelle
les résultats de la théorie des fractions continues sont
susceptibles d'être généralisées avec succès.

VI. Si l'on considère des S(ab) quelconques concor-
dantes et réversibles, 011 aperçoit que 23 est la plus
petite limite supérieure pour M3I. Si ion s'en tient à la
considération de distances radiales S(ab) dont les corps
étalons sont transformés d'un seul corps donné quel-
conque par l'effet de toutes les transformations homogra-
phiques possibles, l'origine restant fixe, on trouvera
toujours dans celte classe restreinte de fonctions S (ah)
des fonctions telles quel on ait

La démonstration de ce théorème nécessite une étude
arithmétique de la théorie du groupe continu de toutes
les transformations linéaires.

Finalement on peut ajouter que l'inégalité M 3 I l 2 \
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relative aux corps dont les surfaces à centre ne sont
nulle part concaves, est susceptible encore d'une géné-
ralisation essentielle des plus remarquables, mais que je
ne considérerai pas ici.


