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SUR LA STROPHOIDE;
Par M. Enrioue VALDES.

Le relevé de quelques erreurs contenues dans le tra-
vail de M. Balitrand (Nouvelles Annales, novembre
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1893) nous a conduit 4 rassembler dans cette Note
quelques-unes des propriétés de la strophoide; I'étude
de cette courbe sera simplifiée par la connaissance de
ses points remarquables.

En prenant pour origine le point double D, pour axe
des y la paralléle A a P'asymptote réelle et pour axe
des x la perpendiculaire a cette asymptote, I’équation
de la strophoide est

3+ xyt— ar?—2bxy + ay?=o,

et, pour abréger, nous écrirons ¢? au lieu de a2+ 52.

1. L’asymptote réclle a pour équation

r+a=o.

2. Les asymptotes isotropes
x —+ ty = a + bi,
r— iy =a—>bi
se coupent en un point réel qui est le foyer singulier F
de la strophoide; son vecteur (droite qui joint ce point
a l'origine) a pour équation
br —ay = o,

ct ses coordonnées sont a ct b.

3. Les coordonnées du foyer singulier vérifient 1'é-
quation de la strophoide, d’ou

Tutorime. — La strophoide passe par le fover sin-
gulier.

4. L’asymptote réelle rencontre la strophoide en un
point & dont le vecteur a pour équation

ax + by = o,

. a?
et dont les coordonnées sont — a et 7
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Pour obtenir le point s, il suffit donc de joindre D
aF et d’élever en D & DF la perpendiculaire qui ren-
contre I’asymptote réelle au point s (fig. 1).

g
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D’autre part, on sait que les points de section d’une
cubique sont trois points en ligne droite; donc, puisque
deux de ces points sont confondus en I (les asymptotes
isotropes y passent toutes deux ainsi que la strophoide),
on voit que la dioite oF est tangente a la strophoide au
point F'; on a donc ces théorémes :

Tutorime. — L’asymptote réelle et le Sfoyer singu-
lier sont équidistants de la droite A.

Tutorime. — La droite cF qui joint le point de
section au foyer singulier est vue du point double
sous un angle droit et est tangente a la strophoide au
Sfoyer singulier.

5. Le cercle circonscrit au triangle asymptotique a
pour équation
(xr —a3+(y—0b)=o

(c’est le foyer singulier); il rencontre I’asymptote réelle
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en deux points imaginaires conjugués, ct les tangentes
en ces points ont pour équations

z+ty =a + b, rz—iy=a—bi

(ce sont les asymptotes isotropes); les symédianes du
triangle, issues de ces points, sont donc ces mémes
asymptotes isotropes et, puisque celles-ci se rencontrent
au foyer singulier, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant, déja énoncé sous une forme plus générale

(Nouvelles Annales, juin 1892):

Tutorime. — Le point de Lemoine du triangle
asymptotique de la strophoide coincide avec son foyer
singulier.

6. Les coordonnées x = a, y = o vérifient I’équation
de la strophoide; d’ou

Tutorkme. — La strophoide passe par le "point ®,
projection du foyer singulier sur la perpendiculaire
abaissée du point double sur Pasymptote réelle.

7. Latangente au point ® a pour équation

ar —2by — a?= o;

clle rencontre Iasymptote réelle aupoint dont 'ordon-

. a? y s
née est — +; d’ou

Tutorkme. — La tangente au point ®et la droite s ®
Jont des angles égaux avec la droite D®.

8. Le tangentiel de ® cst un point 7, dont le vecteur

a pour équation
.’E(l)2+ C?')——al]}’ = 0;

d’autre part, la tangente au point de section & a pour
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équation (fig. 2)
a(ar+30%)x + 203y + a?c?= o,

Fig. 2.

T

o

et I’équation du vecteur du tangentiel de ce point est
(b2+c)x — aby = o;
par suite, on a le théoréme suivant :

Tratoreme. — Les points s et ® ont le méme tangen-
tiel ~.

9. Soit ¢’ le syméirique de o par rapport au point
double; le triangle isoscéle o F o’ ( fig. 2) montre que DF
est la bissectrice de sI's’, que D3 est la bissectrice
de asF et que
c?,

eF =d¢'F = 7



( 248 )
le cercle de centre F et de rayon ¢F a donc pour équa-
tion
a?c?

b2

224+yr—oaxr —2by — =o.
Les vecteurs des points communs a ce cercle et a la
strophoide ont pour équation

(242 )2 [a(b2+ )22+ 2b3zy — ab2y?] = o,

ce qui nous fait savoir en premier lieu que ce cercle est
tangent a la strophoide en chacun des points cycliques.
Si maintenant nous divisons

a(b2+ c?)x2+ 2b3zy — ab?y?

par ax + by vecteur de o, nous obtenons pour quo-
tient

(b2 + )z — aby,
que nous reconnaissons &tre le vecteur du point 7. On
a donc le théoréme suivant :

Tutorkme. — Le cercle qui a pour centre le foyer
singulier de la strophoide et pour rayon la distance
de ce point au point de section est tangent a la stro-
phoide en chacun des points cycliques et passe par le
tangenliel communaceta®.

De la la détermination du point =.
Ce cercle rencontre la droite x = a en deux points
dont les ordonnées sont
a? b2+ c?
— — et

b b

— )
Tun est ¢, 'autre 7' est situé sur le vecteur de <.

10. Le carré de la distance du point double a la
. at . , .
droite o® est ————: c’est aussi le carré de la distance
: at+ 2562
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du point double a la droite sz. D est donc le centre du
cercle inscrit dans le triangle st ®.

11. Le cercle de centre F et de rayon FD a pour
équation
z?+ y2—2ax —2by =o.

Il rencontre la droite x = a en deux points A et A’
p
(fig-3), dont les ordonnées sont b==c et la droite

y =~5 en deux points B et B’ dont les abscisses sont
a* c.

Les droites DA et DA’ ont pour équation
ar®+ 2bxy — ay?= o,
ce sont donc les tangentes au point double, et puisque
;arcDA:cﬁ)\A:d)/D\A:

Tatorime. — Les tangentes au point double sont
les bissectrices de I’angle ® Dz et de l'angle F DA.

Les droites DB et DB’ ont pour équation
br2—oaxy —by?-=[bxr —(a-+c)y}[br —(a—c)y}=o.

Elles sont rectangulaires et rencontrent la strophoide
en deux points T et T" dont les coordonnées sont

xr =

r =—2~a$,

‘ _C'bc T'<<
e Tl

cTa

T

Cc — (L.

On remarque que les tangentes en ces points sont pa-
ralleles a Pasymplote réelle, que la droite TT', dont
PPéquation est

ar -+ by —c?=o,
passe par le foyer singulier et est perpendiculaire &4 DF,
enfin que
TN
J2~ arc DB '=¢ DT'= & DT;
Ann. de Mathemat., 3° série, t. XIIT (Juillet 18q4%). 19
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d’out
Tutorkme. — La droite qui joint les points ol la

Fig. 3.
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tangente est paralléle a ’asymptote réelle passe par
le foyer singulier, est perpendiculaire a DF et est vue
du point double sous un angle droit.

Tatorime. — Les droites DT et DT’ sont également
inclinées sur les tangentes au point double; elles ren-

contrent ’asymptote réelle en deux points dont o est
le milieu.

(La seconde partie de ce théoréme est due a M. S.
Lattés, R. M. S., décembre 1892.)

12. L’angle o< ® double de ¢77 a pour mesure arcs?
ct est égal a angle s F+'; par suite

Tutorime. — Les quatre points F, o, =, ® sont sur

un cercle.

13. Toute parallétle x =7 a Vasymptote réelle ren-
contre la strophoide en deux points & distance finie dont
les coefficients vectoriels sont les racines de I'équation

(A +a)t?—2bt -k —a=o;
ils satisfont a la relation
btyta—a(ty+ t)—b =o;

d’on

Tutorkme. — Les vecteurs des points d’intersection
de la strophoide avec une paralléle a A sont égale-
ment inclinés sur DT et DT' et, par suite, sur les tan-
gentes au point double.

Nous appellerons deux tels points : points corres-
pondants.

14. Les sept points D, I', o, =, ®, T, T étant main-
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tenant déterminés, nous allons aborder la trés intéres-
sante étude de M. Balitrand.
Prenons pour nouvel axe des x la tangente DA’ et
pour nouvel axe des y la tangente DA, de telle sorte
que la nouvelle équation de la strophoide est

(22 -+ y2) '1* ?t£+ ce—b —2cxy =0
wy ve Y 2c ’

ct le nouveau coeflicient angulaire d'une droite

. ¢c+b6/am—b-+c
c—b\am—b—c¢

Ainsi les coefficients vectoriels de

Ax F. 3, <, D, T, T,

’

qui étaient

b a b2 — 2 b 12
R - -7 - - ] 0, et —_
ooa’ b’ ab a+c¢ a—c’
deviennent
1 1
—C, G, —-(n — (3, o I, —1I

¢ c+b
cnposan (—-—-—() = .

15. En considérant les points d’intersection de la stro-
phoide avec une droite, on obticnt la proposition sui-
vante :

Le produit des coefficients vectoriels de trois points
collinéaires est constant et égal au coefficient angu-
laire de I’ asymptote véelle

titat;=—C (p- 432, relation 10).
Réciproquement :

Lorsque le produit des coefficients vectoriels de trois
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points de la strophoide est — C, ces trois points sont
collinéaires.

Car, si par ¢, et t, on fait passer la droite ¢,t,, qui
rencontre de nouveau la strophoide en ¢, on doit avoir

ttot =— CG; dou
t;;:t.

Ces deux propositions conduisent aux suivantes :

Lorsque deux points de la strophoide sont corres-
pondants, le produit de leurs coefficients vectoriels
est égal a 1.

Lorsque le prodwt des coefficients wectoriels de
deux points de la strophoide est égal a 1, ces deux
points sont correspondants.

Lorsque deux points de la strophoide sont en ligne
droite avec le foyer singulier, leurs vecteurs sont rec-
tangulaires.

Lorsque les vecteurs de deux points de la strophoide
sont rectangulaires, ces deux points sont en ligne
droite avec le foyer singulier.

Lorsque deux points de la strophoide sont en ligne
droite avec s, 7, ®, T ou 1", le produit de leurs coeffi-

. N 1 ~ N
cients vectoriels est C2, rrida C2, — C ou C.

Lorsque le produit des coefficients vectoriels de

deux points de la strophoide est C2, (]I’E’ —C2, —C

ou C, ces deux points sont en ligne droite avec s, =,

®, TouT.

16. En considérant les points d’intersection non cy-
cliques de la strophoide avec un ceccle, on obtient la
proposition suivante :

Tutorkme. — Le produit des coefficients vectoriels
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de quatre points concycliques est constant et égal au
carré du coefficient angulaire de Uasymptote réelle

titytst, = G2 (p. 431, rectification de la relation 7).
Réciproquement :

Lorsque le produit des coefficients wvectoriels de
quatre points de la strophoide est C2, ces quatre points
sont concycli(/ues.

Car, si par les trois points ¢,, ¢,, ¢; on fait passer le
cercle ¢,2,¢; qui rencontre de nouveau la strophoide
en t, on doit avoir t,t,t3t = C2; d’ont

-

De méme que précédemment, ces deux propositions
conduiscnt aux suivantes :

Lorsque trois points de la strophoide sont concy-
cligues avec F, 5, =, ®, T ou T', le produit de leurs

. . I
coefficients wvectoriels est C, — C3, — o C3, C? ou

—Cz
Lorsque le produit des coefficients vectoriels de trois

. " N ~ 1 ~
points de la strophoide est C. — C3, — =, C?, C2 ou
’ /J b C )

— G2, ces trois points sont concycliques avec F, o, =,

®,TouTl.

Tatoreme. — Lorsque quatre points sont concy cli-
ques, si par chaque couple on fait passer un cercle,
les deux cercles obtenus rencontrent la strophoide en
quatre nouveawy points qui sont conc) cli(/ues (p. 437,
1°" théaréme).
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7. PoINTS CORRESPONDANTS.

Tutorkme. — Lorsque quatre points sont concy-
cliques, les collinéaires de chaque couple sont des
points correspondants.

Car, de t,tytyt, = C2, t,t,8, =— C, t3t,8,=— C,
on déduit
0192: I.

Toutes les démonstrations étant a peu pres iden-
tiques, nous ne ferons qu’énoncer les théorémes sui-
vants :

Tutoreme. — Lorsqu'un cercle passe par le point
double, la tangente au cercle en ce point passe par le
correspondant ou collinéaire des deux autres points
d’intersection de la strophoide avec le cercle.

TrtorkMe. — Lorsqu’un cercle passe par un point
et par le tangentiel de ce point, il rencontre la stro-
phoide en deux autres points qui sont en ligne droite
avec le correspondant du premier.

Tratorime. — Lorsqu’un cercle passe par deux
points collinéaires avec s, il rencontre la strophoide
en deux points correspondants.

En particulier :

Lorsqu’un cercle passe par ¥ et o, ses deux autres
points d’intersection avec la strophoide sont en ligne
droite avec .

Lorsqu’un cercle passe par F et T', ses deux autres
points d’intersection avec la strophoide sont en ligne
droite avec T.
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Lorsqu’un cercle passe par o et =, il rencontre la
strophoide en deux points correspondants.
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Lorsqu’un cercle passe par T et T', il rencontre lu



(257)
strophoide en deux autres points qui sont en ligne
droite avec ®.

(Les réciproques de ces propositions sont vraies. )

Tutoneme. — Lorsqu’'un cercle passe par ¥, les tan-
gentiels des trois autres points d’intersection avec la
strophoide sont en ligne droite.

Trtoreme. — Lorsqu’un cercle passe par ¥ et T, les
tangentiels des deux autres points d’intersection avec
la strophoide sont deux points correspondants.

18. CERCLES TANGENTS.

TatorkvMe. — Lorsqu’un cercle est tangent a la stro-
phoide, les deux autres poinis d’intersection sont en
ligne droite avec le correspondant du collinéaire du
point de contact.

Tutorkme. — Lorsqu’un cercle est tangent a la
strophoide en ¥, il rencontre la courbe en deux autres
points (]u[ sont corl’(fsponrlants.

Tutorimr. — Lorsqu’'un cercle est tangent & la stro-
phoide en F et passe par T, il est tangent en'T ; inver-
sement, s'il est tangent en T et passe par F, il est tan-
gent en F. (De méme pour T'.)

Tatorime. — Lorsqu'un cercle passe par deux
points collinéaires avec s et par T, il est tangent en T
(et de méme pour T’).

Tutorime. — Lorsqu’un cercle est tangent en F,
les tangentiels des deux points d’intersection sont en
ligne droite avec .
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19 CERCLES OSCULATEURS.

Lorsque trois des points communs a la strophoide et
a un cercle se confondent en M, le cercle est osculateur
en ce point.

Sit et 1, sontles coefficients vecloriels du point d’os-
culation et du quatriéme point d’intersection, on a

3¢, = C2,

Le collinéaire de ¢ ct ¢, et le tangentie} de ¢ étant cor-
respondants, on a la construction suivante du cercle os-
culateur en un point M de la strophoide.

Mener latangenie en Metdéterminerletangentiel P
de M, déterminer le correspondant P' de P, mener P'M,
qui rencontre la strophoide en N, enfin tracer le cercle
tangent en M a MP et passant par N.

Au point double, il y a deux cercles osculateurs :
lun

22— yt— zaf[(bﬁ'—c):v—ay] =o0
tangent a DA, l'autre
2+ 2 %;[(b —c)x—ay]l=o

tangent ¢ DA’
Le cercle osculatewr en F passe par ®.

20. Considérons trois points en ligne droite sur la
strophoide, de telle sorte que 2, ¢,¢, = — G; les cercles
osculateurs en ces points rencontrent la strophoide en
trois autres points (9,), (0,), (4;), etl'ona

£20,= 02, 120,=C%  136,= (2,
d’ou
8,6,6,= — C3.
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Si donc a ces trois derniers points on adjoint fe

point = <94:——— %) , on obtient la relation

61020305: C2;
de la ce théoréme :

Tutorkwe. — Les cercles osculateurs en trois points
collinéaires rencontrent la strophoide en trois autres
points concycliques avec o.

921. CERCLES TANGENTS.

Soient ¢, et 1, les cocfficients vectoriels des points de
contact.
De t212 = C*, on déduit le théoréme suivant :

Tutorevr. — La corde de contact d’un cercle bi-
tangent la strophoide passe par Uun des points T

ouT' (fig. 4).

22. PoiNTs coNJUGUES.

Deux droites issues du point double ct également in-
clinées sur les tangentes en ce point rencontrent la
strophoide en deux points C et C'. Avec M. Balitrand,
nous dirons que C ct €/ sont conjugués.

Ainsi

F et 4, s et P, et G, T et T

sont conjugués.

11 est facile de voir quc deux points conjugués sont
équidistants de A et ont méme tangentiel (p. 432), et
qu'un point de la strophoide et le correspondant de son
conjugué ont leurs vecteurs rectangulaires.
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Réciproquement :

Deux points ayant méme tangentiel sont conjugués
(mais deux points de la strophoide équidistants de A
ne sont pas conjugues).

23. Sit, —t et § sont les coefficients vectoriels de
deux points conjugués C et €' et de leur collinéaire K,

on a la relation
20 = C;

Péquation de CC’ est donc

at?
2z + Cy — T %
par suite, CC’ est perpendiculaire & OK et enveloppe
une certaine parabole, ct la strophoide est la podaire de
cette parabole par rapport au point double.

Tutoreve. — Lorsque deux points sont conjugués

q / J] >

leur collinéaire et leur tangentiel sont aussi conju-
Sues.

Tuatonkvwe. — Par deuwx points pris sur la stro-

phoide, on peut mener deux cercles tangents a la
courbe; les points de contact sont deux points conju-
gués (p. 433, 2¢ théoréme).

Si par deux points correspondants P et P’ on méne a

la strophoide les tangentes PQ, PR, P'Q)', P'R/, les
quatre points Q, R, Q', R’ sont concycliques.

24%. Les théorémes suivants sont aussi évidents.

Tutorime. — Lorsqu’un cercle passe par le foyer
singulier, il rencontre la strophoide en trois autres
points tels que deux d’entre eux et le conjugué du
troisieme sont en ligne droite.
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TrtoreMe. — Lorsque trois points sont en ligne
droite, le conjugué de ’'un d’eux est sur le cercle qui
passe par le foyer singulier et les deux autres.

Tutorime. — Lorsqu’un cercle passe par le foyer
singulier, il rencontre la strophoide en trois autres
points dont les conjugués sont en ligne droite.

Tutorime. — Lorsque trois points sont en ligne
droite, leurs conjugués et le foyer singulier sont sur
un cercle.

Tatorive. — Lorsqu'un cercle passe par le foyer
singulier, il détermine par ses intersections avec la
strophoide un triangle dont les cotés prolongés ren-
contrent la courbe en trois points en ligne droite.

(Comparer avec les énoncés correspondants de M. Ba-
litrand.)

GENERATIONS DE LA STROPHOIDE.

1. Nous avons vu que, lorsque deux points de la
strophoide sont en ligne droite avec le foyer singulier,
leurs vecteurs sont rectangulaires.

De {4, on déduit ia construction bien connue :

Tracer tous les cercles tangents en D a D@ et joindre
leurs centres au foyer singulier; les droites obtenues
rencontrent leurs cercles respectifs en deux points qui
appartiennent a la strophoide.

2. Un cercle tangent en D & A rencountre la stro-
phoide en deux points dont le produit des coefficients
vectoriels est C?; ces deux points sont donc en ligne
droite avec o.

Mais reprenons nos axes primitifs.
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Un cercle tangent en D a A a pour équation
z?+yt—2kr =o;
la polaire de F par rapport a ce cercle a pour équation
z(a—k)y+ by —ak =o,

et I'on reconnait qu'elle passe par o; le lieu des points
de contact des tangentes menées par F aux cercles tan-
gents en D & A est la strophoide ; d’on

Tutorivr. — Lorsqu’un cercle est tangent en D a A,
, . .
les tangentes qu’on peut Llui mener par le foyer singu-
lier ont leurs contacts sur la strophoide et la corde de
contact passe par le point de section.

De 13, 1a construction suivante :

Tracer tous les cercles tangents en D a A, joindre le
foyer singulier & leurs centres et de s abaisser les
perpendiculaires sur les droites ainsi obtenues. Ces
perpendiculaires rencontrent leurs cercles respectifs
en deux points qui appartiennent a la strophoide.

La construction précédente est de beaucoup préfé-
rable.

3. Nous avons vu (23) que la droite qui joint deux
points conjugués G et (' est perpendiculaire 4 la droite
qui joint leur collinéaire K au point double; si m est le
coefticient vectoriel de K, 'équation de CC/ est

amt -m(y —20)--xr —a=o,
et son enveloppe est la parabole
(y—2b—jar—a)=(r—2a)2+(y—2b2—a?=o.

Cette parabole a pour foyer le point f symétrique
de D par rapport 4 F et pour directrice la droite A.
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La strophoide est, comme on le sait, la podaire de
cette parabole.

4. M. Cazamian ( Nouvelles Annales, octobre 1893)
a démoutré un trés beau théoréme sur la strophoide et
qui conduit a un grand nombre d’applications.

I est facile de voir que les points A et B de M. Caza-
mian sont les points o et @, et 'on peut énoncer ce théo-
réme :

Tatorkme. — La droite MD, qui joint un point de

la strophoide au point double, est bissectrice de
l"angle sM ®.

Le théoréme de M. Cazamian permet de voir que la
strophoide est :

Le licu des foyers des coniques tangentes ¢n s a Do
eten ®a DO,

Le licu des foyers des coniques tangentes a Do et
a D® et ayant o ® pour directrice.

Le lieu des points de contact des tangentes meuées
par ¢ ct ® aux cercles ayant D pour centre.

Le lieu des pieds des normales abaissées du point
double sur les coniques avant deux points conjugués
pour foyers, ete.

Remarque. — Deux points conjugués, leur colli-
néaire et le point de contact avec la parabole de la droite
qui les joint, forment une division harmonique.
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