NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

MAURICE D’OCAGNE

Sur les séries récurrentes

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 9
(1890), p. 93-97

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1890_3 9 93 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1890, tous droits
réserves.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1890_3_9__93_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES SERIES RECURRENTES;

Pir M. Mauvrice D’OCAGNE.

1. Jai démontré dans ma Zhéorie élémentaire des
séries récurrentes (Nouvelles Annales, 1884, p. 65)
que le terme général U, d’une série récurrente, définie
par les valeurs des p premiers termes Uy, Uy, ..., Up_,
et par I'échelle de récurrence

Up=a U,y +aU,s—...4+a,U,—,

pouvait s'exprimer en fonction lindaire de p termes
consécutifs de la série fondamentale correspondante, dé-
finie par la méme échelle de récurrence

Up= A Up—1—+ Qalp—2—t...~=Qplp_p,
avec les valeurs initiales
wy= o0, uy=o, cey U,y =0, wp_ g =1 (1)

En raison de Pimportance de ce résultat, que j’ai eu

(*) Loc. cit., p. Ro.
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occasion d’appliquer assez souventdepuis sa publication,
je crois devoir y revenir ici a la fois pour I'établir d’unc
maniére plus simple et le compléter, car mon premicr
Mémoire ne contenait pas la forme des coeflicients de
Pexpression obtenue (*).

Ecrivons done les 2 — p -+ 1 égalilés consécutives

UI’ :alUI,_l—FQIUI,_Q-w—...—!—(ZI,Uo,
Upri=a;Up +aUpg+...+a,Uy,
Ull-—i: (llLvn~2_—a:ZUn—3+-- -+apUn~p 1y

U, =a, U, y—al, s—... - apU/k/:-

Multiplions la premicre par n, 4, la deuxiéme par
Uy_ay « - .y Vavant-derniére par up, la derniére pavup,_y,
ct faisons la somme en tenant compte des égalités qui
définissent la série (). 1l vient alors

Up=Upqtp+ U, ol —ajey) —. ..
- Uy ( Upsp—2a— QUpyp—g—.co— Uy o Uy)

_UO(u/H—p‘l—ai"u+p—2_”2”n+p 3T A Uy
ou

‘ Un= Ugttpnrp1+(Uy— a1 Ug)upsps—...
() - (Upso—aUpg—...—ap—oUy)upy,

( -~ (Upy—a1Up_g—...—ap_1Ug)u,.

Telle est la formule que nous avions en vue.

Pour en faire saisir toute 'importance, nous allons
Vappliquer a un exemple qui se trouve dans notre pre-
mier Mémoire (n° 12), mais sans que le calcul soit
achevé, et 'on va voir que la forme du résultat est inté-
ressante.

(') A la vérité, il était facile d’achever le calcul que j'indiguais
alors. Le résultat que je donne ici était donc implicitement contenu
dans le Mémoire en question. Je n’en crois pas moins devoir le
donner gxplicitement, surtout a cause de l'application qui suit.
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2. Le probléme dont il s’agit est le suivant :
Trouver (lorsqu’clle existe) la somme S de la série
U+ U, +U,;—...+U,+...+ad inf.,

en fonction de Uy, Uy, ..., Up_y,y ay, asy ooy ap qui
sont les données de la question.

Vovons d’abord comment la formule de Lagrange

s'appliquerait A ce probléeme. Lagrange a démontré que
(2) Un= o107 =205 —o0.= 20}

Gyy P2y -+, Pp Clant les racines supposces megalcs de
I'équation (dite génératrice)
b

e(r)=aP —a rP~! —ayrP2—...—a,=o0

CLay, 0y o. .y 2p des coefficients qui se déterminent en
faisant successivement dans (2) n=o0, 1,2, ..., p—1,
ce qui donne les p équations linéaires

(3) U=ao\+aph—+...—ap3) ({=0,1,....p—1).

La formule (2) donne

vy=n
oL u+1_| O”+'-—l
E U=a 2 4+a p—‘i— o, T2
fr1—1 P21 pp—1
V=0
Si donc, toutes les racines pyy pay .... ppont un mo-

dule inférieur a I'unité, on a, a la limite, lorsque n
croit indéfiniment,

s= "

e T
T—f1  I—p I—7¢p

%y, gy ..., &p ayant les valeurs qui résultent du systéme

d’équations (3). On tombe ainsi sur une fonction symé-

trique des racines de I'équation génératrice d’une forme
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tellement compliquée qu’il est a peu prés inutile de
chercher a en calculer la valeur au moyen des coeffi-
cients de cette équation.

3. Nous allons faire voir maintenant comment notre
formule (1) donne directement cette expression.

Rappelons d’abord le résultat suivant démontré dans
notre Mémoire de 1884 (n° 10).

En représentant par (9,2:...2,)" ce que devient le
(lévc]oppcnwnl de (pi+ P2t op)? lorsqu’on 'y
remplace tous les cocfficients par 'unité, nous avons fait
voir que

Up=_(p1p2...pp)n-r+r.

Partant de 1a et nous appuyant sur les formules (3)
ct (4) de notre Mémoire, qui donnent

(prpaeeepp) ¥+ (prpaee2p) Vb= (prpa. . pp) 7Py

=(Plp'2 LeePp l)(”“l’“"”,
et, en posant ¥(x)=(xr —1) (x),

(Pl fa-.Pp 1)(/1—p+1)

P'1'+' -+ ;l‘f'l Pz+l 1
=1 _ - R -+ =
Yier)  V(p2) Yo YW

nous avons obtenu la formule
i~-n

h=p +1
L 3 .
2 =T +g4"(9n)’

1=p—1

“

d'ou, a la limite, en supposant les modules de 3,
P2y -+ ., 0p inférieurs a 1,

; = ' = ! .
) , 0T (1) 1—(a@+ as—+...+ap)
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Ceci rappelé, remarquons que la formule (3) donne

i=n =n+p—1 =n+p-2
2(},,: U, 2 wi-+ (U, — ay Uy) E Ut ..
=0 1=p—1 t=p—1
i=n
+(Upy—aUp g—...—ap_, Up) 2 u;
i=p—1

et, par suite, a la limite,

—+ Ui(l —a1~»-a2—...—ap_2)4—...

{ S=s[Ug(1—aj—ay—...—ap_y)
(3) 3
i Up—-z(l _al)—e'_ UP_ll'

Il suffit alors de porter dans (5) la valeur (4) de s
pour avoir le résultat cherché. Pour I’écrire plus sim-
plement, nous poserons

bp =1—(a1+ay+~...+a, )

bp—l: l—~(a,—ba2~—...+ ap~,),

by, =1—(a;+ a,),

b1 =1— a;.
Nous aurons alors la remarquable formule

bp_1Uo——bp_2U1+.'. o bg Ul;;zi Up—_i

(6) S = b”

ou, en posaut encore b0: 1,

=p—1

S = —bl—,; 2 by-i U
=0
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