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REALISATION ET USAGE DES FORMES IMAGINAIRES
EN GEOMETRIE.

CoNFERENCES DONNEES PAR M. Muuminiex MARIE

au Collége Stanislas, a Sainte-Barbe, a I’Ecole Sainte-Geneviéve
et a 'Ecole Monge ().

8. Des asymptotes aux courbes imaginaires, —
Lorsque le coefficient du premier terme d’une équation
algébrique se rapproche de zéro, I'une des racines de
cette équation grandit indéfiniment; mais, en devenant
infinie, elle devient indéterminde : son module devient
infini, mais son argument reste indéterminé si, dun
moins, on ignore comment le¢ coefficient du premier
terme de I’équation considérée est lui-méme parvenu a
la valeur zéro; car, zéro est aussi indéterminé que 'in-
fini, étant I'un et 'autre des nombres dont les modules
ont diminué ou cru indéfiniment, leurs arguments pou-
vant étre restés quelconques.

Supposons que deux équations algébriques

flz,y)=o0 ot Si(z, y)=o,

de degrés m et n, soient telles que I'élimination entre
elles de y conduise a une équation en x, de degré
mn — p, on dira que p des points d’intersection des
deux lieux se sont transportés a l'infini, ce qui expri-
mera simplement qu’il n’en est resté que mn— p, a dis-
tance finie; mais, en réalité, les abscisses et, par consé-
quent, les ordonnées des p points passés a I'infini seront

(") Voir méme tome, p. Go.
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devenues indéterminées : en réalité, les deux lieux au-
ront p infinités de points communs a l'infini.

Mais, si, au lieu des lieux superficiels f=o et fi=o,
on considére spécialement, sur ces deux lieux. les deux
courbes qui seraient définies par les mémes équations,
auxquelles on aurait adjoint une équation complémen-
taire

ces deux courbes auront seulement p points communs a
Pinfini.

Quant aux arguments des coordonnées de ces p points
rejetés & Iinfini, ils seront parfaitement déterminés.

En effet, les valeurs infinies de x et de y devront sa-
tisfaire indifléremment a P'un ou I'autre des deux sys-
témes

S=o0 et o=0 ou fi=o0o et v=o,

g T

ces deux systémes admettant également les solutions in-
finies considérées.

Supposons qu’on les recherche dans les équations f
et ¢ : Péquation f(x+4- 8 y--1, +F y—1) =0 se
décomposera en deux autres, dont les premiers membres,
pour des valeurs infinies de «, 3, « et 3/, se réduiront
aux partics homogcenes des plus hauts degrés; de méme,
I'équation ©(=, 3, @/, §') = o, pour les mémes valeurs
infinies de «, B. o' et &, se réduira aussi i une équation
homogténe en o, §, & et 3.

Les valeurs infinies de a, 3, o' et §'seront donc déter-
minées par trois équations homogéncs qui assigneront
les valeurs des rapports deux a deux de ces quatre quan-
BB

L €l ou les

tités, et, notamment, celles des rapports £ et

valeurs des tangentes des arguments de 2 et de y deve-
nus infinis. -
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Cela posé, supposons que 'on ait recherché, par les
)y Supp q ) |
méthodes ordinaires, les asymptotes d’un licu

f(‘Tv_y)::oy

et qu'on ait trouvé pour I'unce d’elles un coeflicient an-
gulaire égal & m +n\/—1, et une ordonnée a l'origine,
égalea p+gq \/I——-l : en raison du calcul méme, I'élimi-
nation de y entre

Sz, ¥y)=0 et y:(m+—n\/~1).r+pfq;/:-|

fournira une équation d’'un degré moindre de deux
unités que celui de f(x,7)=o.

Ainsi, si I'on adjoignait séparément, aux deux équa-
tions

Sir.y)y=o et y=(m+ny—1r+p+qy—i,
une méme relation complémentaire

o Boo, B)

= 0,

les deux courbes ainsi définies seraient asymptotes 'une
a lautre, et auraient en commun deux points a I'in-
fini.

Les conclusions seront les mémes si Von prend, pour

’

relation complémentaire commune, % = c; mais alors

4
les deux courbes considérées seront : I'une la conju-
guée ¢ du lieu
f('l‘, y)=o
et Pautre la droite de caractéristique ¢ du faisceau
y=(m+ny=1)ar+p+qgy/—1.

On voit ainsi que, lorsqu’on rencontre, pour un lieu
algébrique, une asymptote imaginaire, en réalité, on a
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trouvé un faisccau d’asymptotes a toutes les conjuguées
de ce lieu.
On peut vérifier cette proposition de la maniére sui-
vante :
Si, en recherchant les asymptotes d’'une courbe
Jf(x, y)=o0, on a trouvé, pour I'une d’clles,

y:(nl-l—n\/:—l)m—é—p—!—q‘/——l,
il résultera du calcul méme que, 'une des formes de y,
définiec par I'équation f(x,y)=o0, se trouvera étre
Y= (m—}—n ‘/:_1)x+p+q‘/-——~l

plus une fonction ¢ (x) dont le module tendrait vers
zéro, lorsque le module de x croitrait indéfiniment.
Mais, si I’on considere les deux lieux A abscisses réelles,
définis par les deux équations

)f:(z7z+)l/:7)x+p+q\/:
et

y.—:(m—:—n\/——l)x‘—k—p—i—q V—1+o(z),
“d’une part, ils se réduiront, le premier, a la conjuguée
¢ = o du faisceau '
y=(ma+ny=Ne+p+qy—r;

et, le second, a une branche de la conjuguée ¢ = oo du
lieu
J(z,y)=o.

D’ailleurs, les équations en coordonnées réelles de ces
deux lignes seront, la premiére,

y=(m+n)r—+p-+gq
et, la scconde,
y=(m-+n)r+p-+q-+¢(2)+ (),

o () désignant la partic réelle évanouissante de ¢(x),
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ct 0, (x) le cocflicient, aussi évanouissant, de \/—1, dans

¢(x)-

La droite ¢ = o du faisceau

y=(m+ny=o+p+qy/=1
sera donc asymptote a la conjuguée ¢ = oo du lien

f(‘z':.y)z()'

Cela posé, il est clair que, si deux licux, de degrés m
et n,sont tels qu’en éliminant y entre leurs équations par
rapport a un systéme donné d’axes, I'équation résultante
en x soit du degré mn — p sculement, il en sera tou-
jours de méme, quels que soient les nouveaux axes aux-
quels on viendrait ensuite a rapporter les deux licux,
parce que, aux mn — p solutions finies trouvées précé-
demment, il correspondra toujours, en raison des for-
mules de transformation, mn — p solutions finies, nou-
velles, et que, aux p anciennes solutions infinies, il
correspondra, de méme, p solutions nouvelles infinics.

Il en résulte que, si I’élimination de y entre

Yy = (m—{—nﬁ)z‘—i—p%—q;fj
¢t une équation
f(z,y)=o0

de degré m, conduit a une ¢équation en x, de degré
(m — 2) sculement, le méme fait se reproduira entre
les équations des deux mémes licux rapportés ensuite
a de nouveaux axes quelconques; de sorte que les con-
juguées des deux lieux, dont les cordes réelles seraient
paralléles an nouvel axe des y, seront perpétucllement
asymptotes I’'une a 'autre. On voit ainsi que, si I'une
des asymptotes d'une courbe se présente sous une forme
imaginaire

y=(m+ny=Dr+p+qgvV/—,
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cette équation représentera un faiscean d’asymptotes a
toutes les conjuguées de la courbe, et que la conjuguée ¢
du faisccan sera I'une des asymptotes de la conjuguée ¢
de la courbe.
Une asymptote réelle, y == cx + d, a la courbe réclle
est aussi asymptote a la conjuguée ¢ du licu; en ellet,

.
Y == cx + d sera une corde réelle de la conjuguée %— =c

du lieu, mais elle coupera cette conjuguée a 'infini. La
méme asymplote réelle y ==cxd sera aussi générale-
mentasymptote al’enveloppe imaginaire des conjuguées,
parce que ¢ correspondra généralement a une direction
limite, pour les tangentes a la courbe réelle, de sorte
que si Uon faisait varier ¢ infiniment peu, dans un sens
convenable, ordonnée a l'origine de la tangente paral-
lele & la nouvelle direction deviendrait imaginaire.

Si I'on avait trouvé pour unc asymptote d’un licu une
équation a cocfficient angulaire réel

y=mxp-qgy—i,

cette équation représenterait une tangente a Pinfini a
Penveloppe imaginaire des conjuguées, ¢’est-a-dire une
asymplote a cette enveloppe.
L’équation en coordonnées réclles de cette asymptote
serait d’ailleurs
V'V = INT*‘T—])"A—(].

Corollaire J. — 1.e nombre des asymptotes réelles ou
imaginaires, d’une courbe de degré m est m; mais I'é-
quation d’une asymptote imaginaire en fournit une
clfective pour chaque conjuguée; on en conclut que
le nombre total des asympiotes de la courbe réelle et
d’unc quelconque de ses conjuguées est toujours m.

Corollaire Il. — Si les asymprotes d’une courbe de
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degré m, étaient réelles, chacune d’elles, a la vérité,
pourrait étre considérée comme asymptote & Ja conju-
guée du lieu dont la caractéristique serait égale au
coefficient angulaire de cette asymptote ; mais les con-
juguées, dont les caractéristiques n’auraient pour va-
leurs aueun des m coeflicients angulaires des m asym-
ptotes, n’auraient pas d’asymptoles, ni par conséquent
de branches infinies; clles seraient donc entiérement
composées d’anneaux fermés.

9. Théorie des contacts des divers ordres des
courbes imaginaires et, en particulier, de leur cour-
bure. — Si deux équations

Sf(X.Y)=o0 st Si(X,Y) = o,

qui admettent une solution commune

. — Qr
T—“—%-—Su\/—l« _)’—%‘*‘Ho\/""l,

fournissent, pour cette solution, les mémes valeurs de
dy dy dry
7 5 ) IZ‘T )
deux équations f=o0 ¢t fi=o0 unc méme condition
complémentaire

ct si 'on adjoint séparément aux

o(a 8,4,8") =0,

admettant la solution a =2, 3= 2, =2 et 3'=73,
les deux courbes ainsi définies, réalisées selon la régle
générale par x,=a+ et y, =o'+, auront p 41
points communs confondus avec le point

(20 B0, 20— Bol,

¢’est-a-dire auront en ce point un contact de 'ordre p.
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En effet, soient, au point [x, ],

d
[—l‘.{: =my+ny—1,

dry _
Tk = My + ngy/—1,
dry S
Tap = Me npV/—1,

les valeurs communes, fournics séparément parles deux
équations f=o ct fi=o0 pour X =wx et Y=y, des
p premiéres dérivées de Y par rapport a X, si 'on veut
connaitre les coordonnées [x + dx, y + d,y] de deux
points infiniment voisins du point [x, y |, sur les deux
courbes considérées, en posant dyax = da, + df, \/—-_1
et d y =di +dJ, y/—1, on aura, pour détcrminer

day, dBy, da) et d3,

»» les conditions

dey+ d8, y—=1 = (my+ ny y=1) (day—+ dBy ‘/——_1)

ou

daly = my dxg— ny dfy
et

d8y, = my dBy—+ ny day,
avec

' . I R T
9o, A2+ 93, d 3o+ 0y, day + 95, d3, = o

c’est-a-dire, pour les deux courbes, trois équations
homogénes identiques entre du,, dB3o, dz, et d3;, d'ou

dB

I'on conclura les mémes valeurs pour 6—11—0, et, par suite,
0
dg; T .

pour (—if—‘,"- » ¢’est-a-dire pour d,x et pour d, y, sil’on sup-
0

pose qu'on prenne, des deux cotés, la méme valeur
pour da,.

Les deux courbes auront done un second point com-

mun confondu avee le point [a,+ B, 2, + ‘3'0], et les
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coordonnées imaginaires de ce second point seront
x+dxety—+dy.

En ce second point, les dérivées de y par rapport a x,
tirées de 'une ou de l'autre des équations f= o on
fi1= o0, auront pris leurs ancienncs valeurs augmentées
des produits par d, x de leurs dérivées, c’est-a-dire

% = (/nl -+ ny \/:—1) -+ (m.z -+ ngy \/:_1) d,x,

clles seront donc les mémes de part et d’autre, jusqu’a
Pordre p —1.

Quant aux dérivées pem de y par rapport a x, elles
ne seraient plus les mémes au point [x—}—d.x,y—i—d,y],
Mpr 4 Rp iy — 1 n’ayant plus la méme valeur sur les
deux licux.

Quoi qu’il en soit, on démontrera comme précédem-
ment que les deux courbes auront encore, au dela du
point correspondant & la solution (x +d,x, y +d,y),
un autre point commun [x—+dx+dyx, y+d, y+dy],
ct ainsi de suite, jusqu’au (p +1)"™¢ point

(z+dix+dox ... —~dpx, y+diy+doy +...+dpy];

mais le raisonnement ne pourrait pas s’étendre au dela,
puisque, arrivés a ce (p - 1) point, on ne pourrait
plus dire que les dérivées premiéres de y par rapport a
x seraient encore les mémes, soit qu’on les tirat de
S=ooude fi=o.

Le théoréme énoncé est donc établi quelle que soit la
relation © = o.

I1 subsistera si, au lieu d’une relation de forme quel-
conque, satisfaite par les valeurs 24, 30, 2,, 3, des va-
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riables, on prend spécialement la relation

: )
¢ étant la caractéristique du point [ay, 3, ], et alors le
théoréme s’énoncera dans les termes suivants :

Si, en un point commun a deux lieux f(X,Y)=oet
Si(X,Y)=o0, les dérivées de X par rapport a Y, jusqu’a
la p'eme, sont les mémes, soit qu’on les tire de I'équation
J=o0 ou de¢ Iéquation f,=o, les conjuguées des
deux lieux, passant par ce point commun, y auront un
contact du p'*™ ordre.

Le théoréme subsisterait encore si, au lieu d’étre dé-
finies par une équation commune w(a, 3, «/, ') =o,
les deux courbes considérées I’étaient par la condition
concréte, de constituer les enveloppes imaginaires des
conjugucées des deux lieux f=o et f; = o, c’est-a-dire
que, si les enveloppes imaginaires de deux lieux f==o
et fy==0 ont un point commun [x, y] et que les deux
équations f== o et f, = o fournissent séparément les
mémes valeurs en ce point pour

dY ay drY
AN CROE ) Ve
les deux enveloppes imaginaires auront, au point réali-
sant la solution X == &, Y =% un contact de¢ Vordre p.
Mais la démonstration doit étre un peu modifiée pour
s’appliquer a ce cas.
Soient au point [x.) |, commun aux deux enve-
loppes,

d ca .
<d_£,) = my, quantité réelle, par hypothése,

A2y _
<#) = My -+ Ny /—« 1.
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les valeurs communes des dérivées de Y par rvapport a
X, au point [x, 5], tirées de f(X, Y)=o0 ou de
Si(Y,X)=o.

Si Von voulait obtenir, sur V'une ou l'autre enve-
loppe, un point [x 4 d, x, y + d, 3] infiniment voisin
du point [z, 3], en faisant d,x=d 2+ d, 3 \/—1
etd,y =d,a,+d, B, v/— 1, on devrait d’abord, dans

Jes deux cas, faire

dy oy~ di By V—1
dl,a() —+= dl Bo ‘/-—l

= my,
¢’est-a-dire
diay = my dyay et di By =mdi 3y

d’un autre coté, le point [xy 4+ d x, y +- d, y] ayant dix
rester sur 'une ou P'autre enveloppe, il faudrait que la

rdY . " f .
valeur de (d—X> cu ce point fut restée réelle, mais cctie

dY .
nouvelle valeur de se formerait dans les deux cas de

dX
Pancienne m,, augmentée du produil par d, x, de sa dé-

rivée, ¢’est-a~dire de
(my— n, V=) dix ou (ms—+ nsy—i) (dy 2o+ d % Vo),

dyay et d, 3, devraient donce dans les deux cas satisfaire

a la méme condition

my dyBo+ ny dyay= o,
k4 .
d'ou
d, B ny

= ?

dy g my

de sorte que si 'on prenait, dans les deux cas, la méme
valeur pour d, 24, on trouverait les mémes valeurs pour
dix et d,y.

D’on 'en voit que, dans les hypothéses admises, les
deux enveloppes auront au moins denx points infini-
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ment voisins communs, correspondant aux deux solu-
tions [x, y]et[x +dyx, y +d, 5]
Au second point [x +dyx, y + d, y], les dérivées
de Y par rapport a X seront devenues

?X = m;+ (In:_,—+- n, \/:I—) dyx, quantité réelle,
2Y
(tli_X_ = (my—+ n, \/—1) -+ (m3+ ns \/—1) dz,
dpr—1 , S— —_
d.Z‘T_..}: ={(my—1+ n,,_”/— 1) “+ (m,,+ np;/—l) dyx;

clles scront encore les mémes sur les deux lieux, jusqu’a
Pordre p —1; on démontrerait donc, comme précédem-
ment, que les deux enveloppes auront encore en com-
mun un troisiéme point

[z +dyr +dyx, y+diy + dry],

et ainsi de suite jusqu’au (p -+ 1) point. En résumé,
les deux enveloppes auront p + 1 points communs in-
finiment voisins du point [x, 5], ¢’est-a-dire auront en
ce point un contact de 'ordre p.

Il résulte immédiatement de ces deux théorémes géné-
raux :

1° Que le rayon de courbure d’une conjuguée quel-
conque d’un licu quelconque, au point ou cette conju-
guée touche 'enveloppe réelle du licu, est égal au
rayon de courbure de cette enveloppe réelle au méme
point.

En eflet, si 'on a déterminé par le calcul le centre
[@, b] et le rayon R du cercle osculateur a une courbe
S(X,;Y)Y=0 en I'un de ses points réels [x, y], les

deux ¢quations

f(X.Y)=0 e (N—ap+(Y—b)2=R?

y
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admettront la solution commune [x, 3 ] et fourniront

- Cl =<2
dX dX?
juguées des deux courbes réelles qui se toucheront en

en ce point, pour

» les mémes valeurs; les con-

ce point auront donc aussi entre elles un contact du se-
cond ordre, c’est-a-dire auront méme rayon de cour-
bure; mais on constate aisément que ’hyperbole équi-
latére conjuguée d’un cercle a, en son sommcet, pour
rayon de courbure, le rayon méme du cercle.

On c¢n conclut le théoréme énoncé.

2° Si la valeur de I'expression

3
)
[‘*(dw)

dx?
calculée en un point [x, y] de 'enveloppe imaginaire
des conjuguées d’un licu f(X,Y) == o, est
r—+r f:,
le rayon de courbure de cette enveloppe en ce point

[x, 5] sera

r—+r.

Fn cflet, si les formules usuelles ont donné, pour les
coordonnées du centre du cercle osculateur au point

[x,)f] de f(X,Y)=o,
a+by=1 et a-+by—1,
les deux équations

f(X,Y) =0
ct

(X—a—by=1)'+(Y—a—b y=1)= (r+r y=1)

admettront la solution commune [z, 3’| et fourniront,
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dY dY . .
pour —= ct pour —eo les mémes valeurs en ce point;

dy
mais —- sera réel, le point [x, y] élant supposé appar-

tenir & I'enveloppe imaginaire des conjuguées du licu
Sf(X,Y)=o, ce point appartiendra donc ausst a I'en-
veloppe imaginaire des conjuguées du lieu

(Nt~ b T (Y —ad'— ) /=)= (r— /=),
¢'est-a-dire au cerele
(N —a- 0) (Y ~a'—b)2=(r-—r):

d’ailleurs les enveloppes imaginaires des deux licux
auront entre elles un contact du second ordre au point
correspondant 4 la solution [, 3 |; elles auront done,
en ce point, méme rayon de courbure.

On en conclat le théoréme énoncé.

Parabole osculatrice d’ordre p a une conjuguée
quelconque en un quelconque de ses points. — lia para-
bole osculatrice d’ordre p, & une courbe réelle, en un de
ses points [ @, 5], est représentée par I'équation

dy A2y (X — )2 dry (X — )

A :)’»——— \ - —t——__————+...+
. ( ) dx? 1.2 drt .x. 0

Si I'on avait rapporté un lieu f(X,Y) = o a des axes
tels, que les abscisses de la conjuguée ¢ de ce lieu de-
vinssent réelles, I'équation en coordonndées imaginaires
d’unc des branches de cetie conjuguée prendrait la
forme

Y =o(X)+ (X)) V=1,

X' étant réel; mais I'équation de cette branche, en coor-
données réelles, serait

.

AN IO VR R TQ WOk
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les dérivées de Y’ par rapport a X/ étant supposées
égalcs a

my—+ngy—1u,

me—+ny vy —1u,

mp+ npy/—1,
celles de Y, par rapport a X', seraient

ny — ny.,
Ny -+ 1y,

my——= N,

I'équation de la parabole osculatrice d’ordre p, 4 la con-
juguée considérée, au point [x), 5], serait donc, dans
le nouveau systéme d’axes,
, X', — 7 X' — 7))
V=g (g oy ) ———t (mr—nz)L‘—*—'— -~
I .2
(X, — 4

=N, —n >
g P
1‘).../)

On obtiendrait donc immédiatement I'équation, dans
le nouveau systéme d’axes, de la parabole cherchée, si

7 . . . ’ —
P'on connaissait les dérivées my 4+ n,\/— 1, ...,

mp-+npy/—1 de la nouvelle ordonnée 3’ par rapport
Y’ dry’
de’’ 7 dx'p

. . , . dy
pourront toujours étre trouvées en fonction de el
r]["y

Zzr’ sans qu’on soit obligé d’effectucr la transformation

a la nouvelle abscisse; mais ces dérivées

des coordonnées; il suffira en cffet, pour cela, de dériver

Jusqu’a 'ordre p les formules de la transformation.
Ainsi, supposous, pour plus de simplicité, que les

premiers axes fussent rectangulaires, qu’on ait conservé
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P'ancien axe des a et qu'on ait sculement dirigé axe
des 9’ parallélement aux cordes réelles de la conjuguée
en question : les formules de wransformation scront

¥ = ¥
sina’

N " '
et x'—=x — ycotd,

o' désignant 'angle du nouvel axe des 3 avec P'ancien
axe des .
On déduira de ces formules

dy' o dyde o dr Ay
dr' T sin« dr da’ dzr dr 0%
d’ou
dy' 1 dy 1 .
dx’ ~ sina drx dy )
1 — ——cotx
dr
puis
dv
dr
¢ 1 & cota'
Ay T dr dxr
de'z T sina dx dx’
dy
dr
d v
dy ,
11— cola
1 dx 1
sina dz 1— C—l)—/cotaz’ )
dz

ct ainsi de suite.

On pourrait donc développer en série, par la formule
de Taylor, I'ordonnée réalisée d’'une conjuguée quel-
conque d’un lieu quelconque.

Revenons au rayon de courbure d’une conjuguée quel-
conque cn un quelconque de ses points.

Si le lieu était rapporté a4 deux axes rectangulaires
dont I'un, celui des y, fat paralléle aux cordes réelles de
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dy 2y

la conljuguec conslderee, ct s :i;’ (Y dr avaient pour

valcurs, en un point de cette conjuguée,
azy

:m+n‘/:-[ et (/1:3 :[)—Lq\/:_l,

dy
dr

les dérivées de I'ordonnée réalisée, par rapport a I'ab-
scisse réelle, auraient en ce point pour valeurs

an
dxy

Ay,
dr}

- m—+n ot =p—+q,

en sorte que le rayon de conrbure scrait représenté par

1o

_ 1+ Om =+ n)]

R 1.
pP+4q

Si le hieu était rapporté a des axes rectangulaires quel-
conques, les formules de transformation feraient con-
naitre, comme on I'a vu, les quantités cherchées m 4+ n
et p—+gq.

Le calcul fait directement donne, par rapport a des
axes rectangulaires quelconques,

3
212 r? 1"’

(n+cp+ni(n—ci|* _rers
[ — n? | (rvr')(("ﬂ5(:/12)+(1'Tr')t30111.—_,;‘]’

ou ¢ désigne la caractéristique de la conjuguée consi-

dérée, r -+ 1"/ —1 la valeur de expression

calculée au point considéré, et n le rapport du petit au
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. IN. (Avril 18go.) 12
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grand axe de I'ellipse évanouissante
. Ay .
Y—y=_(X—=w),

qui contient les éléments du lieu au point considéré.

Si le point considéré de la conjuguée ¢ était celui ou
clle touche Venveloppe imaginaire, n serait nul ct la
formule précédente se réduirait a

r2o-p2 722

R =c¢ — = -
cir—=r) r—r

>

on peut arriver a ce résultat en partant de la formule
donnée plus haut

En y faisant d’abord n == o, puisque le point considéré
appactient 4 Penveloppe imaginaire, il vient

3
(1 m?)*

pq

3
()]
N BV

ay
dx?

R =

mais la formule

donnerait toujours pour R la méme valeur r + 7'/ —1,
au méme point, quels que fussent les axes rectangulaires
auxquels le lieu fat rapporté ; on peut done poser, en sup-
posant les axes rectangulaires, 'axe des y paralléle aux

d2

cordes réelles de la conjuguée et 5 =p+gq \/——1 au
. 1. dy

point considéré, avec Ge=m

3
2

r—’r—r'\/:: ([+m2)

' P+qaV—
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d’ou l'un tire
3 3
B ’———.('+’722)2 et q :—r'(_’___*_ "12)2.
2 2 FE

et, par suite,

3
(r—r')y( -+ m2)2
ptg= LU mhE
ri—r?

d’ou
72 p2
R="221"
P
Tutorime. — La développée del ‘enveloppe imagi-
naire des conjuguces d’un liew plan est U’enveloppe

imaginaire des conjuguées de la développée du lieu.

Cette relation remarquable entre les deux enveloppes
se démontre de la maniére suivante :

Soient x = a2+ By —1, 5 = o+ B \/—1 les coor-
données imaginaires d’un point xy =a + 3, ) , =o'+ {3
de enveloppe i unaglnalrt, d’un lieu f(X,Y) =03 m la

o > . —— _. 2 \ _B_ .
valeur réelle de (lx = f‘ en ce point et g = c:le
faisceau

Y—y=m(X—ux)
ou

Y=mX—+~u’+°’\/—l—m(a—+—y\/—x)
des tangentes au lieu f(X,Y) = o, au point
z=2+By—1. y=a+p V=1
se réduira a la seule droite
Y=mX+o—ma+p —mg,
tangente a I'enveloppe imaginaire au point

zy= 2+ B. =4+ p;
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d’un autre c6té, le faisceau

l/
Y—y:——m(X x)
ou

—_ L P B e (a8
Y= mX—,L—a—}—B‘/ Iﬂ—m(a By =1)
se réduira a la seule droite

i 1
Y=——X+2+8+—(2+§
m B m( )
ct cette droite sera normale a Penveloppe imaginaire au
point considéré, c’est-a-dire sera tangente a la déve-
loppée de I'enveloppe imaginaire.
Ainsi
I
Yy (X —a
Y dy ( )

dx

sera I'équation générale en coordonnées imaginaires des
tangentes a la développée de Penveloppe imaginaire;
d’un autre coté

Y—y=—F-(X—u)

ou & et y scraient réels, serait I'équation générale des
tangentes a la développée de la courbe réelle.

. 1 \
Mais, dans les deux cas, j + 3y L sera la méme

dr
fonction de .x, ou de m, ui dépend de x.
Les deux développées seront donc respectivement les
enveloppes de systemes de droites, tels que

Y=mX+o(m)=x Vi(m)

Y =mX+o(m)yxy—4Y(m),
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c¢’est-a-dire que chacune d’elles sera I'enveloppe imagi-
naire des conjuguées de 1'autre. (A suivre.)



