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REMARQUES SUR L'OSCULATION;
Par M. E. CESARO.

Soit
(1) F(p,s,ai,ay ...,an1)=0
P'équation intrinséque d’une tamille de courbes. On sait
que 9, 2y, P2, - .. étant les rayons de courbure succes-

sifs en un point d’une ligne, on a

ds _dp ds
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S5i Pon dérive n fois de suite I'équation (1), en tenant

compte des égalités (2), on obtient 2 relations entre les
(uantités

(2T

O

2 eeey Py S, Ay, Qo el Apog.

Lélimination de s, ay, daa, ..y ay_y,y entre (1) et les
n relations oblenues donne

Cette équation caractérise la famille considérée. Elle
west, cn ellet, qu'une équation différentielle du
ni“m¢ ordre, dont I'intégrale générvale reaferme n con-
stanles al'bilraires; mais 72 — 1 de¢ ces constantes con-
stituent le systéme de paramétres qui figure dans
Péquation (1), et la 2™ est déterminée par le choix
de Porigine des arves.
Voici quelques exemples. L’¢quation
a2zt = D= a?h?

donne, par dérivations successives,

Ao+ 0% = o, oy + 02

S

=0, 2oy 0o = 0.

L'équation  caractéristique des lignes exeloidales est
done

(3) P p1p2=0.

Si Pon particularise ces lignes, de maniére que leur
¢quation intrinséque ne contienne plus qu’un seul pa-
rametre, il est clair qu'on doit obtenir une relation ou
2 ne figure pas. Clest ainsi que la développante de
cerele, la spirale logarithmique, la cycloide, hypocy-
cloide a trois rcbroussements sont respeetivement carac-
térisées par les équations

o — Ay e
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>
; 1= 0.
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mais, en tant qu’elles appartiennent a la famille des
lignes cycloidales, leur équation caractéristique com
mune est toujours (3).
On trouve, de la méme maniére, les équations carac-
téristiques suivantes :

P2+ 2p}— ppa=o0 (chainette d’égale résistance),
42+ 3pi—2pm=0 (chainette parabolique),
9p2+ 4p§—~3ppo:0 (parabole),

1802+ 5p} —3pp2=0 thyperbole équilatére).

Ces équations sont toutes du méme type
(4) Ao+ (p+1)pi—pm=o.

Cela tient a ce que les équations intrinséques des
courbes considérées peuvent ¢étre mises sous la forme

“/ Vol S) Vil

commune

qui représente

,

la chainette d’égale résistance.... ... pour k=, u=
laeyeloide. oovovinevnennnniiean, » o OA=—1, w=—1,
Fhypocycloide a trois rebroussements. »  h=-—q, "= —

la chainette.......cooooiviann. cea » A= 2, —

la parabole. .......coooovvieioat. » A= 3, W=
Uhyperbole équilatére. ............. » A= 6, po=

la cardioide........ JO ... » h=—4,

la lemniscate de Bernouwlli......... .. » A= 2 p=

L’interprétation géométrique de 'équation (4) est aisée.
Soient C, Cy, C,, ... les centres de courbure successifs
en un point M de la courbe. Si lon partage CM dans l¢
rapport de % 4 1 — %, et CC, dans le rapport de & + hu
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. IN. (Mars 18qo.) 10
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a1 — (h+ a), et que, par le premier point de division
on tire la perpendiculaire 4 la droite qui le joint au
second point de division, celte perpendiculaire passe
par Ca. On construit ainsi le troisiéme centre de cour-
bure, connaissant les deux premicrs centres.

Toute ligne de Ribaucour vérifie une équation de la
forme (4), les coeflicients & et p étant liés par I'éga-
lité hu=1. Il en est de méme des spirales sinusoides,
la relation nécessaire entre les coefficients étant

AMap—1)2= .

Enfin, si P et % sont les premiers membres des équa-
tions caractéristiques de la parabole et de I'hyperbole
équilatére, il y a encore i remarquer les courbes défi-
nies par ’équation

(% H=hryp

ou, ce qui revient au méme, par 'équation (4) lorsqu’on
pose entre les coefficients la relation k. = gu. L'équa- |
tion (3) représente 'hyperbole équilatére, la spirale
logarithmique, la ligne de Ribaucour d’indice — 3, I'hy-
pocycloide a trois rebroussements, ete., pour A =o, 2,
3 5
FRURERE
‘équation intrinseque des coniques donne immédia-

Liéqg 1 1

tement

est-a-dive

8 10,
. ,_ 9lad+ by’ p?

(6) 992+ 0} = e
(ab)? (ab)*

d’ott P'on déduit, par une premiére dérivation,
8 10
R a4 h2yg? 1H5
Qo= Goa = - 2’

tab )“ ab)3
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« et b étant des demi-axes. Ces équations donnent

990
P’

ab = 27—‘?6

pE
¢t on comprend, maintenant, pourquoi les équations
caractéristiques de la parabole et de I'hyperbole équila-
tere sont P=o et $H =o0. On voit, en outre, que la
conique considérée est une ellipse ou une hyperbole
suivant que >0 ou P <o. Du reste, les équa-
tions (7) monirent que la connaissance des trois pre-
micrs rayons de courbure suffit pour la détermination
intrinseque de la conique. On trouve

(7) ar+ b= ’

352 e ————
a = 55 *\/ﬁﬁ—\/ﬁi—%]ﬂoi’,

¥V '
b = b ';;jp___)?/ﬁ‘»_mppz_

P
On doit remarquer que le radical inféricur est toujours
réel, & cause de 'identité

H2—36Por= (59} --3002)2+ 369203.

Si Pon dérive Pune ou Pautre des égalités (7), on
obtient

(8) 4091 -—363%0,+9p%93— {72

O

192 = 0.

O

Telle est I'équation caractéristique des coniques. On
en déduit plusieurs constructions simples du quatriéme
centre de courbure au moyen des trois premicers centres.
Il est utile de remarquer que le premier membre de
I'équation (8) peut étre mis sous la forme suivante

€ =92(pp3— 0102) + 401(5P —25).

Si deux courbes ont un contact du 2™ ordre, le con-
tact de leurs développées est du (n —1)i™ ordre ; d’ou il
résulte que, pour établir un contact du 2'™¢ ordre entre
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deux courbes, en un point M, il suffit de faire coincider
les n—1 premicrs centres de courbure, C, Cy, Cy, ...,
Cr_s, d'une courbe avec les centres correspondants de
I'autre. Pour l'établissement du contact, toute courbe
peut donc étre remplacée, aux environs de M, par une
autre courbe, possédant en commun avec la premiére
les n — 1 premiers centres de courbure. Cette courbe
auxiliaire, rapportée a la tangente et & la normale en M,
a, si 'on veut, unc équation de la forme

‘ N
(9) y:éx‘z—g:ﬁ—‘.—ﬂﬁ—...,
le second membre étant limité aux n—1 premiers
termes. Oun sait que

e

-+ 1+ 3% don
p= 7 ’ Cn+1= G 4 b)
Y Y x
Ay, ", .. btant les dérivées successives de y par
Y [} ) Y1
rapport a x. Cela posé, pour x =0, y =o0, y' =o,
on trouve successivement, en dérivant (g),
Pt (% + pj

I
(10) = — 3:03, Y=
v

) — 9P
S

o] e

el

Maintenant, si I'on veat qu’il y ait contact du 2™ ordre
entre unc courbe quelconque et une autre courbe, repré-
sentée, par rapport a la tangente ¢t a la normale com-
munes, par une équation entre x ct y, il suftit de rem-
placer, dans cetle équation, y par 'expression (9), en
négligeant les puissances de x dont le degré surpasse n.
On obtient une équation en x, qui doit admettre 7 racines
nulles.

Proposons-nous, par exemple, de coustruire la conique
osculgtrice & une courbe donnée, en un point M. L’équa-
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tion d’une conique touchant la courbe M est
(11) y=Ax?+By2+2Cuxy.
Pour qu’il y ait osculation, il faut que le contact soit du
quatriéme ordre. On peut donc limiter le second membre
de (9) aux trois premiers Lermes, et négliger ensuite.
lors de la substitution de y dans (1), les puissances
de x dont le degré surpasse 4. 11 vient d’abord

® B YA B% %o B
; 6x+24x__A—+— iar—n—zC 57 g )

d’ou, en identifiant,

o Jay — 482
= —y 3 — -+ *F
A 2 ! 18as 62

Si I'on substitue ces valeurs dans (11), aprés y avoir
remplacé «, 3, v par les expressions (10), on trouve que
I'équation de la conique osculatrice est

() (Bpr —p1y )= Py*=18p%y.

Les coordonnées du centre O de cette conique sont

35p%0 973

G

Si 'on observe que 3ox,= ‘05 Ol retrouve la con-
q PXo= P1 N0y

O

(13) Xo=

struction du deuxiéme centre de courbure, indiquée par
Maclaurin. La seconde égalité (13) fournit une con-
struction simple du troisiéme centre de courbure. Il est
facile de continuer la discussion de la conique (12). On
trouve, par exemple, que 1'angle ¢ des asymptotes et
I'inclinaison ¢ du grand axe sur la tangente sont donnés
par les formules

6 —5 6001
lﬂllcq—~ ﬁ . —v, lanh)\la_ m)

qui permettent de résondre une foule de questions.
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On détermine facilement la trajectoire du point O
par les méthodes habituelles. L’application des formules
connues

il el

oo ds V- 5 oy ly e
(14) =+

aux coordonnées (13) donue

¢ry _ €p Syy  3€Co

ds T o’ ds = P

(13)

On voit douc, avant tout, que le point O se déplace tan-
gentiellement & OM. Autrement dit, le licu des centres
des coniques osculatrices 4 une ligne (M) est une courbe
de poursuite de (M). La ligne (M) est donc, en quelque
sorte, une développaute de (O), mais une développante
obtenuc en supposant que le fil, primitivement enioulé
sur (O) et dont un point décrit (M) lors du déroule-
ment, subisse & chaque instant une extension ou une
contraction conyenable.

Il est clair, d’apres (15), que le rapport des vitesses
des points O, M est

. ds ¢ —
(16) C = 53 V90%+ ot

ds — P2

I'indice o servant a distinguer tout ce (ui se rapporte
la trajectoire de O. On trouve ensuite, par les méthodes
habituelles,

a7) D TR

Les deux derniéres relations fournissent, dans chaque
cas particulier, ’équation intrinséque de (O).

Considérons, par exemple, hypocycloide a trois re-
broussements, représentée, comme on sait, par 1'équa-
tion '

, 9

-0
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a étant les £ du diamétre du cercle directeur. On a
P =306a?, H = 45a2, € =—32{0as.
Les formules (16) et (17) donnent, au signe prés,

1552 Sa 1508
- = Q00—
fa 2} 0T Ba

So=

On déduit de la que le lieu des centres des coniques os-
culatrices est représenté par 'équation

25a?
4p%+ 98}t = 6

-
Ce lieu est donc une hypocycloide 4 six points de re-
broussement : trois de ces points coincident avec les
points de rebroussement de I'hy pocycloide donnée, les
trois autres leur sont diaméiralement opposés sur la cir-
conférence directrice commune.

Veut-on imposer a la conique osculatrice une condi-
tion, on ne doit plus retenir dans le second membre
de (9) que deux termes, afin de laisser dans (11) un
cocefficient libre. On obtient ainsi

g—gx: A+ Caxr,
d’ont

A=

NI R
I

I

0D
|

|

|

1

Par suite, 'équation (11) se transforme en (12), v res-
tant arbitraire. On aura la parabole osculatrice ou I'hy-
perbole équilatére osculatrice, suivant qu’on remplacera
3‘ par o ou par (9s?—+ o7). Nous aurions pu éviter de
répéter le calcul qui nous a conduit a I'équation (12), et
cela, tout simplement, en éliminant p, entre cette équa-
tion et I’équation caractéristique de la conique spéciale
qu’on veut considérer.

Arrétons-nous a étudier la parabole osculatrice. On
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sait chercher, en partant de son équation, les coordon-
nées du foyer, I'équation de la directrice, etc. Cette
équation est
2012 +6py +3p2=o,
et sa dérivation donne

(pa—3p)x +4p1y +2pp1=0o.

On tire de la x =0, y =—34p; par conséquent, la di-
rectrice de la parabole osculatrice 4 une courbe quel-
conque touche son enveloppe sur lanormale a la courbe.
Le contact a lieu au point symétrique, par rapport a M,
du milieu de MC. En appliquant aux coordonnées du
point de contact les formules (14), on obtient, par des
calculs connus,

- 3
Gey Do _VeerTel o (9e*+ph)?
ds 2p - 2P
Si p2+-gs2=a?, il vient gp= %Cf. Donc les paraboles

\

osculatrices d’une hypocycloide a trois rebroussements
ont pour directrices les tangentes au cercle directeur.

Si # = o, les formules (18) donnent
po=tVar el s= [ s,

ou bicn, en tenant compte de (6) et de I’équation in-
trins¢qne de 'hyperbole équilatére,

h(E): / e
p —a’

d’ou, par I'élimination de ¢,

o
S)
Il
w 'b
e

Gll&‘

23
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Par conséquent, I'enveloppe des directrices des para-
boles osculatrices a une hyperbole équilatére est une
des courbes définies par I’équation (4), pour les valeurs
10 et £ des coeflicients A et x, C’est une spirale sinusoide
d’indice — 2.

Quant au foyer, ses coordonnées sont

T algpt+en) 1T a(9pr+pl)

(19) E= 3¢%p1 9p?

Ces valcurs nous disent que le foyer est symétrique, par
rapport a la tangente, de la projection de M sur la di-
rectrice. Les formules (14), appliquées aux coordon-
nées (19), donnent
(20) Z_S: (9p2—pt)P on _ 6Popr

s 2(9p*+pi)? ds  2(9p*+pi)*
Ces formules nous montrent, avant tout, que la normale
au lieu du foyer passe au quart de MC, et que la tan-
gente au méme lieu divise en parties égales le segment
déterminé par la directrice sur la tangente & (M), a
partir de M. On trouve ensuite

(21) 5—:0:2<§——|>, %:2(3%—5).

Par exemple, si g%+ g5 = a2,

« - 2 2 2 — 2
So = 25, Po=32 2590 + 983 = fa’

Donc les foyers des paraboles osculatrices d’'une hypo-
cycloide a trois rehroussements sont situés sur I'épicy-
cloide ayant mémes points de rebroussement. De méme,
si $ = o, les formules (21) donnent s,= 15, po= 157,
d’ou I'on déduit que les foyers des paraboles osculatrices
a une hyperbole équilatére se trouvent sur une des
courbes définies par I’équation (4), correspondant aux
valeurs % et # des coeflicients 2 et . Enfin toute ccurbe
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représentée par la méme équation, mais correspondant
aux valeurs — 2 et — ! des coeflicients, est telle que les
foyers de ses paraboles osculatrices sont alignés sur une
droite.

En remplacant P par — (922 -+ %) dans (12), on
obtient Péquation de 'hyperbole équilatére osculatrice
29
@ yr= G ay 20y
o]

h

Les coordonnées du centre sont x,= 2§, Jo=—27,.
Ceci nous montre que le centre de I'hyperbole équila-
tere, osculatrice en un point M d’une courbe, est le sy-
métrique de M par rapport a la directrice de la parabole
osculatrice, en M, a la méme courbe; puis, en vertu de

(19) et (20),

dzy _ (9p*—201)9 Syo _ 6%Hpopy
ds ~ (gpt-+p%)? ’ ds — (9p2+p? )’
d’ou
ds P 2 _.h
(7‘;; = E — 0, 97 = '}E —1

so=5s, Po=Is, 1902 +9s2 = 25a2

Donc les centres des hyperboles équilatéres osculatrices
d’une hypocycloide a trois rebroussements sont situés
sur I’épicycloide étoilée, qui a mémes points de rebrous-
sement. De méme, pour P = o, on voit que les hyper-
boles équilatéres osculatrices d’une parabole ont leurs
centres sur la parabole symétrique de la premiére, par
rapport a la directrice commune : résultat évident.
“nfin les courbes dont les hyperboles équilatéres oscu-
latrices ont les centres sur une droite sont représentées
par unc équation (4), pour les valeurs § et ¢ des cocfhi-
cients,
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Les résultats qui précédent sont facilement exten-
sibles 4 une infinité de familles de courbes, comprenant
la famille des coniques d’une part, celle des lignes cy-
cloidales de I’autre. Chaque famille est caractérisée par
un indice n, et toute courbe (M) de la famille posséde
dans son plan un cercle tel, que la polaire de M par rap-
port a ce cercle détache de la normale en M, a partir de
ce point, un segment égal & n -1 fois le rayon de cour-
bure. Les coniques sont caractérisées par I'indice — 2,
les lignes cycloidales par I'indice o. L’équation intrin-
séque générale de ces lignes est

n--1 d»
(22) s = ) .
n—1 \/ 2n 27+ 2
n—1 n—1
At — o Tt —

On en déduit, par dérivations successives,

b —2 hn

n—ru,2 ot
9 ' 9 __ n—1 ~n- 1
9-+(,l_,) Pl =t =t
N n— n
n—+1\2 YR —1 . T 2n P
2 ) po2= ko E
n—i, n—i1 ' n—.1
puis
kn—2 , n e
— n -1 oy n--
(23) ot l=-"T""p no'—t=_""""_g
v 2 T [t 2
(n—1)? (n—1u)

aprés avoir posé, pour abréger,
P =(n—0)2p2+ (n+1)%p} + (n2—1)(p] — pp2);

ﬁ“ xr

oy (=120 (n 4 1)%}] + (n*—1) (p} — p2)-
C’est ainsi qu’on détermine la courbe (22), qu’on veut
mettre en contact du quatriéme ordre avee une courbe
quelconque.

Dans toute famille, définie par son indice, il existe
une ligne de Ribaucour, caractérisée pap I'équation
P = o, et unc spirale sinusoide, caractérisée par I'équa-
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tion £ = o. Les coordonnées du centre du cercle direc-
teur sont

(n2—1)s2p n—i)s’
(24) zy = )r‘;l’ 'u=( ).‘"

¥

et le rayon du cercle est

e )
7 V—(rn—1)(r*—1§.

On voit que le cercle directeur se réduit a une droite
pour P = o, i un point pour %) = o. Enfin, on obtient
I’équation caractéristique des courbes (22), dont I'in-
dice est donné, cn dérivant I'une ou I'autre des éga-
lités (23). On parvient 3 € = o, ou

C=2np[(2n—D)P—2(n+1)§]
—(n—1)(n*—1)0(pp3— p1p2)-
Ainsi, pour n=o0, on retrouve I'équation caractéris-
tique des lignes cycloidales, et 'on voit que, daus cette
familie,
P=o(p-+ps) H=pp—0p}
L’équation P = o caractérise les cycloides, qui jouent
ici le méme role que les paraboles dans la famille des
coniques, et I'équation $H =0 caractérise lcs spirales
logarithmiques. qui jouent le role des hyperboles équi-
latéres.

11 est presque superflu de faire remarquer que toutes
les propriéiés démontrées plus haut pour le cas de
n =— 2 subsistent en général. Ainsi I'application des
formules (14) aux coordonnées (24) donne

oy (n+1)€poy 8% (n—r1)€Cop
= — _————

ds P2 ? ds P2

ct I'on voit que le lieu des centres des cercles directeurs
des courbes (22), osculatrices & une courbe quelconque
pour une xaleur déterminée de n, est toujours une ligne
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de poursuite de la courbe considérée. Si ’on particula-
rise les lignes (22), de maniére que $ = o, on trome
les formules

ds P o _n—1 P

_—= = —1, il

dso, % 6o n+1% b

qui servent 4 délerminer le lieu des poles des spirales
sinusoides, d'indice 2, qui ont un contact du troisi¢me
ordre avec une courbe donnée. Enfin, si I'on rapproche
les expressions des coordonnées du pole de Het I’équa-
tion de la directrice de J, on voit que, si une ligne de
Ribaucour et une spirale sinusoide de méme indice ont
un contact du troisiéme ordre, le point de contact est
symétrique du pole de la spirale par rapport a la direc-
trice de la ligne de Ribaucour. Nous n’insistons pas sur
un grand nombre d’autres résultats, que la méthode ex-
posée dans cette Note permet d’obtenir avec la plus
grande facilité.



