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REMARQUES SIR LOSCILATIOA;
PAR M. E. CESARO.

Soit

(f) F(to, s, ai, a2, . . ., a«_i) — o

l'équation intrinsèque d'une famille de courbes. On sait
que p, p,, p2, . . . étant 1rs rayons de courbure succes-
sifs en un point d'une ligne, ou a

. N CIJ dpi dp*



( i/M )
Si l'on dérive // fois de suite l'équation (1), en tenant
compte; des égalités (2), on obtient n relations entre les
(j 11 anti tés

« 2

L'élimination de; s, ^ /72, - . . , ^ / , _ i , entre (1) et les
n relations obtenues donne

<I>(p, p,, p2, p3, . .. p,,) = o.

Cette équation caractérise la famille considérée. Elle
n'est, en eiïet, qu'une équation différentielle du

/?i<mc ordre, dont l'intégrale générale renferme 11 con-
stantes arbitraires; mais // — 1 de ces constantes con-
stituent le système de paramètres qui figure dans
l'équation (1), et la /zicni(' est déterminée; par le choix
de l'origine des arcs.

Voici quelques exemples. L'équation

<72p2-f-&2.v2= a*-h*

donne, par dérivations successives,

L'é(|uation caractéristique des lignes ocloïdales est
donc

Si Ton particularise ces lignes, de manière que leur
équation intrinsèque ne contienne plus qu'un seul pa-
ramètre, il est clair qu'on doit obtenir une relation où
p:{ ne figure pas. C'est ainsi que la développante; de
cercle, la spirale; logarithmique, la cyele/ide, llivpocy-
cloïde à tre>is rebroussements sont respectivement carac-
térisées par les équations

p2 =f ° ' pp2 — pï = <>- p -1- p2 = ° i \) P ~- P2 = ° '



( '45 )
mais, en tant qu'elles appartiennent à la famille des
lignes cycloïdales, leur équation caractéristique coin
mune est toujours (3).

On trouve, de la même manière, les équations carac-
téristiques suivantes :

p2H--2pf — pp'2 — o (chaînette d'égale résistance),

4 p2-l- 3pf— 2pp2 = o (chaînette parabolique),

9P2-h4pf — 3pp2 —o (parabole),

i8p2-l-5pf — 3pp 2 =o (hyperbole équilatère).

Ces équations sont toutes du même type

( 4 ) Xp* - f - ( f X - h l ) p î — p ? 2 = O.

Cela tient a ce que les équations intrinsèques des
courbes considérées peuvent être mises sous la forme
commune

-J
(jui représenta

l.i chaînette d'égale résistance pour X = i, ^ — , ^

la cycloïde » ^ = — i, JJI = — i,

Yhypocyclo'ide à trois rebroussements. » X = — 9, tj, — — j ,

la chaînette » X = 2, ji = -î,

la parabole » X = 3, ka = J,

l1hyperbole équilatère » X = 6, JJL = | ?

la cardioïde » X = — \, ^ = — j ?

la lemniscate de Bernoulli » X = | , JJ. = 2

L'interprétation géométrique de l'équation (4) est aisée.

Soient C, C n C2, . . . les centres de courbure successifs

en un point M de la courbe. Si l'on partage CM dans le

rapport de X à 1 — A, et CCj dans le rapport de A -f- Au.
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( *tf)
à i — (A -H AJJ.), et que, par le premier point de division
on tire la perpendiculaire à la droite qui le joint'au
second point de division, cette perpendiculaire passe
par C2. On construit ainsi le troisième centre de cour-
bure, connaissant les deux premiers centres.

Toute ligne de Ribaucour vérifie une équation de la
forme (4), les coefficients A et JJL étant liés par l'éga-
lité )vjji = i. 11 en est de même des spirales sinusoïdes,
la relation nécessaire entre les coefficients étant

X ( 2 JJL 1 )'2 — |JL.

Enfin, si ^J et *) sont les premiers membres des équa-
tions caractéristiques de la parabole et de l'hyperbole
équilatère, il y a encore à remarquer les courbes défi-
nies par l'équation

ou, ce qui revient au même, par l'équation (4) lorsqu'on
pose entre les coefficients la relation A = 9a . L'équa-
tion (5) représente l'hyperbole équilatère, la spirale
logarithmique, la ligne de Ribaucour d'indice —-J-, l'hy-
poeycloïde à trois rebroussements, etc., pour k = o, 2,
1 ü

L'équation intrinsèque des coniques donne immédia-
tement

c'est-à-dire
8 1 0

(6) 9 ? 5 - 4 - ? f = ^ —i J u — ;

d'où l'on déduit, par une première dérivation,

- - j-°

( ab)* aby
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a et h étant des demi-axes. Ces équations donnent

p2
et l'on comprend, maintenant, pourquoi les équations
caractéristiques de la parabole et de l'hyperbole équila-
tère sont |*1 = o et % = o. On voit, en outre, que la
conique considérée est une ellipse ou une hyperbole
suivant que p ^> o ou ^1 <^ o. Du reste, les équa-
tions (7) montrent que la connaissance des trois pre-
miers rayons de courbure suffit pour la détermination
intrinsèque de la conique. On trouve

On doit remarquer que le radical inférieur est toujours
réel, à cause de l'identité

Ü ) 2 — 3 6 p p 2 = ( j p f — 3op2)2-+- 36p2 pf .

Si l'on dérive l'une ou l'autre des égalités (7), on
obtient

( 8 ) 1° ? 1 ~"~ 30p2 p 1 -\- 9p2 p3 — 4 > pp 1 P2== °«

Telle est l'équation caractéristique des conicjues. On
en déduit plusieurs constructions simples du quatrième
centre de courbure au moyen des trois premiers centres.
Jl est utile de remarquer que le premier membre de
1 équation (8) peut être mis sous la forme suivante

Si deux courbes ont un contact du 7ilvmp ordre, le con-
tact de leurs développées est du (n — i) i(me ordre; d'où il
résulte que, pour établir un contact du nume ordre entre



( - 4 8 )
deux courbes, en un point M, il suffit de faire coïncider
les n — i premiers centres de courbure, C, C<, C2, . . • ,
C/2_2, d'une courbe avec les centres correspondants de
l'autre. Pour rétablissement du contact, toute courbe
peut donc être remplacée, aux environs de M, par une
autre courbe, possédant en commun avec la première
les n — i premiers centres de courbure. Cette courbe
auxiliaire, rapportée à la tangente et à la normale en M,
a, si l'on veut, une équation de la forme

(9) y = \xl— e^3"1" 'bxW~ •••'

le second membre étant limité aux n — 1 premiers
termes. On sait que

y
y', y", yf', . . . étant les dérivées successives de y par
rapport à x. Cela posé, pour a: = o, y = o, y'=o^
on trouve successivement, en dérivant (9),

Maintenant, si l'on veut qu'il y ait contact du nxvme ordre
entre une courbe quelconque et une autre courbe, repré-
sentée, par rapport à la tangente et à la normale com-
munes, par une équation entre x etj^, il suffit de rem-
placer, dans cette équation, y par l'expression (9), en
négligeant les puissances de x dont le degré surpasse n.
On obtient une équation en x, qui doit admettre n racines
nulles.

Proposons-nous, par exemple, de construire la conique
osculatrice à une courbe donnée, en un point M. L'équa-
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tion d'une conique touchant la courbe M est

(n) y = Ax*+-Byî-±-'±Cry.

Pour qu'il y ait oscillation, il faut que le contact soit du

quatrième ordre. On peut donc limiter le second membre

de (9) aux trois premiers termes, et négliger ensuite,

lors de la substitution de y dans (11), les puissances

de x dont le degré surpasse 4- H vient d'abord

J
2 6

d'où, en identifiant,

6 a

Si l'on substitue ces valeurs dans (1 1), après y avoir

remplacé a, [3, y par les expressions (10), on trouve que

l'équation de la conique osculatrice est

( i >) (3px — p1j)2-,-Pj2= i8p3/.

Les coordonnées du centre O de cette conique sont

Si Ton observe que 3pjr o= piyoi o n retrouve la con-

struction du deuxième centre de courbure, indiquée par

Maclaurin. La seconde égalité (i3) fournit une con-

struction simple du troisième centre de courbure. Il est

facile de continuer la discussion de la conique (12). On

trouve, par exemple, que l'angle cp des asymptotes et

l'inclinaison ^ du grand axe sur la tangente sont donnés

par les formules

tango = T ^ = ¥ , tang,* = 5 p ^ 3 p p , '

qui permettent de résoudre une foule de questions.



On détermine facilement la trajectoire du point O

par les méthodes habituelles. L'application des formules

connues

{ 4 ) ds- ds" p ' ds ~ ~ds~~^~9

aux coordonnées ( i 3 ) d o n n e

lJ) ds ~ y* ' ds ~~ JJ2

On voit donc, avant tout, que le point O se déplace tan-

gentiellement à OM. Autrement dit, le lieu des centres

des coniques osculatrices à une ligne (M) est une courbe

de poursuite de(M). La ligne (M) est donc, en quelque

sorte, une développante de (O), mais une développante

obtenue en supposant que le (il, primitivement cnioulé

sur (O) et dont un point décrit (M) lors du déroule-

ment, subisse à chaque instant une extension ou une

contraction eomenable.

Il est clair, d'après (i5), que le rapport des vitesses

des points O, M est

dso

l'indice o servant à distinguer tout ce qui se rapporte a

la trajectoire de O. On trouve ensuite, par les méthodes

habituelles.

07) ?o " p .

Les deux dernières relations fournissent, dans chaque

cas particulier, Féquation intrinsèque de (O).

Considérons, par exemple, l'hypocycloïde à trois re-

brousscments, représentée, comme on sait, par l'équa-

tion
p2 — 9s2 = a2,



a étant les -| du diamètre du cercle directeur. On a

Les formules (16) et (17) donnent, au signe près,

5 a i5ps
7 y po —- x •

i\ Sa

On déduit de là que le lieu des centres des coniques os-
culatriccs est représenté par l'équation

Ce lieu est donc une hypocycloïde à six points de re-
broussement : trois de ces points coïncident avec les
points de rebroussement de l'inpocycloïde donnée, les
trois autres leur sont diamétralement opposés sur la cir-
conférence directrice commune.

Veut-on imposer à la conique osculatrice une condi-
tion, 011 ne doit plus retenir dans le second membre
de (9) que deux termes, afin de laisser dans (11) un.
coefficient libre. On obtient ainsi

Par suite, l'équation (11) se transforme en (1 2), |jJ res-
tant arbitraire. On aura la parabole osculatrice ou l'hy-
perbole équilatère osculatrice^ suivant qu'on remplacera
P par o ou par (9p2-h p< )• Nous aurions pu éviter de
répéter le calcul qui nous a conduit à l'équation (1 2), et
cela, tout simplement, en éliminant p2 entre cette équa-
tion et l'équation caractéristique de la conique spéciale
(ju'ou veut considérer.

Arrêtons-nous à étudier la parabole osculatrice. On



sait chercher, en partant de son équation, les coordon-
nées du foyer, l'équation de la directrice, etc. Cette
équation est

2 pi x -+- 6 py -f- 3 p2 = o,

et sa dérivation donne

( p2 — 3 p )x -f- 4 p,y H- i ppi = o.

On tire de là x = o, y = — | p ; par conséquent, la di-
rectrice de la parabole osculatrice à une courbe quel-
conque touche son enveloppe sur la normale à la courbe.
Le contact a lieu au point symétrique, par rapport à M,
du milieu de MC. En appliquant aux coordonnées du
point de contact les formules (i4)? on obtient, par des
calculs connus,

dso _ y/9p
2-t-pî _ (c jp2 -^?)1

"S"—r—' 9o~—Ï—
Si p24-9s2== a2, il vient p o = -£-• Donc les paraboles

osculatrices d'une hypocycloide à trois rebrousMMnents
ont pour directrices les tangentes au cercle directeur.
Si | = o , les formules (18) donnent

ou bien, en tenant compte de (6) et de l'équation in-
trinsèque de l'hyperbole équilatère,

- 2 p U /
d'où, par l'élimination de p,

dp g

V
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Par conséquent, l'enveloppe des directrices des para-

boles osculatrices à une hyperbole équilatère est une
des courbes définies par l'équation (4), pour les valeurs
10 et | des coefficients \ et JJC, C'est une spirale sinusoïde
d'indice —f.

Quant au foyer, ses coordonnées sont

t _ 3P2Pt 9P3

Ces valeurs nous disent que le foyer est symétrique, par
rapport à la tangente, de la projection de M sur la di-
rectrice. Les formules (i4)? appliquées aux coordon-
nées (19), donnent

O) ds a ( 9 p s + p ï ) s ' ds 2(9p*-+-pî)s'

Ces formules nous montrent, avant tout, que la normale
au lieu du foyer passe au quart de MC, et que la tan-
gente au môme lieu divise en parties égales le segment
déterminé par la directrice sur la tangente à (M), à
partir de M. On trouve ensuite

ds

Par exemple, si p 2 + gs2= a 2 ,

So— '2 5, po = | p , 25 pj -+-9*5 = 4«2 '

Donc les foyers des paraboles osculatrices d'une hypo-
cycloïde à trois rebroussements sont situés sur l'épicy-
cloïde ayant mêmes points de rebroussement. De même,
si % = o, les formules (21) donnent so=r;S, p o = ^ p ,
d'où l'on déduit que les foyers des paraboles osculatrices
à une hyperbole équilatère se trouvent sur une des
courbes définies par l'équation (4)> correspondant aux
valeurs ^ et f des coefficients A et •/.. Enfin toute courbe



représentée par la même équation, mais correspondant
aux valeurs — ' e t — J des coefficients, est telle que les
foyers de ses paraboles osculatrices sont alignés sur une
droite.

En remplaçant |J) par —(9?2~i~pîî) dans (12), 011
obtient l'équation de l'hyperbole équilatère osculatrice

x—y ~ " T ~ X Y •+• ^py-
?

Les coordonnées du centre sont xo= 2?, j 0 = —27,.
Ceci nous montre que le centre de l'hyperbole équila-
tère, osculatrice en un point M d'une courbe, est le sy-
métrique de M par rapport à la directrice de la parabole
osculatrice, en M, à la même courbe*, puis, en vertu de
(19) et (20),

d'où

dx0 __ (9p 2 — ?\)§ 070
ds ( QO2-i- o? )2 ds

dso § l ' p„ % ' '

Sip a -h95 2 = fl2,

•s"o : = 5s, po= » s< 49 po -+- 9^0 = x5 rt2.

Donc les centres des hyperboles équilaîèies osculatrices
d'une hypocycloïde à trois rebroussemeiits sont situés
sur l'épicycloïde étoilée, qui a mêmes points de rebrous-
sement. De même, pour |3 = o, on voit que les hyper-
boles équilatères osculatrices d'une parabole ont leurs
centres sur la parabole symétrique de la première, par
rapport à la directrice commune : résultat évident.
Enfin les courbes dont les hyperboles équilatères oscu-
latrices ont les centres sur une droite sont représentées
par une équation (4), pour les valeurs I et ^ des coeffi-
cients.



Les résultats qui précèdent sont facilement exten-
sibles à une infinité de familles de courbes, comprenant
la famille des coniques d'une part, celle des lignes cy-
cloïdales de l'autre. Chaque famille est caractérisée par
un indice rc, et toute courbe (M) de la famille possède
dans son plan un cercle tel, que la polaire de M par rap-
port à ce cercle détache de la normale en M, à partir de
ce point, un segment égal à n-\-i fois le rayon de cour-
bure. Les coniques sont caractérisées par l'indice — 2,
les lignes cjcloïdales par l'indice o. L'équation intrin-
sèque générale de ces lignes est

( 2 2 )

On en déduit, par dérivations successives,

n — i

2-+- ( ) pp2 = — lp n~l *11— 'J.po2-(- ? ? ' = A

\ n — i / l ' " n — i

puis

(a3)

après avoir posé, pour abréger,

C'est ainsi qu'on détermine la courbe (22), qu'on veut
mettre en contact du quatrième ordre avec une courbe
quelconque.

Dans toute famille, définie par son indice, il existe
une ligne de Ribaucour, caractérisée par l'équation
|îl = o, et une spirale sinusoïde, caractérisée par J'équa-
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tioii ty = o. Les coordonnées du centre du cercle direc-
teur sont

/ , x (n2—O?2Pi (n — i)'2o3

( 2 4 ) ^0 = J > ^ ^ ü = ; ? " '

et Ie rayon du cercle est

On voit que le cercle directeur se reduit à une droite
pour | l = o, à un point pour ilj = o. Enfin, on obtient
l'équation caractéristique des courbes (22), dont l'in-
dice est donné, en dérivant l'une ou l'autre des éga-
lités (20). On parvient à C = o, où

— (^ —1)(^2—0 P(?p3—

Ainsi, pour 71 = 0, on retrouve l'équation caractéris-
tique des lignes cyeloïdales, et l'on voit que, dans celte
familie,

V = p(? 4-p2 ) , $ = PP2— p?-

L'équation |0 = o caractérise les cycloïdes, qui jouent
ici le même rôle que les paraboles dans la famille des
coniques, et l'équation ;É} = o caractérise les spirales
logarithmiques, qui jouent le rôle des hyperboles équi-
lalèrcs.

11 est presque superflu de faire remarquer que toutes
les propriétés démontrées plus haut pour le cas de
// = — 1 subsistent en général. Ainsi l'application des
formules (14) a u x coordonnées (24) donne

vt Ion voit que le lieu des centres des cercles directeurs
des courbes (22), osculatrices à une courbe quelconque
pour une valeur déterminée de rc, est toujours une ligne



de poursuite de la courbe considérée. Si l'on particula-
rise les lignes (22), de manière que JÉJ = o, on trouve
les formules

ds __ J) p _ n — 1 p
dso ~~ $ ' po ~ n-{-i $ '

qui servent à déterminer le lieu des pôles des spirales
sinusoïdes, d'indice /z, qui ont un contact du troisième
ordre avec une courbe donnée. Enfin, si Ton rapproche
les expressions des coordonnées du pôle de %) et l'équa-
tion de la directrice de p , on voit que, si une ligne de
Ribaueour et une spirale sinusoïde de même indice ont
un contact du troisième ordre, le point de contact est
symétrique du pôle de la spirale par rapport à la direc-
trice de la ligne de Ribaueour. Nous n'insistons pas sur
un grand nombre d'autres résultats, que la méthode ex-
posée dans cette jNote permet d'obtenir avec la plus
grande facilité.


