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SOLUTION DES QUESTIONS 285-286

(voir t. XII, p. 444 );
Par M. Francors BRIOSCHI,

Professeur a I'Université de Pavie.

Je me propose, dans cette Note, la démonstration des
théorémes suivants :

u = o est l'équation rendue homogéne d’une courbe
plane de degré m entre trois coordonnées linéaires.

1°. Lorsque le déterminant (Hessien) A de la fonc-
tion u est identiqguement nul, l’équation représente un
Jfaisceau de m droites.

2°. Les points d’intersection des courbes représentées
par les équations

u=—o, A=o,
sont des points d’inflexion ou des points doubles pour
la premiére courbe.

v =0 est l’équation rendue homogéne d’une courbe

plane de la classe n entre trois coordonnées tangen-
tielles (*)

1 1, M PR TP IS
(*) Rappelons que iy étant les coordonnées a I'origine d’une tangente
1 2
a une courbe, une équation entre z, et z, de degré n est I’équation de la
. . £ 2 .
classe n; on la rend homogéne en écrivant - z—’ aulieu de z,, z,; le v est

0 °
relatif & cette sorte d’équations. Tu.
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3°. Lorsquele déterminant y dela fonction v est iden-
tiguement nul, Iéquation représente des points situés
sur une méme droite.

4°. Les points d’intersection des courbes représentées
par les équations v = o, v = o sont des points de re-
broussement pour la premiére courbe.

u = o est l’équation rendue homogéne d’une surface
de degré m entre quatre coordonnées linéaires.

50, Lorsque le déterminant A de cette fonction est
identiguement nul, l’équation représente un céne.

6°. La ligne d’intersection des surfaces représentées
par les équations u=o, A=o est une ligne d’in-
flexion (ligne des points paraboliques), pour la pre-
miére surface.

v = o est l’équation rendue homogéne d’une surface
de la classe n entre quatre coordonnées planaires.

7°. Lorsque le déterminantsy decette fonction est iden-
tiguemnent nul, ’équation représente une courbe plane.

8°. La ligne d’intersection des surfaces représentées
par les équations v = o , 7 = o est une ligne de rebrous-
sement pour la premiére surface.

Soit u une fonction algébrique, entiére et rationnelle,
du degré m des variables x,, x,, ..., x,. Si I'on rend ho-
mogene I'équation u = o en posant, au lieu des variables

Zy X, T .
Xy, Xsy..., Try les rapports pralet R e et en multi-
pliant par x7,
nous donnera

alors un théoréme d’Euler, trés-connu,

(m —l)llu =Xy Wy 0+ XU T U,
(M-—l)u‘ = XUy T U Az,
(m—1)u,=Zotty,g + 2, Ur, i+ oo o lly,y

me=—uyxytt, +x U +...4 x-U,

26.
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.
ou
" du d’u
== - u, = U, = =—"
T dx, i ' dx, dx,

Ces formules donnent le moyen de transformer le déter-
minant suivant : -

Uiy Uiy Uizyeeey Uir

Usy Ugyy Rapyecey  Ugr

H= oo |t

P R R R T ]
Ury Ur,y Urzgeeey Uryp

‘ 0, Uy, Usyeer, U
En effet, ce déterminant peut s’écrire

(m—1)u, 8y, Wiy i

»

(m—1)u2y, Usiy Usaseeey Usy
I

m—1
(m—1)u,, Uy Urayeeny U,

0, Wy, ly..., u,

et comme, en ajoutant respectivement aux éléments de
la premiére colonne ceux de la deuxiéme multipliés par
— x,, ceux de la troisiéme multipliés par — x,, etc.,
la valeur du déterminant H ne change pas, et, ayant
égard aux équations (1), on aura

Lo Uy,0 Uiy Byzyeeey  Up,r
o l2,0 U,y Uz rgeeey U, ,
1
H:';—_—; L T I T S S Y b
Ty ur,n’ ur,ly “r,z,-'-, "r,r

Ty Ubg— MU, uy, Upyeeey u,



c'est-a~dire :
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Upoy Uiigeeey O,

Uiy Upageeey Uy,
U0y u?,l %y ui,r

m Uiy Ugaye0ey  Ugr To
H=— “ e reeeeerearee
m ~—l e @ 0 . LR Y ,n —-l

ur,o, ur,l Yy "r,'

ur,l, ur,l,--- y ur,r
u,, Upyeeoy u,

Jobserve que le second de ces deux déterminants est égal

au suivant :

W0,
Usyoy
1
m-—1
Ur04

e et e eeg

Uy yeers w,,
Uyiyenny Us,r

Cr et eae e cews ;
Upiyeens u,,

(m—1)ug, (m—1)t,y.c., (m—1)u,

ou, en répétant 'opération indiquée ci-dessus, en ayant
soin toutefois de substituer les lignes aux colonnes, on

aura
Ui,
uz,o,
Ty
cee
m —1
Ur,oy
| Uy

et, par conséquent,

U,y
m Uy, ,
(2)“:— ’
”)— l “ v e e
ur,t,

Analoguement, si v est

Uyiyeoey Uy
Uz iyevny Uyr
Upyiyevey Upyr
Ug,ypenny o ’
W35y U,
2
Usayerey Uar (=) T
e (m —1)

Uryayeney  Upp

une fonction algébrique entiére
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rationnelle de degré n des variables z,, z,,..., z,, etsi
Pon pose

Viy Vi, Yiayeeey Vi

»

Vay V2,15 ¥2,29.0-9 Pur

Yry ¥riy Prosceey Unr
0, Oy  Pryeu, 0
on aura
[ V290 Yir
n V2,05 P2,250.05  Pur .
—— r
= — v +(—1) —, V-
n—1 Lo . (n—1)

"I‘,I ’ or,z PR ) ur,r

Les déterminants A et 57 sont respectivement des degrés
(r=+1) (m—2)et (r—+1)(n—a2).

Je suppose les variables x4, y,..., X5 Zoy Z1y.eny 2,
liées par les deux systémes d’équations

(3) {v‘,:xo, =X, 0TS Xy .., O T=X,

U= 3y, U2, W= 214..., U =2,

En prenant ladérivée de chacune des équations du pre-
mier systéme selon x,, xy,..., x,, en ayant égard aux
équations du second systéme, on aura (7 -+1)* équations,
lesquelles peuvent se déduire des deux suivantes :

Vs,olls,g Vs U, o oo = Vsl =11,
Vo0 Uiy Ve, Uiy +. . o 0,0 U, =0,

en posant s et i=o0, 1, 2,..., r. Ces équations nous
donnent

(4) A.y=1,

et, a cause des équations (3), on a, pour toutes les va-
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leurs de xy, x,,..., x, et de z,, z,,..,, 2z, qui satisfont
aux équations u = 0, v = 0, la suivante :

XyZy—+ 2y %+ L3234 . .. 4+ T2, ==0O.

Jobserve que si le déterminant Hessien A est identique-
ment nul, on a, par I'équation (2),

(m—1)a, wyy..os

(m—1)w,y wiiyeeny us
e e B

(m—1)u,y, w,, ., u.,

muw, ..., U
identiquement, et I'équation
U(ZiyZyy. ..y x,)==0

est elle-méme homogéne. Analoguement si ¢y = o iden-
tiquement, I’équation

v(zl,z,,.. » %) =0

est homogéne.
Pour toutes les valeurs de x,, x,,..., x, qui satisfont
a 'équation u==o, et rendent H=10, on a A = o.
Applications géométriques. Si I'on suppose r=2 et
A = o0 ou yy = o identiquement, les équations

w(x,x;)=o0, v¢(z,x)=o0,

sont homogénes, et 'on a les théorémes 1°" et 3°.
Si I'on suppose v =3 et A =0 ou ¢y = o identique-
ment, les équations

u(z, T2y &) =0, . ¢(x,, 2;, ;) =0,

sont homogénes, et 'on a les théorémes 5¢ et 7° (¥).

(*) Prucker, System der Geometrie des Raumes, p 17,



( 408 )
En désignant par R le rayon de courbure d’une courbe
plane représentée par I’équation u —=o,0n a

2 3\2
R__.—_i"(_u.'_tﬁ’_.)_.
H

Aux points d’inflexion de cette courbe, on a R = o , par
conséquent H = o, et

U0y Wy,1y Uy,2
(5) Uiy Wi, Uy, |=o0.

»

Hao9 Wy Uz,

Cette équation représentant une courbe plane du degré
3 (m— 2), les points d’'inflexion de la proposée seront,
en général , 3m (m — 2). Aux points doubles de la courbe
w=o,o0na

=0, U,=—0;

par conséquent l1 = o, et I'équation (5) aura lieu aussi
pour ces points (théoréme 2°) (¥).

Aux points de rebroussement de la courbe v =0, 0n a
R =o0, par conséquent H=o et A=<, ou, en
ayant ¢gard a I'équation (4),

! Yooy Yo,y Yo,
Yoy Yiie P2 | = O
V09 P09y V22
Cette équation du degré 3 (n — 2) représente une courbe

plane, et les points de rebroussement de la proposée qui,
en général, seront en nombre 3 n (n — 2), seront les

(*) Voyez V’excellent Traité de M. Salmon , On the higher planc cu:ves,
page 72.
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points d’intersection de cette courbe avec la courbe v = o
(théoréme 4¢) (*).
On doit se rappeler que les équations u=o0, v=o0
représentant une méme courbe, on a

r=um{m—u).

En dénotant par R, R, les rayons principaux de cour-
bure d'une surface t = o0, on a

R, R, (w4l 4 ug),
H

Sil'un des deux rayons est infini, on a H=o, par
conséquent A = o. Cette équation représente une surface
du degré 4 (m — 2), et la ligne d’intersection de cette
surface avec la surface u = o sera une ligne d’inflexion ou
ligne des points paraboliques pour cette surface (théo-
réme 6°) (*¥).

Si 'un des deux rayons est nul, on a H = o ; par con-
séquent, ¢ = o. Cette équation représente une surface
de la classe 4 (n — 2), et la ligne d’intersection de cette
surface avec la surface v = o sera une ligne de rebrous-
sement pour cette derniére surface (théoréme 8°).




