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SUR LA DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE FONCTIONS.
SERIES DE BURMANN, DE LAGRANGE, DE WRONSKI;

Par M. A.,

Ancien ¢léve de 1'Ecole Polytechnique.

§ 1L

Dans le paragraphe précédent (Nouvelles Annales,
tome IX, page 119), nous avons montré que si l'on a
:=F(y), y=9(x), on trouve, en désignant pour
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p(z+A) —g¢(2)
g par G,

d*z _ ndz d"(0),  n.n—1 d’zd"?(6%),

dz" T 1 dy dk" | 1.2 dy* dk—?

abréger

+ .. (")

équation qui peut s'écrire sous la forme
drz d'z nd(m),d'z
= (0")o o+ = "‘(‘*l)*—_‘
(1) dx dy 1 dh dy—
n.n—1 d* (@2, drig
1.2 dhr=?  dy—?

Supposons maintenant qu’onaitz=F (x) et y = ¢ (x);
drz
dy"
tions de x, on pourra regarder z comme une fonction
implicite de y, et alors on aura, d’aprés I'équation (1),

cherchons ——- 1l est évident que z et y étant des fonc-

drz drz nd{0""), d" 'z

——=(9")o-—;+-u ey

dz" dy 1 dh dy
n.on—1 d2(072), d"%z

1.2 dht  dyn? e

dr'z d"™'z n—1d(8"?),d"z
dz— (=)o dy"! + 1 dh  dy™ e
dr—nmz s A"z n—md (), Ay
dz—m (9 o dyr—m -+ I dh dyn—m-—l REREER

d*z o d*z 2 d(6), dz

dz? (%) dy? 1 dh dy ’

d dz

=18

dz dy

Multiplions ces équations, en commencant par la pre-
miére, respectivement par
n—1d(6™), rn—1.n—2 d* ("), dr=1 (6",

(6> 1 dk ' 1.2 dle T T R

?

(*) Le zéro indique qu’il faut faire 2 = o, aprés les differentiations.
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ct faisant la somme, je dis qu'on aura

drz o (1"z+n —1d(07")ydr'z

—_— n
) dy" = (7" dz* 1 dh dat
n—1i.n—2d*(6"), d""’z.+
-+ 1.2 dh:  dxnr T

Pour le prouver, dans la somme des produits ci-dessus,

M d drmgz
prenant le coefficient du terme multiplié par —m que

—1.n—2...n—m-+1

désignerons par C,o
.C, on
nous eSIgne P T2 3. ..m—1 9
II—-I.II-—2.. n—m-+41
aura, €n mettant —_ en facteur
1.2.3...m—1
commun ,
dm (gn—m )n md(0="), dmr (grm),
‘ — —n — o —
A e N =
m o dr=(07), d (Gnm),
+(r—=mta)-+ dhm— dh

dm (O—Il»o nm
“+n—m — (om=m),.

Cette équation peut s’écrire ainsi :

B ( g—n) ar (9"*"‘ Jo m d (9—‘" )u dm—1 (9,,_,,‘)“
' dll’" T ' ([/l d/Lm——x
am(6=n),
| —+ ...+ — (o )u
. d(O—,.)o dm=(gm),  m—1 d?(e“")o dn— (9"_”’%
dh dhm 1 dir T d
dm(6—"), e
+ -_d?;;r_—‘ ( )o

C=n

—m

Or la quantité comprise entre les premiéres parenthéses
n’est autre chose que le développement de
dm (9_" gn—m )" i dm (O—m )0
dhm T dhm
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De méme, la quantité comprise entre les secondes paren-
théses, est le développement de

d (6-) o
m—1 .pr—m lm—l —m—1 ___
d [ dh ¢ ]U . : (O d/t),,

-—n

dhm—! dhm—!
_n dm(6—m),
“m dh™
On a donc
__[ar(em) _dm ()] _
C"”[ i a7

Ce qu'il fallait démontrer.
L’équation (2) peut se mettre sous une forme plus con-
cise. En eflet, on a en général

d"F(x) _ d"F(x+ /z)u_

dz™ dhm
Si donc on pose
z=F(z),
on aura
d"F(z) __d~—
(3) ) = S (o )

L’équation (3) donne une démonstration trés-simple
et trés-directe de la série de Burmann.
En effet, soit x une fonction de y donnée par1’équation

y=¢9(z)
Concevons qu’on ait tiré de cette équation x en fonction
de y, et que dans la fonction F (x) on ait remplacé x par
savaleuren y.Alorssi F (x) devient une fonction continuc
de y, on pourra développer, par le théoréme de Taylor,
F (x) suivant les puissancesde y, etl’on aura un dévelop-
pement de la forme

Flo)= A+ Ay + Ay +.. ..

Pour déterminer A,. différentions n fois cette série, et
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faisons ensuite ) = o, on aura

I d"F(z)
A, = s
1.2.3 ..n dy"
cn ayant soin de faire y = o, aprés les différentiations.
Mais, d’aprés Péquation (3), on a

d"F(.I:)__ dr— .-
._71.)’_".___ T [6—F (z + R))

Par suite, si I'on désigne par a la valeur de x qui corres-
pond & y = o, on aura

! dm ([ola+ k)],
A"—_‘I.2-3 T n d}l"—'{[ 7 ] F (a—{—-/l)% -

0

ou, ce qui revient au méme ,

&) A= [ S )

Nous ne nous occuperons pas ici de savoir quelles sont
les conditions sous lesquelles cette série de Burmann peut
exister. Ce sera I'objet d'un autre article. Nous avons
seulement voulu faire voir avec quelle facilité I'équa-

tion (3) permettait de déterminer les coefficients de cette
série.

X —a

Si l'on fait g = T dans I'équation (4), alors

1 dn— ,
M= aan (@ F @)

On a donc ce théoréme trouvé par Lagrange :

Si Uon a l'équation x =a + y ¢ (r), expression
d’une fonction F (x) d’une racine de cette équation
sera donnée par la série suivante :

F ()= F (@) & [4(a) F'(a)]y + = (o) F'(@)] L +

1.2

ceve

Si dans l'équation (2) nous faisons successivement
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z=y,y%...,)",onaura les identités suivantes, en dé-

. d?
signant, pour abréger, ;;:r) par D¢ (z),
n—1 d(6"),
1 4k
dr— (6—")0
dhr— D'CP (T>1

o= (6""),D"g(x)+

D g (z) +...

n—r1 d(07"),
—I— . —d‘/‘—‘ 'D"—'.Lp(.l‘)"'—{—a“

dn—! (e—n )0

o0={(0""),Dug(x)'+

2
dhr— D.¢(2)
(A) ......................... : (9 ) ...............
n—iy d@™"
= O—n\ ", n—i v n—1 \n—1
0=t W Drog @) 1 dh b ==+
dr= (0"
dhr—! - D'?(‘r)n~l’
—1 d(6-n), -
123 = (0) D (24 2 Tl g
1 dh
dn—! (9-—-71)0 '
——d»ll—"—_—l—D,q)(x) .

Ces identités nous montrent que si 'on a les équations

Dg(z).y +D¢(x) .. +... +D.o(2). yn = DF (x),
Dig(z). y1+Dho(z). 72 +. .. + Dy (2).y,=DF(x),

D).y + D gz ys +. .+ D g(a) y = D" F (),
Drg(z). i+ Dg(x)y’+... + D¢ (2)". .= D"F (z),
on trouvera, en les multipliant respectivement par

dr! (9-—-n)0 n—1 dn—z(e—n)o _
= = (s

r—1d{6™")
dh

1.2.3...ny,=(67"),D*F (z) + « D= F (2) 4-...
dr—!

= ;‘[F [9‘".1‘ (.2‘ -+ h)]‘)
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Mais si I'on résout les équations (A) 4 la maniére ordi-
naire, on aura

_S[ED'g(x).D?g(z)... 0" g (2)*~.D"F ()]
S[ED'g(z).D*g (z)’... D" g{x)~'. D¢ (x)"]

Yn

les déterminants du numérateur et du dénominateur
étant formés par rapport aux indices de différentiation.
En égalant ces deux valeurs de y,, on aura

d’l-—l
ai
(«) 1.2.3...n
:S[iD‘qa(x).D’cp (z)...D"F (z)]
S[x=Dig(z). Do (z)... Do)

0. F (z+ k)]

Si I'on développe les deux membres de cette équation
suivant les dérivées de F (x), a cause de I'indétermina-
tion de cette fonction, les coeflicients de chacune de ces
dérivées devront étre identiques. On aura donc, en égalant
les coefficients de D"F (),

1 (e_n)):S[i D'¢(z).D?g (z)*... D" g (z)"~']
1.2.3...n ‘T S[E£D'g(x).D*g(x)... D g (z)]

On tirera de la

S[Z=D'g(z).D*g(z)"... Do ()]
(8)

n.n—1 n.n—41

:1!2!...n!<6 > >u:|!2!...n![Dcp(.t‘)] o,

et, par suite, I'équation () deviendra

1 dr—
R ————— e 0 A
1.2.3... nd/z"_'[e F(z+4)]
(B) —S[ichp(x)'D7(P(I)z-“Dn_l‘P(-’:)"'—'.D"F(_z;)].

n.n—1
112130, n!'[De(e)] °
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Ce beau théorémc ainsi que I'équation (f3) sont dus a
M. Wronski (¥).
M. Prouhet a donné une belle démonstration de I'égua-
tion () fondée sur des considérations autres que celes
dont nous nous sommes servi.



