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COURBES MODULAIRES DE GENRE 1
par

Gérard LIGOZAT (*)

Ré sumé d ' aut eur. On désigne par r (N) le sous-groupe du groupe modulaire

SL(2,z) formé des matrices ( ) telles que c = 0 (mod. N). Au groupe r (N)

est associée de façon canonique une courbe algébrique X projective et lisse sur
N

le corps Q des nombres rationnels, et que l'on appelle la "courbe modulaire de
niveau N". Ce travail traite essentiellement des douze courbes modulaires qui sont
des courbes de genre 1 . Ces dernières, munies d'une structure de courbe elliptique
canonique, sont appelées "courbes modulaires elliptiques".

On établit tout d'abord le résultat suivant : le conducteur de la courbe modulai-
re elliptique X. est égal à son niveau N, et on explique de quelle façon ce ré-

sultat peut être généralisé.

(Xi montre d'autre part que la fonction L d'une courbe modulaire elliptique
coïncide avec la série de Dirichlet canoniquement associée aux formes paraboliques
de poids 2 sur le groupe r (N). Cela permet de calculer la valeur de la fonction

L,(s) au point s == 1 . Qn vérifie alors que les résultats obtenus sont compatibles
avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Enfin, on obtient des résultats
analogues pour certaines courbes elliptiques isogènes sur ^ aux courbes modulai-
res elliptiques,

Summary. Let r CN) be thé subgroup of thé modular group SL(2,Z) containing thé

matrices ( ) where c = 0 (mod, Nj•

There is a canonical way of associating to r CN) an algebraic curve X- defi-

ned over ^, which is projective and smooth over Q. Call this curve thé "modular
curve of level N". This paper is primarily concerned with thé study of thé twelve
modular curves which are of genus one. Thèse are naturally endowed with a structure
of an elliptic curve over (^. Call thé resulting elliptic curves "elliptic modular
curves".

First, thé following resuit is established : Thé conductor of thé elliptic modu-
lar curve of level N is N. Possible generalizations of this resuit are examined.

Next is shown thé coi'ncidence of thé L function associated with an elliptic
modular curve with thé Dirichlet séries associated with r CN). As a conséquence,

thé value of thé L function L(sj at thé point s = 1 is computed, and thé agree-
ment of thé results obtained with thé Birch and Swinnerton-Dyer conjectures is
checked.

Lastly, similar results are obtained for a number of elliptic curves which are
^-isogeneous to one of thé elliptic modular curves.

(*) Thèse Se. Math.. paris-Sud, 1974.
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0. Introduction.

Le but de ce travail est l'étude de certaines courbes algébriques, associées

aux sous-groupes r CN) du groupe modulaire SL(2,z), que nous appellerons les

courbes modulaires, et particulièrement de celles d'entre elles, les courbes modu-

laires elliptiques, qui sont des courbes de genre 1 . Ces dernières sont canonique-

ment munies d'une structure de courbe elliptique, (c'est-à-dire de variété abélien-

ne de dimension 1 ) définie sur le corps (̂  des nombres rationnels. Nous nous

proposons d'en faire une description aussi complète que possible : conducteur,

fonction L, points rationnels, et d'examiner la compatibilité des résultats obte-'

nus avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

0 .1 . Soit N un entier positif. On désigne par r CN) le sous-groupe du groupe

modulaire SL(2,z) formé des matrices

( ) telles que c = 0 (mod. N).
C G.

Le groupe r (N) opère sur le demi-plan de Poincaré "( . On désigne par ^

la réunion de -^ et des pointes de r (N). Le quotient de ̂ f par l'action de

F (N) est alors une surface de Riemann compacte X . On constate que la courbe

algébrique sur le corps C des complexes que l'on obtient de cette façon provient

par extension des scalaires d'une'courbe algébrique définie sur Q, dont le corps

des fonctions est (^(j,j ). Ici j(z) est la fonction invariant modulaire de la

variable complexe z , e t j ( z ) = j ( N z ) .
N

On désigne par X , et on appelle courbe modulaire de niveau N, un modèle de

^( j ïJ^) projectif et lisse sur ^.

Les courbes modulaires nous intéressent à deux titres :

0.2. D'une part, il résulte d'une conjecture de Weil que toute courbe elliptique

définie sur Q, de conducteur N, est isomorphe sur <^ à un quotient de J va-

riété jacobienne de la courbe modulaire X .
N

0.5. D'autre part, la fonction L de la courbe X s'exprime essentiellement'

(à savoir à un nombre fini de facteurs près) comme un produit eulérien ne dépen-

dant que des valeurs propres de l'action des opérateurs de Hecke sur l'espace des

formes paraboliques de poids 2 attaché à r (N).

0.4. La courbe modulaire X est de genre 1 pour douze valeurs de N :

N = 1 1 , 1 4 , 1 5 , 1 7 , 19 , 20, 2 1 , 24, 27, 52, 56, 49.

On la munit alors canoniquement d'une structure de variété abélienne définie sur Ç,
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et on appelle courbe modulaire elliptique de niveau N la courbe elliptique ainsi

obtenue. La fonction L d'une courbe elliptique est définie sans ambiguïté, et

nous montrons que celle de la courbe modulaire elliptique X coiïicide avec la

série de Dirichlet canoniquement associée à l'action des opérateurs de Hecke. Cela

nous permet de calculer la valeur de la fonction Ii(s) au point s == 1 , en

employant une méthode due à Swinnerton-Dyer,

Cm peut rapprocher ces résultats de ceux obtenus pour une courbe elliptique

admettant une multiplication complexe. La fonction L d'une telle courbe s'obtient

comme série L associée à un certain "G-ro'ssencharakter" et l'on peut faire dans

certains cas le calcul explicite de L(l) (cf. [55]).

0,5. Le paragraphe 1 est essentiellement consacré aux propriétés de réduction des

courbes modulaires. Le résultat suivant est obtenu pour les courbes modulaires

elliptiques :

THEOREME A (1 .4 .2) î Le conducteur de la courbe modulaire elliptique X est égal

^ N.

Pour une courbe modulaire de genre non-nécessairement égal à 1 , on indique

comment certains résultats de Deligne permettent de déterminer le conducteur de la

jacobienne J de X , du moins lorsque N est un entier sans facteurs carrés( ).N N

0.6. On étudie dans le paragraphe 2 la fonction L d'une courbe modulaire. Cette

fonction est définie par un produit eulérien dont les facteurs locaux L sont dé-
P

finis pour presque tout nombre premier p. Dans le cas particulier d'une courbe

elliptique, on sait définir L pour tout p, et la fonction L de la courbe el-

liptique est le produit de tous les L ,

/ \ / ,
THEOREME B (.2.2.5,) : La fonction L de la courbe modulaire elliptique X col'n-

cide avec la série de Dirichlet canoniquement associée au groupe r (N).

La démonstration de ce théorème utilise les résultats des calculs explicites

des paragraphes 5 et 4. Elle est achevée en (4,5.4).

Le théorème B entraîne en particulier :

( ) Cf. note au bas de la p. 25.
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THEOREME C (2.5.2) : Soit L(N,s) la fonction L de la courbe modulaire ellipti-

que X^. et soit ^ (N,s) = (2^T)~S.N8/2.^(s).L(N,s).

Alors --* (N,s) est une fonction entière. bornée dans toute bande verticale,

et vérifie l'équation fonctionnelle

g(N,s) =^(N,2-s).

Les résultats précédents apparaissent comme des conséquences, dans le cas par-

ticulier des courbes modulaires elliptiques, d'une conjecture de Weil. On montre

comment les résultats du paragraphe 1 concernant le conducteur de la jacobienne

J d'une courbe modulaire se généralisent de façon conjecturale pour un niveau N

quelconque.

0.7. Le paragraphe 5 est consacré à la construction explicite de formes modulai-

res sur le groupe r (N). A côté de la détermination effective de la série de Di-

richlet canoniquement associée aux courbes modulaires de genre 1 , on établit de

façon élémentaire le

/ \ / ,
THEOREME D 0.2.16} : Désignons par P , P les points de la courbe modulaire X

images des points z = 0, z = ioo de ^y par l'application canonique. Alors le

diviseur P -P a une image d'ordre fini dans le groupe des classes de diviseurs

modulo l'équivalence linéaire.

De plus. on peut donner une détermination explicite de cet ordre.

0.8. A partir du paragraphe 4, on s'occupe exclusivement des douze courbes modu-

laires elliptiques. On utilise tout d'abord les calculs faits par Fricke pour

écrire une équation explicite de X . On peut alors calculer le conducteur de/ X

en utilisant un théorème de Cgg, et vérifier ainsi le théorème A. On détermine

également les facteurs locaux L de la fonction L de X pour les valeurs de

p telles que X ait mauvaise réduction en p. On termine ainsi la démonstration

du théorème B.

0.9. On. démontre dans le paragraphe 5 le

THEOREME E : Le groupe X (^) des points de la courbe modulaire elliptique X

rationnels sur Q est un groupe fini. et engendré par les pointes de r (N) qui

sont rationnelles sur Ç. (théorèmes ( 5 . 5 . 1 ) et (5.2.5)).

0.10. Le paragraphe 6 est consacré à la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,

et au calcul de la valeur au point s = 1 de la fonction L "normalisée" L*(s).
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On obtient :

THEOREME F (6.5.5) : Soit L^Nys ) la fonction L normalisée de la courbe modulai-

re elliptique X , et soit •? (n) 1 ' ordre du groupe X (^). Alors

L^(N ,1 ) = (^(N))"2.

Ce résultat est en accord avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et

il entraîne, si l'on admet cette dernière, que le groupe de Tate-^afarevic' des

courbes modulaires elliptiques est trivial,

0 . 1 1 . Enfin, on montre au paragraphe 7 comment le calcul de L* (1 ) peut être

étendu à toutes les courbes elliptiques de conducteur N C ?Ït '^.VLe l'on connait

explicitement (on désigne par 7ÎX l'ensemble des entiers N tels que X soit

de genre 1 ) . On utilise une liste des courbes elliptiques de petit conducteur

dressée par Swinnerton-Dyer. Comme on l'indique en 7 . 5 . 1 , il est probable que cette

liste contient toutes les courbes elliptiques de conducteur N ç. VTi, .

pour chacune des courbes de la liste, on trouve comme plus haut :

L*(1)=^- 2

et la conclusion concernant le groupe de Tate-Safarevic est la même.

Ce travail n'aurait pas été mené à bien sans les conseils et les encourage-

ments d 'A. Néron, Je tiens à lui exprimer ici ma vive reconnaissance, ainsi qu'à

G. Poitou et M. Raynaud. Enfin, J.P, Serre a bien voulu lire mon manuscrit. Il

m'est agréable de lui exprimer ma gratitude pour ses'remarques stimulantes.
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1. LES COURBES MODULAIRES X .
N

1 . 1 . Groupes fuchsiens de 'première espèce.

Dans ce qui suit, on s'intéresse à certains sous-groupes G de SL(2,IR),

commensurables à SL(2,Z), et contenant - 1 . En particulier, G est un groupe

fuchsien de première espèce au sens de [52].

On désigne par ^f le demi-plan de Pôincaré, et par ^ la réunion de fy

et des pointes de G. Le quotient GV^ de ^y par l'action de G est une

surface de Riemann compacte X
G, C

Si G et G' sont deux tels groupes, et si G* est un sous-groupe de G

d'indice n dans G, 1'homomorphisme d'inclusion G* -»• G induit un revêtement de

degré n des surfaces de Riemann. L'indice de ramification e , en un point p'

de X , est alors donné par
Gr , (L

e = (stab (z):Stab ( z ) ) où z ç (^ a pour image P'
-I- Lr (jr

et Stab (z) désigne le stabilisateur de z dans G.
(j

Si P , P , désignent les genres de X., .,, X . ,,, la formule de Riemann-Hurwitz
' J ' J Lr , l/ (_r , l»'G

s'écrit :

2P ,-2 = n(2p -2) + > (e -1).
G Pc Y p

^G1^

On se reportera à [52] pour plus de détails.

1 .2 . La courbe modulaire de niveau N.

On désigne par F (N) le sous-groupe du groupe SL(2,Z) formé des matrices

(^ ^) telles que c = 0 (mod. K), et par X la surface de Riemann correspon-

dante. Le corps des fonctions de X est c(j, j ), où j(z) est la fonction

invariant modulaire, et j (z) = j(Nz).

On sait que j et j sont liées par l'équation modulaire de niveau N :

( 1 . 2 . 1 ) ^^ = °

où & ç ^[X,Y] est un polynôme absolument irréductible [ 15] . La courbe X

projective et lisse sur C s'obtient donc par extension des scalaires à partir de

la normalisée projective sur (̂  de la courbe plane définie par :

<^(X,Y) == 0.
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On désigne par X , et on appelle courbe modulaire de niveau N cette nor-

malisée ; c'est l'unique courbe projective et lisse sur ^ dent le corps des fonc-

tions est ^(j,j^).

On dira qu'un Z-schéma ^ Ç . plat et surjectif sur Z, est un Z-modèle de X ,

si la fibre générique de ^g est isomorphe à X .

Les images des points z = 0, z == ioo de -^ dans X sont des points p
et p^ rationnels sur ^ ( [ 1 5 , 2 .1 ] ) . On convient de choisir comme morphisme ca-

nonique de X dans sa jacobienne J celui qui envoie p sur l'origine de J

Lorsque X^ est une courbe de genre 1 , on dira que X , munie de la structure de

courbe elliptique (c'est-à-dire de variété abélienne de dimension 1 ) d'élément

neutre P , est la courbe modulaire elliptique de niveau N.

1 .5 . Genre de X . .

Désignons par P^N) le genre de X . La considération du revêtement asso-

cié à l'inclusion canonique de r^N) clans SL(2,Z) . permet de calculer p (^) en

fonction de N [52, 27, 12 ] . On obtient :

,(.) -. A^-1° ̂ j ^
"12" 4 3 '2

ou

^=i,.n(i^)
p | N -L

si N = 0 (mod.' 4)

^T(1+(::•1)) sinon
P|N p

si N = 0 (mod. 9)

r~T(l4.(^)) sinon
[p|N p

Iy((d,N/d)) .
d | N
d>0 •

Dans ces formules (-) désigne le symbole de Legendre, (d,N/d) le pgcd de d et

N/d, et <p l'a fonction d'Euler.

En particulier, p (N) tend vers l'infini avec N.

On désigne par W.^ l'ensemble des entiers N tels que p (N) = k. par
exemple :
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WQ = ( 1 , 2, 5, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 , 12 , 15 , 1 6 , 18, 25},

73^ = iH» 14, 1 5 , . 1 7 , 19 , 20, 2 1 , 24, 27, 52, 56,,49},

^ = {22, 25, 26, 28,. 29, 51, 57, 50}.

1.4. Pro-priétés de réduction.

Igusa [12 ] a démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 1 . 4 . 1 : II existe un Z-modèle normal de X pro.iectif sur Z _e^

lisse sur Z[-].

Lorsque N € W[ , on obtient un résultat beaucoup plus précis. Avant de l'é-

noncer, on r-appelle qu'à toute variété abélienne A définie sur Q est associé

un entier qu'on appelle le conducteur de A, On renvoie à [50], [ 10] pour la défi-

nition et les propriétés du conducteur de A, qu'on note x(A) On a •
e ( A )

x(A) = np p

où e (A), exposant en p du conducteur de A, est nul si et seulement si A a

une bonne réduction en p.

Soit N ç VSl .

/ \
THEOREME 1.4.2 : Le conducteur de la courbe modulaire elliptique X est égal à N.

Démonstration : On déterminera explicitement, en (4.2.4), une équation de chacune

des courbes modulaires elliptiques. Le tableau (6.5.4) indique le type des fibres

singulières du modèle de Néron (les notations sont celles de Néron [20]). La véri-

fication de (1 .4.2) se fait alors au moyen du théorème de Cgg (4.5.2) et (4.5 "5)

1.4.5. Soit N un entier sans facteurs carrés. Alors, d'après Deligne et Rapo-

port [6], il existe un Z-modèle de X^, soit ^, lisse sur Z[-l], régulier, dont

la fibre en p, pour p divisant N, de genre arithmétique p (N), s'obtient en

recollant transversalement en s (p ) • points deux exemplaires de la fibre en p de

^N/P" Ici s^^ ^^ë^Q 1e nombre des classes de courbes super singulier es en

caractéristique p, munies d'un sous-groupe cyclique d'ordre N/p.

On a donc, écrivant que le genre arithmétique de la fibre en p est p (N) :

d-4.5.1) p ( N ) = 2p (N/p)+s (p)-i .o O N

Désignant par J^ la jacobienne de X , il en résulte que le modèle de Néron

(au sens faible) de J^ a une fibre en p sans partie unipotente, et dont la par-

tie torique est de dimension s^(pj-1. L'exposant en p du conducteur de J est
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d onc :

^(p^-t = P (N)-2p (N/p), d'où le conducteur v( j ) d-e J :
IN o o N N

/ . , . -r-r Po(N)-2p (K/p)
(1.4.5.2) ^ T ) = f 7 p ° 0

P |N

Lorsque N ç ?TC est sans facteurs carrés, on retrouve le résultat du théo-

rème 1 .4 .2 . On verra en (2,6.5) comment on peut formuler une conjecture générali-

sant ce résultat pour N quelconque (^),

( ) Cf. note au bas de la p. 25
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2. FONCTION L DES COURBES MODULAIRES,

2 . 1 . Rappels et notations.

On se contente dans ce paragraphe de préciser les notations, et l'on renvoie

pour plus de détails au livre de Shimura [52] et à l'article d'Atkin-Lehner [ 1 ] .

Soit G un sous-groupe (fuchsien de première espèce) de SL(2,R). Si t(z)

est une fonction holomorphe dans ^ , et si (a ) ç G, on désigne par f (a b)

la fonction :

^ (a^)-2.f(^).

On désigne par <G,2> (resp. <G,2> ) l'espace des formes modulaires (resp. des

formes paraboliques) de poids 2 sur G, c'est-à-dire des fonctions f telles que :

(i) t ( ,) = f pour tout élément (a ) de G,

(ii) f est holomorphe aux pointes de G (resp. f est nulle aujc pointes de

G).

Soit f ç <G,2>. Alors f est développable en série de Fourier au voisinage

de la pointe à l'infini ioo de G :

00

(2 .1 .0 ) , f(z) = ^ a .exp(27tinz).
n=0

/
DEFINITION 2 . 1 . 1 : La série de Fourier (2 .1 .o ) est appelée série de Fourier de f.

On appelle série de Dirichlet de f la série :

D(s) = > a .n .
n=l n

On dit que la série de Fourier. ou la série de Dirichlet de f est normalisée si

a ^ = 1 .

On rappelle que l'application f ^ f(z)dz est un isomorphisme de (C-espaces

vectoriels de <G-,2>^ avec l'espace des formes différentielles de première espèce

sur la surface de Riemann associée à G.

On suppose maintenant que G = r (N) .

On renvoie à Qgg [27] pour la définition des opérateurs de Hecke r(n)

(n ^ 1 ) et leurs propriétés. r(n) est un opérateur sur l'espace vectoriel

<r (N),2>. On utilisera la

PROPOSITION 2 . 1 . 2 : Les opérateurs de Hecke vérifient l'identité formelle :
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^T^.n-^ ] T (l-^.P'^P).?1'28)'1
n=l p premier'

ou e'(p) = 0 .sj_ p divise N, e'(p) = 1 sinon.

En particulier, si f est normalisée et vecteur propre de ï(n) pour tout

n, soit :

t|T(n) = \(n).f

on a, désignant par D(s) la série de Dirichlet de f :

D(s). =^ a^.n-5 = ] [ d-a p"%c'(p) .p1-28)"1 où a = x(p) .
n==1 p premier

On définit dans <r (N),2> un produit scalaire, le produit scalaire de

petersson, qui fait de <r (î0,2> un espace hermitien. Les opérateurs de Hecke

sont alors des opérateurs hermitiens, d'où la possibilité de trouver une base or-

thogonale de <r (N)>2> formée de vecteurs propres des opérateurs T(n), pour

tout n premier à N.

Lorsque N G TH, , l'espace vectoriel <r (N),2> est de dimension 1 sur C,

et toute forme parabolique f non nulle est vecteur propre de ï(n) pour tout n.

D'autre part, il résultera de (2.4) que f peut être choisie normalisée. On peut

donc énoncer :

PROPOSITION 2 - 1 . ' 5 : Soit N ç. WC , et soit f £ <r (N),2> la forme parabolique

normalisée associée. Alors la série de Dirichlet de f admet un produit eulérien

( 2 . 1 . 3 . 1 ) D(s) = 1 T (^(P).?"^^?).?1"28)"1

p premier
où £'(?) = 0 .ŝ  p divise N, £ ' (?) = 1 sinon, et où \(p) est la valeur

propre de l'action de T(p) sur f:f|T(p) = \(p).f.

2.2. Résultat fondamental.

Soit X une courbe projective et lisse définie sur Q. S'il existe un

Z-modèle Qg de X dont la fibre en p est lisse, la fonction zêta de la fibre

en p s'écrit : z(9^ ,u) = P(u).(l-u) .(t-pu) . On pose alors :

L (X,s) == P(p~8),

et L(x,s) = nL (x,s), le produit portant sur tous les p

vérifiant les conditions précédentes.

Lorsque X est une courbe elliptique définie sur (^, on définit également
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des facteurs locaux en p lorsque X a mauvaise réduction en p. Pour cela, soit

96 le modèle de Néron (au sens faible [20]) de X. Si X a mauvaise réduction en

p, la fibre de 9g en p est ;

soit isomorphe sur IF à une extension du groupe multiplicatif par un grou-

pe fini, et on pose :

L^(x,s) = (1-p-T1 ;

soit isomorphe sur IF , et non sur P , à une telle extension et on pose :

Lp(x,s) = (1+p-T1 ;

soit enfin isomorphe à une extension du groupe additif par un groupe fini et

on pose : "

L (X,s) = 1.

La fonction L de X est le produit des facteurs locaux L pour tout p premier.

En particulier, lorsqu'on parlera de la fonction L d'une courbe modulaire

elliptique, il s'agira toujours de la fonction de la courbe considérée comme courbe

elliptique.

Soit N un entier ,̂ 1 , et soit p un nombre premier tel que la courbe mo-

dulaire X.- possède un Z-modèle lisse en p. Le résultat suivant est dû à Eichler
JM

[8] et a été généralisé par Shimura [ 5 1 , 52] :

PROPOSITION 2.2.1 : Le facteur local de la fonction L de la courbe modulaire X

en p premier de bonne réduction est donné par :

(2 .2 .1 .1) S^N^ = ^(l-^P)-?''5-^1"28))"1.

Il résulte de ( 1 . 4 . 1 ) que cette proposition s'applique pour tout p ne divi-

sant pas N. Lorsque N £ ^H, , les nombres premiers p de mauvaise réduction sont

exactement les diviseurs premiers de N, d'après (1 .4 .2 ) . Comparant dans ce dernier

cas ( 2 . 2 . 1 . 1 ) et ( 2 . 1 . 5 . 1 ) , on obtient :

PROPOSITION 2.2.2 : Soit N ç. W. , et soit p un nombre premier ne divisant pas N.

Alors le facteur local en p de la fonction L de la courbe modulaire elliptique

X coi'ncide avec celui de la série de Dirichlet normalisée associée à r (N).

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental :
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THEOREME 2.2. "5 : Soit N G ÎÏÏ . La fonction L de la courbe modulaire elliptique

X coi'ncide avec la série de Dirichlet normalisée associée à r (N).
N ———————————'•—————————————————————————————————— o

La proposition (2•2.2) montre qu'il suffit de vérifier que les facteurs lo-

caux des deux séries en question coïncident en p, pour p divisant N. Cette vé-

rification sera faite en (4.5.4), en utilisant les résultats de (4.2.4) et (5 .1 .5) .

2.5o Conséquences.

Le résultat du théorème (2.2.5) va permettre :

(i) De calculer la valeur au point s == 1 de la fonction L des courbes mo-

dulaires elliptiques. Cela sera fait au paragraphe 6.

(ii) De déterminer explicitement l'équation fonctionnelle à laquelle satis-

fait la fonction L des courbes modulaires elliptiques, ce qui constitue dans ce

cas particulier une vérification des conjectures classiques [29» 55]. •E11 effet,

rappelons la :

PROPOSITION 2.'5.1 : Soit N un entier positif, et soit f £ <r (N) ,2> une forme

parabolique de poids 2. Désignons par D(s) la série de Dirichlet de f, et posons

A(s) = (2J~s.^(s).D(s).

Alors, si f=-C. . f (^ 'J

on a :
/ a a

(i) A(s)+N .(—+C.——) est une fonction entière bornée dans toute bande

verticale.

(ii) A(s) == C.N1"S.A(2-s). (cf. [27, V-10, th. 16]).

Soit maintenant N ç 'HT(j , • et f ç <r ,(N),2> la forme parabolique normalisée.

D'après le théorème (2.2.5)» la série de Dirichlet de f est la fonction L

de la courbe modulaire elliptique X . D'autre part, d'après le théorème ( 1 . 4 . 2 ) »

N est le conducteur de X . Enfin, d'après (2.5.4), on a :

^ro1)---
On peut donc appliquer (2.5.l), avec 0 = 1 ;

THEOREME 2.'5.2 : Soit N ç W, , et désignons par L ( N , s J la fonction L de la

courbe modulaire elliptique X . Soit ;

^,(N,s) = (2^) -S.NS/2.^(s).L(N,s). '
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Alors ^(N,s) est une fonction entière, bornée dans toute bande verticale, et sa-

tisfait à l'équation fonctionnelle : ,-1-9

S(N,s) =S(N,2-s).

2,4. Formes primitives.

Soient N' un diviseur positif de N, et t un diviseur positif de N/N'.

Alors, pour tout élément g de <r (N'),2> , les formes modulaires g (z) = g(tz)

sont des éléments de <r (N) ,2> .

DEFINITION 2.4.1 : On appelle espace des formes non -primitives ("old forms" dans

[ 1 ] ) le sous-espace de <r (N),2> engendré par les formes g (z), _o^

ë £ <r (N'),2> , t parcourant les diviseurs positifs de N/N1 , ĵ b. N' les divi-

seurs positifs de N distincts de K.

On appelle forme primitive("new form") tout élément non nul de <r (N),2>

qui est orthogonal à l'espace des formes non primitives pour le uroduit scalaire de

Petersson, et vecteur nropire de T(n) pour tout n premier à N.

On démontre ( [ 1 , lernme 9, p. 45]) que le premier terme a de la série de

Fourier d'une forme primitive est non nul. Qn peut donc toujours la normaliser

( 2 . 1 . 1 ) .

Les formes primitives normalisées forment une base canonique de l'espace or-

thogonal à l'espace des formes non primitives. Les formes primitives sont alors les

multiples non nuls des vecteurs de base. ., ,,•

Notations. Soit p un diviseur premier de N. On suppose que N = 0 (mod.p11),

N ^ 0 (mod.p + ). Choisissant des entiers u,v ç J tels que p^v-Nu = p11, on pose

W - P'̂  u \p IN /.)'
On pose également :

W - N 2 ! o ~ n

"N - " ^ 0 / •

Soit f ç < r ^ ( N ) , 2 > ^ . Les applications f ^ f | w , f ,-> f ] v sont des endomor-

phismes linéaires de < r ^ ( N ) , 2 > ^ , le premier ne dépendant pas du choix de u et v.

On désigne encore par w , W les involutions de <r ( N ) , 2 > obtenues de

cette façon.
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On démontre qu'une forme primitive est vecteur propre de T(n) pour tout n,

cteur propre de W (p divise N). De pluset vecteur propre de W (p divise N). De plus

^ |T(p) = 0 si p2^,

f | T ( p ) + f | ï p = 0 si p |N , p7N. (cf. [1, th. 5, p. 149]).

On peut énoncer :

PROPOSITION 2.4."^ ; Soit f = ^^\(n) .exp(2îiinz) une forme primitive normalisée.
n=1

Alors f est vecteur propre de T(n) pour tout n, avec la valeur propre \(n).

La série de Dirichlet associée à f s'écrit :

D(s) = > \ ( n ) . n
n=l

1rd-^.p-w23)-1, , . . . „ -'( 1-?.(P) .P-W-23)-1 0 1+w P-8)-1

(p,N)=1 p |N p

P^N
où w == + 1 est défini par :— p - —————————t.—

f|W^w^.f.

REMARQUE 2.4.4 : Lorsque N £ W, , tout élément non-nul de <r (N) ,2> est une
forme primitive.

2.5. Morphismes canoniques.

Reprenant les notations de (2.4), on désigne par N' un diviseur positif de

:N, et par t un diviseur positif de N/N ' . On désigne par M( t ) la matrice

( ). Dans ces conditions :

M ( t ) . r ^ ( N ) . M ( t ) ~ 1 c^ r ^ ( N ' ) .

Il en résuite que ]yi(t) définit un morphisme canonique :

VK-^VC^N-,!
décrit par le diagramme commutatif

•^
-> tz

YN-^
N , C -> \',C (cf- t52' 6•7])

où les flèches verticales sont les morphismes canoniques d'espaces analytiques

complexes. Si N" divise N ' , et d ' divise N ' /N" , le diagramme suivant est
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commutât if :

, VN^ __
^.C > V^

VN^ x^ /^N"^

^'.C

II résulte de [52, 6,7] q.ue M .T»(^) provient d'un morphisme défini que ^,

que l'on note de la même façon :

VN-^^K————> X N••

So'it oj = f(z)dz une forme différentielle de première espèce sur X . Alors

t(t))^(ci)J = t(tz)dz. Qn obtient donc une forme non primitive sur r (N), si

N' ^ N.
^

Soit J la jacobienne de X . Avec les conventions faites en ( 1 . 2 ) ,

,(t) induit un morphisme de (^-variétés abéliennes
"N.N-

d'où un morphisme :

c^NA')

induit par les M ^.( t) Pour N' parcourant les diviseurs positifs de N dis-

tincts de N, et t les diviseurs positifs de N/N'. Ici o (nj désigne le nombre

de diviseurs positifs de n.

On définit par récurrence sur N une sous-variété abélienne de J
N '

NOTATION 2.5.1 : On note J la composante connexe du noyau de M .

Il est clair par construction qu'une base des formes différentielles inva-
r\

riantes sur J'°riantes sur J^ est de la forme ( f^ (z)dz} où { f . } est une base de l'espace des

^ r (N j . On en conclut que M se factorise à Ira-formes primitives associées à r^Nj. On en conclut que M se factorise à tra-

vers le produit :

I l(Jp^(N/r)
N'|N "
N'^N

de sorte qu'on obtient une isogénie sur (̂
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^-'ff^'01'""
Désignons par r^M (resp. ^ ( N ) ) le sous-groupe de SL(2,IR) engendré

par r^(N) et W^ (resp. w ), avec les notations de (2.4). Il est immédiat que :

(i) W^ = 1 , W^ - 1 (module r^(N)),

(ii) ] f ï = W (module r ( N ) ) ,
p |K p i" 0

(iii) W et W sont contenus dans le normalisateur de r (N) dans SL(2,(R).

Le groupe r M est donc d'indice 2 dans r^N) (resp. r (N) ) . W , W

définissent des automorphismes de la surface de Riemann X (e^ même de la cour-
ir,(C

be algébrique sur Q d'après [52, 6.7)]). On désigne encore par w , W ces in-
N pvolutions.

Le revêtement canoniquement associé à l'inclusion de r (N) dans r^N)'

(resp. r^ p ( N ) ) correspond au quotient de X par le groupe d'automorphismes

d'ordre 2 } 1 , W { (resp. ( l , w }).

Supposons maintenant que N C W, Soit f:X - Y un revêtement de degré 2,

où X est de genre 1. Alors, ou bien f est non-ramifié, et Y est de genre 1,

ou bien f est ramifié en quatre points, et Y est de genre 0. On se trouve dans

le second cas si et seulement si l'involution de X associée admet des points
fixes.

D'autre part, les automorphismes involutifs d'une surface de Riemann de genre

1 sont de deux sortes : si l 'on choisit une origine, on obtient une involution de

la courbe elliptique obtenue, donc, ou bien une translation par un point d'ordre 2,

ou bien une translation suivie d'une symétrie par rapport à l'origine.

On. conclut des remarques précédentes :

CONS£;Q,UËNCË (2.5.5) : Soit N C TTC Alors la surface de Riemann associée à r^(N)
est de genre Q.

^ effet, z^ = -i.N"172 ç ^ est un point fixe de w

CONSEQUENCE (2.5.4) : ̂ .t. N £ W. , J^b. t C <r (N) ,2> . Alors f | w = -f1 o o ———— 1 N *

En effet, f |w^ = f entraîne f ç < r ^ < N ) , 2 > ^ , donc f = o d'après (2.5).
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CONSEQUENCE (2.5.5) : Soit N £ M. , N premier (donc N = 11, 17 ̂  19). Mors

t | T ( N ) = f. (cf. [n , satz 1, p. 776]).

Cela résulte de ce qui précède et de (2.4.5). Plus généralement :

PROPOSITION 2.5.6 : Soit N £ ÎH, , ^_ p un diviseur premier de N. Alors

f l ̂ n = "f si e^ ge^û-ement si ^ admet des points fixes. Sinon f | y = fP p ———————— l p

(2.5.7) Applications : Examinons le cas de deux valeurs particulières de N eW

| N = 14~| . (X peut représenter y par la matrice :

",-r8).^.
' \-56 21/

Le point z^ = (21+i^"7)/56 est un point de ^ fixe sous w . Qn a donc tenant

compte de ce que ï .W = ¥ (module r (14 ) ) :

MW^ = t f f |T(2) = -f

P|W,=-^ donc ^ | T ( 7 ) = f

pour f ç <r^(l4),2>^.

En particulier, w^ correspond à une involution de la courbe modulaire el-

liptique X qui est une translation par un point d'ordre 2 rationnel sur Q.

|N == 21~| . On peut représenter "̂  par la matrice :

"3 - f "}^2-
\2' -6}

Le point z^ = (-21+ip)/42 est un point fixe sous w . Donc :

J^=-f „ J i | T ( 5 ) = t

^ I w ^ f f | T ( 7 ) = - t

pour f ç <r^(2l),2> .

On pourrait procéder de la même façon pour calculer les valeurs propres \(p)

des opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant N, N C W^. Cependant, il sera

plus simple d'utiliser la détermination explicite de la forme parabolique normali-

sée qui est faite en (5 .1 .5 ) .
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2,6. Çon.tecture de Weil.

Nous allons voir comment les résultats de (1.4.2) et (1.4.5) s'interprètent

comme des conséquences immédiates d'une conjecture de Weil. Les notations sont

celles de (2.5).

CONJECTURE 2.6.1 î Toute courbe elliptique définie sur (^, de conducteur N, est

isomorphe sur (^ à un quotient de J .

/
CONSEQUENCE 1 : II n'existe pas de courbe elliptique définie sur (^, de conduc-

teur N € Wî^.

/
CONSEQUENCE 2 ; Soit X une courbe elliptique définie sur (^, de conducteur

N ç ?TC • Alors X est isogène sur Q à la courbe modulaire elliptique X .
1 • N ,

S'il existe pour chaque N ç. 3TL au moins une courbe elliptique de conduc-

teur N (on peut par exemple en exhiber une explicitement), on en déduit :

CONSEQUENCE "5 : (= théorème (1.4.2)) . Le conducteur de la courbe modulaire ellipti-

que X est égal à N.

La conséquence 1 a été vérifiée pour certaines valeurs de N £ HTt ; il en

est de même pour la conséquence 2, pour N = 2°^ et N = 2 .5 ' , 2 .5" (cf. Qgg [25],

[26]).

Considérons la décomposition (2.5.2) de J , que nous écrivons :

( 2 . 6 . 1 . 1 ) ^^y^)00^^.
N'^N

On démontre que ï (p) , considéré comme un endomorphisme de J , conserve cetteN
décomposition. Si f ç <r (N) ,2> est une forme primitive, à valeurs propres \(p,

entières, on lui associe la composante connexe de l'intersection des noyaux des en-

domorphismes T(p)-\(p) de J cm montre que cette composante connexe est une

courbe elliptique Eo, définie sur d^, et que les facteurs locaux L de sa

fonction L sont ceux de la série de Dirichlet de f , pour p ne divisant pas N

(cf. [52, 7.5]). Lorsque N est sans facteurs carrés, on peut montrer, en utili-

sant les résultats de Deligne (cf. (1.4.5)) , que le conducteur de E,, est égal à

N. On ne sait pas le faire dans le cas général.
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CONJECTURE 2.6.2 î (Conjecture de Weil). Toute courbe elliptique définie sur (^, de

conducteur N, est isogène sur Q à une courbe E,, et une seule, ou

f ç <r (N),2> est une forme primitive à valeurs propres entières. La série L de

la courbe coi'ncide avec la série de Dirichlet de f. (cf. [40]).

Le résultat du théorème (1.4.2) se généralise de la façon suivante :

CONJECTURE 2.6. "5 : Soit 71(1) la dimension de J . (= la dimension de l'espace des

formes primitives sur r (N)). Alors le conducteur de J° est égal à N .

Il est facile de calculer -n;(N) en fonction de N. D'après (2.5.2) ;

P^(N) =Zl7i(d).o^(N/d),
d | N

ce qui s'écrit p = -n ^ o » en notant par -x- le produit de convolution de deux

fonctions arithmétiques. On en déduit :

Tt = PQ * [l * p,

où p, est la fonction de Mo'bius, définie par :

(i) n est multiplicative,

(ii) ^(p") = (-1)" si a 4 1,

^(p^ = 0 si a ^ 2.

PROPOSITION 2.6.4 : Soit N un entier sans facteurs carrés. Alors la con.-jecture

(2.6.5) est vraie.(3).

En effet, supposons d'abord que J = J D'après (1.4.5.2) , l'exposant du

conducteur en p, pour p diviseur de N, est égal à p (^), ce qui est bien ce

qu'affirme la conjecture.

Lorsque N est un entier sans facteurs carrés arbitraire , on se ramène au

cas précédent en utilisant les isogénies ( 2 . 6 . 1 . 1 ) et à nouveau la formule

d.4.5.2).

( ) Des résultats récents de Deligne permettent de démontrer ce qui suit ;

Soit N un entier positif arbitraire. Soit p un nombre premier, p ^ 2,

Alors e ( j ,)> exposant en p du conducteur de J° (cf, ( 1 . 4 ) ) a la valeur prévue

par la conjecture (2.6.5).
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2.6.5. Exemples.

Passons en revue les valeurs de N £ TTC .

( i) |N = 23, 29, 31 | . Doi et Matsui (cf. [y], [16]) ont démontré que les jaco-

biennes j j j sont des variétés abéliennes simples. La conjecture (2.6.1)

entraîne qu'il n'existe pas de courbes elliptiques de conducteurs 25, 29 ou 51.

Dans les trois cas -j^N) = 2, et le conducteur vaut 252, 292, 51 2 , respec-
tivement .

(ii) N = 22, ~2£T . Ici, j t(N) = 0. D'après la conjecture (2 .6 .1 ) , il n'existe pas

de courbe elliptique de conducteur 22 ou 28. D'après (2 .5 .2 ) , J est isogène sur

^ à ^l x ^ l ' et J2Q à X14 x ^^ I)u reste» on ûo^^ate que, dans les deux
cas la courbe correspondant au quotient de X par le groupe d'automorphismes

{ 1 , W } est de genre 1. C'est une autre façon de voir que J est isogène sur <^

au produit de deux courbes elliptiques. Une troisième est de remarquer que les

courbes X^, X^g, de genre 2, possèdent deux involutions distinctes (par exemple

W ^ e t w , ) .

(i11) |N = 26, 57, 50] . Dans ces trois cas -j^N) = 2.

J est isogène au produit de deux courbes elliptiques parce que, ici enco-

re, le quotient de X par le groupe d'automorphismes ( 1 , y } est une courbe de

genre 1. D'après la conjecture (2 .6 .2) , J est isogène sur ^ au produit de

deux courbes elliptiques de conducteur 57. On connaît effectivement deux classes

d'isogénies de courbes elliptiques définies sur (^, de conducteur 57.

Un modèle singulier de X est la courbe plane.d'équation :

y = x -Sx^+Sx^iSx^+Sx^Sx+l (cf. [9], p. 458).

Cette équation met en évidence le fait que X . admet, outre l'involution
26

fx i——> x

|y •—> -y,

l'involution [x i——> 1/x

[y '—> y/x5,

et leur produit [x t——> 1/x

[y <—> -y/x5.

On voit sans peine que ces trois involutions sont W ., W , W ( c f . r i 9 D . O n e n
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déduit là encore que J est isogène au produit de deux courbes elliptiques. La
26

conjecture de Weil entraîne que ces dernières sont de conducteur 26, ce qu'on véri-

fie, et que tq^te courbe elliptique de conducteur 26 est isogène sur (̂  à l'une

des deux.

Pour N = 50, l'existence des involutions y , W , W entraîne encore que

J est isogène au produit de deux courbes elliptiques. On connaît effectivement

deux classes d'isogénies de courbes elliptiques de conducteur 50.
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5. CONSTRUCTION DE FORMES MODULAIRES ET APPLICATIONS.

5.1. Construction de formes modulaires.

Dans ce paragraphe, on désigne par r)(z) la forme modulaire de Dedekind

,(.)=,1/24.^-(^n)^(.)1/24 „
n=1

q = exp(2Tiiz).

On utilise r](z) pour construire certaines formes modulaires sur r CN).

Rappelons les résultats suivants (cf. [22]) :

(i) Soit ( ) un élément'de SL(2,z), avec c > 0.

Alors ,(2|g) = e(M).(-i(c^))1/2.^)

avec c((:aj=exp(-i.a((^)), et < .b)) £ Z.

(ii) Lorsque (a,6)- = 1 , l'entier aCt 8 ' )) défini par (i) vérifie la congruence

suivante :

^G ̂ ) 3^a(c-b-5)4i1-(^^ (mo<i- 2)-

(iii) Le groupe r CN) est engendré par les éléments :

Gc d) c ^^^ tels que ^ a > 6 ^ = 1 » a > °» c >/ °-

On désigne par ô un diviseur positif de N, et par ô * l'entier défini par

ôô* = N. On note _r = (r ) une famille d'entiers positifs ou nuls, indexés par

l'ensemble des diviseurs positifs de N, et on considère la forme modulaire

g (z) ^n^o^6.
ô | N

PROPOSITION '5.1.1 : Supposons vérifiées les hypothèses suivantes ;

(A) ZZr ô ss 0 (mod. 24),
ô | N ô

(B) Y^r ô = 0 (mod. 24),
ô | N û

(C) y^r = 4,
ô [ N ô

(D) [(ô')^ e Z2.
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Alors g (z) est une forme parabolique de poids 2 sur r ( N ) .

Remarque. Cette méthode ne permet pas d'obtenir toutes les formes paraboliques de

poids 2, même si l 'on se limite à N ç. WC (cf, (5 .1 .2)) .

Démonstration : Soit U == ( .) un élément de r ( N y ) . Alors :

Ti(ô.Uz) = Ti(u^.ôz) où U^ = (^, b^),

par conséquent : _j.

g^(Uz) = (-i(Ncz4-d))ÔIN2^(z).^T,(u )rô.
" ~ ô [ N

Calculons le troisième facteur de cette expression. Tenant compte de ce qu'on peut

supposer d'après (iii) que (a,ô) = 1, et que c > 0, on voit que :
__ r __
] f e ^ J ô = exp(-i7i\) où \ = 7~r a(u ).
' | • ô r~T~M ^ ^ô | N ô j N

Utilisant d'autre part (iii) en même temps que (ii) :

a ( u ) = -a(cô'-bô-5)-{l-(^)} (mod. 2), .
ù 1 ^ £- d-

d ' où :

X = ^ac(F:r ô')——,ab(F:r ô)-^ 4 :̂; 1-(^-) ; .r (mod. 2).
•" ô | N 0 "- ô | N 0 ' ô l N ^ ' ô l N û

Utilisant maintenant (A), (B) et (c), on en déduit :

1+X=- I : r , { l - (^ ) ) (mod. 2) ,
" ô l N 0

et par conséquent :

exp(-i^) = - ( ^ ) ^ ô = - ( ^ ) ^ ô d'après ( c j ,
ô | N a ô | N

qui vaut -1 d'après (D). Revenant à la fonction g , et utilisant à nouveau (c)

on obtient :

g^(Uz) = -^.(Ncz+d)2.,^).

D'autre part, il est clair que g s'annule en chaque pointe de r (N). D'où la

conclusion,
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On déduit de la proposition ( 5 . 1 . 1 ) :

COROLLAIRE : Les formes paraboliques normalisées associées à r (N), pour

N = 1 1 , 1 4 » 1 5 » 20, 24, 27, 52, 56 sont données par le tableau (5 .1 .2 )

N

1 1

1 4

1 5

20

24

27

52

56

n(z)^(nz)2

n(z)T/2z)^(7z)Ti( l4z)

r)(z)n(5z)-n(5z)Ti( l5z)

T^z)2-^^2

'n(2z)r/4z)T](6z)r]( l2z)

r^z)2^)2

T^z)2-^)2

n(6z)4

On en déduit les développements suivants de la forme parabolique normalisée

N

11

14

15

20

24

27

52

56

? -5 A
q-2q -q<h2q +q

q-c^q^q4

q-q -q-<-q +q

q -2q5 q5

q -q5 -2q5

q -2q4

q -2q5

q

^2^

+2q

..6

6-2(17-2q9-2^1

^^-A,9

+5<18.,9

+2q7 +î9

^9

-q7

-5.9

-4.7

10^11

^11

+ 0 ( î 1 2

+0^ 1 0

.0 (q 1 0

.0(î1 2

-s^^o

+5113+0

+fc<l13+0

+2q. ̂ 4^

)

)

)

)

(,14)

(i14)

(q16)

19+0(,24)
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On en déduit enfin, pour chacune de ces huit valeurs de N, les valeurs pro-

pres des opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant N. Ce sont les coefficients

a de la série de Fourier de la forme parabolique normalisée, d'après ( 2 . 1 • 2 ) »

Regroupant ces résultats avec ceux de (2.5.5) pour N = 1 7 , 1 9 de (2,4.5) pour

N = 49, et ceux de (2.5.7) pour N = 2 1 , on obtient les valeurs données par le

tableau suivant, où l'on pose :

n n
N = P^ ,P^ , P^ < P^ , n^ > 0 :

(5

N

\ (P^ )

\(P^)

1 1

1

-

1 4

-1

1

1 5

-1

1

1 7

1

-

1 9

1

-

20

0

-1

21

1

-1

24

0

-1

27

0

-

52

0

-

56

0

0

49

0

-

On a ainsi entièrement déterminé les facteurs locaux de la série de Dirichlet

associée à r (N), pour -p divisant N, N £ TÎÏ (cf. (2 .1 .5 ) . Il suffira de vé-

rifier en (4.5.4) que ces facteurs locaux coi'ncident avec ceux de la série L de

la courbe modulaire elliptique

(2.2.5).

pour terminer la démonstration du théorème

5.2. Pointes de r (N).

On conserve les notations de (5 .1 ) . On désigne par d,5 des diviseurs posi-

tifs de N, et on pose d' = N/d,ô' = N/ô. On suppose maintenant que r = (r )
- ô

est une famille d'entiers r ç Z indexée par les ô.
ô

PROPOSITION ^.2.1 : La forme modulaire g définit une fonction sur la courbe

modulaire X si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(A) „ .0' = -0 (mod, 24),
O N

(B)
O N

r ô = 0 (mod. 24),ô
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(cl) iii"» -;•
( D ' ) PKô'/0 £ Q2.

ô [ N

Démonstration. La suffisance se démontre facilement en reprenant la démonstration

d-s ( 5 . 1 . 1 ) . Démontrons la nécessité.

Celle de ( c * ) est évidente. Ecrivant que g est invariante sous ( ), on

obtient (B). De même, l'invariance sous ( ) entraîne { A ) . Par conséquent,

| |(—) == 1 pour tout a > Oy premier à 6N. On est ramené à démontrer :
ô [ N a

LEMME : Soient m,n des entiers. Qn suppose que (-J == (-J pour presque tout p.

Alors m/n ç ^ .

En effet, cela entraîne que mn est un résidu quadratique module p pour

presque tout p, donc un carré d'après le théorème de Dirichlet.

Remarque. Il est clair que la série de Fourier de g est à coefficients ration-

nels. Par conséquent, si _^ vérifie les conditions de ( 5 . 2 . 1 } , g est dans le

corps des fonctions Q(x ).
* N

L'ensemble des pointes de r CN) est (̂  u {lsx3} = "v ~^y* Les 'orbites de

l'action de r CN) sur l'ensemble des pointes de r (Nj sont en nombre fini. On

obtient donc une bijection.de l'ensemble de ces orbites avec un ensemble fini de

points de la surface de Riemann X , qu'on appelle les pointes de X
JM, IL N, \j

PROPOSITION '5.2.2 : Soit P une pointe de X . Il existe un unique diviseur po-
-N , ly

sitif d de N tel que l'orbite correspondante contienne b/d, où b est un

entier premier à d, Qn dira que P est une pointe de niveau d.

Si d est un diviseur positif de N, il existe (p((d,d'J) pointes de X
' ' JM , (L

de niveau d, où y désigne la fonction d'Euler.

Cela résulte par exemple de [52, dém. prop. (1 .4 .5 ) ] .

En particulier, pour d = 1 , N, il n'existe qu'une seule pointe de niveau d,

correspondant à l'orbite de 0, ioo respectivement.
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NOTATION '5>2.'5 : On. note (p ) le diviseur de X somme des pointes p. . d^e

niveau, d :

^ = ^^•••^((d^'jr
Nous allons voir que, N > 1 et d|N étant donnés, on peut trouver une

famille ^ d'entiers, vérifiant les conditions de ( 5 . 2 . 1 ) , et telle que le divi-

seur de g soit un multiple du diviseur de degré zéro

<p((cl,d'^.p^-(p^.

Il en résultera que ce dernier est l'ordre fini dans le groupe des classes

de diviseurs module l'équivalence linéaire, et que (?.) est un diviseur ration-

nel sur (^.

Pour ce faire, nous commençons par déterminer l'ordre de g en une pointe.

LEMME ^.2..^ : Soit P une pointe de X , de niveau d. Alors un paramètre localj\, l, —————
^ X .en. P est :

JN , ly

exp(27iip(z)/h) ^ h = d ' / ( d , d ' ) ,

et où p ç SL(2,IR) envoie P sur la pointe à l'infini P .
N

En effet [52, (2 .1 ) ] , h est défini par le fait que :

p.Stab^ (^(shp-1 = { ^ ^ m e 2?}

(s est un point de l'orbite associée à P, et Stab / ^ ( s j . désigne son stabili-

sateur dans r (N)).

Soit s = b/d, avec (b,d) = 1 . On peut prendre p de la forme :

r ^ .— -1 /i h^/ ̂  *\ — 1 / 1 h \ /* -x-\LJ> d- p 1 ^ i)-(.^,)'
(-X- ^-\

et o 1 £ SL(2»Z) est un élément de r (N) si et seulement si N divise
-hd" *) • o -

hd , donc si h est multiple de d'/(d,d').

LEMME ^.2.5 : Soit s = b/d une pointe de r ( N ) , de niveau d, et soito ——^——— _^—_^___
A - ( z ) = A(ôz) , où ô est un diviseur positif de N. goit p un. élément de

SL(2,Z) tel que p(s) = iao. Alors :

A^p-1^))» (|(d.ô).^)12.A(^^.z^),

où p. Y , sont des entiers,
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En effet, soit p = l j .

A^P-1^)^:^)..)^^01;1).-),

où on a posé u = (d,ô), ô = ô u, d = d u.

De (d , ô ) = 1 résulte (d. ,ô b) = 1 . Il existe donc :x 1 7 'F • ' 1^1
/-bô ^\ /-bô a\ /-bô *\ 1 ^/-bô a\ /-bô ^ 1 ^ \

^ e ' ^ - J - l o 6 . ) - d l oùl-d^ J ^ ^2^ telle ^e ̂  c 1 - \ ^^ J-lo ô ^

12 ^((1,0)'A^p'^z)) = (j(d,ô).z^)12.A(^-z+Y),
"ô^ v / / 'ô' 7 " / ^ •"' ô 1 / '

utilisant le fait que A est une forme modulaire de poids 12 sur SL(2,z).

NOTATION ^.2.6 : a(c l ,ô ) = _î (d ,ô ) '
.d,d'r dô

LEMME ^.2.7 : On a a^(d,ô) = a ^ ( d ' , ô ' ) .

Revenant à la fonction g , et utilisant les lemmes (5.2.4^ et (5.2.5), on

obtient en définitive :

PROPOSITION '5.2.8 : Soit ^ une famille vérifiant les conditions de (5.2. l )« Alors

la valuation de g en une pointe de niveau d est donnée par :

V^^V^^ô'
donc le diviseur de g est :

- V.^w.W.

COROLLAIRE : Sous les hypothèses de (5.2.8), on a :

deg((g ) ) =y~b ( d ) . ( p ( ( d , d « ) ) = 0.
- d | N -

LEiy îE ^.2.9 : Soit v l'application (^-linéaire de ^-espaces vectoriels définie

par :
i=n

v(^^...,^) = (^(l),...,^(n),y =^;r^,
- - i=l

(où n = o (l\[) = nombre de diviseurs positifs de N). Alors v est invective, et
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l'intersection de son image avec l'hyper plan jy = 0} est donnée par :

Il(p((<i,cl ')).b (d) = o , y = 0.
d | N -

L'injectivité résulte de ce que g ne peut être une constante que pour

î. = 0.

On déduit de ( 5 . 2 . 1 ) , (5.2.8) et (5.2.9) :

PROPOSITION "5 .2 .10 : Soit D un diviseur de la forme :

D = ̂ ~ ffl_i . ( P., ) » _ou (Pj est le diviseur somme des
d i N " d (i —————————————————————

pointes de niveau d (5.2.5), de degré 0, c'est-à-dire tel que

2Z(p((cL,d ' ) ) .m = 0.
d | N

Alors il existe une famille d'entiers T_ telle que le diviseur de g soit un

multiple de D, ~

En particulier, D est rationnel sur (Ç) et d'ordre fini dans le groupe des

classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.

COROLLAIRE : ^our tout diviseur positif d ^e_ N, le diviseur

(Pn)-(p((d,d')).p est rationnel sur (̂  et d ' ordre fini

dans le groupe des classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.

Les pointes p^ et P^ sont rationnelles sur (̂  (cf. d..2)). Par conséquent

le diviseur (p^) est rationnel sur Q. En particulier, si y((d,d')) = i, donc si

(d,d') = 1 ou 2, la pointe P est rationnelle sur (^.

De façon plus précise, on peut montrer que le plus petit corps de rationali-

té des pointes p^ ̂  de niveau d est le corps <^(ç), où ç est une racine primi-

tive y((d,d' )J-ième de l-'unité.

D'autre part, il résulte de la théorie des symboles modulaires de Manin

( [ 1 4 , 1 5 ] ) que p^-p est un diviseur d'ordre fini dans le groupe des classes de

diviseurs pour l'équivalence linéaire, pour toute pointe P de X
N, C

Dans le cas particulier du diviseur P -P , la proposition (5 .2 .1 ) permet de

déterminer explicitement cet ordre. En effet :
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I^OTATÎQN ^?.H : ̂ LJ^e. N=r7p, k(N) = Nn^--1}.^.! ô un diviseur DOSJ-
• ^ P |N P |N p' "————————————

lit de N. Qn pose :

N / ^
ô "" ^ l i v 6 / > ^ == s s~ s s l » ou P- désigne la fonction de

Mgbius. et ô ' = N/ô (cf. (2.6.3)).

LEIVIME ^.2.1? : On a :

pc(N) si d = 1

^—^^•'ô = 1° si d / 1 » N,O N ° / .
' (-k(N) si d = N

_oy. a^(d,ô) est défini par (5.2.6).

n n n
LEMM£; 5.^.15 : ̂ JL N = p^ p^ ...P^ la décomposition de N en facteurs premiers

Mors on a :

0 -1-- W W W

^ = ( ô « ) ô = P 1 ? 2 . ? ^ avec
ô | N 1 2 g

w ] = ^^r^i^a^.-i)-j j J J ^ ^
Démonstration du lemme (5.2.12) :

Notons g^(n) la fonction g , ( n ) = r^.

Z—^^TÔJ.S^ = 2-^^^tj.——^-.N^(0), et il suffit de se borner aux diviseurs ô

sans facteurs carrés.

Si d == 1, on trouve :

î^(ô) = j ( ê ^ , ) ( N ) = k ( N ) .
ô | N ô - N 2

Si d ^ 1 , soit p un diviseur premier de d. Comme ô est sans facteurs

carrés, la multiplication par p envoie bijectivement les diviseurs ô premiers à

p sur ceux qui sont des multiples de p. Si ô est premier à p,'on a :

li(pô) = -^(ô) et (d,ô) == (d/p,ô).

Donc :

Ç^^-o= TJ Î̂ .̂̂ ^Z:̂
ô | N ô v a y a / ô | N dô2 ô | N dô2

[(ô,p)=1 p|ô

D'après les remarques précédentes, le terme entre les accolades s'écrit :
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^ii^(^y— JÉ/̂ ,(^). o.
ô | N dô-- (ô/p)[N d(ô/p)2

(ô,p)=1 ((ô/p),p)=1

D'autre part :

^^ô- =]^a^''&')^' 'J^''0^- :

le calcul qu'on vient de faire montre que cette expression est égale à k(N) si
d ' = 1 , et à 0 sinon. Le lemme est donc démontré,

Démonstration du lemme (5.2.15) :Tout d'abord,

r s Ç80^n^)^ni^6--—-.Ô | N ôiN\o7 (riô0)2

^ Zl^-IKj)^) = ( 1 ^ 1 ) = (p- i ) (p- i ) ... (p-i).
ô | N ô ô | N ô p |N 1 2 g

s
D'autre part, il est clair que l'exposant de p. dans î~fô ô est :

«J

N \—N__ ^~- N ....^-l^^-^p^l).
^ ̂ k̂ J^^^^ • ~ ^j

J^
k^

Par conséquent, l'exposant w . de p. dans w est :
J J

^'v^O^^U^-0'j^ JT-^
ce qui est bien le résultat annoncé.

On considère toujours la famille ^ définie en ( 5 . 2 . 1 1 , ) .

LEMME "5.2.14. : II existe un unique entier positif m satisfaisant aux conditions
suivantes :

(i) La famille -'.r satisfait aux conditions de la uroposition (5 .2 .1 ) .

(ii) J^_ m' est un entier positif tel que (i) soit satisfaite, alors m'
divise m.

Plus précisément, avec les notations de (5.2.15) :
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m == ^cd(k(N), 12 w . , 24 r ).
k<J.<g t] ô

ô | N

Démonstration du lemme (5 ,2 .14) ; Considérons les conditions (A), (B), (c ' ) , (D')

de la proposition (5 .2 .1 ) . La condition (c ' ) est trivialement vérifiée par tout

multiple rationnel de ^_. D'autre part, il est clair que la famille 24 .r. vérifie

les trois autres conditions. Du reste, tenant compte de ce que a (l,ô) = ô * et

a (N,ô) = ô, le lemme (5 .2 .12 ) montre que :

^ô-6' = "^ô-6 = k(kN^

L'existence et l'unicité de m sont maintenant claires : m est le plus

grand entier positif tel que l'on ait simultanément :

|^.k(N) = 0 (mod. 24),

^—.w. = 0 (mod. 2) (notations de (5.2.15)) ,

1-S ^ -
II est clair que la solution est :

m == j^cd(k(N), 12 w . , 24 r ).
1.<J,<ê J ô

ô N

Conservons les notations des lemmes précédents.

LEMME '5 .2 .15 : (i) Le diviseur de la fonction g est :
±z»r
m ••

^.(P-PJ.m 1 N

(iij Le diviseur P -p sur la courbe modulaire X est d'ordre

—-— dans le groupe des classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.

D'après la proposition (5.2.8), la fonction considérée est régulière et non

nulle en dehors des pointes. Le lemme (5 .2 .12) montre que b (d) == 0 pour d | N ,

d ^ 1, N, et que b^(1) = -b^(N) = k(N)/24, avec les notations de (5.2.8). D'où

(i).

D'autre part, si m est l'entier dont le lemme 5 .2 .14 affirme l'existence,

l'ordre de p^ divise ^2. Soit ^2 cet ordre, où m est un multiple de

m. Si la famille ^-<; est une famille d'entiers, la proposition (5 .2 .1 ) s'appli-
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que, et par consé-quent les conditions (A), (B),(c ' ) , (D') sont vérifiées. Le

lemme (5 .2 .14 ) entraîne alors m = m, cqfd.

Il reste à voir que —«r est nécessairement une famille d'entiers. Posons

24 £ = ^, et montrons que les hypothèses :

__ t
(ij g = •n définit une fonction méromorphe sur X ,

- ô | N 0 N

(ii) la fonction ainsi définie possède un pôle en P , un zéro en P , et est

régulière et non nulle partout ailleurs, entraînent que _b_ est une famille d'en-

tiers. En effet, il résulte de [6] que le développement de g (z) au voisinage de
t

P est un élément de 2[[q]], où q = exp(27iiz).

Posons n == ^ t ^o. Alors :
ô | N 0

ko, Vg^^n(1-1 ') x ;
k=l ôjN

supposons les diviseurs §. rangés dans l'ordre croissant. On a donc :

^= q^l-q61) Ô 1 = Vd-^ A Onod. q5 1 ) ,

et par conséquent :

\ £ 7t

On peut alors diviser g par la série :

oo ko ô
| | ( l - < l ) , qui est un élément inversible de Z[[q]],
k=-l

et le même raisonnement montre que t ç z. En. définitive, on obtient le résultat

voulu : la famille _t^ est une famille d'entiers,

Regroupons les résultats de cette partie dans le :

/ \
THEOREME •5 .2 .16 : Soit N un entier positif distinct de 1 . Alors le diviseur

P^-P^ sur la courbe modulaire X est rationnel sur ^, et d'ordre fini dans le

groupe des classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.

Plus lorécisément. P -p est d'ordre k(N)/m ; où 1 ' on a posé :

n n nN » p , v... ̂ € ,
k(N) = N.(p^)(p^) ... (?„),
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m == pgcd(k(N), 12 w . , 24 ^ ),
J ô

• 'ô 'Vô- 'Ô'I^ (cfo 5 - 2 - 1 1 ^

"J- ^J-V2^^'1^ j = 1 > - - - ^ -,

Lorsque N est premier, ou carré d 'un nombre premier, on retrouve les ex-
pressions données par Cgg :

(i) |N = p| : Ici k(p) = p2-!, et w = ^-1, donc m = (p+ l ) . (p - l , 12).

L'ordre de p -p est :
1 P

P"1
^P-1 , 12)'

(ii) I N = p2! : Cette fois k(p2) = p(p2-1), et w = 2 p î m = p.Cp2-!, 24).
D'où l'ordre cherché, qui est :

• P^t
(P -1 , 24)

5.5. Applications.

(i) Soit N ç WQ-(I). Alors p p sont des points distincts de X , et

le calcul explicite de l'ordre de P^-p^ grâce à (5.2) donne : p -p est le divi-

seur d'une fonction ; on retrouve ainsi le fait que X est de genre 0.

(ii) L'ordre de P^-p^, pour N ç W^ uW^, est donné par le tableau sui-
vant (5 .5 .1 ) :

N

ordre de
P -P

1 N

N

ordre de

"1-^

1 1

5

22

5

1 4 1 5 1 7

6 4 4

25 26 28

1 1 21 6

19 20 21

5 6 4

29 51 57

7 5 5

24 27 52 56 49

4 5 4 6 2

50

1 5
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4. EQUATIONS EXPLICITES.

4.1• Résultats de Pricke..

On suppose maintenant que N € WC • La surface de Riemann Y (resp.
1 N , v

X , ) associée à r^'N) (cf. (2.5)) (resp. associée à r ( N ' ) , où N' diviseN , v o o
proprement N) est alors de genre 0 (cf. (2.5.5) et ( 1 .5)).

Pour N = 11, 14, 15, 17, 19, 21, 49 (resp. 20, 24, 27, 52, 56) Pricke cons-

truit dans [9] une fonction méromorphe r (z ) de la variable z ç f/> , qui induit

une fonction méromorphe sur la courbe Y , (resp. sur la courbe X , , pourN » C N f C
N ' = 10, 12, 9, 16 respectivement), et dont la restriction au demi-axe imaginaire

(z ç C |Re (z ) = 0, Im(z) > 0 est une fonction à valeurs réelles.

Plus précisément, soit z = i.N ' le point fixe de W situé dans tnco N
(cf. (2 ,4 j ) . La restriction de \ au demi-axe imaginaire est une fonction analy-

tique de Im(z). Cette dernière vérifie r (z ) = r(-1/Nz), est croissante pour

Im(z) > Im(z ) , et tend vers + 0 0 lorsque Im(z) tend vers + co (resp. : cette

dernière est une fonction décroissante de Im(z) , à valeurs positives, tendant vers

0 lorsque Im(z) tend vers + oo et vers 4.00 lorsque Im(z) tend vers O'1"}.

Pricke construit également une fonction méromorphe o(z) de la variable z,

qui induit une fonction méromorphe sur X • La restriction de o au demi-axeN, C
imaginaire est à valeurs réelles. C'est une fonction croissante de Im(z), véri-

fiant o(z) = -o(-1/Nz), positive pour Im(z) > Im(z ), et tendant vers +00

lorsque Im(z) tend vers +00 (resp. : c'est une fonction décroissante de Im(z),

tendant vers + oo lorsque Im(z) tend vers O4", et vers une limite finie lorsque
Im(z) tend vers +00).

Posons de nouveau q == exp(2-n;iz). Qn. aura besoin plus loin du premier terme

non-nul du développement en série de r ( z ) , o(z) au voisinage de ioo (cf.

(4.2.7.1)) . Utilisant [9], on trouve aisément les résultats suivants, lorsque

q - 0 :

(i) N = 11, 14, 15, 17, 19, 21, 49 ; .

o(z) = q~2 +0 (cf1), r (z ) = q~1 +0 d).

(ii) N = 20 : o(z) = 5 + 0 (q) , ï (z) = 10 q + 0 (<12). '

N = 2 4 : o(z) = 6 + 0 (<l) , ï (z) = 12 q +0 (<12).

N = 27 : o(z) == 5 + 9 qi + 0 (<12), ï (z) = 9 q + 0 (<12).

N == 52 : o(z) = 4 + 0 (<l) , r (z) = 8 q + 0 (ci2).

N = 5 6 ; o ( z ) = 5 + Q ( q ) , ï (z ) = 6 q + 0 (q2).
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Les fonctions o et q; sont liées par :

(F^) o = ^(r), où F ç Z[T] est un polynôme de degré 4 (resp. de degré 5), à

racines distinctes.

• On désigne également par F la courbe algébrique irréductible définie sur

Q par Y2 = F (x).

Il résulte de la description des fonctions o, ^ que l'application

z ^ (ï(z), o(z))

du demi-axe imaginaire dans P (lR) c= R2 définit une bijection C00 du demi-axe sur

la branche connexe de F (tft) qui contient des points d'abscisse arbitrairement

grande (resp. sur (o, r) £ \^ tels (lue o, T > 0).

Nous allons voir que F est un modèle de X sur Q, et pas seulement sur

Co

En effet, les fonctions j(z) et j(Nz) s'expriment comme des fonctions ra-

tionnelles de o et q;, à coefficients dans Q, d'après [9] :

(4.1 .0) j == j(o,ï) j^ = J'(o,T) où J, j' e Ç)(x,Y).

Désignons par e : F -> X 1'application rationnelle définie par (4.1.0) .

LEMME 4 . 1 . 1 : 6,. est une application birationnelle.

En effet, la donnée de j(z), j(Nz) détermine z à un élément de r (N)

près, sauf pour un nombre fini de points de F , donc détermine un unique couple

(o» ï ) > ce qui montre que © est de degré 1 ,
N

COROLLAIRE : La normalisée de F est isomorphe sur ^ .̂ X .

/
4.2. Equation de Weierstrass.

Soit X une courbe elliptique, définie sur Q par une équation de la forme :

(4.2.0) y z+\xyz+jjyz = x^+cûÀ+pxz^yz^,

o11 Â .T t ^^P ïY C ^> l'élément neutre de la loi de groupe étant le point (o .1 .o ) .

Considérons l'ensemble des équations (4.2.0), à coefficients entiers, et qui

définissent sur ^ une courbe isomorphe sur ^ à la courbe X. On définit une re-

lation de préordre sur cet ensemble, en associant à chaque équation la valeur abso-

lue de son discriminant ([20], p. 95), et en prenant l'image réciproque de la

relation d'ordre naturelle sur IN.
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DEFINITION 4.2.1 : Une équation de la forme (4.2.0). à co efficient s entiers, et dé-

finissant sur (̂  une courbe isomorphe à X est dite minimale et elle est minimale

pour la relation de préordre ainsi définie.

Toute courbe elliptique définie sur ($. admet une équation de la forme

(4.2.0), donc une équation minimale.

On a le résultat d'unicité suivant :

PROPOSITION 4.2.2. : L'équation minimale d'une courbe elliptique X définie sur

^ est unique à un automorphisme :

(x,y,z) »-» (x+qz, ±y+sx+rz, z)

près. où q, r, s ç Z.

On trouve dans [56] ou [20, 25] un algorithme permettant d'écrire une-équa-

tion minimale en partant d'une équation (4.2.0) quelconque.

DEFINITION 4.2.^ : Si .(4.2.0) est une équation minimale de la courbe elliptique X

définie sur iÇ), on dit que la forme différentielle :

dx(,) = ————
2y+\x+^

est une forme différentielle minimale de X.

COROLLAIRE : La forme différentielle minimale d'une courbe elliptique définie sur

(Ç, est déterminée au signe près.

Partant des équations données par Fricke dans [9] pour la courbe F (cf.

(4 .1 ) ) , on a calculé pour chacune des douze courbes modulaires elliptiques une

équation minimale. Les coefficients de cette dernière, sous la forme (4.2.0), sont

donnés par le tableau (4.2.6).

Soit : o == a-c +bq; +CT; +dï+e l'équation de F obtenue par Fricke. Le ta-

bleau (4.2.4) donne les coefficients a,b,c,d,e et la page de [9] où on les trouve.

(4.2.4) Equation de F .

2 4 5 2o = S-T +bi; +CT; 4-dT;+e.



44

N

1 1

1 4

1 5 -

1 7

1 9

20

21

24

27

52

56

49

a

1

1

1

1

1

0

1

0

0

0

0

1

b

-20

- 1 4

- 1 0

- 6

- 1 6

2

- 6

1

1

1

1

- 1 4

c

56

1 9

- 1 5

-27

64

1 5

-17

1 1

0

.6

6

65

d

-44

-14

1 0

-28

-76

50

- 6

56

0

1 6

1 2

-98

e

0

1

1

- 1 6

0

25

1

56

-452

1 6

9

21

page

406

455

459

451

4 1 1

455

442

455

588

578

455

405

(4.2.5) Passage à une équation minimale.

-n(zy-n) - 1 1
0=——^ T=^

o = (2y^57)%(,.^^
.4(x-9)2 4

_ (2y+x+37) J
T ~ ~~ÏÇ^^~+2Ï •

(2y+x+46)2 / ^ 1 0 1Q =——————-—-2^x-8;——,
4(x-8)2 4

^ (2y+x+46) 5
T 2(.x-8j "'2'

o - ̂ ^^^(x^)-^,
4(x-7)2 4

_ (2y+x+35) 5
T - 2(x-7) -^

_ -19(a/+l) -190=-^^' T=^'
.=ï. .=t£^2.
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o^^ ĵll̂ x-,)-6-!,
6!
44(x-5)

- (2y+x+2l) 5
T ~ 2^x-5) +^

|N = 24l T = x-4,

. = -;(y4)-|.

, -. ̂ ^(x^)
4(x-2)2

- 2y+x 7
T ~ 2lx-2)'^-

T = X-2,

T = X-2,

2 1

(4.2.6) Eouation minimale.

(4.2.0) y z+\xyz+pyz = x'+ox z+pxz +YZ^.

N

\

^

a

(3

Y

1 1

0

1

-1

- 1 0

-20

1 4

1

1

0

• 4

-6

1 5

1

1

1

- 1 0

- 1 0

1 7

1

1

-1

-1

- 1 4

19

0

1

1

-9

-15

20

0

0

1

4

4

21

1

0

0

-4

-1

24

0

0

-1

-4

4

27

0

1

0

0

-7

^2

0

0

0

4

0

•^6

0

0

0

0

1

49

1

0

-1

-2

-1

(4.2.7) On désigne par 4, l'application définie sur ^Y par

^ ——1———> X^(C)C^(C)

21———————> (x(z), y(z)) (cf. (4.2.5) et ( 4 . 1 ) ) .

La-différentielle minimale (4.2.5) s'écrit en fonction de o et r :

(i) N = 1 1 , 14, 1 5 , 1 7 , 19 , 2 1 , 49 ;

.0) = -dr/o.

(ii) N = 20, 24, 52,, 56 : .

œ = dq;/2o.

(iii) N =.27 :

. a) = do/(6ï+9).

D'autre part (cf, ( 2 . 1 ) ) :
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a) = f (z)dz,
0)

où f est un élément non—nul d-e l'espace vectoriel <r (N),2> (de dimension 1
(A) 0 0

sur c).

LEMME 4.2.7.1 : Soit f ç <r (N),2> la forme parabolique normalisée. Alors :

î = (27ii).f.
0)

II suffit pour vérifier ce résultat d'utiliser les expressions qu'on vient

d'obtenir pour co et les développements en série obtenus en ( 4 . 1 ) pour o ®"b T.

4.5. Démonstration des théorèmes ( 1 . 4 . 2 ) et (2.2.5) ;

( 4 . 5 . 1 ) Notations : Soit X une courbe elliptique définie sur ^, On désigne par

gg (resp. par gg^-) son modèle de Néron au sens faible (resp. au sens fort) (cf.

[20], [ 21 ] ) . On note :

Z (x) le nombre de composantes irréductibles de la fibre géométrique de Qp^

en p,

c (x) le nombre de composantes connexes rationnelles sur le corps [F de

la fibre de §g en p,

ord (x) la valuation en p du discriminant d'une équation minimale de X.

Pour calculer le conducteur de la courb.e modulaire elliptique X , on utilise
N

le théorème suivant :

THEOREME 4.^.2 ( Ggg [25]) ; Soit X une courbe elliptique définie sur Ç^. L'expo-

sant en p du conducteur de X est donné par :

e (x) = ord (x)-^ (x)+1.

Le tableau (6.5.4) indique le type de la fibre du modèle de Néron (au sens

fort) des courbes modulaires elliptiques x , ainsi que les valeurs de c (x ) (cf.

(4.5.5)). Les notations employées sont celles de Néron. La valeur de z (x ) se

déduit-facilement de l'examen du tableau de [20], pp. 124-125 .

(4.5.5) En utilisant le tableau (6.5.4), on vérifie cas par cas que le conducteur

de la courbe modulaire elliptique X est N, ce qui démontre le théorème (1 .4 .2 ) .

(4.5.4) On vérifie de même, à l'aide des équations (4.2.6), que les facteurs lo-

caux de la fonction L de la courbe modulaire elliptique X , aux nombres premiers

p divisant N (cf. (2.2)), coïncident avec les facteurs locaux correspondants de

la série de Dirichlet associée à r (N) tels qu'ils ont été déterminés en (5 .1 .5 ) .

On termine ainsi la démonstration du théorème (2.2.5).
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(4.5.5) Calcul de c (x). Donnons ici quelques indications sur la façon dont on

calcule les entiers c (x ).
P N

Soit X une courbe elliptique définie sur (̂  par une équation de la forme

(4.2.0) qui est de plus une équation p-standard de X au sens de [20].

On désigne par gg le modèle de Néron au sens faible de X, et on pose :

^ == p/P1, etc.

LEMME 4. '5.5.1 : c (x) est donné par le tableau suivant (notations de [20]).

Type de
en

(b

(c

(c

(c

(c

(c

(c

(c

réduction
P

J

1 )
2)

5)

4)

5j

6)

7)

Valeur de c
P

c (x) = m si (9g® (F )° est déployé
p p sur [F ,

p'

(1 pour m impair]
c (x) = \ dans le cas

2 pour m pair contraire.

Cp(x) = 1 .

Cp(x) = 2.

G (x) = 1 ou 5 selon que l'équation :
p 2Y +|j, y-ï^ = 0 a ou n'a pas des

racines dans (F .
P

c (x) = 1 , 2 ou 4 selon que l'équation :
p ^ 2x"+a x +RX+Y^ = 0 a 0, 1 ou 2

racines dans IF ,
P

m = 2n-l : .

c (x) = 2 ou 4 selon que l'équation :
p 2

y +[Jiïl+>\y+'ï2•n. 2 = ° a ou Illa pas (ies
racines dans (F ,

P
m = 2n :

c (x) = 2 ou 4 selon que l'équation :
p 2

a x +(3 ^^f ̂  -z = 0 a ou n'a pas des
racines dans (F .

P

c (x) = 1 ou 5 selon que l'équation ;
P ^

Y +p,^y-ï. = 0 a ou n'a pas des raci-
nes dans p .

P

C,(X) = 2.
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(c 6) c (x) = 1 .

Démonstration : On. peut se reporter à [20], PP. 105-122.

Exemples : .

(i) | N = 1'4"I • Les fibres du modèle de Néron en P = 2, p = 7 sont de type

(b ) et (b ) respectivement, non déployé en 2, déployé en 7. Donc c (x ) = 2,
6 5 2 1 4

et c^)=5.

(ii) [ H = 13"]. Les fibres en p = 5, P = 5 sont ici de type (b ) , déployé en

5, non déployé en 5. Donc c (x ) == 2, et c (x ) = 4.

5. POINTS RATIONNELS DES COURBES MODULAIRES ELLIPTIQUES.

5.1. Finitude de X.-(Q).
N

THEOREME 5 . 1 . 1 : Le groupe X (^) des points de la courbe modulaire elliptique

X rationnels sur ^ est"un groupe fini.

( 5 . 1 » 2 ) Nous allons démontrer ce résultat en premier lieu pour les courbes modulai-

res elliptiques X qui possèdent un point d'ordre 2 rationnel sur Q, c'est-à-

dire pour N £ W, - { 1 1 , 19, 27^. Pour ce faire, on utilise le procédé classique de

"2-descente" (cf. [5]) sous la forme donnée par Tate dans [57]. Nous renvoyons à ce

dernier pour la justification des affirmations qui suivent.

Notations. Soit X une courbe elliptique définie sur (Ç. D'après le théorème de

Mordell-Weil, le groupe x(<^) est un groupe de type fini. On appelle rang de X

le rang du groupe libre quotient de x(<^) par sa partie de torsion x(^),
t ors

Lorsque X possède un point rationnel d'ordre 2, on peut trouver une équa-

tion de X de la forme :

y2 = xCx^ax+b) a, b e Z,

le point d'ordre 2 étant l'origine (o,0)}.

On considère alors la courbe X quotient de X par le sous-groupe d'ordre 2

engendré par (o,0) :

y = x(x +ax+"bJ où a = -2a, 'b = a--4b.

Soit a:x((^) -*• <^*/^* l'application définie par la condition de prendre la

valeur 1 sur l'élément neutre de x((^), et par

a(o,o) = b(mod. ^2),

a(x,y) = x(mod. ^2) si x ^ 0.
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Alors a est un morphisme de groupes dont l'image a(x(^)) est finie. On désigne

par |x| l'ordre du groupe a(x((^)). Définissant de façon analogue 'a et |x|

pour la courbe X, on a ;

|x| |x| = 2e4' , r désignant le rang de X.

Nous allons voir que |x| |x| = 4 pour chacune des courbes x où

N ç WL-IH, 1 9 » 27, 52, 56 j. Ce qui précède montre qu'il revient au même de le

voir pour des courbes isogènes sur Q aux courbes en question. Nous ne traitons

pas les cas de X et X : le fait que ces deux courbes n'ont qu'un nombre fini

de points rationnels sur ^ est bien connu (cf. par exemple f55]).

Soit (x,y) un point de X:y = x(x +ax+b) rationnel sur ^, avec y ^ 0.

Un tel point s'écrit ;

(5.1.2.0) x = biv^/e2, y = b^MR/e5

où e. M, R, b sont des éléments de Z, et où b est un. diviseur de b. posant

^ = t/^,, on peut supposer de plus que les conditions suivantes sont vérifiées :

(M,e) = (R,e) = (b ,é) = 1

(b^,M) = (M,R) == 1 (cf. [57], p. 5.5).

L'image a(x(^)) est le sous-groupe de (^/^-x-2 formé des classes module
2

fî* de 1 , b et des b tels que l'équation

(5 .1 .2 .1 ) R2 = b lA-aM^+b e4

ait une solution entière (M,R) non-triviale.

(5.1.•5) Démonstration du théorème ( 5 - 1 . l ) pour N= 14, 1 5 , 17 , 20, 2 1 , 24 et 4Q.

On utilise les notations et les résultats de ( 5 . 1 . 2 ) .

|N == 14| On prend pour X la courbe C (cf. (7.5.5)).

X:y2 = x3-11x2+52x

X:y2 = x5+22x2-7x.

(i) X possède les points rationnels (8,8) et (4,-4) qui donnent b = 2, b = 1

respectivement,

D'autre part, b = 52, donc b ç (± 1 , j: 2 (mod. ^*2)}.

On doit donc examiner si ;

(I) R^-M^nM^^e4,

(il) R^^-IIM^-iee4,

ont ou n'ont pas de solutions entières non—triviales.
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Or il est clair que ( 1 ) et (nj n'ont pas de solutions non-nulles dans (R.
Donc : a(x(^)) = } 1 , 2(mod. ^2) ;.

(ii) Le point (0,0) de î donne b = -7. D'autre part, î £ }± 1 , J: 7 (mod.^2)).

On. doit donc examiner l'équation :

( IIl) R2 = -H\22î^[2e2+7e^.

Cette dernière entraîne modulo 8 :

.,2 _ / 2 2 ^ 2R = -<M +e ; ,

ce qui entraîne :

soit R2 = 0 (mod. s) lA-e2 = 0 (mod. s),

soit R2 = 4 (mod. s) M^e2 = 4 (mod. s),

en tous cas :

M2 = -e2 (mod. 4) donc M2 = e2 = 0 (mod, 4).

Or (M,e) = 1.

Par conséquent a(i(Q)) = }+ i , - 7 (mod. ^2) j .

Donc : |X| [Ï| = 4 .

| N = 15| On prend pour X la courbe C (cf. (7.5.5);.

9 ^ 0
X:y = x^-7x<-+16x

- 2 ^ ZX:y = x-'+i4x-i5x

(i) Qn a pour la courbe X:b G (J: 1 , J: 2 (mod. Q^-2)).

L'équation ( 5 . 1 . 2 . 1 ) s'écrit :

R2 = b M^M^+b e4, avec b b = +16.

Elle n 'a donc pas de solutions réelles non-nulles lorsque b < 0. D'autre part :

(l) R2 = 2M4-7M2e24.8e4

entraîne modulo 4 :

R2 = M^lA-e2)

d ' o ù : soit M2 = o (mod. 4) R2 = Q (mod. 4), or (M,R) = 1,

soit M2 s 1 (mod. 4) et R2 = e^ (mod. 4),

donc R = 2 ou -1 (mod. 4), ce qui est impossible.

Par conséquent :

a(x(^)) = jl(mod. ^2) ).
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(ii) Les pointe ( 1 , û), (5,20), ( -5,12), (l5,o) de X dorment respectivement :

^ = 1 , 5, -5, - 15 (mod. Q*2),

On est ramené à étudier :

/ \ ? 4- ? ? 4.
(l) R = - M + 1 4 M e + 1 5 e

(il) R2 = ^M^UlA^e4.

(l) entraîne modulo 8 :

R2 = -(M^e2)2 (mod. s),

qui n'a pas • de solutions vérifiant les conditions voulues, comme on l'a déjà vu.

(il) s'écrit modulo 1 6 : R = 5(1 -5e ) (mod, 1 6 ) , ce qui entraîne :

R2 = 0 (mod. 16) et (M2-:^2)2 = 0 (mod. 16),

d'où M +e = 0 (mod. 4), donc M2 = e2 = 0 (mod. 4). Or (M,e) = 1 .

Cm en déduit :

a(Ï(^)) == } 1 , 5, -5, - 1 5 (mod. ^2)}.

Donc [x | |x| = 4.

| M = 17~[ On prend pour X la courbe A (cf. (7.5.5)).

X:y2 = x^x^^

X:y2 = x^-lSx^iyx

(i) Le point (-4,4) de X donne b •=. -\ (mod. t)*2).

D'autre part b ç {j; 1, ± 2 (mod. H^-2)}. On doit donc examiner :

(I) R2 = = ± 2M4+9M2e2± 8e4,

qui entraîne modulo 4 :

R2 -M^IÀ-e2),

équation qu'on a déjà rencontrée, et qui n'a pas de solutions non-triviales modulo

4 vérifiant les conditions voulues.

On en conclut : .

a(x(<^)) = j± l(mod. ^2);.

(iij On a pour Ï:b ç {î 1 , ± 1 7 (mod. C^-2)},

L'équation ( 5 . 1 . 2 . 1 ) n'a pas de solutions réelles non-nulles lorsque b < 0.

Donc :

a(x(^)) = (+1 , +17 (mod. ^2) ), et [x | |x | = 4.
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|N = 20] On prend, pour X la courbe X

? ^ 2X:y = x<-2x +5x
- p ^ p
X:y = x"+4x -l6x .

(i) On a pour X:b ç { ± 1, j: 5 (mod. Q* )}, et l'équation (5.1,^ .1) n 'a pas de

solutions réelles non—nulles lorsque b < Oe

Donc a(x((l)) = (+1, +5 (mod. K^2)}.

(ii) pour X:b ç j± 1, ± 2 (mod. t^-2)}, et le point (0,0) donne b = -1.

On doit donc examiner :

(l) R2 = 2M4+4M2e2-8e4,

(il) R2 = -^M^M^+Se4, . .

qui entraînent modulo 4 :

R2 = 2M4. Or (M,R) = 1.

Donc " a(x(^)) = { ± 1 (mod. <t^2},

et [ X | | X | = 4 . ,

|N = 21"[ On prend pour X la courbe C (cf. (7,5.5)) :

? ^ ?X:y = x'+x +l6x
— ? ^ 9
X:y = x'-2x^-65x.

(i) Pour la courbe X:b ç { ± 1 (mod. ^-x- )}. On doit donc examiner :

(I) R2 = ± 2M4+M2e2 ± 8e4,

()I) R2 == -MWe2-^4,

(III) R2 = -4M4+M2e2-4e4.

(l) entraîne modulo 4 s

R = M (2M +e ), équation déjà rencontrée,

Le second membre de (il, IIl) est défini négatif, donc (il, ni) n'ont pas de solu-

tions réelles non-triviales.

Donc a(x(Q)) = ( 1 (mod. ^<2);.

(ii) Les points (o,0), (-5, -12) et (21, 84) de 1 donnent b = -7, -5 et 21

respectivement.

On doit examiner :
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/ \ ? 4. ? ? 4.
(l) R = -M"-2M e+65e\

(il) R2 = ^M^M^+Te4,

(lll) R2 = ^M^jy^e^ie4.

(l) entraîne modulo 1 6 ;

R2 = -(ly^+e2)2 (mod. 16),

donc R2 s o (mod, 16) et (l^+e2)2 = 0 (mod. 16),

soit M^e2 =• 0 (mod. 4), donc M2 = e2 = 0 (mod. 4). Or (M,e)=l.

(il) entraîne modulo 1 6 î

R2 = ïd^+e2)2 (mod. 16 ) ,

ce qui entraîne là encore :

R2 = 0 (mod. 16) et (lA-e2)2 = 0 (mod. 16).

(lll) entraîne modulo 16 ;

R2 = ^(M2-^2)2 (mod. 16)

donc R2 = 0 (mod. 16) et (M2-5e2)2 == 0 (mod. 16),

d'où lÀ-e2 = 0 (mod. 4), soit M2 s e2 = 0 (mod. 4), or (M,e)=1.

Donc a(î(^)) = ( 1 , -3, -7, 21 (mod. Q^-2) j , et |x| |î| = 4.

| N = 24"I un- prend pour X la courbe X .

X:y2 = x^x2^

X:y2 = x^lOx^x.

(i) Les points (-4, o), (-1, 0), (2, 6) et (-2, 2) de X donnent

"b = 1, -1, 2, -2 (mod. ^ ) respectivement. D'où :

«(X^)) == (± 1 , ± 2 (mod. Q^-2);.

(ii) L'équation ( 5 . 1 . 2 , 1 ) associée à î n'a pas de solutions réelles non-nulles

lorsque b < 0.

On est ramené à examiner :

(I) R2 = 3M4-10M2e2+3e4.
qui entraîne modulo 5 :

R2 = -MV,

d'où R2 = lA2 = 0 (mod. 5). Qr (R,e) = (R,M) = 1 .

Donc a(î(Q)) = ( 1 (mod. ^2) (, et |x| |î| = 4.
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|N = 491 On prend, pour X la courbe A (cf. (7.5.5)).

X:y2 = x^x^l^x

X:y2 = x^x2-^.

(i) On a pour la courbe X :

^ € (J: 1 , ± 2, j: 7, ± 1 4 (mod. ^2) ;, et le point (0,0)
donne b = 7 .

Il reste donc à examiner :

(l) R2 = -M^IM^-l^e4,

(il) R2 = 2M4+21M2e2+56e4,

(IIl)R2 = -^lA^IJÀ2-^4,

(IV) R 2 ^ ^M^HÀ^Se4,

(V) R2 = 8M4+21M2e2+14e4,

(Vl) R2 = -SlA^IM^-Ue4,

(VII)R2 = -lôM^IM^^fî4.

modulo 7

(l) et (vi) entraînent :

R = -M (mod. 7), donc R2 = M4 = 0 (mod. 7).
Or (M,R) = 1.

(III) et (vil) entraînent :

R2 = -2M4 (mod. 7), donc R2 = M4 = o (mod. 7).
(IV) entraîne :

R2 = 5M4 (mod. 7), donc R2 = M4 = 0 (mod. 7).

modulo 4

(il) et (v) entraînent respectivement :

R2^2 (2lÀe2) et R2^2 (2eW),
déjà rencontrées.

Par conséquent :

«(X^)) = il, 7 (mod. <t^-2)}.

(ii) Pour la courbe X, b^ £^ 1 , 1 7 (m.d.^2)}, et le point (o,0) dorme

^ = - 7 .

On doit donc examiner l'équation :

R2 == -M^SlA^e4,
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qui entraîne modulo. 7 :

R2 = -M4 (mod. 7) ,

équation déjà rencontrée plus haut,

D'où : a(î((^)) = { 1 , 7 (mod. ^2)}, et |x||Ï| =4 .

(5 .1 .4) Pour terminer la démonstration du théorème ( 5 . 1 . 1 ) , il reste à examiner

le cas des trois courbes modulaires elliptiques X , X et X ,

Le résultat est connu pour X (cf. [55]).

? "̂La courbe X est isogène sur (̂  à la courbe y = x--Hx+6, dont le

rang est nul d'après les tables de Birch et Swinnerton-Dyer (cf. [2], [51).

Le fait que X a un nombre fini de points rationnels sur (̂  est démon-

tré par Mazur dans [17 ] , (table 1 p. 258, ou prop. 10.2) . Nous allons en donner

une démonstration plus élémentaire. Pour cela, il nous suffira de modifier quelque

peu la démonstration de Sansone et Cassels [41 ] .

(5 .1 .5 ) Démonstration du théorème ( 5 . 1 . 1 ) pour N = 19.

La courbe X Q est la courbe elliptique d'équation :

Y^+YZ2 = x^+x^-gxz2-^5

(cf. (4.2.0)).

Posons :

IX == 4(x+y)+9z,

Y = -8x+ny+z,

Z = -5(x+y)-2z.

On obtient l'équation :

( 1 ) x^+y^+z5 = 2xyz.

Il s'agit de voir que l'équation ( 1 ) n'a pas de solutions entières non-tri-

viales, c'est-à-dire autres que celles définies par xyz = 0.

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, et choisissons parmi les solutions non-

triviales une solution (x,y,z) telle que |xyz[ soit minimal. On peut supposer

par exemple que 5 ne divise pas z,

Posons :

fx = 5x+5y+2z,

(2) ^ = 5çx+5ç2y+2z,
y^ == ^x+^Q^x,

où ç est une racine primitive 5-ième de l'unité. On obtient :
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(5) 19(^+y^)5 = -ô^y^.

Soit K = ^(ç) le 5-corps cyclotomique. L'anneau des en-tiers o = Zfç] de

K est principal. Le seul idéal premier ramifié est 3 :

^-^^ «^(c-c2).^.
L'idéal 19 se décomposé en produit d'idéaux premiers :

19.0^ = (5+5Ç)(5+5Ç2).0^.

L'équation (5) s'écrit :

(4) (5+5ç)(5+5Ç2)(x^y^)5 = (ç^2)6 ̂ y^

On voit comme dans [41] que le pgcd de x^ , y^ , y^ est un entier ration-

nel £. On pose :

^ -, = ̂ ,, y, = ̂ .
On obtient l'équation (ô) analogue à (4), où x^ , y^ , y^ sont remplacés par x ,

y^, y^. La factorisation de (ô) amène à distinguer trois cas :

.Cas. 1. Supposons que (5+5^) divise x^. L'équation (ô) s'écrit :

(7) (x +y +y )5 = -25 '55 -^-v ^v 2 "2 "S7 " ' 19 y2y2B

Oi peut donc trouver x_ £ Z, y ç 0 tels que :

(8)

vérifiant :

(9)

^=19x/ , .

i^-^55'

^2 :s -Ç2'1.^3, J = 0, 1 , ou 2,

^^•'•^-î2''^3——^^.

S&S. 2. Supposons que (5+5ç) divise y . on obtient :

^ = V
^ = -ç''(5+5ç)y53,

!̂  = -^•'(s+x2)^3(10)

( 1 1 ) ^^^(s^dy^-ç^Cs^ç2)^5 = -6x^^.

^ (5+5Ç) cl3
où on a permuté (5+5ç) et (5+5Ç2).
.Cas. 5. Supposons enfin que (5+5ç) divise y^. on obtient l'analogue du cas 2,
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Dans tous les cas :

(12 ) (ç-Ç ) ne divise pas x . y , v .

5 étant totalement ramifié, on a :

^ = Z/5Z ^ 0 /̂0( ,

et par conséquent :

x = ± 1 (mod. 0[ ),

y = ± 1 (mod, 0[ ),

d'où :

(13 )

x^= î 1 (mod. 9),

y 3 = ^ 5 = j: 1 (mod, 9),

l-6x._7^y ^ 0 (mod, 9).

Cas 1 . (9) entraîne module 5 :

^-(çV^y^ - 0 (mod. 5)

soit :

x ^y 5 = 0 (mod. 5),

soit, à cause de (15 ) :

x 5 = -y 5

5 - y?
x " = -y" (mod. 9),

et (9) entraîne modulo 9 :

-^-(ç-W^y,3 = -&y^

ce qui entraîne d'après (15 )

J = 0.

On pose alors :

( 1 5 )

^ = V^^'

^5= yo^S'
^5 = x4+c2y4+SZ4'

où x , y , z £ Z. Alors (9) s'écrit ;
4 4 4

(16 ) (x +y +z Y = 8x y z
4 4 4 4 4 4

On peut donc trouver des entiers rationnels m, x , y , z vérifiant
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^4 = ^5 -

et

'sSS3 = ̂ V
Raisonnant comme dans [41 ] , on arrive à une contradiction.

cas 2. Le même type de raisonnement que dans le cas 1 montre qu'on a nécessaire-

ment j = 0 dans ( 11 ).

Posant cette fois :

( 1 7 )

on obtient :

(18)

donc :

^3 = ̂ W

^5 = x^^2^,

^5 = ̂ S2^^'

^WS^S = ̂ V

\ = ̂  '

\ = ̂ -5 '
avec m, x y z e ^, et

x^+y^3^^ , ̂ ^

On conclut comme dans [41]. De même pour le cas 5.

5.2. Points d'ordre fini,

D'après le théorème ( 5 . 1 , 1 ) , la détermination des points rationnels de la

courbe modulaire elliptique X^ se réduit à la détermination des points rationnels
d'ordre fini.

On connaît d'autre part un point rationnel d'ordre fini, à savoir la pointe

P^ (on rappelle que la pointe p^ est choisie comme élément neutre de la loi de

groupe). L'ordre de la pointe p a été déterminé en (5.5).

Enfin, il est facile d'obtenir une borne de l'ordre n (x ) du groupe
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V^ = ̂ tors en utilisant la

PROPOSITION 5.2.1 ;. Soit X une courbe elliptique définie sur Q, et soit ^

son modèle de Néron (au sens faible). L'application de réduction modulo p

x(^——>(9£j^p)
est injective sur la partie de x(ç>) , d'ordre premier à p.

t or s

Cette proposition est une conséquence du fait que le noyau c/Çj de la mul-

tiplication par n dans (JQ est étale au-dessus d'un ouvert de Spec(2f) conte-

nant p, lorsque (n,p) = ( SGA 7, IX), et de ce qu'une section d'un morphisme

étale au-dessus d'un ouvert connexe est déterminée par sa valeur en un point

(SGA 1 , 1 .5 .5) .

Remarque (5.2.2) ; Soit X "une courbe elliptique ayant bonne réduction en p. Le

nombre m (x) des points de Q^ (̂  (F rationnels sur CP est donné par :

m (.x) = 1-Tr(7i )+p,

où Tr(TT; ) est la trace de 1 ' endomorphisme de Erobenius de c^- (̂ ) [F .

D'autre part, d'après (2.2), lorsque X est une courbe modulaire ellipti-

que,

Tr(7i ) = \ (p) ,

\(p) désignant la veleur propre de l'opérateur de Hecke T(p).

Cm peut donc dans ce cas, pour les petites valeurs de p ne divisant pas

N, calculer m (x ) en utilisant les développements en série obtenus en (5 .1 .2 ) ,

donc sans avoir à utiliser une équation de X .

On obtient ainsi les résultats rassemblés dans le tableau (5.2.2. l ) .
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(5.2.2.1) Tableau.

Dans ce tableau, on désigne par r)^ l'ordre de X (îi), et par m l'ordre

^ (J?^® tF )(lF ), groupe des points de la fibre en p du modèle de Néron qui

sont rationnels sur [F .
P

N

1 1

1 4

1 5

17

19

20

21

24

27

52

56

49

"2

5

-

4

4

3

-

4

-

5

-

-

2

'5

5

6

-

4

6

6

-

-

-

4

-

4

"5

5

6

-

8

5

-

8

8

6

8

6

6

"7

1 0

-

8

4

9

6

-

8

9

8

1 2

-

m
1 1

-

1 2

1 6

1 2

9

1 2

8

8

1 2

12

1 2

8

"15

1 0

18

1 6

1 6

18

1 2

1 6

1 6

9

8

1 2

1 4

"17

20

1 2

1 6

-

21

24

24

1 6

18

1 6

18

18

^

20

18

1 6

24

-

24

1 6

24

27

20

1 2

20

Majoration
de ^o

5

6

8

4

5

6

8

8

5

4

6

2

La comparaison des tableaux (5.2.2.1) et (5.5.1) montre immédiatement que

la pointe P^ engendre le groupe X^) tout entier lorsque N ç M- ;15 ,21 ,24} ,

et un sous-groupe de X^(o) d'indice au plus 2 pour les trois niveaux N = 15, 21

et 24. D'autre part, on remarque que le groupe de Lie réel X (lR) est connexe
N

pour N € W. , -{15, 21, 24}, et qu'il a deux composantes connexes lorsque N = 15

2 1 , 24.

Nous allons voir que pour ces trois valeurs de N, la pointe p engendre

le sous-groupe X^) 0 X^(ïR)° ^ des points de la composante neutre X fe)0 de

X^(tR) qui sont rationnels sur Q, que X^) n X^((R)° est d'indice 2 dans x (^),

et que X^) est engendré par l'ensemble des pointes de X rationnelles sur ^

Reprenons les notations de (4.2.7). L'image de z = î o par <p est un

point rationnel sur la courbe X^ c ̂  d'équation (4.2.0). Faisant suivre 4, de
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la translation par -^ (iw), on obtient :

(5.2.2.2) (p^^T ———> X^(c) clP^c)

qui envoie ioo sur l'élément neutre (o.1.o) de X ..

(5.2.5} Points rationnels.. ' . .

(i) Points rationnels de X. .

On a pris pour équation minimale de X (cf. (4.2.6)) :

2 5 2y +xy+y = x'+x -1CX-10.

La pointe P est un point d'ordre 4. Utilisant (4.1) et (4.2.5), on voit que ses

coordonnées sont (8, -27).

Les involutions W w , W s'écrivent, dans les coordonnées (o, q;) :

W (o, i;) = (-o, i;),

W (o, ï) = (o/ï2, -1A),

W (o, ï) = (-o/T2, -1A),

comme on le voit facilement en remarquant que W échange les pointes P et P ,
15 1 15

et que W n'a pas de points fixes (puisque \(^) = 1 , d'après (3.1.5)).

La définition de W en termes de matrices montre que W (P ) = P . Il en
5 5 1 5 5

résulte que P est un point rationnel d'ordre 2, et que W est la translation

par P L'expression obtenue pour W permet de calculer les coordonnées de P ,

qui sont (-1, o).

De même, W (P ) = P_, soit P +P = P , ce qui montre que P est un

point d'ordre 4.

On peut donc donner la liste des points rationnels de X :

p^ ' ^ = (-2, -2),

P^ = (8, -27), P - (-1, 0),

2P^ = (5, -2), î>^î. = ^-2» 5),

5P^ = (8, 18), ^^i = (-15/4, 9/8),

et l'expression des involutions W , W , W :

W (?) = P+P , W (P) = P -P, W (?) = P -P.

On vérifie bien les résultats annoncés. Le tableau (5.2.4) indique la

structure de W _ ( l R ) et X -(^).
15 15
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(ii) Points rationnels de X

On a pris pour équation minimale de X

y^xy = x^-zpc-l (cf. (4.2.6)).

Procédant de la même façon que pour X , on établit ce qui suit ;

Les involutions w , ¥ , W s'écrivent :

W^(o,ï) = (-o,ï),

W (0,1;) == (o/T^lA),

W^(o,ï) = (-oA^lA),

ou, en termes de la loi de groupe :

W (?) = P -P, où P est d'ordre 4,

v ( p ) = P+P , et P est d'ordre 2,

W^(P) == P^-P.

Le groupe X (o) est d'ordre 8, et-engendré par les pointes :

ï^ > P^ = (-2» 1),

P^ = (5, -5), P = (-1, 2) ,

2P = (2, -1), 5P+P = (-1, -1),1 1 ->

5P =(5,8), 2P1+Î)^ = ^-''A» 1/8).

(iii) Points rationnels de X

On a pris pour équation minimale de X (cf, (4.2.6)

y2 = x^x2-^-^.

Pour chaque diviseur positif d de 24, il existe une pointe P et une seule de
s d

niveau .d. On obtient ainsi tous les points rationnels de X .
24

Le fait que \(^) = -1 (cf. (5.5)) montre que W est une translation par

un point d1ordre 2, à savoir P D'autre part, d'après îricke [9], on a :

T ( l / 2 ) = - 2 , ï ( l / 5 )= -5 , ïd/4)=-4, -cd/6) = 6.

Utilisant les équations (4.2.5), on obtient les coordonnées des pointes :
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^24

V

^

"12

Remarque.

»

= (4,6) ,

-- (4,-6),

= (2,0),

Les courbes

^
^
^

^

^0

( 1 , 0) ,

(0,-2),

(0,2),

(-2,0),

, X . possèdent six pointes rationnelles sur (^. Là

encore, les groupes X ((^), X (^) sont formés des pointes.

(iv) Liste des points rationnels.

Le tableau suivant donne la liste des points rationnels des courbes modu-

laires elliptiques. Les coordonnées des points sont relatives à l'équation minimale

donnée par le tableau (4.2,6). On omet de noter le point à l'infini. Lorsque

X (iR) possède deux composantes connexes, ce qui a lieu pour N == 1 5 , 21 24 on

a séparé par un point virgule les points situés sur deux composantes connexes dis-

tinctes.

(5.2.5o l ) Coordonnées des points rationnels.

^1
"14

"15

^7

^9

^0

"21

^4

^1-

"32

^6

"49

(5,5), (5,-6), (16 ,60 ) ,

( 1 , - 1 ) , (2,2), (2,-5),

(-15/4,9/8), (-2,5), (-

(n/4,-15/8), ( 7 , 1 5 ) , (

(5,9), (5,-10).

( -1,0), (0,±2), (4,±10)

(-2,1), ( -1,2) , ( -1 . -1 )

(-2,0), (0,±2), ( 1 , 0 ) ;

(5,4), (5.-5).

(0,0), (2,±4).

(-1,0), (0, Î1) , (2,.t5).

(2,-1).

(l6,-6l).

(9,25), (9,-55).

2,-2), (-1,0) ; (5,-2), (8,18) , (8,-27).

7,-21).

•

, (-1/4,1/8) ; (2, -1) , (5,8), (5,-5).

(2,0), (4,±6).
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(5.2.4) Tableau ; Structure de X W (= X (tR).

Le tableau suivant représente le groupe de Lie réel X (iR), les points mar-

qués étant les points de X (Q)» parmi lesquels figurent les pointes rationnelles.

On utilise le plongement de X fe) dans D? (|R) défini par (5.2.2.2).

N=11 N=1.4 N=15

N=17 N=19

Soit C c X (d^) le sous-groupe engendré par la pointe P . D'après ce que

l'on vient de voir, C est d'indice 2 dans x,«) pour N = 1 5 , 2 1 , 24, et
C = X (fl) pour N £ 2TL-j 1 5 » 2 1 ,24[. Dans les trois premiers cas, on peut trou-

ver une pointe rationnelle sur ^, non contenue dans C . On a donc le résultat

annoncé :
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THEOREME 5.2.5 : Le groupe X (<^) d-es points de la courbe modulaire elliptique

X rationnels sur (̂  est fini et engendré par les pointes de X - qui sont ra-

tionnelles sur (^.

On désignera par n (N) l'ordre du groupe C .
1 N

(5.2.6) Çh emin f ond ament al.

Soit t ç ] 0 ,1 ] , et posons z(t) = -i.log(t). L'application ainsi définie

se prolonge en une application continue de [0 ,1 ] . dans la sphère de Riemann, et
o ^

dont l'image est contenue dans T^ . Composant avec l'application canonique

V -^/^(N),

on obtient un chemin I dans la surface de Riemann X î
JM N y C

V^'^Yc-
Le chemin I s'appelle le chemin fondamental de XN —————————————— N » C

Considérons l'application ^ (cf, (4.2.7)), qui induit un plongement de

X dans • (P (c) :
rj f IL d.

^'•^ -V^ c (P2(C)•
La restriction de (p au demi-axe imaginaire Re(z) = 0, Im(z) > 0, consi-

dérée comme fonction de la variable réelle Im(z), est injective, analytique, et

à valeurs dans X (iR) . L'injectivité résulte de ce que le demi-axe imaginaire est

contenu dans un domaine fondamental de r (N), 1 'analyticité de celle des fonc-

tions o(z) et T;(z) (cf. ( 4 . 1 ) ) . Enfin, o(z) et r(z), donc x(z) et y(z)

sont à valeurs réelles pour z imaginaire pur.

De la sorte, par composition avec ^ , la restriction à ] 0 , 1 [ du chemin

fondamental s'identifie à un chemin sans fin dans X (tR) c_^£R , soit I' :

I^(t) = (x(z( t ) ) , y (z( t ) ) ) çiR2 .

LEMME 5 . 2 . 6 o 1 :

{ ± ) a) Soit N = 20, 24, 52, 56 resp. L'image de I' est contenue dans l'ouvert

( (x,y) £ 1R x > 4 (resp. x > 4 , x > 2 , x > 2 ) [ .

l y > o !
b) Soit N = 27. L'image de I' est contenue dans l'ouvert

N ——————————————————————

j ( x , y ) C (R2 |y > 4}.
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(ii) a) Soit N = 1 1 , 19 . L'image de !„ est contenue dans l'ouvert

{ ( x , y ) 6 IR2 [x < 5}.

b) Soit N = 14, 15, 17, 21 , 49 resp. L'image (le 1' est contenue dans—————————^——— -^
1'ouvert

}(x,y) ç 1R x > 9 (resp. x > 8, x > 7, x > 5, x > 2)(.

! y ) ° i
Démonstration : (i) Comme on l'a rappelé en (4 .1 ) , les fonctions o(z) et

ï(z) sont dans ce cas des fonctions analytiques de Im(z) sur le demi-axe imagi-

naire, strictement décroissantes, tendant vers + oo lorsque Im(z) tend vers O'1' •

ï (z) tend vers 0 lorsque Im(z) tend vers +00 et o(z) tend vers une limite

finie. Utilisant alors l'expression (4.2.5) de x,y en fonction de o et r, on

obtient facilement le résultat du lemme.

(ii) Cette fois, o(z) est une fonction strictement crois-

sante de Im(z), qui s'annule pour Im(z) = N""172, et qui tend vers - oo, + oo

resp. lorsque Im(z) .tend vers 0^, + oo resp. La fonction -r est décroissante

pour Im(z) ç ]0,N 1/ .[, croissante pour Im(z) > N~172, et tend vers + oo aux

deux extrémités. Là encore, on utilise les équations (4.2.5J pour conclure.

De plus, dans tous les cas, la deuxième coordonnée y(t) de I'(t) est une

fonction strictement croissante de t ç 10 ,1 | " .

La comparaison des résultats du lemme (5.2.6),avec la liste des points ra-

tionnels de X^ donnée par le tableau (5.2.5.1) montre immédiatement :

CONSEQUENCE : L'image de I. dans X ((R) ne contient aucun point de X (^) (et a

fortiori aucun point de C ).

L'application 1^: ]o,+oo[,-» R2 étant de classe C°° et injective permet

d'orienter X^((R)° dans le sens des t croissants. D'autre part, la sphère S1

est mjunie de son orientation canonique. Dans ces conditions, il existe un unique

isomorphisme de groupes de Lie réels orientés, soit :

e:X^(lR)° - S1 =IR/Z\

Par composition avec e, le chemin sans fin T' , de classe C°°, donne un

chemin sans fin 6 o 1^ , de classe C°°, injectif, et qui ce prolonge en un chemin

continu 6 0 ! ^ , d'extrémités I ( 0), I d) vérifiant :
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6o I (o) = ©(P,) = 0 (élément neutre de S 1 ) ,

9o. I^d) engendre le sous-groupe de S1 noyau de la multiplication par r)

Enfin, l'image de I' ne contient aucun, point de ce noyau, à cause de la

conséquence du lemme (5.2.6).

Le chemin 6 o 1 se relève de façon unique en un chemin 6 o I dans le
N N

revêtement universel (R de S :

'e^^:[o,i] -IR.

L'application Q o I possède les propriétés suivantes :

(i) 6 o I est continue, injective, croissante ;

(i:L) "(TT'ÏJo) == 0 ;

^7^(1) C ^2;

(iii) la restriction de / Q o I à ]0 ,1 [ est de classe C°°, et

son image ne contient aucun point de —^
^1 '

Par conséquent, / Q o ~ I est une bijection continue croissante de [0 ,1]

sur [0,—], dont la restriction à ]0 ,1 [ est de classe C°°. En particulier :

PROPOSITION 5o2.6.2 : Le chemin 6 o 1 :[0,l] -» (R/Z est équivalent au chemin

t ]———>^i7-
L'image de T est représentée en trait gras dans le tableau (5.2.4).

6. LA CONJECTURE DE BIRCH ET SWINîteT ON-DYER.

6 . 1 . Fonction L^ normalisée>

Soit X une courbe elliptique définie sur ^. Rappelons ici la définition

de la fonction L* de X (cf. [55]).

( 6 . 1 . 1 ) Désignons par ^ une forme différentielle minimale de X (cf. (4.2.5)).

A toute place v de ^ est associé le groupe de Lie x(l) ) ,où (t) désigne

le complété de (̂  en v. un désigne par î la mesure de Haar normalisée de (j

c'est-à-dire la mesure de Lebesgue si C = 1R, et la mesure de Hacir toile que

Py^p) = = 1 si v = p.

Dans ces conditions, au couple (^, î ) est canoniquoment associée une



68 6 . 1 .

mesure sur x(^ ) (cf, [4], p. 58, 10o1 .4 ) . On note (cj) cette mesure.

DEFINITION 6 . 1 . 2 î On appelle longueur d-e X relative à v, et on note M (x) le

nombre

»,(x) .f^U,.

(6 .1 ,5 ) On. désigne par S un ensemble fini de places de Ç,, contenant les places

de mauvaise réduction de X et la place à l'infini.

Cm associe à S le produit eulérien :

(6.1.5.1) L^(x,s) ='[——[(M„(x))~1 .]—[L„(x,s),
ves v/s p

où L (x,s) est le facteur local en p de la fonction L de X (cf. (2.2)).

On constate facilement [55] que, pour deux tels ensembles S , S , le quo-

tient L* (x,s)/L^" (x,s) est une fonction de s qui tend vers 1 lorsque s
'1 '2

tend vers 1 .

Par conséquent, si la fonction L(x,s) est définie au point s = 1 , la

valeur L*(x,l) de L*(x,s) au point s == 1 ne dépend pas de S.
0 û

/
DEFINITION 6 . 1 . 4 : On appelle fonction L^" de la courbe elliptique X, et on dési-

gne par L*(x,s), tout produit eulérien ne différant de ( 6 . 1 . 5 . l ) que par un nombre

fini de facteurs, et tel que L*(x,s)/L*(x,s) tende vers 1 lorsque s tend vers

1 .

PROPOSITION 6 . 1 . 5 : Avec les notations de (4 .5 .1 ) et ( 6 . 1 . 2 ) , on a :

M^(X) = c^(x) /L^(x, l )

pour tout nombre premier p.

Ce résultat est démontré dans les notes de Tate [56].

COROLLAIRE. Le produit eulérien :

(6 .1 .5 .1 ) L<X,s) = (M ( x ) . ~ | T c (x^^^X.s)
00 1 . 1 Dp pr emier

est une fonction L"^ de la courbe X.

C'est cette fonction L* normalisée' que nous utiliserons par la suite.
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6.2. Enoncé de la conjecture.

Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture de Birch et Swirmerton—Dyer

(On se reportera à [54]» [55]> [58] pour plus de détails).

CONJECTURE 6.2.1 ; (Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer). Soient X une courbe

elliptique définie sur ^, L(x,s) sa fonction L, et L*(x,s) une fonction L"^

^ X.

(i) La fonction Li(x,s) est non-nulle au point s = 1 si le rang r de X

est nul, et admet un zéro d'ordre r en ce point si r > 0.

(ii) Supposons que r = 0 , et soit ^ l'ordre du groupe x(i^). Alors :

L - ( X , 1 ) = ^ ,

^o
ou sh est l'ordre du groupe de Tate-^afarevic (cf. [5], [58]).

Remarque. On a un énoncé analogue à (ii) dans le cas où le rang de X est non-nul.

On se reportera à [55] , [55] , [58] .

Exemples. La majorité des exemples numériques explicites à l'appui de la conjecture

de Birch et Swinnerton-Dyer concernant des courbes elliptiques admettant une multi-

plication complexe (cf. [2] , [5]» [55]).

Le premier exemple de calcul explicite de L^(x,l) pour une courbe ellipti-

que sans multiplication complexe est donné par Swinnerton-Dyer dans [55] : II

s'agit de la courbe modulaire elliptique de niveau 1 1 .

6.5. Calcul de L * ( N , l ) .

Nous sommes maintenant en mesure de calculer L*(x , l ) = L ^ N y ï ) pour cha-

cune des courbes modulaires elliptiques X , N e WL .
N 1

(6.5.l) Soit oo = dx/(2y+\x+n) la forme différentielle minimale de X déjà
^*

considérée en (4.2.7). On a vu (cf. (4.2.7.l)) que :

a) = f (z)dz,
(A)

et que la fonction :

f(z) = (2^i^1.f (z)
co

a pour série de Dirichlet associée la fonction L(N,s) de la courbe X (cf.

(2.2.5)).

La technique utilisée par Swinnerton-Dyer consiste à passer de L à f grâce

à la formule do Mellin. En effet, d'après cette dernière :
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,» loo ;

L ( K , 1 ) = / (-27ii)f(z)dz,
"0

l'intégrale étant prise sur le demi-axe imaginaire, orienté comme en (5.2).

Utilisant y (cf. (5 ,2) )» et le fait que ce dernier conserve les orien-

tations :

L ( N , 1 ) = [ "(-a,);

p!
l'intégrale figurant au second membre est celle d'une 1-forme différentielle cal-

culée le long d'un chemin différentiable dans une variété de dimension 1 orientée.

Utilisant maintenant 1 'isomorphisme 6 clé (5.2), le fait que -a) est une

différentielle invariante sur le groupe de Lie X (lR) (donc est transformée par

6 en un multiple de dt sur S ), et la proposition (5.2.6.2) on obtient :

L ( N , 1 ) = •n/N)"1.^ ^(-J ;
X^(lR)

enfin, se reportant à ( 6 .1 ) , dans le cas particulier où v est la place à l'infi-

ni, et utilisant une coordonnée locale pour calculer l'intégrale de la forme diffé-

rentielle -a) sur la variété orientée X (ffî)0, on vérifie sans peine :

(œ) = -a) (notations de (6 .1) ,» .i 00

D'où, en définitive :

L ( N , 1 ) = ^(N)'"1.((X^(R):X^1R)0))~1.MJX^).

D'après (5.2.4), on a pour toutes les courbes modulaires elliptiques X :
N

T) (N)(X^((R):X^(1R)°) == r^(x^),

où T) (X ) désigne l'ordre du groupe X ((^) (cf. (5.2.5.1)). Donc :

(6.3.1.1) L ( N , 1 ) = D'^.M (xj.
0 oo JM

(6.5.2) Notons L*(N,1) la valeur au point s = 1 d'une fonction L* de la

courbe X . Utilisant la fonction L* normalisée (6.1.5.1), on obtient :

L*(N,l)=(n°p(x^)-1.,;1.
P |N

On est donc ramené au calcul des entiers c (x ), Ce calcul a déjà été fait
P N

(cf. ( 4 o 5 . 5 ) > et le tableau (6.5.4)). On trouve dans tous les cas considérés ;

1 T c^ = ^o^-p premier

On a donc démontré :
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THECREME ô.^.^ : Soit L^I^s) une fonction L* de la courbe modulaire elliptique

X^ , .et, -n^N) l'ordre du groupe X (<^) . Mors :

L^(N,1) = (^(N))"2.

On constate que les courbes modulaires elliptiques vérifient la partie (i)

de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (6.2.1) . Si l'on admet la partie (ii)

de cette dernière, le théorème précédent entraîne :

Le groupe de Tate—Safarevic^ des courbes modulaires elliptiques est trivial,

Tableau (6.5.4) Courbes modulaires elliptiques X .

n n
1 2Notations. On a posé N = p ,p , p < p , n > 0. On note :

A le discriminant d'une équation minimale de X (cf» (4.2.1)) ,

j l'invariant de la courbe elliptique X ,
N

T)^ l'ordre du groupe x { ( ^ ) (cf. ( 5 . 1 ) ) ,

c l'entier défini en (4.5.1) (cf, (4,5.5.1) pour le calcul de c ),

L^d) == L^Nyï) la valeur en 1 de la fonction L"̂  normalisée (cf»

(6.5.2)).

N

1 1

1 4

1$

17

19

20

21

24

27

52

56

49

A

n5

2^

-A4

174

195

^

^

sV

59

,12

2^

73

3

^^n-5

5^2-^

lî^T^-V4

-Î^IV4

-2187519-5

S4^-2

m^-2
24,^-2

0

2^

0

^S3

type de
réd, en p

(^

(b6)

(b4)

(b4)

(b^)

(c 6)

(^

(° 5,)

(c 6)

(c 5^)

(c 3)

(c 2)

type de
réd, en p

. -

o,)
<>,)
-

-

(b,)
(^
(.,)
-

-

(c 2)

-

c
^

5

2

2

4

5

5

4

4

5

4

5

2

c
^

-

5

4

-

-

2

2

2

-

-

2

-

^0

5

6

8

4

5

6

8

8

5

4

. 6

2

L^(1)

1/25

1/56

1/64

1 / 1 6

1/9

1/56

1/64

1/64

1/9

1 / 1 6

1/56

1/4
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7. APPLICATION A CERTAINES COURBES ISOGENES.

7 . 1 . Fonction L normalisée et isogénies.

Soient X, X* deux courbes elliptiques définies sur (^. On rappelle qu'une

isogénie X -*• X' définie sur (̂  est dite admissible si elle induit un morphisme

séparable des composantes connexes des fibres fermées du modèle de Néron (faible).

PROPOSITION 7 . 1 , 1 : Soient X, X' deux courbes elliptiques définies sur (Ç>, telles

qu'il existe une isogénie admissible de X sur X '. Alors X j?t X ' ont même con-

ducteur et même fonction L.

On se reportera à [15 ] , 6 . 1 1 .

Désignons par L-^Xys), L*(x',s) les fonctions L normalisées (cf,

( 6 , 1 . 5 . 1 ) ) de X et X ' .

COROLLAIRE : Sous les hypothèses de (7 .1 .1) :

L^(x,s) ^(x^.nc^x')
L^X',s) Mj^.nc CX) .

où M (x) est la longueur de X relative à la place à l'infini ( 6 . 1 . 2 ) , ^_

c (x) 1'entier défini en (4.5.1) .

Il nous suffira donc, connaissant L*(x,1) , de calculer M (x') et

ne (x') pour en déduire L^(x',l).

7.2. Parasites.

Nous dirons qu'une équation de la forme (4.2.0), à coefficients dans (^, et

définissant sur <^ une courbe elliptique X, contient le parasite p» p > 0 si
1 ?

son discriminant vaut p .A, où A désigne le discriminant, minimal (c'est-à-dire

le discriminant d'une équation minimale) de la courbe X.

Etant donnée une équation (4.2.0) de X, contenant le parasite p, soit

ce' = dx/(2y+\x+^). Alors p.oo* est une forme différentielle minimale de la

courbe X.

7.5. Paramétrisation de Weierstrass.

Supposons que la courbe elliptique X d'équation

(7.5.1J y2 = x^+ax+b,

soit paramétrée par la fonction de Weierstrass <^(u), de périodes ^ , a) , où

l'on suppose ^ réel positif :
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fx = ^ (uj

ly = (1/2).^'(u).

Supposons que l'image d-u segment [O» œ [ soit la composante neutre X((R.)

du groupe clé Lie réel x(lR). Alors :

^l
f |dx/2y| = (x((R):x(lR)°}.f du = (x(lR):x((R)% .

J X(|R) ' J 0

Supposons enfin que l'équation (7.5. t ) contienne le parasite p. Alors la

longueur de X relative à la place à l'infini (6 .1 .2 ) est donnée par :

I^(X) = p^xOR^xÙR)0^.

7.4. Isogénies de noyau cyclique.

On conserve les notations de (7.5). Soit P un point de X, rationnel

sur (^. Alors

(i) ou bien P ç x((R)°, et son paramètre est alors :

u = ^o) , avec (k,n) = 1.

Désignant par X' le quotient de X par le sous-groupe cyclique d'ordre n en-

gendré par P, et par p' le parasite contenu dans l'équation (7 .5 .1 ) associée aux

"1périodes —, a) » on a :

M ( X 1 ) = p ' ^X 'OR^X'OR) 0 ) . " -oo r n

(ii) ou bien P f. x(lR)°. On a alors :

M^(X') = p'^X'dR^X'dR)0;.^ .

On se reportera à la note [59] pour les équations explicites des isogénies

de noyau cyclique.

7.5. Application aux courbes de la liste de Swinnerton-Dyer de conducteur N C "îïï .

On utilise dans cette partie une liste de courbes elliptiques de petit

conducteur établie par Swinnerton-Dyer, Pour N = 1 1 , on a rajouté à la liste ori-.

ginale la courbe notée C , qui n'y figurait pas, et dont le calcul est dû à

Velu [59].

Pour chacune des valeurs de N £ "ÎÏl , la liste contient un nombre fini de

courbes elliptiques, toutes isogènes entre elles (conformément à ce que prédit la

conjecture de Weil (2.6)). Pour chaque N ç. ^TC , on désigne par A. , B , etc..

les courbes de la liste de conducteur N, exception faite pour la courbe modulaire
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elliptique X , que l'on continue de noter de cette façon,

Remarque (7 .5 .1 ) . La question se pose de savoir si la liste de Swinnerton-Dyer

(complétée par C ) comprend toutes les courbes de conducteur N ç 'W, .

On peut répondre affirmativement à cette question pour N = 24, 52, 56, où

cela résulte des travaux de Ogg [25], [26]. Baker et Coates ont montré que la dé-

termination de toutes les courbes de conducteur donné est possible en théorie, le

seul obstacle étant la longueur des calculs que cela implique.

Si l'on admet que deux courbes de conducteur N ç W sont isogènes sur ^,

on est rpamené à déterminer toutes les courbes isogènes sur Q à une courbe donnée,

à savoir la courbe X . Ce dernier problème est plus facile, et on peut le résoudre
- N

dans certains cas, par exemple pour N = 1 1 . En effet :

(i) II résulte des travaux de Serre [28] que le groupe de Gai ois des points

d'ordre z de A est GL(2,Z/^) pour tout nombre premier ^ autre que 5.

Qela entraîne que les seules isogénies de A définies sur Q et de degré pre-

mier sont de degré 5.

(ii) La théorie de Tate montre que du point de vue rigide—analytique A
r» ' '

est isomorphe à (̂  /(q ) avec v (q) = 1 , Or il existe une isogénie de degré 5 »

à savoir celle qui donne la courbe (̂  /(q ) = X qui augmente la valuation en

1 1 . Toutes les autres ne peuvent que la diminuer : II n'y en a donc pas. Le même

raisonnement vaut pour B . Il en résulte que les seules courbes isogènes sur ^

à X^ sont A^ et B^.

{7.5.2) On a calculé pour chacune des courbes X figurant dans la liste et de

conducteur N ç. ISÏt î

(i) La longueur M (x) relative à la place à l'infini, pour simplifier
00

l'écriture, et tenant compte de ce que seul intervient le rapport de deux telles

longueurs, on convient de prendre pour unité, pour chaque M ç ^ïtt , le nombre ^

défini en (7.5) qui est tel que l'équation (7 .5 ,1 ) correspondante contienne le

parasite 1 ,

En d'autres termes, avec cette unité :

^) = ^(Œ^V^0)-

(ii) Les coefficients c (x) définis en (4.5.1) (cf. (4.5.5) pour le calcul

de c^).

(iii) L'ordre r\ (x) du groupe x(^).

Pour ce dernier calcul, il est commode d'utiliser (7.5.1) .
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Remarque (7.5.5).

(i) Lorsque la fibre en p du modèle de Néron de X est de type multipli-

•catif non déployé, elle ne devient isomorphe à une extension de G par un groupe

fini que sur F 2. On doit en tenir compte si l'on veut utiliser la proposition

(5.2«l) dans ce cas : On peut examiner le cas de X > P = 5, pour s'en convaincre.

(ii) La proposition (5 .2 .1 ) est classique lorsqu'on suppose que X a une

bonne réduction en p. Elle donne alors une majoration de ^ (x) invariante par

isogénie sur (̂  (c'est la majoration obtenue en (5.2.2.1)). Par contre, l'utilisa-

tion du modèle de Néron permet une majoration plus fine.

Exemple : Considérons dans la liste de Swinnerton—Dyer les courbes de conducteur

21 : ̂  , B^ , etc...

Comme l'indique (5.2.2. l), toutes ces courbes ont un groupe de points ra-

tionnels d'ordre divisant 8.

D'autre part, la fibre en p = 5 est déployée sur fF . , de type

(bg), 0,), (b ), (b ), (b ) respectivement.

On en conclut que l'ordre de x(^) divise :

8, 8, 4, 4, 2, 2, respectivement.

(7.5.4) On pose dans le tableau (7.5.6) :

y.(x) = M (x).nc (x)
U oo p

(avec les conventions faites en (7.5.2)), ce qui fait que le corollaire de ( 7 . 1 , 1 )

s'écrit :

L^(x,s) r,^) ,
"^ïr<L^X^.s) y (x) •

On constate que pour toutes les courbes étudiées on a ;

^(1)=^-2 .

Si l'on admet la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, on peut donc

conclure :

Le groupe de Tate-^afarevic des courbes de la liste de Swinnerton-Dyer de

conducteur N ç. TPft est trivial.

(7.5.5) Tableau. (Extrait de la liste de Swinnerton-Dyer).

Ce tableau donne les coefficients \, ^, a, p, y d'une équation minimale

(4.2.0) de chacune des courbes A^ , B , etc..., N cW . (c^. les notations du

début de (7.5)).
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"11

^1

^1

"14

^4

°14

"14

'14

^4

"15
•n

^

°i5
^

^5

^5

^S

^

"17

"17
C 1 7

^7

"19

"19

"19

"20

"20

"ao
^0

.̂ -̂ —JL-IL I
0 1 - 1 0 0

0 1 -1 - 10 -20

0 1 -1 -7820 -265580

1 1 0 4 -6

1 1 0 -56 -70

1 1 0 - 1 0

1 1 0 - 1 7 1 -874

1 1 0 - 1 1 1 2

1 1 - 0 -2751 -55146

1 1 1 -80 242

1 1 1 - 5 2

1 1 1 0 0

1 1 1 - 1 0 - 1 0

1 1 1 -155 -660

1 1 1 55 -28

1 1 1 -2160 -59540

1 1 1 - 1 1 0 -880

1 1 - 1 - 1 0

1 1 - 1 - 6 -4

1 -1 -1 -91 -510

1 1 - 1 - 1 - 1 4

0 1 1 1 0

0 1 1 - 9 - 1 5

0 1 1 -769 -8470

0 0 1 -41 - 1 1 6

0 0 1 -56 -140

0 0 1 - 1 0

0 0 1 4 4

"21
^i
°21

"21

"21

^1

"24

^4

"24

"24
E

24
P

24

^7

"27

°27

"27

^2

^2

S2

^

^6

^6
ri
"56
D ,

56

\9

\9

\ ^ a. g Y

1 0 0 - 5 9 90

1 0 0 - 4 -1

1 0 0 1 0

1 0 0 -49 -156

1 0 0 -784 -8515

1 0 0 -54 -217

0 0 - 1 -24 -56

0 0 - 1 -584 -2772

0 0 - 1 - 4 4

0 0 - 1 1 6 -180

0 0 - 1 -64 220

0 0 - 1 1 0

0 1 0 0 -7

0 1 0 0 . 0

0 1 0 -270 -1708

0 1 0 - 5 0 65

0 0 0 4 0

0 0 0 - 1 0

0 0 0 - 1 1 - 1 4

0 0 0 - 1 1 1 4

0 0 0 0 1

0 0 0 - 1 5 22

0 0 0 0 -27

0 0 0 -155 -594

1 0 - 1 - 2 1

1 0 - 1 - 5 7 -78
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(7.5.6) Tableau.

Les notations utilisées sont celles précisées en (7.5..2) et (7.5.4}. .Pour
n n

N € %Tt on pose N = p ^ î 2 avec p < p et n > 0.

^i
^i
" 1 1
^4

"14

" 1 4

"14

"14

"14

^5

^

" 1 5

^

^

^5

S

^

^7

^7

^

^7

"19

"19
r»

"19

^C

"20

"zo
^0

M
00

5

1

1/5

1

1

5

1/5

5

1/5

4

4

4

2

1

1

1/2

1/2

4

2

1

1

6

2

2/5

2/5

1/5
2

1

c
^

1

5

1

2

1

2

2

1

1

1

2

1

2

2

2

2

2

1

2

1

4

1

5

1

1

1

5

5

c
P-d.

-

5

6

1

1

2

2

1

2

1

4

2

8

1

1

-

1

2

1

2

type de
réd. en p

^
^
^
^
(^
(.,)
^13)
(^
(V
(^)
(.,)
(^
^^
^
(.,)

(̂b^
(b^)
(.,)
(.,)
(\)

(̂.,)
(.,)
(c 5)

(c 6)

(c 5)

(c 6)

type de
réd, en p

-

^)

^)

(̂.,)
(^
(.,)
(^)
(b,)
^)
^
{̂^
(.,)
(.,)

(^)
^6^
^)

(.,)

^0

5

5

1/5

6

6

6

2/5

6

2/5

4

1 6

4

1 6

4

1 6

1

1

4

4

1

4

6

6

2/5

2/5

2/5

6

6

^0

5

5

1

6

6

6

2

6

2

4

8

4

8

4

8

2

2

4

4

2

4

5

5

1

2

2

6

6

L^1)

1/25

1/25

1

1/56

1/56

1/56

1/4

1/56

1/4

1 / 1 6

1/64

1 / 1 6

1/64

1 / 1 6

1/64

1/4

1/4

1 / 1 6

1 / 1 6

1/4

1 / 1 6

1/9

1/9

1

1/4

1/4

1/56

1/56
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( 7 . 5 . 6 ) (suite).

"21

^1

^l

"21

"21

^1

"24

"24

^4

"24

^4

'24

^7

^7
C27

"27

"32
^2

^
"32

Se
"36

S6

"36

"49

^9

M
00

2

2

2

1

1/2

1/2

1

1/2

2

1/2

2

2

1

5

1/5

5

1

2

1

2

1

1

1/5

1/5

1

1

c
^

8

4

2

2

1

1

2

1

4

1

2

2

5

1

1

1

4

2

1

2

5

5

1

1

2

2

c
P.̂

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

1

1

-

-

2

2

2

2

--

type de
réd. en p

^
(\)
(^
(^)
(.,)
^ .
(c 7)

(c 8)

(° 5 ^ )

(c 8)

(c 7)

(c 2) •

(c 6)

(c 1 )

(c 8)

(c 3)

(o 5 ^ )

(o 2)

(c 4)
(c 4)

(c 5)

(c 6)

(" 3.)

(c 6)

(c 2)

(c 2)

type de
réd, en p

^
(^
O^)

(̂^
^
(̂

(̂^
(̂b,)
(.,)

-

-

(c 2)

(c 2)

(c 7)

(c 7)

-

^0

1 6

1 6

4

4

1

1

4

1

1 6

1

4

4

5

5

1/5

5

4

4

1

4

6

6

2/5

2/5

2

2

^0

8

8

4

4

2

2

4

2

8

2

4

4

5

5

1 .

5

4

4

2

4

6

6

2

Z

2

2

L^(1 )

1/64

1/64

1 / 1 6

1 / 1 6

1/4

1/4

1 /16

1/4

1/64

1/4

1 / 1 6

1 / 1 6

1/9

1/9

1

1/9

1 / 1 6

1 / 1 6

1/4

1 / 1 6

1/56

1/56

1/4

1/4

1/4

1/4
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