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THEOREMES DE LEFSCHETZ
EN COHOMOLOGIE COHÉRENTE ET EN COHOMOLOGIE ETALE

par Michèle RAYMUD

Introduction

Soient X le complémentaire du point fermé d 'un schéma local noethé-
rien complet (cas local) ou un schéma propre sur une "base S noethérienne (cas
global), Y une partie fermée de X , U l'ouvert compleir.ent.aire de Y . Soit
P un faisceau sur X pour la topologie étale. Lorsque F est abélien et
d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles, on sait, d'après les théorèmes
de Lefschetz ( SGA 2 XIV 4), que, si U est affine (ou réunion d 'un nombre fixé
d'ouverts affines) et si F satisfait à des hypothèses de profondeur étale
convenable en chaque point de U , alors l'application canonique des groupes de
cohomologie étale

H^X^) - H^Y.FlY)

est bijective pour certaines valeurs précisées de i .
Le but de ce travail (V 5) est d'étendre ce résultat au cas où F est

un faisceau d'ensembles ou de groupes non nécessairement commutatif, sans res-
triction sur les caractéristiques résiduelles, i.e. de prouver les conjectures
de SG-A 2 XIV 60 On en déduit aussi des théorèmes de comparaison cohom.o logique
pour un schéma quasi-projectif (non propre) sur un corps, à,condition de prendre
pour Y une section hyperplane "assez générale" (V 7).

Dans le cas où F est un faisceau d'ensembles ou de groupes constant,
les théorèmes de Lefschetz expriment que le morphisme

cp : 7t^(Y) - ^(X) ou (p : T^(Y) - T I ^ ( X )

est bijectif. Pour démontrer ces résultats, on reprend la méthode utilisée dans
SGA 2 X, XII ; elle consiste essentiellement à déduire la bijectivité de cp et
4; respectivement d 'un théorème de comparaison des groupes de cohomol'ogie sur
X et Y des faisceaux cohérents et d'un théorème d'algébrisation de faisceaux
sur le complété formel de X le long de Y , ce qui nous amène à^généraliser
les théorèmes de Lefschetz en cohomologie cohérente de loCo cit.



Le ch, 1 est consacré au théorème de comparaison en cohomologie des
faisceaux cohérentso la méthode utilisée, basée sur les théorèmes de dualité
locale et globale et l'usage du fondeur Rf, de Deligne, est analogue à cel-
le qui permet de démontrer les théorèmes de Lefschetz en cohomologie étale dans
le cas des faisceaux abéliens. L'intérêt de cette méthode, par rapport à
SGA 2 IX 1 , est qu'elle ne nécessite aucune hypothèse de profondeur aux points
de Y ; elle permet aussi de remplacer la condition Y défini par une équa-
tion par la condition X-Y affine.

En ce qui concerne les théorèmes d'algébrisation des faisceaux for-
mels cohérents, nous éliminons de même les hypothèses de profondeur aux points
de Y qui figurent dans SGA 2 X 2.1 et XII 5 . 1 , Malheureusement la méthode
utilisée ici consiste à se ramener aus cas où toutes les hypothèses de loCo
cito sont satisfaites. On utilise pour cela une technique de "Cohen-
Macaulisation" par éclatement en dimension 5 (il 1 ) . On reprend alors pas à
pas la démonstration de SGA 2 ; ceci nécessite les formes techniques III 1 . 1 ,
1 . 2 , 2 . 2 , 2.3 des théorèmes de finitude et d'existence de SGA 2 IX.

Notons enfin que les énoncés très techniques aboutissant au théorème
d'algébrisation dans le cas local (IV 2o8) ont pour seul but de remplacer l'hy-
pothèse Y défini par une équation par l'hypothèse X-Y affine.

Je voudrais exprimer ma reconnaissance à Monsieur A. Grothendieck
qui, en me faisant participer à la rédaction de son séminaire, m'a intéressée
aux théorèmes de Lefschetz et m'a proposé ce sujet. Je remercie Messieurs
J.P. Serre, J.L. Verdier et J. Giraud d'avoir participé au Jury. Madame J.
Hatton a bien voulu se charger de la frappe du manuscrit ; je l'en remercie
vivement o

-ï-ï-ï-^-î-



C H A P I T R E 1
Théorèmes de comparaison en cohomologie des faisceaux cohérentsc

Ces théorèmes sont l'analogue, en cohomologie des faisceaux cohé-
rents, des théorèmes établis dans SGA 2 XIV 4 dans le cas de la cohomologie
étale. Ils généralisent SG-A 2 X 2 . 1 ( i ) et XII 2o Soit S un schéma noethé-
rien ; nous aurons besoin, pour formuler le théorème principal, de nous pla-
cer dans la catégorie pro D ^ ( S ) , introduite dans [ 6 ] (Appendice) ; rappe--, con
Ions qu'un objet de pro D ^ ( S ) peut être représenté par un système projec-
tif, ayant IN pour ensemble d'indices, de complexes de faisceaux sur S , à
cohomologie cohérente, uniformément bornée. Commençons par étendre la notion
de profondeur à un système projectif de complexes.

1 o Profondeur d'un pro-complexe

Comme dans [6] (Appendice), nous notons "lim" F le système pro-

jectif des complexes F , m C (N .

DEFINITION 1 . 1 o - Soient S un schéma local noethérien de point fermé t ,

^Oh<
F = "lim" F un objet de pro D , ( S ) , i un entier. On pose

H^ = ^m ^m •

(Pour la définition de idF , voir SGA 2 1 2 ) .u m

Les propositions 1 . 2 et 1 . 5 ci-dessous justifient le passage à la

limite projective de la définition 1 . 1 .

PROPOSITION 1.2.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t ,

F = "lim" F un objet de pro D i-(S) . Alors, pour tout entier i , le sys-«- m m - con.
terne projectif "Urn" H, F satisfait à la condition de Mittag-Leffler (EGA

0 ^ 1 5 . 1 ) .

Quitte à remplacer S par son complété, ce qui ne change pas les

H^ÎF ) , on peut supposer S complet. On peut alors trouver un complexe dua-t m
lisant sur S ; soit K un tel complexe, normalisé en t ([6] V 6) et soit
I l'enveloppe injective du corps résiduel de S o D'après le théorème de dua-

lité locale ([6] V 6.5), on a

(1.2.1) H^F^ ^ Homdr^RHomÎF^K)),!) ,



pour tout entier i . Comme les F( S,(^-modules H^CRHomCP ,K)) sont de

type fini et le fondeur Hom(.,l) exact, les H^^ sont artiniens, d'où le
fait que le système projectif des H^F^ satisfait à la condition de Mittag-
Leffler.

PROPOSITION 1.5.- Soit S un schéma local noethérien de point fermé t .
Alors, pour tout triangle

F"

^ \^,

dans pro D^^(S) , on a une suite exacte infinie

... - H^r - H^F - H^F" - H^F' - H^F - ...

Soient F = "Um^ F^ , F' = "Um^ F^ . Quitte à remplacer F* par

un système projectif isomorphe, on peut supposer que le morphisme F' --> F est
donné par un système projectif de morphismes

F' -> Fm m ••

Si F^ est le cône du morphisme F^ - F^ , on a un isomorphisme F"̂ "lim" F"
Pour tout m £ CT , on a une suite exacte de cohomologie

• • • ' ^m-^m-^m-^^m-^ 1^-• • • •
Compte tenu de 1 .2 , cette suite reste exacte par passage à la limite projecti- '
ve, ce qui démontre la proposition.

DEFINITION 1.4.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t ,
F == "Um^ F^ un objet de pro D^(S) , n un entier. On dit- que la profon-
deur de F en t est sn et on écrit

prof, F s n
si l'on a

H^F == 0 pour i <

Soient, plus généralement, S un schéma noethérien, T une partie
fermée de •& , F = "1^ F^ un objet de pro D^(S) . Pour tout point t C T,

on note F^ le système projectif "Um^(F ), des localisés des F en t .
On pose la définition suivante, justifiée-par la proposition 1 . 6 ci^dessous,

lorsque le système projectif des H^(F^) satisfait à la condition de Mttag-
Leffler, uniformément en t .

DEFINITION 1.5. - On'dit que la profondeur de F le long de T est ssn , et
' on écrit

prof^F ^ n



si 1' on a

prof^(F^) ï n ,

|pour tout point t € T .

On définit la profondeur de F le long de T comme le plus grand

entier n tel que l'on ait prof F s n .

PROPOSITION 1.6.- Scient S un schéma localement noethérien, T une partie

fermée de S , F = "l^rn" F un objet -de pro D , (S) , n un entier. Alors

les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout rn^O , il existe un entier k(m) ss 0 tel que, pour

tout point t £ T , le morphisme canonique

^^(m^ -H^im)

soit nul pour i < n o

(ii) Pour tout m^O , il existe un entier k ' ( m ) ï 0 tel que le mor-
phisme canonique

^m+k.̂  -^^
soit nul pour i < n .

(iii) Pour tout m^O , il existe un entier k"(m) tel que, pour tout
ouvert V de X , le morphisme canonique

^•^"(m^ - ̂ ^-^
soit nul pour i < n .

Supposons les conditions ci-dessus satisfaites. Alors, pour tout
ouvert V de X , le morphisme canonique

1^ H^V,^) - 1^ H^V-ÎTnv),^)

est Mjectif pour i < n-1 , injectif pour i = n-1 .

(i) =» (ii). On raisonne par récurrence sur n . Pour tout entier

rn^O , on peut donc supposer qu'il existe un entier k'(m) tel que le mor-
phisme ,̂(,))-î
soit nul pour i < n-1 . On peut choisir les k ' ( m ) de sorte que l'on ait

k(m) <i k ' ( m ) . Soit m un entier fixé et posons

m^ ^m^+k'Cm^) , m^ = m^+k« (m^) , ..., ^= ^-1+kl ̂ n-l) •

Nous allons montrer que le morphisme

"n-l !^~1(^)<^-1(^)
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est nul. Supposons en effet que l'on ait u _ / 0 , et soit x une section

de £~ (? ) au-dessus d'un ouvert V de S , telle que l'on ait

u ^(^Q / 0 . Soit t un point maximal du support de u ^(^O • L'image de

x par le morphisme canonique

"n-i 'W^n-H,0^-1^»
n o

n'est pas nulle. Par ailleurs on peut appliquer le lemme 1 . 6 . 1 a) ci-dessous

au système projectif de suites spectrales

H^(^))-Hp(^) , m £ t î ,

et à l'entier n . Il en résulte que le morphisme v est nul, ce qui est

contradictoire.

On démontre de même l'implication (iii) =» (ii)o On choisit les k'(m)

tels que l'on ait k"(m) ^ k'(m) . Si le morphisme u n'était pas nul, on

pourrait trouver une section x de _Hm (P ) au-dessus d'un ouvert V ,
n

dont l'image par le morphisme

H0^-^ )) -H0^-^ ))
n o

soit non nulle. Mais ce morphisme est nul, comme il résulte de 1 . 6 . 1 a), ap-

pliqué au système projectif de suites spectrales

H^V,]^)) - H^V,?^) , m C IKT .

(ii) => (i) (resp.'(ii) =» (iii)). Pour tout m C N , soit k'(m) un

entier tel que les morphismes

^m+k-On)) -^^

soient nuls pour i<ïi . Soit m un entier fixé et posons

m^ =111^+^(111^) , m^ = m ^ + k ' (m^ ),. . . , m^= m^__^+k ' (m^_^ ) .

Soit t un point de T (resp. soit V un ouvert de X ). Il résulte de 1 o 6 o 1

"b) appliqué au système projectif de suites spectrales

WW 9 np^ . m £ K

(resp. H^V,]^)) ^ H^T^) , m £ ttî ) ,

que le morphisme canonique

HÎ(P^) - H )̂

(respo H^(V,P^ ) - H^(V,F^ ) )
n o

est nul pour i < n ,



1 1

II suffit, pour achever la démonstration, de prouver que, lorsque'

les conditions (i), (ii), (iii) sont satisfaites, le morphisme canonique

Ul̂  H^X,^) -. 1^ H^X-T^)

est "bijectif pour i<n-1, injectif pour i = n-1 . (Le résultat restant vrai

si l'on remplace X par V). Or cela résulte du lemme 1 . 6 . 5 ci-dessous, ap-

pliqué au système projectif de suites exactes

- H^(X,^) - H^X,]^) - H^X-T,^) - H^CX.P^ -

(SGA 2 I 2.9).

mWE 1 . 6 . 1 . - Soient

^\ -^ ' m £ tî '
un système projectif de suites spectrales de groupes abéliens, n un entier,

On suppose qu'il existe un entier q tel que, pour p<0 ou pour q < q
et pour tout m , on ait (E^) = 0 .

a) Supposons que, pour tout n&O , il existe un entier k(m) s 0
tel que le morphisme canonique

a-1 ^ ,̂n-1
ai+k(m) m

soit nul, et qu'il en soit de même des morphismes

• ^l^m+kCm) ^ Î̂ m

si l'on a q < n-1 . Alors, si m est un entier ï 0, et si l'on pose

m^ =m^+k(m^) , m^ = m^+k(m^) ,..., m^ =m^+k(m^) ,

le morphisme canonique

, o,n-1^ , o,n-1v(E2 \ ^ \
est nul.

"b) Supposons que, pour tout m , il existe un entier k(m) s 0 tel
que le morphisme canonique

^\w - (EM).
soit nul pour tout q ̂  n-1 et tout p o Alors, si m est un entier ï 0
et si l'on définit m comme dans a ) , le morphisme canonique•c - •î-;est nul.

On peut supposer, par translation, que l'on a q = 0 .



1 2

a) Pour tout j tel que O^j^n et pour tout r^2 , on considère

le carré commutatif

(E0^-1) drn > (E^^)r \ r \

^ [ ^

y ^j N f

(E0»11-1) ————-——^(^^-T)
' r 'm. x r 'm. ?

J 3

où f . et g . sont définis par le morphisme de la m -ème suite spectrale

dans la m.-ème, et où les d . sont les différentielles. Montrons que l'on
t) ^* d

a î^ = 0 . Supposons que l'on ait f^ ^ 0 et soit x un élément de
C. y 0 <L f 0

(E0'11"1) tel que f (x) / 0 . On a par hypothèse g = 0 et il résul-<- m c. y o d y n— i

te du diagramme ci-dessus que l'on a

^n-l^n-/^ = ° •

L'élément f- , (x) définit donc un élément x, de (E0^"1) ; la
- ' n l ' - ) ^n-l

relation f^ (x) ^ 0 et le fait que l'on ait E = 0 pour p<0 montrent

que l'image de x dans (E f ) est non nulle. Par récurrence sur j ,

on déduit de l'élément x un élément x , de (E ? , ) dont l'image dansn-1 ' n+1 'm °
(E^1.1)^ est non nulle. '

o , DQ
Comme on a supposé que E- = 0 pour p<0 et q<0 , le morphisme

, o,n-1^ , o,n-1^
^n+1 ^ ^n+1 ^m^

s * identifie au morphisme

(E0^-1) - (E0'11-1) .' o o ^m ' o o ^m

Mais ce morphisme est nul, puisqu'il est défini, p£ir passage aux gradués, par

le morphisme nul E11" -» E11" . Il en résulte que l'hypothèse f^ f- 0 estm^ m^ <^,o

absurde, ce qui démontre a).

Ta) L'hypothèse entraîne que le morphisme canonique

(E^) - (E^)
00 ̂  00 V

est nul pour tous p , q tels que p-K[ = n-1 et tout j tel que O^j^n o

Compte tenu des isomorphismes

(E^-1^. rr^-1) ,
3 3

le morphisme gr^E11"1..) -» grp(Erl~1) est nul pour tout p . la nullité du
<] il



morphisme canonique

W^-WC1)-
O^j^n , se déduit alors, par récurrence sur j , du lemme trivial ci-dessous.
Pour j=n , on obtient l'isomorphisme -cherché,

LEMME 1.6.2.- Considérons un diagramme commutatif de groupes ahéliens

E'——^ E ——^.E"

fl d. f"l."i 4 "1p-p-s
e'J, 4 ^

Eg-^Eg^E^

dont les lignes sont exactes. Si f" et g' sont nuls, il en est de même
de gf .

LEMME 1.6.5.- Considérons un système projectif de suites exactes infinies de
groupes abéliens

- "n1 - < - %1 ̂ i+1 ^+1 - ,

m C (N" , i C 7 . Soit n un entier. Supposons que, pour tout entier msO ,
il existe un entier k(m) ;> 0 tel que les morphismes de transition

•fî'1 - H'1"m+ktm) • 'm

soient nuls pour ±<ïi . Alors le morphisme canonique

f : lim H1 - lim H"1 ; .*- m m <- m m . . . . . .

est bijectif pour i < n-1 , injectif pour i = n-1 .

Soit i un entier < n-1 . Pour que le système projectif "lim" H1

satisfasse à la condition de Mittag-Leffler, il faut et il suffit qu'il en
soit "ainsi de "lim" H'11 .«-k m m

Posons

^ = Ker(^- ^S1) • ^ = Im^ - %1) ' ̂  = coker^ - <) •
Les systèmes projectifs "l^m^ K^ et "Um" Q1 y satisfont à la condition de
Mittag-Leffler et l 'on a

lim IC1 = 0 lim Q1 = 0« - m m «- m Tn ,
pour i<n et i < n-1 respectivement. D'autre part la suite
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0 - ^m ̂  - ^m ̂  - ^m ̂

est exacte et il en est de même de la suite

0 - lim K1 - lim H1 - lim I1 - 0 ,« - m m « - m m « - m m
pour i<n , (EGA 0-,--,--,- 15.2.2). Le fait que le morphisme canonique

lim H1 - lim H"1
« - m m «- m ni

soit bijectif pour i < n-1 , injectif pour i = n-1 , en résulte.

D'après EGA 0^ 1 5 o 2 . 1 , si "l̂ m^ H^ satisfait à la condition de
Mit tag-Lef fier, il en est de même de "1m" H"1 o Inversement, supposons que

"Um" H"1 satisfasse à la condition de Mit tag-Lef fier, et montrons qu'il en

est de même de "l^IIl_' H1 o D'après loc o cit., il suffit de montrer qu'il en

ainsi de "l;"31^ 1^ • Soit m un entier ï 0 , k'(m) un entier s 0 tel que,
pour tout p ï m+k'Cm) , on ait

^^.(m) -I%i) -Sndî;1^1) .

Montrons que cela entraîne la relation

^^(m) - ̂  = ̂ 4' ̂  •

Soient y un élément de Im(l1 ,,, ^ -» I1) , x son image dans H"1 o Pour

tout p ï m+k' (m) , on peut trouver un élément x £ H"1 / N dont l'image
i ' P4'"^?/ -,

dans H" est x . Notons x^ l'image de x dans H" , par défini-
tion de k(p) , l'élément x^ appartient à I1 , ce qui démontre notre as-
sertion.

2o Théorèmes de comparaison

2.1.-Soit f : U — S un morphisme séparé de type fini de schémas noethé-
riens. Les théorèmes ci-dessous utilisent le fondeur

Rf! •• pro ^coh^ ^^0 ^oh^
défini dans [6] (Appendice). Leur démonstration nécessite les théorèmes de
dualité locale et globale pour des pro-complexes. On supposera donc qu'il
existe un complexe dualisant K sur S ([6] V 2) . Supposons d'abord S local
noethérien, de point fermé t , notons -I l'enveloppe injective du corps
résiduel de S et choisissons K normalisé en t (f6l Y 6). Si F = "lim" Fi, L j / « - m m
est un objet de pro D - . (S) , on aco-n. *

îdF - HomdT^RHomCP ,K) , l )u ni —' • m ' '
([6] V 6.5). Par passage à la limite projective, on obtient un isomorphisme
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H^F = 1̂  H^ ^ Hom(Um^ H'^RHoi^F^K) ) ,l) ,

qui peut aussi s'écrire, par définition de RHom(F,K) ,

(2 .1-0) H^F ^ Homdr^IîhomÎF.K)),!) ,

C'est le théorème de dualité locale pour le pro-complexe F .

Revenons au cas où S est quelconque. On peut énoncer le théorème
de dualité globale pour le morphisme f , sous la forme suivante, conséquence
immédiate de [6] (Appendice n.o 4 th. 2 ) o

(2.1.1) Soit F un objet de pro D i,(U) • Alors le morphisme canonique

Rf^Œo^(F,f'K) - RHom (Rf ,F ,K)

est un isomorphisme. (Pour la définition de f 'K , voir [6] VII 5).

Soient T une partie fermée de S , u € U , s = f (u) , (ïï) l'adhé-
rence de s dans S . On pose

(2.1.2) ôy(u) = deg tr k(u)/k(s) + codim((i(nT, (ij .

En particulier, si S est un schéma local de point fermé t , on pose
•

(2.1.5) ^^ = deg tr k(u)/k(s) + dim ('s'[ .

THEOREME 2.2.- Soit S un schéma noethérien admettant localement un complexe
dualisant (par exemple un schéma localement immersible dans un schéma régu-
lier de dimension finie). Soient f : U — S un morphisme séparé de type fi-
ni, T une partie fermée de S , F un objet de pro D13 , ( U ) , n un entier.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout point u C U , on a

prof^F s n - ô,p(u) ,

(ii) Pour tout ouvert S, de S , pour tout ouvert U de U/c, ^1 1 < 3 - )
tel que le morphisme f : U -» s déduit de f soit affine, si
F^ = F|U et T - T n S , on a

prof (Rf., , î \) ^ n .
"1 ' • '

1) Réduction au cas où S est local de point fermé t et où
T == i t ) .

Pour tout point t € T , on pose S' = Spec ^ y* = Ux-S* , etc. La condi-
u, u 5

tion (ii) est équivalente à la condition suivante :
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Pour tout point t de T , pour tout ouvert affine U de U' ,

on a

p r o f ^ ( R f ^ , F p s n .

Cela résulte en effet de la relation

prof,, (Rt . , î \ ) - Inf prof (Rf F )
'I " ' tCT " ' • '

et du fait que le foncteur R t^ i commute à la localisation.

D'autre part la condition (i) est équivalente à la condition sui-

vante :

(i "bis) Pour tout point t C T et pour tout point u' de U* ,

on a

prof F' s n - ô (u') .
U. U

En effet , si u est un point de U et si s = f ( u ) , on a

ô m ( u ) = Inf_dim6^ , + d e g tr k(u) /k(s )= Inf_ ô . ( u ' )T ternis} t s î » t t C T n f s j "

Supposons (i) vérifiée. Pour tout point t de T , tout point u' de U' ,

si s * = f^u') et si u(resp. s) est l'image de u'(respo s ' ) dans U(resp.

S), on a

prof ,P' = prof F s n - Inf ô.(u') s n - Ô.Çu ' ) .
u u t£Tn{i( t "t

Inversement, si l'on suppose (i "bis) vérifiée, pour tout point u de U et

tout point t de { s } n T , on a, en notant u' le point de U* d'image u, y

prof P = prof ,F' :> n - ô , ( u 1 ) ; .^
u. u. u

par suite on a

prof F s n - Inf ô , (u ' ) = n - ô (u)u ternfs'l t T

La réduction résulte de ces équivalences.

2) pas où S est local de point fermé t et où T = { t }

Soit K un complexe dualisant sur S , normalisé en t . Ls complexe
i

K* = f 'K est un complexe dualisant sur U . D'après 2.2.1 ci-dessous, la con-

dition, prof F s: n - ô,(u) pour tout point u de U , équivaut à la relationu \j

( * ) H^R^omyCF,!^)) = 0 pour q > -n .

Si U, est un ouvert affine de U , le foncteur f-,^. est exact et l'on a

donc

Rf^d^dmomyCF.K')) ^ f^dî^R^o^F.K')) ^ H^Rf^R.Eîom^F.K' ) ) .
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Par suite la relation (*) équivaut au fait que, pour tout ouvert affine U
de U , on a

H^Rf^Rj îomtFyK*) ) = 0 pour q > -n .

D*après le théorème de dualité globale ( 2 . 1 . 1 ) , appliqué au morphisme f , on
a un isomorphisme

Rf^(RHom^(F,K')) ^ RHomg(Rf^F^K) .

Par suite la condition (i) est équivalente à la condition

H^RJîom^Rf^F^K)) = 0 pour q >—n ,

et pour tout ouvert affine U. de U . D'après le théorème de dualité locale
(2.1.0), cette dernière relation équivaut à

IL'^Rf.iF,) = 0 pour q > -n ,
b 1 . 1

c'est-à-dire à

prof^(Rf^F^) ï n ,

qui n'est autre que la condition (ii).

LEMME 2 .2o1 . - Les notations sont celles de 2.2o Si u est un point de U , les
(conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a prof F ^ n - ô.^u) ou u
(ii) On a H^Rgo^n- j(F,K* ) ) == 0 pour q > -n .

Par définition ( 1 . 1 ) , la condition (i) équivaut à la relation

H^(î^) = 0 pour i < n - ô^(u) .

D'autre part il résulte de [6] (V 7 et VI 5o4) que, pour tout point u de U ,
le complexe f'K[-ô,u] est normalisé en u . D'après le théorème de dualité
locale (2 .1 .0) , la condition ci-dessus équivaut à la condition

-i-ô+(u)
H (R];lom^F,K')^) == 0 pour -i-ô^(u) > -n ,

qui n'est autre que (ii}o

Conservons les hypothèses faites dans 2.2 (i) et soit "lim" R un«- m "m
procomplexe représentant Rf.,F . Mous allons prouver, plus précisément, que,

ipour tout point tCT , le système projectif des H.R satisfait à une condi-T m
tion de Mittag-Leffler uniforme en t pour i<n o On se ramène pour cela, au
cas où le morphisme f admet une compactification du type considéré dans la
proposition 2.3 ci-dessous.

PROPOSITION 2.5«- Soient S un schéma noethérien qui admet localement un com-

Iplexe dualisant, T une partie fermée de S o Considérons un diagramme com-
mutât if
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où g est -im morphisme projectif et U l'ouvert complémentaire d'une sec-

tion hyperplane Y de X . On note L un faisceau g-ample tel que Y soit
défini par l'annulation d'une section a de L et I l'idéal de &-- défi-

"h
ni par a • Soit G = "lim" G- un objet de pro D ^(X) tel que, pour tout
mssO et tout objet (CL,)1' de G , la section a ne soit pas diviseur de

zéro dans (G F o Soit P la restriction de G à U . Soit n un entier,
et supposons que, pour tout point uCU , on ait

prof^F s n - ô^(u) .

Alors, pour tout entier m^O , on peut trouver des entiers k(m) , k'(m)^0 ,
tels que, pour tout k s k(m) , k'îs k'(m) , le morphisme canonique

H^d^'G^))——^(Kg^'G^))

soit nul pour i<n et pour tout t€T •

La question étant locale sur S , on peut supposer que S a un com-
t

plexe dualisant K ; si K' = g'K , K' est un complexe dualisant sur X • Soit
1-

m un entier >0 fixé. Comme a est non diviseur de zéro dans les (G ) , la
k m

multiplication par a , kîsO , induit un isomorphisme

^-^ ^m

(on a posé G (-k) = G ® Ï ) . Soit t un point de T en lequel K est
normalisé. Nous allons montrer que, quitte à restreindre S à un ouvert con-
tenant t , on peut trouver des entiers k(m) , k'(m) ï0 , tels que, pour
tous k s k(m) , k' s k'(m) , et pour tout point t de T en lequel K est
normalisé, le morphisme canonique

^ : H^Rg^I^'G^)——^(Bg^'Gj)

soit nul pour Kn. .

Notons D ( o ) la dualité par rapport à K' et posons
U = Ux Spec &Q , . Les hypothèses de profondeur sur F entraînent la rela-

0 ù ù , Ti

tion

prof^F s n - ô^ (u)
o

pour tout uCU (démonstration de 2.2). On a donc, d'après 2 .2 .1 ,

Urn̂  (H^DyFjl^) = 0 pour q > -n .

Comme les faisceaux H^(D,.P ) sont cohérents et s.ont nuls sauf pour un nombre
fini de valeurs de q , on peut trouver un entier k.(m) s: 0 , tel que le mor-
phisme de transition
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^W ^o———^V^ (m^o

soit nul pour q > -n . Quitte à restreindre S à un ouvert contenant t

on peut donc supposer que le morphisme

^W-^Du^On)"

est nul pour q > -n . Il en résulte que l'image du morphisme

^W^^X^m)),
k^m)

est concentrée sur Y , donc annulée par une puissance I de I . On pose
k(m) = sup(k, ( m ) , k « ( m ) ) . Le morphisme composé

H^A)—!^ H^a^—L^H^D^Kk) ,
où 9 est déduit du morphisme de transition G i -*• G- « est donc nul pourm4k m
k ï k(m) .

D'autre part, il résulte de EGA III 2.2.1 que l'on peut trouver un

entier k'(m) tel que, pour tout k' ^ k'(m) , on ait des isomorphismes cano-

niques

H^Rg^D^k'))} ^ g^H^D^/k')))

H^Rg^D^^^Ck'^m))) ^ ̂ (H^D^^k'^m)))) .

Il en résulte que le morphisme

H ( l(Rg^(D^(k•)))—-^H ( l(Rg^(D^^^(k•+k(m)})

est nul pour tout q > -n et tout k* s k'(m) , et il en est a fortiori de

même quand on remplace k(m) par un entier k ï k(m) , En appliquant le théo-

rème de dualité global, ceci équivaut à dire que le morphisme canonique

H^DgCRg^C^'G^ÎÎÎ-^H^D^Rg^d^1^^)))

est nul pour k ^ k(m), k' ï k'(m) et q 2; -n . Le théorème de dualité locale

appliqué en un point t tel que K soit normalisé en t , montre alors que le

morphisme ç1 est nul pour i<h .

Comme S est noethérien, on a prouvé l'existence d'entiers k(m) ,

k'(m) tels que, pour tout point t€T en lequel K est normalisé, le morphis-

me <p1 soit nul pour ±<ïi . Montrons que cela entraîne la proposition. Compte

tenu de EGA III 1 . 4 . 1 2 , on peut trouver un intervalle [a,b] tel que, pour

tout k' , on ait

(*) ' H^DCRg^I^))) = 0 si q ^ [a ,b ] .

Si t, est un point de S , on hôte d, l'entier tel que K[d,] soit nonnali-
T' U

se en t . D'après le théorème de dualité locale, la relation (*) revient à

dire que l'on a
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H^Rg^I^G^)) = 0 si q ^ [-b-td^-a-td^] ,

quel que soit k* o Etant donné un entier i , il n'existe qu'un ensemble fini
E d'entiers d, tels que i € [-b-»d,,-a-Hi] . D'après ce qu'on a démontré,

on peut trouver des entiers k(m) et k*(m) tels que cp1 soit nul en tout
point t tel que d, appartienne à E . Par définition de E , cela entraîne

ique cp est nul quel que soit t ,

COROLLAIRE 2.4o- Les notations sont celles de 2.2 ; on suppose f affine et
la condition (i) satisfaite. Alors Rf,F satisfait aux conditions équiva-
lentes de 1 o 6 relativement à l'entier n .

la, question étant locale sur S car S est quasi-compact, on peut
supposer S , donc aussi U , affine. On peut trouver une compactification de

U ,

S ,
où g est un morphisme projectif et U l'ouvert complémentaire d'une section

hyperplane Y de X (2.4.0). Soient L un faisceau g-ample, a une section
de L définissant Y , I l'Idéal de ^ défini par a . D'après SG-A 6 II
2.2 •2 .1 , F est isomorphe à un système projectif de complexes à objets cohé-
rents. On peut alors trouver un système projectif de complexes G- = "lim" G- »
les objets des G étant cohérents, nuls en dehors d'un intervalle ne dépen-
dant pas de m , dont la restriction à U est isomorphe à F . Quitte à modi-
fier les G en dehors de U , on peut supposer que les objets des G n'ont

pas de sous-faisceaux non nuls de support contenu dans Y • Pour tout ms0 et
tout r , a ne peut alors être diviseur de zéro dans (G )1' .

On peut alors appliquer 2.5 à G . Pour tout m^O , on en déduit
l'existence d'entiers k(m) , k'(m) s 0 , tels que, pour tous k ï k(m) ,
k' ï k'(m) , le morphisme canonique

(*) H^Rg Î̂ ^n^H^Rg Î1 )̂)

soit nul pour i<n et pour tout t€T . On peut choisir k(m) et k' (m) tels
que, pour tout n^m , on ait

k(m)+k'(m) ^ k*(n) , k'(m) s m .

Le système projectif "lim" I ^'G est isomorphe à Ri y F et le système pro-

jectif "l̂ in^ Rg Î̂  ̂ G ) à Rf,F , D^près (*) , le morphisme canonique

^^'^w\^)-^^^'(m\))
est nul pour i<n et tout t€T ; ceci prouve que Rf,F satisfait à la condi-
tion (*) de 1.6.
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Nous allons généraliser 2 o 4 au cas où, localement sur S , U est

réunion de c+1 ouverts, affines sur S . Nous aurons besoin du lemme' suivant:

LEMME 2,5.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe duali-
sant, f : U -» S un morphisme de type fini, i : V — U une immersion ouver-
te affine, T une partie fermée de S . Soient F un objet de pro D ,(U) ,
k et n des entiers. Supposons que, pour tout point u de U , on ait

prof^F ï Inf(k,n - ô^u) .

Soit G- le cône ([6] I 2) du morphisme canonique

Ri,(F|v)——^F .

Alors, pour tout point u de U , on a

prof G s Inf(k,n-1-ôrpU) .

Le lemme est évident pour un point u de V car on a alors

prof G- = oo . On peut donc supposer que u appartient à U-V • Compte tenu de

1 .5 , il suffit de prouver l'inégalité

(*) prof^(Ri,(F|v)) s. Ihf(k,n-1-ô^u) + 1 .

Soit i : Vx Spec & — Spec (& le morphisme déduit de i par localisa-u U U, u U,u
tion en u o Nous allons voir que I1 on peut appliquer le théorème 2.2 à l'im-
mersion ouverte i , à la partie fermée T = {u| et à l'entier
p = Inf(k,n-1-ôrpU) + 1 ; la relation (*) en résultera.

Soit s = f(u) ; si v est une générisation de u , appartenant à

V , on pose f(v) = w . Dire que l'hypothèse (i) de 2.2 est satisfaite revient
à dire que, pour toute générisation vCV de u , si |v) désigne l'adhérence
de v dans U , on a

prof^F ï p - dim ^^[^ •

On est donc ramené à montrer la relation

Inf(k,n-ô^v) ^ mf(k,n-1-ô,pU) + 1 - aim <& , j ̂  .

On peut, pour cela, remplacer U par (v[ , S par (w) et T par T n |w) .
On est donc ramené au cas où V est intègre de point générique v et S
intègre de point générique w o On a, par définition,

ô-v - o u = deg tr k(v)/k(w)+ codim(T,S)-deg tr k(u)/k^s)-coclim( (s}nT, (s} )

II résulte de EGA IV 5.6.5 que1 l'on a

deg tr Jfc(v)/k^w) + dim ̂  ^ deg tr k(u)/k(s) + dim ^ ,
ù,o U,U

et par suite on a

(**) ôm^-ômU ^ dim ^ - dim ^ + codim(T,S) - codim( |slnT, |sl ) .
1 1 . U.U- ù,o
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Soit (T ) .r l'ensemble des composantes irréductibles de ls)n T , et consi-
3 D^-J

dérons le diagramme commutât il'

T. ——^ SsjnT——^T
3 JL 4

| s )——>S ,

où les flèches sont des inclusions de parties fermées de S • Comme S admet

un complexe dualisant, S est caténaire ([6] V 10) ; on a donc les relations

codim(js}nT,S) = Inf codim(T.,S) ïs codim(T,S)
_ 3 3 _ _

codim([s)nT,S) = Inf (codim(T ., j s } )) + codim({s} ,S)
J _ ^ ___

= codim ( l s j n T , ( s ) ) + codim( ( s ) , S.) .

Par suite le nombre

a = codim( js)nT, js) ) + codim()sl,S) - codim(T,S)

est ï0 . Posons ô = ômV » ô ' = ômU . D'après (•x-x-), on a

a + ô - ô * = dim (&y ^ ï 1 .

On est donc ramené à montrer que, si a,ô,ô' sont des entiers ^0, liés par

la relation a-rë-ô'ss-l , pour tout couple d'entiers k,n , on a

Inf(k,n-ô) ï Inf(k,n-1-ô') + 1 + ô' - ô - a ;

cette relation se vérifie trivialement.

PROPOSITION 2.6«- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe

dualisant, f : U -» S un morphisme séparé de type fini, c et n des en-

tiers, c^O • On suppose que, localement sur S , U est réunion de c-H ou-

verts, affines sur S • Soient T une partie fermée de S , P un. objet de

pro D z,(u) ; supposons que, pour tout point u de U , on ait

prof F s Inf(n-c,n-ô,pU)

(resp. prof P s Inf(n-c-1,n-ô-u) et ô^pU > 0 ) .

Alors on a

prof^(Rf,P) ^ n-c .

Plus précisément R f , P , satisfait aux conditions équivalentes de 1 . 6 relati-
vement à l'entier n-c .

la question étant locale sur S , on peut supposer que U est réu-
nion de c+1 ouverts, affines sur S . On raisonne par récurrence sur c . la
proposition est démontrée pour c = 0 ( 2 . 4 ) . Supposons-la prouvée pour c-1 ,
et montrons-la pour c , Soient V l'un des c+1 ouverts de U , affine sur
S , dont U est la réunion, i : V -1> U le morphisme canonique, Y un sous-
schéma fermé de U d'espace sous-jacent U-V o Soit G- le cône du morphisme
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canonique Ri,(F|v) — F . Par application du fondeur Rf, , on o'btient, dans
'pro D , ( S ) , le'triangle

Rf.G

R ( f i ) , ( F | v ) — — — R f , P .

Soit "lim" R' (resp. "lim" R") un système projectif de complexes représen-
tant R(fi),(p|v) (resp. Rf,G) ; on peut choisir des systèmes projectifs tels

que le morphisme Rf,G[l] -- R(fi),(P|v) soit défini par un système projectif
de morphismes R"[l] -» R' , Si l'on définit R par la condition devoir un
triangle

R"/ \"; —»«.
le système projectif "lim" R représente Rf,P . Compte tenu de 1 .6 .2 et
des suites exactes

H^)———^ H^)———^(^) ,

pour tCT , iCN , il suffit de prouver les conditions de 1 . 6 relatives à n-c ,
pour "lim" R' et "lim" R" .« - m m « - m m

Comme V est affine sur S et comme, pour tout point v£V » on a
prof^(F|v) ï n-c-ô^v ,

on peut appliquer 2.4 à fi . Il en résulte que "lim" R* satisfait aux condi-
tions de 1 , 6 relativement à l'entier n-c .

On va montrer qu'il en est de même de "lim" R" en utilisant l'hypo-
thèse de récurrence. Soient W la réunion des c ouverts de U , affines sur
S , qui, avec V , forment un recouvrement de U , j : W — U l'immersion cano-
nique. Comme G- est nul sur V , on a un isomorphisme

R j , ( G | W ) ̂  G .
D'autre part, comme V est affine et U séparé sur S , le morphisme V -» U
est affine ; il résulte alors de 2.5 que, pour tout point w de W , on a

prof^G ss lnf(n-c,n-1-ô^w)
(resp. prof G ï Inf(n-c-l,n-1-ôn,w) et ô-w > 0) .W JL JL

On peut alors appliquer l'hypothèse de récurrence au morphisme fj , au
faisceau G-|v et aux entiers n-1 , c-1 , On en déduit que "lim" R" satis-
fait aux conditions de 1 . 6 relativement à l'entier n-1-(c-l) == n-c , ce qui
achève la démonstration.
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COROLLAIRE 2.7.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe

dualisant, g : X — S un morphisme séparé de type fini, T une partie fer-

mée de S , n et c des entiers, csO . Soient U un ouvert de X qui

est, localement sur S , réunion de c+1 ouverts affines sur S , i : U -> X

l'immersion canonique, Y un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent

X-U , F un objet de D - , ( X ) . O n suppose que, pour tout point u€U , on

a

prof F ï Inf(n-c,n-ô,pU)

(resp. prof F ï Inf (n-c-1 ,n-ô,pU) et ô-u > 0) .

Soit G le cône.du morphisme canonique Ri,(F|u) -- F , "lim" R et

"lim" R" des systèmes projectifs de complexes représentant respectivement

Rg,F et Rg,G . Alors le morphisme canonique

lm^ H^S,R^)———^1^ H^S,R^)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 .

Si l'on suppose g propre, le système projectif des B—(S,R") satis-

fait à la condition de Mittag-Leffler pour i ^ n-c-2 .

Soit f = gi o En appliquant le fondeur Rg, au triangle

Ri,(p]u)————y F ,

on obtient le triangle suivant de pro D ^(S) :

Rg,(î

/ ̂
Rf , (FJU)——-^Rg ,F .

Soit "lim" R' un système projectif de complexes de faisceaux sur S repré-

sentant Rf,(F|u) • On peut supposer que le morphisme Rf,(F|u) -»Rg,F est

défini par la donnée d'un système projectif de morphismes R' -*-R et que

R" est le cône du morphisme R* -* R .m m m
D'après 2.6, le système projectif "lim" R* satisfait aux conditions

équivalentes de 1 . 6 relativement à l'entier n-c . On applique 1 .6 .5 aux suites

exactes

^(S.R^^H^S.B^^H^S.E^^H^S.R^) .

Il en résulta' que le morphisme canonique

1^ H^S,R^——S.l^ î^(S,î^) ,

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 .
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Dans le cas où G- est propre, Rg,F s'identifie à Rg^F et, par

suite, le système projectif des H^SyR ) est constant donc satisfait à la

condition de Mittag-Leffler. Il en est de même de "lim" H^SyR") pour
i ^ n-c-2 d'après 1 .6 .5 .

COROLLAIRE 2.8 (Théorème de Lefschetz global).- On reprend les notations de
A

2.7 et on suppose g propre. Soient I un idéal définissant Y et X
le complété formel de X le long de Y • Soit F un fèii.sceau cohérent sur
X tel que, pour tout point u€U , on ait

prof F s Inf(n-c,n-deg tr k(u)/k(g(u)) .

Alors les morphismes canoniques du diagramme commutatif

9i
H1(X.F) ————î——>. Um^ H1 (X.F/A)

H^tF)

sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour i = n-c-1 . De plus le sys-

tème projectif des H^XyF/A) satisfait à la condition de Mittag-Leffler
pour i ^ n-c-2 .

On applique 2.7 dans le cas g propre, en posant T = S . Si i :
U -» X est l'immersion canonique, "lim" iF représente Ri,(FJU) • Par suite
le cône du morphisme canonique Ri,(F|u) — F n'est autre que "lim" F/^F o II
résulte alors de 2.7,que cp. est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour

i = n-c-1 . De plus, d'après loc. cit.. le système projectif "1^ ^(XïF/A)

satisfait à la condition de Mittag-Leffler pour i ^ n-c-2 • II résulte donc de
EGA O,--.-,- 1 3 . 5 . 1 que 9 . est bijectif pour i as n-c-1 .

COROLLAIRE 2.9 (Théorème de Lefschetz local )„- Soient S un. schéma local noe-
thérien ayant un complexe dualisant, T une partie fermée non vide de S ,
X = S-T , n et c des entiers, cï0 . Soient U un ouvert de X , réunion
de c+1 ouverts affines, i : U — X l'immersion canonique, Z un sous-

schéma fermé de S d'espace sous-jacent S-U , défini par un idéal I ,

Y = Z-T , X le complété formel de X le long de Y . Soient F un objet

de D ,(X) et "Um" F le cône du morphisme Ri,(F]u) - F . Supposons
que S soit complet pour la topologie I-adique et que l'on ait

prof F a; Inf(n-c,n+1-ô,pU)

en tout point u€n . Alors le morphisme canonique

q^ : ir^X.F) - Urn̂  H^X^)
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est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . De plus le système

projectif des H^XyF ) satisfait à la condition de Mittag-Leffler pour

i ïS n-c-2 . Si P est un faisceau de modules cohérent sur X , les morphis-

mes du diagramme (2.8.0) sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour

i = n-c-1 .

Soient F un objet de D y/S) qui prolonge p , j : U -+ S l'im-

mersion canonique et "lim" R le cône du morphisme canonique Rj,(p[u) -- F .

Il résulte de 2.6, appliqué en y remplaçant n par n+1 et de 1 . 6 . 5 que le

morphisme canonique

"i ! ^(S'F) - ^m ̂ '^

est bijectif pour i < n-c , injectif pour i = n-c et que le système projec-

tif des H^CSïR ) satisfait à la condition de Mittag-Leffler pour i < n-c .

Pour i>1 , le morphisme a. s'identifie au morphisme canonique

cp^ : H1'"^,?) - 1^ H1-^,^) .m ' - m

On a d'autre part le diagramme commutatif suivant :

0 ———^H^(S,F) —————^ H°(S,P) ————•> H°(X,P) ————^ H^(S,P) •———> 0

^o IP k ^1
0-^1^ ^(S,R^)^lm^ H°(S,F^)-^1^ H°(X,^)-^Um^ H^(S,R^)-^0

Si n-c > 1 , tous les sytèmes projectifs intervenant dans la deuxième ligne de

ce diagramme, sauf a priori "lim" H°(X,î1 ) satisfont à la condition de

Mittag-Leffler. Il en est donc de même de ce dernier d'après EGA 0-,--,--,- 1 5 . 2 . 1 .

"Les lignes de ce diagramme sont donc des suites exactes. Le schéma S étant

complet pour la topologie I-adique, p est un isomorphisme. Si n-c > 1 , on

a vu ci-dessus que a et a sont bijectifs, d'où le fait qu'il en est de

même de y • On a donc prouvé la bijectivité de cp. pour i < n-c-1 et l'in-

jectivité de cp , • Le cas n-c = 1 se traite de même,

Remarque 2.9.1 - Reprenons les notations de 2.9 et supposons T réduit au

point fermé t de S . Alors le système projectif des H^X,? ) satisfait

à la condition de Mittag-Leffler quel que soit i .

On considère en effet les suites exactes

^(S,^) l̂l̂  H^S,^)———^(X^——^H^S.i,) "^'-S H^CS.P^)

Pour tout entier i , le système projectif des Ker a. est formé de modulesn. .m
artiniens donc satisfait à la condition de Mittag-Leffler. Comme S est affi-

ne, on a ^(S,^) = ^(3,^(5^)) ; par suite le système projectif des ^(8,?' )

est isomorphe au système projectif des H^SïH^ÎViVCF) ) , donc satisfait à
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la condition de Mttag-Leffler. Le fait qu'il en soit de même du système pro-

jectif des H (X,P ) résulte donc des suites exactes ci-dessus et de
EGA 0^ 1 5 . 2 . 1 .

COROLLAIRE 2.10.- Soient S un schéma local noethérien ayant un complexe dua-

lisant, T une partie fermée de S , S' = S-T , g : X - S' un morphisme

propre, n , c des entiers, c ^ O . Si J est un idéal définissant T , on

suppose S complet pour la topologie J-adique. Soient U un ouvert de X ,

réunion de c+1 ouverts affines, i : U — X l'immersion canonique, Y un

sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal 1 .

Soient F un objet de pro D . ( x ) , G le cône du morphisme canonique

Ri,(P|u) — ï1 . Supposons que, pour tout point uCU , on ait

prof^F ï Inf(n-c, n-H-ô^u) .

Alors le morphisme canonique

cp^ ^H^X,?) - H^X.G)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i «= n-c-1 . (Si F = "lim" F .
-J.,-- -^ - . -i, ,. - m m »on pose H^X,?) = 1̂  H^X,?^)).

Soit j : S' -» S l'immersion canonique et posons f = jgi o On a,
d'après 2.6,

(*) prof^(Rf,F) ï n-c-1 .

En appliquant le fondeur Rj ,Rg^. au triangle

G-

^ ^\
.Ri, ( P l u ) — — — ^ F ,

on obtient, dans pro D , ( S ) , le triangle suivant :

Rf,i1 —————^ Rj,Rg^P

D'après 1 . 6 . 5 » la relation (*) entraîne que le morphisme canonique

H^CS.R^Rg^) - H^S.Rj.Rg^)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . Mais, d'après 2 . 1 0 o 1

ci-dessous, ce morphisme s'identifie au morphisme cp. , ce qui achève la démons-
tration.
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LEMME 2.10.1. - Soient S un schéma local noethérien , T une partie
fermée de S , S' = S-T , j : S' -» S l'immersion canonique, J un idéal
définissant T . 'On suppose S complet pour la topologie J-adique. Soit F
un objet de pro D^(S') . Alors le morphisme

q)^ : H^S'.F) - H^S.R^F) ,

déduit du morphisme bord H^S' ,Rj ,F| S' ) - H1"1'1 (-S.Rj ,F) en identifiant F
et R j ^ p i s * , est un isomorphisme.

1 ) Cas où F est un faisceau cohérent.

Soit F un prolongement cohérent de F à S tel que H°(S,P) = 0
Pour tout mstO , on a une suite exacte

0 - H^S^F) - H^S',?) - H^S^F) - 0 ,

et des isomorphismes

(*) H^S',?) ^ H^S^F) , i^1 .

Il en résulte que cp^ est bijectif pour 1^1 . Comme F' est séparé pour la
topologie J-adique, la suite exacte entraîne l^njectivité de <p .

Montrons que œ est surjectif. On co nsidère le diagramme suivant,
dont les lignes sont exactes :

0 — — ^ H ° ( S , F ) —————^H°(S ' ,F)———^H^(S,F)___^0

^(SÎF/^F) | [
5| Y \l'

0 ——^(S.F/^F)——^H^S.J^F)——^H^(S,F)___^ 0 ;

on vérifie facilement qu'il est commutatif. Le système projeotif des
H^SyF/J111?') satisfaisant à la condition de Mittag-Leffler, on obtient, par
passage à la limite projective à partir du diagramme ci-dessus, le diagramme
commutatif suivant, dont les lignes sont exactes :

0——>H°(S ,P)—————————^^(S ' .F ) ——————^H^,(S,F)———^0

a| |. ?|4 + '° 4
0——^lm^ H^S.F/J1^)——.!^ H^S.^F)——^^(S.F)———^ 0

Comme S est complet pour la topologie J-adique, le morphisme a est un iso-
morphisme ; il en est donc de même de cp d'après le diagramme ci-dessus.
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2) Cas général. Par passage à la limite projective, on se ramène au

cas où F est un complexe à cohomologie cohérente "bornée. Par translation, on
peut supposer'les faisceaux de cohomologie de F nuls en dehors d'un interval-

le [0,a] . On raisonne par récurrence sur a o Si F* = H (F) , il existe un
morphisme F1 - F induisant un isomorphisme sur les H . Soit F" le cône de
ce morphisme $ les faisceaux de cohomologie de F" sont nuls en dehors de l'in-

tervalle [l,a] .^oient Rj,F' = "1^ R^ , Rj.F = "1^ R^ , Rj.F" = "lm^ R^o

On peut supposer, par récurrence, que le morphisme

H^S.F") - H^S.Rj.F")

est Mjectif pour tout i , et que le système-projectif "l̂ m^ ^^m^ s2^18-
fait à la condition de Mittag-Leffler. On considère le diagramme commutatif

suivant :

H1"1 (S ' ,F") —-^(S ' .F ' )——^(S' .F)——^H^S' .F")——^ H'-'^S'.F')

w H^S.I-)————^H^CS^^——^H^-'^S^Î-^^ÎS^^-^^^S^')

Comme F* est un faisceau, le système projectif "l̂ rn^ H^(S,R^) est constant

pour i>0 (relation (*)). Il en résulte que le système projectif "1^^ ^^^m^
satisfait à la condition de Mittag-Leffler pour tout i o Par suite les lignes
du diagramme (*) sont exactes. Toutes les flèches verticales de ce diagramme,
sauf peut-être celle du milieu, sont des isomorphismes. Il en est donc de même

de cette dernière, d'après le lemme des cinq.

Remarque 2.10.2.- Reprenons les hypothèses de 2 . 1 0 et soit F un faisceau

cohérent sur X . Alors le système projectif "Um" H^X.F/l^F) ne satisfait
pas nécessairement à la condition de Mittag-Leffler, même pour i ^ n-c-2 .

•Soit par exemple S un schéma local régulier de dimension d^2 , de

point fermé t , S' = S-{t) , Z = P' , X = Pg, . Soit H une section hyper plane
de Z , contenant la fibre fermée, définie par l'annulation d'une section a

de ( & ^ ( 1 ) , et soit Y = H fi X . L'ouvert U = X - Y est affine et l'on aZ
prof (& ^ d - ô. u + 1

pour tout point u€U , Si &y est défini par la suite exacte
^

m
0—^^(-m)———^x"""^^——>0 '

il résulte de 2 .10 que le morphisme canonique

H°(X^^)——^1^ H ° ( X , < & y )

est "bijectif. Nous allons montrer que le système projectif "lim" H (X,^,, ) ne
*~ jn
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satisfait pas à la condition de Mittag-Leffler. On a la suite exacte de cohomo-

logie ;

0—^H°(Z,©^)—^H°(Z,(^ )—^(Z^^-m))—^0 ,

et on en déduit que H°(Z,©,- ) est un r(s)-module libre de rang m (EGA III
m

2 o 1 . 1 2 ) o On a donc

prof H°(Z,Ô, ) s> 2 ,
T "m

d 'où résulte que le morphisme canonique

H°(Z,^ )——^H°(X,&- )
"m \

est bijectif. Supposons que "lim" H°(X,&y ) satisfasse à la condition de
<" m

Mittag-Leffler ; comme H (X,(&y) est un r(s)-module libre de rang 1 , on pour-

rait trouver, pour tout m2ï0 9 un entier k(m) s; 0 tel que l'image du morphis-

me canonique

H°(X,<S^ )——>H°(X,& )
"m+kCm) \

soit de rang ^ 1 . ]Vtais ceci est absurde car le morphsime induit par le précé-

dent sur la fibre générique Spec K de S n'est autre que le morphisme cano-

nique

H^X^y )—^H°(X-ôy ) ;
K ^m+kÇm) K \i

or ce morphisme est surjectif car X , l K est fini sur K .

5. Variantes des théorèmes de comparaison.

5.1.- Reprenons les hypothèses de 2.7 dans le cas où g est propre (resp.

les hypothèses de 2.9) et soit F un objet de DQQV.(X) et "l^m" P le cône

du morphisme canonique Ri , (p |u ) — F • Alors, pour tout voisinage ouvert V de

Y dans X , les morphismes canoniques du diagramme commutatif

H1 . (X.F) ^ ir^X.F)
g ' ( T ) \ / \

( 5 . 1 . 1 ) P^ / cpi \ (resp.-; PI/ î \, ^

H^(,)^T•F)-^1^ ̂ W^ H1^^-^^ ̂ (X.F,)

sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour i = n-c-1.
Le fait que (p. soit bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour

i = n-c-1 , résulte de 2.7 (resp. 2.9). Prouvons la bijectivité de TT. pour

i < n-c-1 . Soient Z = X-V et j : X-(ZDg"'1 (T)) - X (resp. j : V-X) îm-

mersion canonique. On considère la suite exacte (SGA 2 I 2.8) :
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-^H1 (x ,P)——>H 1 (X.F)——^1 (V,?)--^!^1 (X,F)-- - ,
, , g (T)nz g ' ( T ) g ' ( T ) n v g^tT^z
{ * )

(resp, --^(X,?)-—^1^,?)—^(V,?)—^H^^X,?)-—->) .

Si u C g ~ (T) n Z (resp. si u£z) , on a |u) n Y = 0 , donc, d'après 5.2
^i-dessous, on a

deg tr k(u)/k(s) ^ c (resp. d imju} ^ c) .

Les hypothèses de profondeur sur P entraînent alors que l'on a

prof F s: n-c .

Par suite on a

(*) H1 (X ,P) = 0 (resp. H^X,?) = 0)
g ( T ) n Z z

pour i ^ n-c-1 , Compte tenu des suites exactes (*) , on en déduit la 'bijecti-
vité de p . , donc aussi de -n. , pour i < n-c-1 .

Montrons que \^_^ est injectif. Soient H1 le cône du morphisme
P-» RJ^F et H le complexe obtenu "en tronquant H' en degrés n-c" ; d'après
(*) , le complexe H a un seul objet de cohomologie non nul
^-^(H) ^I0 (X,P) (resp. î^-0-1 (H) = H^P)) . Soit h la flèche

g (T)nz z

composée des morpMsmes canoniques H-*H* et H'-^Pt l ] et définissons G pa-r
la condition d'avoir un triangle

H

/\
P———^G

Le faisceau K = H11 c" (H) est limite inductive filtrante de ses sous-faisceaux
cohérents K^ ; si l'on définit (^ par la condition d'avoir des triangles

K [-(n-c-1)]

/ \
(^ est un complexe à cohomologie cohérente, et l'on a un isomorphisme

G - lim G .— — a

Montrons que chaque G^ satisfait aux mêmes hypothèses de profondeur que P
Le morphisme P -» G^ induit un isomorphisme au-dessus de X-g^TÎnZ (resp.
de V) , ainsi que sur les faisceaux de cohomologie de degré < n-c-1 . D'autre
part, on déduit du triangle définissant G la suite exacte
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O——^-0-1 (X,G)——^K ——> H^0 (X.F)——^
" g ' ( T ) n z a a • "g 'Wnz

(resp. O—^H^-^X,^)——^ K^ -^^(X,?) ) ;

comme, par définition, K est un sous-faisceau de if1"0 (X,P) (respo deI. ^^ w XW..I ^^^.»/ ^.>^,-^^^^^^. ^.^ J^ ya g'^Dnzn °(X,F)) , on voit (lue l'on€.Z)

if-0-1 (X,G ) = 0 (resp, ^"^(X.Gj = 0 ) o
g'^Dnz a "z a

Ces relations montrent que G satisfait aux mêmes hypothèses de profondeur
que F . On peut donc appliquer 2.7 (resp. 2.9) à G . Il en résulte que les
morphismes canoniques

H"-0-1 (X,e,)——>lim_ H"-0-1 ( X , P )
S~\T) a " m g"1^) m

(resp. ^-"-''(X,^)—^!^ H1'1-0-^,^) )

sont injectifs. Comme on a un morphisme G -* RJ^.F induisant un isomorphisme
sur les faisceaux de cohomologie de degré ^ n-c-1 , on a des isomorphismes ca-
noniques

H11-0-1 (V^)-^!?-0-1 (X.R^D-^B11-0-1 (X,G)-^.lim H^1 (X,G )
g~'(T)nV g~' (T) g'^T) -'a g'^T) a

(resp. ^^^(V^Î—^^-^^X^^D-^^^-^X^)- ^ lim^ î?1-0-1 (X,G^) ) .

Le fait que 11 . soit injectif en résulte.n—c— i

LEMME 5.2o- Soient k un corps, f : X -» k un morphisme propre (resp. soit
X le complémentaire du point fermé d'un schéma local noethérien caténaire).
Supposons X réunion de c+1 ouverts affines ( c entier ï. 0). Alors on a

dim X ^ c .

On raisonne par récurrence sur c . Le lemme est vrai pour c = 0
d'après EGA III 4.4.2 (resp. SGA 2 V 5.4). Supposons-le prouvé pour les réunions
de c ouverts affines et prouvons-le pour un schéma X , réunion de c+1 ou-
verts affines U , . . . ,U . O n peut supposer X irréductible. On a, par hypothè-
se de récurrence

dim(X-U^) ^ c-1

Si z est un point maximal de X-U , l'anneau local & est tel queo X, z
Spec ^ - jz [ soit affine et par suite on a

A» Z

dim &„ ^ i .X,z
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Les deux relations ci-dessus entraînent, compte tenu de EGA IV 5.2.1, la rela-
tion dim X ^ c .

Nous nous proposons de montrer que le morphisme Tt. du diagramme

( 5 . 1 . 1 ) est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 , sous des

hypothèses plus faibles que celles de 5 o 1 (5.7 et 5.9 ci-dessous), en particu-
lier sans faire d'hypothèses aux points dont l'adhérence ne rencontre pas Y •
Nous aurons besoin des lemmes suivants.

LEM1VDE 5.5«- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe duali-

sant, g : X -> S un morphisme propre, Y une partie fermée de X , c un
entier s; 0 . On suppose que, localement sur S , l'ouvert U = X-Y est réu-

nion de c+1 ouverts, affines sur S . Soient u un point de U , s = g(u).

Supposons que l'on ait {u} H Y ^ 0 et deg tr k(u)/k(s) ^ c+1 . Alors on a

codim(g(Y) n ( s ) , { s ) ) + deg tr k(u)/k(s) ^ c+1

En remplaçant S par un sous-schéma fermé réduit d'espace sous-jacent
f s } et X par un sous-schéma fermé réduit d'espace sous-jacent ju} , on se

ramène au cas où S est intègre de point générique s et X intègre de point

générique u . Soit t un point maximal de g(Y) . Quitte à remplacer S par
son localisé en t , S, , et X par ,Xx S, , on peut supposer S local et YT -1 b " A
contenu dans la fibre fermée g (t) . En remplaçant S par son complété S ,

A /N ^
X par Xx S = X et u par un point v de X au-dessus de u , tel que
ô,u = ô,v et que {v} n Y ^ 0 , on se ramène de plus au cas où S est complet.

T t!
Le normalisé de X est alors fini sur X (EGA IV 7.8.5) . Quitte à remplacer X
par son normalisé, on peut d'onc supposer X normal.

la relation à démontrer s'écrit sous la forMe

ô , u = dim S + deg tr k(u)/k(s) ^ c+1 .\j

Supposons que l'on ait ô,u > c+1 . Pour tout point v de X , on a, d'après

EGA IV 5.6.5,

ô v = ô , u - dim (&„ __ .
u b A, V

Comme X est normal, on en déduit la relation

prof^(^ s Inf(2,c+2 - ô^v) .

On peut donc appliquer 2.7 à- g , la partie fermée |t| de S , au faisceau
& et à l'entier n = c+2 . Soit I un Idéal définissant Y . Il résulte de
loc. citp que le morphisme canonique

H° , (X,&J——^lim H^X,^/!111)
g~\t) x " m x4

est Mjec-tif. Le premier terme est nul car l'hypothèse ô.u > c+1 et la relationt
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deg tr k(u)/k(s) ^ c+1 montrent que S n'est pas réduit à j t ) ; mais le

deuxième terme n'est pas nul car il contient H°(X,^) , L'hypothèse ô^u > c+1
est donc absurde.

COROLLAIRE 5.4.- Les notations sont celles de 5.5. Soit u un point de U tel
que fu[ n Y ̂  0 . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a deg tr k(u;/k(s) ^ c+1

(ii) II existe un point y C Y n W , fermé dans sa fibre, tel que
l'on ait

dim &_ ^ c+1 .
fu) ,y

Montrons que (ii) ^ (i). Soit y un point de Y n l'u'1 , fermé dans
sa fibre ; si t = g(y) , on a (EGA IV 5.6.5) :

deg tr k(u)/ic(s) + dim ô_ = dim (S_
fs ) , t { u [ , y

d'où le fait que (ii) =. (i). Inversement, supposons (i) vérifié et appliquons

5.5 à un sous-schém d'e-space sous-jacent Su) . Qn en déduit l'existence d'un
point t C g(Y n ju[) tel que l'on ait

deg tr k(u)/k(s) + dim ^ ^ c+1 .
i^),t

Si y est un point fermé de g-^f) n Y n M , on a alors dim ̂  ^ c+1
fuj ,y

LEMME 5.5.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe duali-
sant, T une partie fermée de S , n , k , r des entiers.

1 ) Soient f : u - S un morphisme de type fini , p un complexe de

faisceaux de modules sur U , à cohomologie cohérente, tel que, pour tout
point x C U , on ait

prof^P ^ Inf(k,n-ô^x) .

Soit E l'ensemble des points x de U tels que l'on ait

prof^F s; k et ô^x ^ n-k-1 .

Alors E est un ensemble fini.

2) Soient f^ : x^ - S un morphisme de type fini, Y une partie fer-

mée de ^ , x le complété de ^ le long de Y^ , Y = Xx^ Y^ , U un ouvert

de X^ , F un complexe de faisceaux de modules sur U , à cohomologie cohé-

rente. Supposons que, pour tout point y C Y tel que ô^y = r et pour toute
générisation x de y appartenant à U , on ait

prof^F ^ Inf(k,n-codim(('7) , îx") ) .

Soit E l'ensemble des points x de U tels que l'on ait
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prof^P ^ k ,

et tels qu'il existe un point y C Y D (x) , tel que ô y = r » tel que l'on
ait

codim((yl , (x)) ^ n-k-1 .

Alors E est un ensemble fini.

Si (S . ) . p - r est un recouvrement fini de S tel que chaque S. ad-

mette un complexe dualisant, il suffit de montrer que, pour tout ICI , l'en-

semble des points de E au-dessus de S. est fini. On peut donc supposer que

U admet un complexe dualisant. Soit K un complexe dualisant sur U et no-

tons DP le dual de F par rapport à K . Pour tout point x de U , on note

d l'entier tel que K[-d ] soit normalisé en x ; si x* est une générisa-

tion immédiate de x , on a

^ = ̂  + 1

([6] V 7.1) . Si x£E , on a

H> ^ 0 .

D'après le théorème de dualité locale ([6] V 6.5) ceci équivaut-à la relation

-k-<l
(H "(DP))^ / 0 .

Les faisceaux cohérents H (DP) y q € Z , sont nuls à l'exception d'un nombre
fini d'entre eux, et l'ensemble des points où l'on a H^DP) ^ 0 est une par-

tie fermée S . Il suffit, pour établir le lemme, de montrer que, tout point

x de E est un point maximal de Z , . , . Supposons qu'un point x de E
"^x

ne soit pas un point maximal de S _ , , , et soit x' une générisation immédia-
x

te de x appartenant à Z , , . Par définition de Z , , , on a la relation
"——x "^x

-k-<l
(H " ( D P ) ) . / 0 ,

ce qui équivaut à

H^ 0 .

Or ceci est absurde car, sous les hypothèses de 1) , on a

ô,pX' ^ ô^x +1 ^ n-k ,

et par suite on a prof , P ̂  k . De même, sous les hypothèses de 2 ) , il existe
un point y de Y n (?) , tel que ô y = r , tel que l'on ait

codim((y) , i x ' j ) = codim((y( , ( x ) ) + 1 ^ n-k
et par suite on a prof , P ̂  k o



36

COBOLIAIEE 3.6.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe

avalisant, T une partie fermée de S , g : X-S un morphisme de type fini
Y une partie fermée de X , U = X-Y , n et k des entiers. Soit p un '
complexe de faisceaux de modules sur X , à cohomologie cohérente, tel que
l'on ait

(*) prof^P s Inf(k,n-6^u)

en tout point u de TJ tel que h! n Y ^ 0 . Alors on peut trouver un voi-
sinage ouvert V de Y dans X tel que la relation (*) soit vérifiée en
tout point u de y-Y

On raisonne par récurrence sur k , n étant fixé. On peut donc sup-
poser le corollaire démontré quand on remplace k par k-1 , Soit V un voi-
sinage ouvert de Y dans X tel que l'on ait 1

prof ̂ P i Inf(k-1,n-ô^u)

en tout point u de v,-Y . D'après 3.5, l'ensemble des points u de T -Y
où l'on a 1

prof^F s k-1 et ô u s n-k

est un ensemble fini_ E . Si u€E , l'hypothèse entraîne que fTT) n Y = 0 .
Soit T = V, - ̂  jui . pour tout point u£T tel que ô,,u -. n-k , on a

prof^F ï k , ce qui n'est autre que la relation (*).

^HEOBEME 3.7.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe

dualisant, g. un morphisme propre, n et c des entiers ï 0 , U un ouvert
de x qui est, localement sur S , réunion de c+1 ouverts affines sur S
Soit F un faisceau de modules cohérent sur X . Soient Y un sous-schéma'

fermé de x d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal 1 , X le com-
plété formel de x le long de Y , î le complété formel de F . On suppose
que, pour tout point u de U tel que ju; n Y ^ 0 , si s = g(u) . on a
( 5 - 7 ' 1 ) prof^F ï Inf(n-c-1,n^leg tr k(u)/k(s)) .

Si T est un voisinage ouvert de Y dans X , on considère les morphismes
canoniques suivants :

H^V.P) ———!l-> 1^ ^(X.F/A)

H^X.F) . /

1 ) On peut trouver un voisinage ouvert y^ de Y dans X tel que
pour tout y Œ ̂  , le morphisme <^ soit bijectif pour i < n-c-1 .

2) Supposons de plus que, pour tout point u de u tel que
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(u) n Y / 0 et iu[ n Y H g'^gCu)) = 0 , on ait

(5.7.2) prof^F ^ Inf(n-c,n-deg tr k(u)/k(^)) .

Alors on peut trouver un voisinage ouvert V de Y dans X tel que, pour

tout V <= V f les morphismes cp. , 4;. , 9. soient "bijectifs pour i < n-c-1,

injectifs pour i = n-c-1 . De plus le système projectif "Um" ir^XyF/^F)

satisfait à la condition de Mttag-Lefler pour i ^ n-c-2 .

Les hypothèses de 5.1 sont satisfaites quand on y remplace n par

n-1 , en prenant T = S . Il en résulte que cp. , (\). , 9 . sont bijectifs pour
i < n-°-2 , injectifs pour i = n-c-2 , quel que soit V , et que

"l̂ m" H1(X,P/III1F) satisfait à la condition de Mittag-Leffler pour i < n-c-2 .
Soit

P^ = Coker^-^FÎ-^H^-^X.F/I1^)) o

II suffit de prouver que l'on peut trouver un voisinage ouvert V de Y dans

X tel que, pour tout V c: y » le morphisme cp - soit surjectif (resp.o n—c—^
sous l'hypothèse de 2), que œ . „ soit injectif et que le système projectifn—c— i
des P soit nul).m

Oes trois assertions se démontrent par récurrence noethérienne sur

S . Si on les suppose prouvées après restriction de S à un ouvert S' / S ,

il suffit de montrer que l'on peut trouver un ouvert S" contenant strictement

S' , tel qu'elles soient vraies sur S" . Si S' (resp» S") est un ouvert de
S , on pose X' = Xx S* , Y' = YX S* , etCo (resp. X" = Xx-,S" , Y" = YX-,S" ,

ù b S S

etc.)» Soient S1 un ouvert de S\ V un voisinage ouvert de Y' dans X' ,

tels que, pour tout voisinage ouvert V de Y* dans X' , contenu dans V >
le morphisme

r^/Tr -n\ ^ -l.,-^ TTl/'^. -r, /.̂ l_cp^ : îr(v,p)—y î  irîx'.F/r1?)
soit "bijectif pour i = n-c-2 (resp,, sous l'hypothèse de 2), que cp' soit

injectif et que le système projectif des P' ̂ okerdi11"0"'2^,:?)^11"0"^', F/I111?) )

soit nul). Nous allons montrer que l'on peut trouver un ouvert S" de S , con-

tenant strictement S* , un voisinage ouvert W de Y" dans X" , tels que,

pour tout voisinage ouvert W de Y" dans X" , contenu dans W , le morphis-
me „ _-i

cpj1 : ir^W.F)——>1^% H^X",?/!111?)

soit "bijectif pour i = n-c-2 (respo tel que cp" soit injectif et que len—c— \

système projectif des P^ = Colœrd^'^W.F) —^ if"0"^", F/I111?) ) soit nul).

Soit T = S-S' o D'après 5o6, on peut trouver un voisinage ouvert 0
de Y dans X tel que la relation (5 .7 .1 ) soit vérifiée en tout point

u C TJ n 0 . On peut supposer V contenu dans 0' o Si S" est un ouvert de

S , on considère l'ensemble Z des points u C U f1 0" tels que l'on ait

prof F < n-c
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et où l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

ou bien ôn,»iU ^ c ou bien fu} D Y' = 0 .

D'après 5.2 et 5.5, S est un ensemble fini. Soit E. l'adhérence de S «

Nous allons montrer que l'on peut trouver un ouvert S" de S y contenant

strictement S* , tel que, pour tout point x de E. n g~ (T") , on ait

(*) deg tr k(x)A(g(x)) ^ c .

Comme l'ensemble 2 décroit avec S" , il suffit de prouver l'existence de S"
dans le cas où E est réduit à un point u o Si l'on a ôn,i,u ^ c , on peut

trouver un point x £ (uj tel que t = g(x) C T et tel que

codim((t[ , ( s j ) = codim(T n f s ) , { s } ) ,

Pour tout point z C g (t) n (u| , on a alors, d'après EGA IV 5.6o5,

(^) ô^u==deg tr k(u)/k(s) + codim(Tnfs), (s) )= deg tr k(z)/k(t)-K3odim( f z } , (uf ) .

Comme ômU est ^ c , on a donc

deg tr k(z)/k(t) ^ c .

L'ensemble des points de S où la dimension des fibres de (u) est > c est
une partie fermée S (EGA IV 1 5 . 1 o 5 ) et on vient de voir que t f S. o Par
suite S" = S' - (S, n T) est un ouvert de S y contenant strictement S' , tel

— 1que l'on ait ôrp,,x ^ c en -tout point x de E n g (T") • Supposons que l'on
ait ô^,,u > c et fïï) n Y* = 0 . Si l'on a (u; n Y = 0 , la condition (*)
résulte de 5.2. Si g((u) n Y) est contenu strictement dans T , il suffit de
poser S" = S* - g(ju| n Y) pour se ramener à ce cas. Enfin, si
g((u) n Y) = T , on a 6^u = c+1 (5.5) et, si l'on définit x .et t comme
ci-dessus, la relation (*) résulte encore de (*») aorès restriction convenable

de S .
On choisit dans ce qui suit un ouvert S" qui satisfait à la condi-

tion (*) ; si E- désigne l'adhérence de l'ensemble des points x de E, tels

que l'on ait

deg tr k(x)/k(g(x)) > c ,

on a E- n g'^T") = 0 . Soit E- = E n (X" - V^). l'ensemble des points

u € U n 0" tels que l'on ait

prof P < n-c et ju} n Y" = 0

est fini. Quitte à remplacer 0" par un voisinage ouvert W de Y" dans

X" , on peut supposer qu'il est vide. On peut supposer que l'on a V c W. .
Posons E = X" - W et considérons les immersions ouvertes

i : X"-E —> X" , k : X"-(E U E^)——^ X" , 1 : X"-(E U E,)-> X".

Si u € U" est un point de E U E, ou de E,-E? , on a, par définition de
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E? et d'après 5.2
deg tr k(u) /k(g(u)) ^ c ;

si de plus uCW , on a donc, par définition de 0 ,

prof F ï n-c-1 .

Cette relation est également vérifiée en tout point uCW , générisation immé-
diate d'un point de E ou de E -E^ car on a alors deg tr k(u)/k(g(u))^c-H .
Les faisceaux

H^F H^g F|U" - (E^ n U") jî^g F|U"

sont donc cohérents pour j ^ n-c-1 (SGA 2 VIII .2.5) . En utilisant SGA
2 1 2.8, on voit de plus que les morphismes canoniques

H^F |(U" - (E^ U U"))——^ SJJJQ F KU" - (E^ U U") )

^F l ^——^^^ plu"

sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour i = n-c-1 . Soit G (respo
M , resp. N ) le complexe obtenu en tronquant Ri^i F (respo Rk^k F , respo
Rl^l F) en degré ï n-c-1 et

les morphismes canoniques. Utilisant EGA I 9.4.5 et le fait qu'un complexe à
cohomologie cohérente bornée est quasi-isomorphe à un complexe à objets cohé-
rents (SGA 6 II 2.2.2.1), on voit que l'on peut trouver des complexes M ,
M , N € D13 , ( X " ) et des morpnismes b , c , d , e , prolongeant respectivement
les restrictions de M.
tels que le diagramme

; , e à U"-(E n U " ) et de N , d à U" ,

F

soit commutatifo Si 0 est le cône de c , D le cône de d , B le cône de
b , on a montré que les faisceaux

H^C) |U" - (E^ n U") H^Dî lu"

sont nuls pour j < n-c-2 .

H^BÎlU"-^ n U")
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Pour tout point u€U" qui appartient a E ou à E.-E^ , on a, par
définition de M ,

prof M ss n-c .

Vu la définition de E, , on a donc

prof^M ^ Inf(,n-c,n-ô,p,.u)

en tout point u C U"-(E?nU") . Comme on a ôrpi»u =00 en tout point u £ E- ,

la relation ci-dessus est satisfaite en tout point uCU" . On peut donc appli-

quer 2.6 au morphisme U" — S" , à la partie fermée T" de S" et au com-
plexe M . Soient j : U" -> X" l'immersion canonique, "lim" J1 un système

projectif de complexes, à cohomologie conérente, uniformément "bornée, représen-

tant Rj,(M|u") et, pour tout m;>0 , soit K1 le cône du morphisme J1 -» M .

Si Z = g (T") , il résulte de loc. cit. que le système projectif

"^m I^ ̂ "'^
est nul pour i ^ n-c-1 .

Montrons que, quitte à restreindre S" à un ouvert contenant stricte-

ment S* , les mêmes conclusions sont valables pour G (resp. N) au lieu de M .
On peut supposer le morphisme Rj,((î|u") -Rj,(M|u") (resp. Rj,(N|u") -*•
Rj,(M|u")) défini par la donnée d'un système projectif de morphismes
J -» J. ; on note J le cône du morphisme J -«• J1 , de sorte que "lim" J2

est isomorphe à Rj,(c|u") (resp. à Rj,(D|U")) .Nous allons montrer que,
quitte à restreindre S" à un ouvert contenant strictement S' , le système

i ?
projectif des H^X",^ ) est nul pour j s. n-c-1 , Soit L le faisceauZi m

H^X",!!11"0"2^)) (resp, HO(X",Hn'"c~2(B) )) . la relation H^C) |U"-(E,nu") = 0
u _ n ' c.

(resp. H^B)!!!" = 0) pour j < n-c-2 et le fait que 'E D Z = 0 montrent
que l̂ n a un isomorphisme

"1^ H^X",!"^) ^ "1^ i^-^X",^) .

Soit t un point maximal de S"-S* , Quitte à restreindre S" à un ouvert

contenant t , on peut supposer que tous les points associés à L se projettent
en t et que, si x est un tel point, on a

W n Y n g-^f) ^ 0 .
Par suite les g^d"111!)^ sont des sous-k(t)-espaces vectoriels de g^(L), dont

1'intersection est nulle. On peut donc trouver un entier m tel que

(g^Ç^Ï))^ = 0 o Quitte à restreindre S" à un ouvert contenant S f et t ,
on a ^(X",!"111^ = 0 • Ceci prouve que le système projectif des

H "̂0 (X",J^) est nul. Le fait qu'il en soit de même de "l̂ m" lrî(X",J ) pour

j ^ n-c-1 résulte alors de la propriété analogue pour "lim" H^X",^1) et de
1.6.2, appliqué aux suites exactes
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^l-C-2, 2 ^ _ _ _ _ ^ l - C - 1 , N ^T^-C-1^,. - r 1 \

"Z (kx ^——^"Z (x ^m^——^Z ^V •

Soient ":Lm" K (resp. "lim" N ) le cône du morphisme canonique

R J , ( G | n " ) -> G (resp. R j , ( N | u " ) - N) . On déduit de ce qui précède et de

1.6.2, 1.6.5, que le morphisme canonique

H^(X",GO ——^1^ H^(X",K^) (resp. H^(X",N)——^ 1̂  H^(X",N^))

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 et que le système pro-

jectif des H^X",^) (respo ^(X",^)) satisfait à la condition de MJ-ttag-

Leffler pour i ^ n-c-2 ; on voit enfin, comme dans 5 . 1 , que la -même condition

est vérifiée si l'on remplace X" par un .ouvert W <= W contenant Y" .

Revenons maintenant à F . Les complexes F et N sont isomorphes

sur V . D'autre part, pour tout point u C X* - V , on a

prof N s n-c .

On a en effet prof F < n-c si et seulement si uCELJE et la relation précé-

dente est vérifiée aux points de EUE- par définition de N . Par suite, pour

tout voisinage ouvert W de Y" dans X" , le morphisme canonique

H^W^N)——^!^ H^X^F/A)

s'identifie, pour i < n-c-1 , au morphisme cp! «En particulier il est bijec-

tif pour i < n-c-1 . On considère alors le diagramme commutatif suivant :

H^-^N)—————^-^(W.N) —————.^-^(W.N) ————^^(W.N)

^ l" I P 1

^m ̂ ~0~2^"'\^ ̂  ̂ -'(X",^ 1^ H11-0-^-,^)- 1^ H^CX",^) .

Les lignes de ce diagramme sont exactes car "lim" H^'^^X'SN ) satisfait à^ m ii m
la condition de Mit tag-Lef fier. Comme p est "bijectif, il en est de même de a .

Soit "'lim" D le cône du morphisme canonique R j , ( D | u " ) -> D • Les faisceaux

de cohomologie de D sont concentrés sur Y en degré < n-c-2 et H11"0'" (D|u")

est cohérent. II en résulte que le système projectif des ^(WyD ) est essen-

tiellement constant pour i < n-c-2 o Par suite le morphisme

^-^(W.D)——^!^ H^-^W,^)

est bijectif et l^n peut trouver uû voisinage ouvert W, de Y" dans X" tel

que, pour tout W c V. , le morphisme

H11-0-^^)——^ 1^ H11-0-^"^)
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soit injectifo Considérons alors le diagramme commutatif suivant :

H°-°-'(.,D)———— if-'-'tw.P) ——————if-^tW,»—————rf-^W,!)

1 k°-2 1° 1^ ^ V ^

Um^ H^-^W,^)- 1^ I^^-^W^/A)- Urn̂  l^^-^W,^)- 1^ ^-^(W,^) .

Coimne le système projectif des H11"0"^,^) satisfait à la condition de

Mittag-Leffler, les lignes de ce diagramme sont exacteso II en résulte que, pour
tout W c: w, , le morphisme 9" est Mjectif.

Plaçons-nous maintenant dans le cas où la condition (5o7.2) est satis-

faite. Si W est un voisinage ouvert de Y" dans X" tel que W <= W , les
complexes P et G coïncident sur W ; on a donc des isomorphismes

^(W,?) ^ ^(W,^) ,

quel que soit i . D'autre part il résulte de la définition de G que le mor-
phisme canonique

îr^x",^)—^H^GO
est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . il suffit donc de mon-
trer que le morphisme

H^W,^)——>1^% H^X",!^)

est injectif pour i = n-c-1 et que le système projectif des Hl'l'"c''2(x" IL)

satisfait à la condition de Mittag-Leffler. Pour chaque m ï 0 , on considère

le diagramme commutatif suivant, dont les lignes et les colonnes sont exactes :

H^X",^)—— ^(x",^)—— H"-0:2^.,^)—— H",-0-̂ ",̂ )

' i ^ k
^-o-2(y•,Q)—— ^-"-^X-.G)—— ^-^(x-.e),——^-^^x"^)

iPm ^m 1^ \

^-^(X"^) —— H11-0-^",^)——— ^-^(X.,^)—— ^-^(X-,^)

1 ^ 4 I
Hl-^^X",^) ——— H"-0-^",^)———^-ICX.,^)——— ^-(X-.,^) .

Pour -tout voisinage ouvert V de Y' dans X1 , le morphisme canonique

P^ : H^X'.GÎ—^ir^V.f})

est bijectif pour i s n-c-2 , injectif pour i = n-c-1 . Soit en effet u un

point de x'-V . Ou bien u appartient à E et, par définition de e , on a



45

prof G ss n-c ;

ou "bien uj?E et la relation ci-dessus est encore satisfaite d'après (5.7.2).

Il en résulte que le conoyau du morphisme e n'est autre que le conoyau P

du morphisme cpî • Par hypothèse de récurrence, le système projectif des P

est nulo Soient R le conoyau de it et S le conoyau de Ç . On a vu quem _ , m m m
le système projectif des H,- (X",J ) es^ nu! î il eïl résulte d'une part queZ m
le système projectif des S est nul, d'autre part que le morphisme Ç est

nul pourvu que m soit assez grand. Compte tenu du diagramme ci-dessus, cette

assertion prouve que, pour m assez grand, la suite

^-^m-^m

est exacte. On déduit alors de 1 .6 .2 que le système projectif des R est nul

et ceci entraîne que le système projectif des ïf1"0" (X",K ) , qui n'est autre

que le système projectif des 1?""° (X",?/!111!1) , satisfait à la condition de

Mittag-Lefflero
Pour finir, on considère le diagramme commutatif

H^-2^) ——————^ H11-0-^^) ———————^ H11-0-^.^) ——^

4 ^ 4"
^ vc^~c~2^n'^——>l^ ̂ -^(X-,^)-^!^ H"-0-^-,^)

Î^-\V,G) ——————^ ^-^(V^) ———————^I^-^^W^G)

1 ^ [ "

^m B^C-1(x"-Ii^-^lïnm If-o-1(X^Km)——^umm HI1-C-1 (xl •^) • •

La première ligne de ce diagramme est exacte et il en est de même de la deuxième

car les trois premiers systèmes projectifs qui interviennent satisfont à la con-

dition de Mittag-Ijeffler. Par hypothèse de récurrence \ est Mjectif et v

injectif ; l'injectivité de \i résulte donc du diagramme précédent.

Remarque 5.7.1.- La condition (5 .7 .1) est équivalente à la suivante :

Pour tout point yCY , fermé dans sa fi"bre, pour toute générisation

u de y , appartenant à U , on a

prof^F ï Inf(n-c-l ,n-codim(jy),)u)) .

Il est clair que la condition ci-dessus est une conséquence de (5 .7 .1)

car, si y est un point de Y fermé dans sa fibre et u une générisation de

y , on a

deg tr k(u)/k(g(u)) ^ codim((y[,ju))

(EGA IV 5.6.5).



44

Inversement supposons vérifiée la condition ci-dessus et soit u un
point de U tel que f u ) n Y ^ 0 . Si l'on a deg tr k(u) /k(g(u)) ^ c+1 , il ré-
sulte de 5.4 que l'on^pei^b trouver un point y de Y fermé dans sa fibre, tel
que l'on ait codim( ( y ) , {u[^ c+1 , d T o ù la relation (5 .7 .1) en u . Enfin, si
l^on a deg tr k(u) /k(g(u)) > c+1 , on peut trouver un point y de
(u Ing ' ^gCu) ) tel que codim( f y ) , fu') ) = deg tr k(u) /k(g(u) ) (5 .2) .

COROLLAIRE 5.8.- I^s notations sont celles de 2.8. Alors les conclusions de
loc. cit. sont valables si l'on suppose seulement que l'on a

prof^F s Inf(n-c-1,n-deg tr k(u) /k (g(u) ) (resp. prof F s n-c)

e^ tout point uCU tel que {u tnYng '^gCu) ^ 0 (resp. tel que
^u}nYng~ 1 g(u) soit vide).

Si V est un voisinage ouvert de Y dans X , les hypothèses entraî-
nent la relation prof F ^ n-c (5 .2 ) . Par suite le morphisme

ir^X.F)———^(V.F)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . Le corollaire résulte
donc de 5.7.

THEOREME 5.9.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t , ayant
un complexe dualisant. Soient X = S - { t } , n et c des entiers, c:>0
U un ouvert de X réunion de c+1 ouverts affines, Y un sous-schéma
fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal I , Ï le
complété formel de X le long de Y . On suppose S complet pour la topo-
logie I-adique. Soit F un faisceau de modules cohérent sur X tel que,
pour tout point uCU tel que }u)nY / 0 , on ait

(5.9.1) prof^F :> Inf(n-c-1,n-dimiu}) ,

j u ) désignant l'adhérence de u dans X . Si V est un voisinage ouvert
de Y dans X , on considère les morphismes canoniques suivants :

H^V.F) —————i——^ Um^ H^ X.F/A)

i/^ ̂H^X.F) o
Alors on peut trouver un voisinage ouvert V de Y dans X tel que, pour
tout y <= VQ , les morphismes cp^ , ̂  , 9^ soient bijectifs pour i < n-c-1,
injectifs pour i = n-c-1 .

les hypothèses de 5o1 relatives au cas local sont satisfaites quand
on remplace n par n-1 . Il en résulte que q̂  , ( p . , e . sont bijectifs pour
i < n-c-2 , injectifs pour i = n-c-2 . Comme le système projectif des
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ï^^X^/I^) satisfait à la condition de Mittag-Leffler pour tout i (2 .9 .1 ) ,

9. est un isomorphisme (EGA 0-,--,--,- 1 5 o 5 . l ) . Il suffit de montrer que cp

est surjectif et cp injectif.n—c— i

D'après 5.6, on peut trouver un voisinage ouvert 0 de Y dans X

tel que la relation ( 5 . 9 . 1 ) soit vérifiée en tout point u€un0 . Soit Z l'en-
semble des points u de un0 où l'on a

prof F < n-c et dim(u) ^ c .

D'après 5 . 5 . 1 ) , S est un ensemble fini. Soit E = X-0 et E l'adhérence de

S • Pour tout point z C E U E , on a

dimjz) ^ c .

Si u est une générisation immédiate d'un point z de E U E, , on a donc

dimjuj ^ dim(zl+1 ^ c+1 .

Si de plus uCTJ , les hypothèses entraînent la relation

prof P ^ n-c-1 .

Soit i : X-(EUE.) -- X l'immersion canonique. Les faisceaux H-̂  ^ F|u sont

concentrés sur E pour j < n-c-1 et sont cohérents pour j ^ n-c-1 (SGA 2

VIII 2 . 1 ) . Soient G le complexe obtenu en tronquant Rî .i F en degré ^ n-c-1

et a : P — G le morphisme canonique. Soient G C D z-(X) un complexe prolon-

geant G, JU et a : F -*• G- un morphisme prolongeant a. |u • Pour tout point
uCTJ , on a

prof G s» Inf(n-c,n-dimiu) ) .

On peut donc appliquer 2.9 au complexe G . Soient j : IKX l'immersion canoni-

que et K == "l̂ m" K^ le cône du morphisme Rj,(G|u) -- G . D'après loCo cit., le
morphisme canonique

H^X.G)——>M mn H^X.G^)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 , et il en est de même

quand on remplace X par un voisinage ouvert V de Y , d'après 5 .1 .

Soient H le cône du morphisme a et "lim" H le cône du morphisme

Rj,( î î |u) — H . Le système projectif des H^XyH ) est essentiellement constant

pour i < n-c-2 car la cohomologie de H est concentrée sur Y (JE en degré

< n-c-2 • Si V est uji voisinage ouvert de Y dans X , contenu dans 0 , le
morphisme canonique

H^V.H)——^1^ ^(X.H^)

est bijectif pour i < n-c-2 , et l'on peut trouver un voisinage ouvert V de

Y dans X , contenu dans 0 , tel que, pour tout V c V , le morphisme

H"-0-2^)——^!^!!"-0-^,^)
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soit injectif, On considère le diagramme commutatif

H11-0-^,!!) —————> H11-0-^,?) ——————^ H11-1-2^^) ————^H11-0-2^)->

[a 1^-0-2 JP ^

, \ , Ï » J . A / ^ ^ . \ » » x / ^ ••••'• \ » » ^ / <^^

r r11-0-2 ^ ^
1^ H"-0-^,^)- 1^ H11-0-^,?/!"1?)- Urn̂  H11-0-^,^)- 1^ H"-0- ,̂̂ )

I?-0-1^,?)—————^ H''1-,0-1^^)___^r--i ^
lm^ H11-0-1 (X.F/A) - Urn̂  H11-0-1 (X,I^)-^

Conmie tous les systèmes projectifs q.ui interviennent dans la deuxième ligne

satisfont à la condition de Mittag-Ieffler (2 .9 .1 ) , les lignes du diagramme

ci-dessus sont exactrs. On a vu que a et p sont "bijectifs et y et ô in-

jectifs. Il en résulte que 9 ^ est bijectif et cp _ injectif.

COROLLAIRE 2.10.- Reprenons les notations de 2.9 et supposons T réduit au

point fermé t . Alors les conclusions de loc. cito sont valables si l'on

suppose seulement que l'on a

prof F ^ Inf(n-c-1,n-dimju)) (resp. prof P ï n-c)

en tout point uCU tel que |u|nY / 0 (resp. tel que {ujnY = 0) .

4. Applications
4.0o Soient S un schéma noethérien, f : X ~* S un morphisme propre (resp.

soit S un schéma local noethérien et X le complémentaire du point fermé de
S , resp. soient S un schéma local noethérien, T une partie fermée de S ,
f : X -» S-T un morphisme propre). Soient U un ouvert de X réunion de c+1
ouverts affines sur S , Y un. sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent .
X-U , défini par un Idéal 1 . On suppose que S admet localement un complexe
dualisant (resp, et que S est complet pour la topologie I-adique, resp^. et
que S est complet pour la topologie T-adique). On note X le complété for-
mel de X <le long de Y .

Soit C la catégorie des faisceaux cohérents sur X , qui satisfont
aux conditions suivantes :

a) Pour tout point UÊU tel que l̂ on ait jujnY = 0 , on a
prof̂ F ̂  2 .

" b ) Pour tout point y£Y fermé dans sa fibre et pour toute genérisa-
tion u€u de y tel que codim( ( y [ , f u ( } ^ c+1 (resp. pour tout y£Y tel que
ô^y = 1 et pour toute générisation •uCU de y telle que codim( [y] , f u } )^ c+1
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resp, pour tout point uCTJ) , on a

prof^F :> 1 (resp. ^ 1 , resp. ï Inf(2,c+5-ô u ) ) .

Soit C la catégorie des faisceaux de modules cohérents 3 sur X
et &oit cp le fondeur de G dans C qui, à un faisceau cohérent F , associe
son complété formel $ le long de Y o On a le théorème suivant :

THEOREME 4.1.- Sous les hypothèses de 4.0, le fondeur 9 est pleinement
| fidèle.

Soient en effet F d G deux objets de C et montrons que le mor-
phisme canonique

Hom^(F,G) ——a^Hom ($,^)

est bijectif. Soit H = Hom,-^F,G) ; on a alors un isomorphisme canonique
H ^ Homg(F,G) (EGA 1 10.8.10}. De plus le morphisme canonique

H°(X,îî) ——^1^ H^X.F/^P)

est bijectif. Il suffit donc de montrer qu'i± en est de même du morpnisme

cp^ : H°(X,H)——^lm^ H^X.H/A) .

D'après le lemme 4.1.1 ci-dessous, H satisfait aux mêmes hypotnèses de pro-
fondeur que F et G . la bijectivité de (p^ résulte alors de 5.7 (resp. de
5.10, resp. de 2.10).

LEMME 4.1.1.- Soient S un schéma local noe-chérien de point fermé t , F et
: de (& -modules cohérents. Si l'on aG deux faisceaux de ^ -modules cohérents. Si l'on a

ù

prof ,G s: 1 (respo :> 2) ,

on a aussi

prof^(^omg(F,G)) ï 1 (resp, s 2) .

Soit i : S-jt} - S l'immersion canonique. L'hypothèse se traduit
par l'injectivité (resp. la bijectivité) du morphisme canonique a : G -^ i^i^G
II sffit de montrer que le morphisme canonique

Homg ( F, G )—> Hom ^ , ( i*F, i^G)

est injectif (resp. bijectif). Ce dernier s'identifie au morphisme

cp : Hom (F, G)——^Hom^F,!^.! G)

qui, à un élément u C Honig(F,G) , associe a u o L'injectivité (resp. la bijec-
tivité de cp résulte alors de celle de a «
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COROLLAIRE 4.2.- Soient S un schéma noethérien (respo un schéma local noethé-
rien) ayant localement un complexe dualisant, f : X - » S un morphisme pro-
pre (resp. soit X le complémentaire du point fermé de S) . Soient U un
ouvert de X réunion de c+1 ouverts affines sur S (c ^ 0) , Y un sous-
schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal I . Sup-
posons que U vérifie la co ndition ( Sj (E5A IV 5.7.2) et que les compo-
santes irréductibles des fibres de f soient, de dimension ^ c+2 (respo que
les composantes irréductibles de X soient de dimension ï c+2 et que S
soit complet pour la topologie I-adique). Alors la condition Lef(x,Y) de
SGA 2 X 2 est vérifiée.

Remarque 4.2.1.- Bss conséquences de la condition Lef(X»Y) ont été étudiées
dans SGA 2 X 2 . Rappelons en particulier (loc. cito X 2.6) que, si Y est con-
nexe, il en est de même de tout voisinage ouvert V de Y , et que le morphisme

7t/Y) - -^(V)

est surjectif.

Nous aurons besoin d 'un analogue, dans le cas des faisceaux formels,
du théorème 4.1. Nous nous "bornerons à l'énoncé local 4.4 ci-dessous. Démontrons
la proposition préliminaire suivante :

PROPOSITION 4.5.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t ,
ayant un complexe dualisant, I un Idéal de S , Y le sous-schéma fermé
de S défini par I . On suppose l'ouvert U = X-Y réunion de c+1 ouverts
affines (c s 0) . Soient n un entier, F un faisceau de modules cohérent
sur S tel que l'on ait

prof^F ;> n-c et prof^F s Inf(n-c,n+1-ô,u)

en tout point u£U . Alors on a

prof^("Mm^ F/A) ï n-c .

On applique 2.7 à l'immersion ouverte i : U -> S , à la partie fermée
T ={t] , et à l'entier n . Le cône du morphisme R i , ( p | u ) -* F n'est autre que
"l^m" (F/I F) ; on voit donc que le morphisme

H^(X,F)-—> H^(X,"1^ •P/I^-P)

est bijectif pour i < n-c , injectif pour i = n-c , L'hypothèse prof ,F ;s n-c
se traduit par la relation

H^(X,F) = 0 pour i < n-c .

Ceci montre que l'on a aussi

H^(X,"1^ F/A) = 0 pour i < n-c .
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PROPOSITION 4.4.- Soient S un schéma local noethérien complet, de point fer-
mé t , S' = S- f t ) , 1 et J deux idéaux de S , avec J <= 1 . Soit T

une partie fermée de v(J) telle que T H V(l) = (t[ , et soit X = S-T ,
Y = V(l) n X , Z = V(J) n X . On suppose l'ouvert U = S-Y réunion de c+1
ouverts affines et l'ouvert V = X-Z affine^ On note X le complété formel

de X le long de Y , X le complété formel de X le long de Z ,
A /% 7

p : X -* X le morphisme canonique. Soit 3; un faisceau de modules cohérent
A Z A 7sur X tel que, pour tout point x de X , pour tout point v de

Spec & , on ait
X^x

(^) pTof^ s Inf(2,c+4-dim(v}-ô x) .

Alors le morphisme canonique

H^X2,;?)——^0^,?^)

est "bijectif»

Soient x un point de $: et v un point de Spec © . Si l'on
a dimfv) s 1 , on a, d'après (^), x fx

prof^3^ ^ Inf(2,c+5-ô^x)+1-dimfv[ .

On peut alors appliquer 4.5, dans le cas c=0 , au faisceau 3 et à l'entier
n = Inf(2,c+5-ô,u) . On en déduit la relation

(^) profit"1^ 3/^30 :> Inf(2,c+3-ô^x) ,
A <7

en tout point x £ X

Nous allons appliquer 2 . 1 0 au système projectif "lim" S/J^s; et à la
partie fermée Y . Construisons un prolongement de "lim" y/^y a S' de la

façon suivante o Pour tout m<>0 , soit H le quotient de /̂J"^ par le plus
grand sous-module de support une partie fermée dont tous les points maximaux

x satisfont à la relation codim(jx) n T , ( x ) ) ^ 1 , Si x est une générisation

immédiate d'un point T de T , on a ô , x ^ Ô . T + 1 ; comme T n V(l) = (t) , on
a Ô , T as c+1 (5.2) . Par suite on a ô,x s. c+2 et, d'après (**), on a

prof^("Mm^ y/J^y.) ï 1 .

Il en résulte que les systèmes projectifs "l̂ m" H et "lim" 5/^3? sont iso-
morphes. D'autre part on a

prof^ ^ 1 ^

en tout point x tel que codim((x) n T , lx ) ) == 1 . Par suite, si j est l'im-

mersion canonique de X dans S' , le faisceau H = j^H est cohérent. Le
système projectif "Um" H est un prolongement de "lim" 3/^3? sur S* , tel
que l'on ait

prof^C'Um^ H )̂ ;> Inf(2,c+5-ô.u)

en tout point u appartenant à S' et a fortiori en tout point u C S'-Y .
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Les hypothèses de 2 . 1 0 sont donc satisfaites pour "lim" H et pour

l'entier n == c+2 . Soient i 1'immersion ouverte de S1 -Y dans S' et

i' : U H X - X sa restriction, le système projectif Ri; ("l^m^/J111;?) | (U n X))
est isomorphe à "lim" f^^/f^^ . Par suite le cône du morphisme canonique

Rii^l^ii^/J^ïîOKu n X))—^"lyn^ 5/^5

donc aussi du morphisme canonique

Ri, ("lim" H ) — — ^ "lim" H ,! «- m m — m m

n'est autre que "lim" S/I111? . D'après 2 .10 , le morphisme canonique

9 : H°(S*,Um^ H^)——^H°(S',Um^ S/I111!?)

est "bijectif. On a des isomorphismes

^(S*,!^ H )̂ ^ Um^ H°(S»,H^) ^ 1^ H°(X,I^) ^ H°(X,Um^ aF/A) .

Par suite le morphisme cp . s'identifie au morphisme canonique

H^'X^S)——^H°(î,p*3) ,

ce qui prouve que ce morphisme est 'bijectif.



C H A P I T R E II

Prolongement des hypothèses de profondeur.

Soient X un schéma noethérien, Y une partie fermée de X , X le
complété formel de X le long de Y , 5 un faisceau de modules cohérent sur
X . Les faisceaux 5 qui interviennent dans le théorème d'algébrisation ( IV
1 , 4 et 2.8) satisfont à des hypothèses de profondeur "aux points qui n'appar-
tiennent pas à Y" . La technique utilisée pour algébriser un faisceau formel
5 nécessite des hypothèses de profondeur 5 aux points fermés de Y . La pro-
position 1 . 5 ci-dessous permet de se ramner à ce cas, du moins si 3? vérifie la
condition ( S ^ ) . la réduction au cas où cette dernière condition est satisfaite
se fait par "décomposition primaire" ( 2 ) .

1 . Prolongement de la propriété d'être de Cohen-Macaulay

Les résultats de ce numéro sont "basés sur la classification des modu-

les localement libres dans le complémentaire du point fermé d'un anneau local

régulier ([8] 7.4). Démontrons d'abord le lemme suivant qui permet de se ramener

au cas d'un anneau régulier,

LEMME 1 . 1 o - Soit A un anneau local noethérien complet de dimension n , On
peut trouver un anneau local régulier complet B de dimension n+1 , un quo-
tient C de B et un homomorpnisme local, fini, injectif,

cp : C - A .

Soit k le corps résiduel de A et p^O sa caractéristique. D'après

EGA IV 19.8.6, on peut trouver un anneau de Cohen W de corps résiduel k et

un homomorphisme local

9 : W ^ A ,

induisant l'identité sur k . Soient B' = W [ [ X , , . . . , X ] ] un anneau de séries
formelles à n variables sur W et soit x ,...,x un système de paramètres

de A . Comme A est complet, on peut définir un homomorphisme local

^' : B* - A •

qui coïncide avec 9 sur W y tel que l'on ait 4;'(X.) = x. pour i C [l,n] o
Soit C l'image de (!;' et

cp : 0 - A

-^ morphisme déduit de 4;' par passage au quotient o Comme C est un anneau lo-
.̂•al noethérien complet, il suffit, pour prouver que A est fini sur C » de
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entrer que A est un C-module quasi-fini (EGA 0 7.4.5). Soit m l'idéal

maximal de C . Comme C et A ont même corps rédisuel, il suffit de montrer

que mA est un idéal de définition de A . Or mA est l'idéal engendré par

p , x ,...,x , donc contient un système de paramètreso Enfin B' est de dimen-

sion n+1 dans le cas où A est d'inégales caractéristiques ; on prend alors

B = B' . Si dim B' = n , il suffit de prendre B = B ' [ [x ] ] .

LEMME 1.2.- Soient B un anneau local régulier complet de dimension

n,X.,...,X un système régulier de paramètres de B , S le spectre de B .

Soit g : Z '-* S le schéma obtenu en faisant éclater l'idéal I=(X.,...,X ) •

Alors le schéma Z est régulière Soit r un entier ^ 1 . Posons

P = B^X^,...^)
•X-A/

et soit Q le quotient de g P par son sous-module de torsion. Alors on a

les conclusions suivantes :

1 ) Si l'on a r = 1 , Q est localement libre.

2) Si l'on a r>1 , il existe un unique point z de Z tel que Q

soit localement libre dans Z-|zl . Le point z ne dépend pas de r o Enfin

on peut trouver un système régulier de paramètres de & , z ,...,z , telZj, z i n
que l'on ait un isomorphisme

Qz ^ ̂ /^r1 ' ^•••••^ •
Le fait que Z soit régulier résulte de EGA IV 1 9 . 4 . 5 et 19 .4 .4 . On

considère la suite exacte

0——^ ©g —4. (^_^p_^0 ,

où l'on a posé 9 ( 1 ) = (X ^X.-, . . . ,X ) . On en déduit, par image inverse par g ,

la suite exacte
(b n "^^0——^-——^ (^-^gp.-^O ,

l'exactitude à gauche de cette suite résultant du fait que Ker (p est concentré

sur la fibre fermée, donc est un module de torsion.

Le & -module & ^ ( l ) n'est autre que I(̂  ; on note x,,...,x les
L L L i n

sections globales de & - ( l ) images inverses respectives de X . , . . . , X ; si
j : © _ ( 1 ) -» &- est l'image inverse de l'injection 1 -* &o , on posej : © _ ( 1 ) -» &- est l'image inverse de l'injection 1 -* &o , on pose

L L bL L b
Z. = j ( x . ) . Soit

9 = ^ ( - 1 ) - ^

le morphisme déduit, par tensorisation par & _ ( - 1 ) , du morphisme de & _ dans
u L

^(l)11 qui envoie 1 sur ( Z^ x,,x ,...,x ) et k le morphisme déduit de ju \ \ c. n
par tensoriation par ( & ^ ( - 1 ) . On a alors un diagramme commutatif

Z
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On en déduit la relation Imcp c Im6 . Comme ImO/imcp est concentré sur la fi-

bre fermée, c 'est un module de torsion. Considérons le faisceau de modules

Q * = ©r/IniQ . On va montrer que Q* est sans torsion ; il en résultera que

Q = Q' et que Q' satisfait aux conditions 1 ) et 2) de l'énoncé.' La restric-
tion Q. de Q à l'ouvert D (x . ) est le quotient de ^n par l'élément

(Z3"'" x /x^,x /x^,....,x /x.) . Pour j>1 , Q. est libre et1!! en est de même

pour i=1 si l'on a r=1 , d'où 1 ) . Considérons enfin Q dans le cas r>1 .

L'idéal de l'anneau des sections glo"bales de D (x ) , engendré par

Z, , Xç/x ,...,x /x , est maximal. Par suite il y a un seul point z C D^x )

où Q n'est pas libre. Comme dim &- == n , les éléments Z, ,x^/x,, .,.pc /x.,i Zi » z \ d \ n- T
forment un système régulier de paramètres de l'anneau local &- , d'où 2).Z, z

PROPOSITION 1.5. - Soit A un anneau local régulier complet de dimension n;>5 .

Soit M un A-module de type fini, de profondeur ^ n-1 , tel que F = M

soit localement libre dans le complémentaire du point fermé de Spec A o Alors

on peut trouver un éclatement f : X — Spec A d'un idéal primaire de A ,
tel que X soit régulier et tel que le quotient de f-^F par sons sous-module

de torsion soit localement libre.

1 ) Cas où A est un anneau d'égales caractéristiques.

Si k est le corps résiduel de A , on a un isomorphisme

A ^ k[[X^...,X^]]

(EGA IV 19 .6 .4 ) . Comme on a prof M s n-1 , donc dim.proj.M ^ 1 (EGA IV 17.5.

4), on peut trouver des modules libres de type fini L et .L • •• et une suite
exacte

(*) 0 - 1^ - 1^ - M - 0 .

Comme M est localement libre dans le complémentaire du point fermé de Spec A ,

Ext (M,A) est un module de longueur finie ; si m est l'idéal maximal de A ,

on peut donc trouver un entier r tel que l'on ait

(^) ïï? Ext^(M,A) = 0 .

Définissons un morphisme de k-algèbres

4. : B = [[X^,...,Xj] - A

en posant 4;(X^) = X^ pour 1s:is;n . Le morphisme (p est fini, injectif et A
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est un B-module libre. Soient S = Spec A , R = Spec B , et soient s le
point fermé de S , t le point fermé de B et 9 : S - R le morphisme déduit
de 4, . Si N = Mr^-i et si G == îî , on a G = cp^p , la restriction de G à
l'ouvert R-itJ est localement libre et I1on a

prof-N = prof.M ï n-1
-D A

(EGA IV 6.4.2).

D'après le lemme 1 . 5 . 1 ci-dessous, on a un isomorphisme

i : Ext^(N,B) ^ Ext^(M,A)r n o

Si n est l'idéal maximal de B , la relation (**) entraîne alors la relation

n Ext-^N.B) = 0 .
J3

Cela revient à dire que Ext (N,B) est un module sur le corps résiduel k de
B ; si 1 est sa longueur, on a un isomorphisme

Ext^(N,B) ^ k1 .

Soit P = B /(X^,. , . ,X^) ; d'après le lemme 1 . 5 . 2 ci-dessous, on a un isomor-
phisme

Ext^P^B) ^ k1 .

On peut donc appliquer [8] 7.4 à N et à P1 . On note que N et P1 sont
reflexifs et que l'on a un isomorphisme

Ext^(N,B) ^ Ext^P^B) .

D'après loc. cit,, on peut trouver des entiers m et m' ï 0 , tels que l'on
ait un isomorphisme N^OB"1 ^ P CB111* , d'où un isomorphisme

W^pW1' .

Soit g : Z -> R le schéma obtenu en faisant éclater l'idéal maximal n . D'après
1.2. , Z est régulier et le quotient de g*? par son sous-module de torsion

est localement libre ; il en est donc de même du quotient de g*G par son sous-
module de torsion.

On considère alors le carré cartésien

X e „ 2

'! -l^ 9 ^
S ——————^ R .

Comme cp est fidèlement plat, X se déduit de S en faisant éclater l'idéal
cp (?i) . Comme y est fini, on a un isormorphisme canonique

g^p ̂  e^f*p .
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Si T (resp. T ' ) désigne le sous-module de torsion de f*F (resp. de g*<p.,P) ,

on a un isomorphisme 6^T ^ T* car 6 est fini, surjectif. Par suite on a

e^(f*F/T) ^ g^F/T» .

Conime g*cp^P/T' est localement libre, il en est de même de f*F/T .

2) Cas où A est un anneau dTinégales caractéristiques.

Soient k le corps résiduel de A , p sa caractéristique. On peut

trouver un anneau de Cohen W , un homomorphisme local, fini, injectif, qui in-
duit un isomorphisme sur les corps résiduels,

(p* : A* = W[[X^... ,^^]] - A

(EGA IY 19.8.8 (ii)). Comme A est régulier, A est un A1-module de Cohen-
Macaulay donc est libre sur A* . Si m est l'idéal maximal de A , on voit,
comme dans 1 ) , qu'il existe un entier r tel que l'on ait

ïï^ Ext.(M,A) = 0 .

Considérons le morphisme de W-algèbres

4/" : B = W[[X^...,X^.^]] - A'

défini par (p"(X.) = X. et posons <\> = ^' 4»'' . Si N = Mr , i , on a un isomor-
phisme

Ext^(M,A)^-j ^ Ext^(N,B) ;

par suite, si îî est l'idéal engendré par pT,X.,•..,X , on a

SI Ext-^N.B) = 0 .
ÎS

Ceci montre que Ext-(N,B) est un module de torsion de type fini sur W •
D'après le théorème de structure des modules de torsion de type fini sur les

anneaux principaux ([5] Algèbre ch. VII § 4 no 2), on peut trouver des entiers
r ï ... ï r tels que l'on ait un isomorphisme

. r, r
Ext ' (N ,B) ^ W/p '® ... © W/p m .

r
Si l'on pose P. = B^Cp ^X,,...^ _,) , il résulte de 1 .5 .2 ci-dessous que
l'on a un isomorphisme

Ext^,B) ^ W/p i .

Par suite, si P = © P. , on a un isomorphisme
1^i^m 1

Ext^(P,B) ̂  Ext^(N,B) .

D'après [8] 7.4» on peut trouver des entiers m et m^O tels que l̂ n ait un
isomorphisme

N ® B"1 - P ® ̂  .
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Soit f : X -+ R le schéma obtenu en faisant éclater l'idéal maximal de B .
D'après 1 .2 , X est régulier, le quotient de f-^P par son sous-module de tor-

sion est localement libre en dehors d'un point fermé x , on peut trouver des
éléments x ,...,x de & tels que p,x,,...,x forment un système

l n— | A,-A. i. •• ' • n— 1
régulier de paramètres de © et que l'on ait un isomorphisme^ -x-.x

(f*p) ^ e ^/(p111 ,x ,...,x ) .
Kî m x?x 1 II-1

On fait de nouveau éclater l'idéal maximal de & ; au bout de r. opéra-X,x i
fions, on obtient un éclatement d'un idéal primaire de R (EGA III 2 . 5 o 6 ) ,

g : Z - R ,

tel que Z soit régulier et tel que le quotient de g-x-p par son sous-module

de torsion soit localement libre ; il en est alors de même du quotient de g-^-N

par son sous-module de torsion. la démonstration s'échève comme dans 1 ) .

LE1VÎME 1 . 5 . 1 . - Soient R et S deux schémas locaux noethériens réguliers,

cp : S -- R un morphisme fini, F un faisceau de modules cohérent sur S .
Pour tout i C N , on a des isomorphismes

cp^(Extg(F,(^)) ^ Ext^((p^P,^) .

Comme R et S sont réguliers, & et &_ sont des complexes dua-
K ù ,

lisants sur R et S respectivement et l'on a un isomorphisme œ ( & ^ &
R """ S

D'après le théorème de dualité pour un morphisme fini ([6] III 6.7), on a un
isomorphisme

R (p^RSomg(î'»<ï)'^) r: RHofligCR <p^P><^) .

Le lemme résulte de cet isomorphisme, compte tenu du fait que le fondeur cp.,
est exact.

LEMME 1.5.2.- Soient B un anneau intègre, X , , . . . , X des éléments non nuls

de B , et soit P le B-module B^X, , ... , X ) . Alors on a, un isomorphis-
me

Ext^OP.B) ^ B/ (X^ , . . . ,X^) .

On considère la suite exacte de B-modules

O - B ^ B ^ - P - O ,

où i est l'injection définie par i(1) = (X , . . . ,X ) . On en déduit, en ap-

pliquant le fondeur Hom , la suite exacte

Hom (B^B)——sL^ HODL(B,B)—^Ext-^PyB)——^0 .
B -D -b
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Si ^^K^ es^ 1s' "base duale de la base canonique de B11 , j ( e . ) est
l'homothétie de B de rapport X. . Cela prouve que Ext 'C?^) est isomorphel -B
au quotient de B par l'idéal engendré par X, , . . . ,X

PROPOSITION 1.4.- Soit S un schéma local immersible dans un schéma régulière
On suppose S équidimensionnel de dimension n^5 . Soient t le point fer-
mé de S , U = S-{ t l et soit F un faisceau de oc-modules cohérent de

ù

support S , vérifiant la propriété (S ) (EGA IV 5 .7o2 ) . Alors on peut
trouver un morphisme propre f : X — S et un faisceau f-ample L , tels
que les propriétés suivantes soient satisfaites :

a) Le morphisme f induit un isomorphisme f (u) ^ U et L / f ~ ^ ( u )
est isomorphe à 0 .

"b) Le faisceau f-^-F est de Cohen-Macaulay.

c) Toutes les composantes irréductibles de X sont de dimension n .

1) Cas où S est un schéma local complet.

D'après 1 o 1 , on peut trouver un schéma local régulier complet R de
dimension n+1 , un sous-schéma fermé S' de R et un morphisme local, fini,
surjectif, i : S — S' . Soient j : S' — R l'immersion canonique, k = ji .
Ecrivons k^F comme quotient d 'un <& -Module libre L , d ' où une suite
exacte

(*) 0 -^ K -» L -+ k^F - 0 .

la. restriction de K au complémentaire du point fermé s de R est localement
libre. Soient en effet x un point de S distinct de t et y = k(x) . On a,
par hypothèse,

prof^F = dim 0^ = dim Og. ̂ ^ = dim 0^-1 .

D'après EGA IV 16 .4 .8 et 17.5.4, on a

prof K = dim 0 ;

cette relation montre que K est localement libre en tout point k(x) , x ^ t ;
il en est de même en un point qui n'appartient pas à l'image de k car, en un
tel point, k^F = 0 o

D'après 1 . 5 , on peut trouver un éclatement g : Z -- R d'un idéal pri-
maire I de 0 tel que Z soit régulier et le quotient de g k K par son
sous-module de torsion localement libre. On considère le diagramme cartésien
suivant :

X m > Z

4 . 4
S ——k. >R
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Si V est le complémentaire du point fermé de R , le morphisme g induit un

isomorphisme g (V) ^ V ; le morphisme k étant fini, on a k~ (k(t)) == t ,
et par suite f induit un isomorphisme f (u) ^ U • Le faisceau H = g*I est
un faisceau g-ample (EGA II 8.1.7) ; si l'on pose L = m*H , le faisceau L
est un faisceau f-ample tel que l'on ait

Lif'^dJ) ^ ̂  ,
d'où la condition a).

La partie fermée k(S) est définie par l'annulation d'une section
globale de R ; il en est donc de même de m(x) et, comme Z est de Cohe.n-
Mâcaulay, les composantes irréductibles de m(x) sont de dimension n . Il en
est donc de même des composantes irréductibles de X > d'où la condition c),

On déduit de (*) la suite exacte

g*K—^g^—^g^P—^0 .

Comme le noyau de a est concentré sur la fibre fermée de g , l'image L, de
•x- '

a n'est autre que le quotient de g K par son sous-module de torsion donc est
localement libre. Comme 2 est régulier de dimension n+1 , il en résulte que

•x- •)(• "x"
g k^P vérifie (S ) . On a un isomorphisme g k^P ^ m^f P et le support de ce
faisceau est de dimension n ; par suite m^f P , donc aussi f P est de

Cohen-Màcaulay.

2) Cas Général.

Soient ê le complété de S , (p : S -^ S le morphisme canonique,
UA l'image inverse de U dans S • Les hypothèses sont conservées quand on

S ^
remplace S par S et P par cp*P car S est formellement équidimensionnel
(EGA IV 7 . 1 . 1 0 ) et cp de Cohen-Màcaulay ([6] V 1 0 ) . D'après 1 ) , on peut trouver

A A A A — 1 /un morphisme propre f : X —• S > induisant un isomorphisme f (Uç) tv U^ y un
A ^ ^.A«1 b "- b

faisceau f-ample L tel que l'on ait un isomorphisme Ljf (<&TTA) ^ ^TTA » ^e^s

S S
que f cp P soit dé Cohen-Màcaulay. D'après 1 . 6 ci-dessous, • f '• provient par
image inverse par (p d'un morphisme propre f : X — S tel que f~ (u) ^ U et
L est image inverse d'un faisceau f-ample L tel que Ij|U^ ^r-r • Comme le
morphisme <p est fidèlement plat, f^P est de Cohen-Màcaulay (EGA iy 6.4.2),

LEMME 1 . 6 o - Soient S un schéma local noethérien de point fermé 1 , 1 1 = = S- i t î»
S le complété de S , y : S -* S le morphisme canonique, U^ = cp~ (U) •

^ A. .A °
Soient f : X -*• S un morpnisme propre, induisant un isomorphisme
f'^Ug) ~ UA , î un faisceau î-ample tel que l'on ait îlf''1^) - ^-,. .S - S S - Ug
Alors on peut trouver un morphisme propre f : X —• S et un S-isomorpnisme
A A A
X ~ X x-,S , un faisceau f-ample L dont l'image inverse sur X soit iso-

"~ A 1
morphe à L e De plus f induit un isomorphisme f~ (U) ^ U et L|u est

isomorphe à &,, ,
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-/s ^ ^(SînSi l'on pose S == ® f̂ Ii , on a un isomorphisme
n2;o

A ^
r : X -c^-proj S

(EGA II 4.6.5 et 5.4.4). D'après [2] 2.6, on peut trouver, pour chaque n^O ,
un ^--Module cohérent M , un isomorphisme i : M |U ~ ^y et un isomorphismeA / ' / ' i o » ^ " n n ""'"' A
du complété M ^ f^L . On voit de même que

S = C M
n^O n

est muni d'une structure de &-Algèbre graduée telle que § ® S soit isomorphe
/. ù ù

à § . Si l'on pose X = Proj S , on a

A A

XX S ^ Proj §

(EGA II 2.8.10). Soit (p : X -* X la projection canonique. Si ~L = ^,r( 1 ) , on a
•x- ^

des isomorphismes <\> L ^ &v(l) ^ L (EGA II 4.6.5.1) . D'après EGA IV 2,7.1 et
"~ —i

2.7.2, le morphisme f est propre ; il induit un isomorphisme f~ (u) ^ U ; le

faisceau L est f-ample tel que l'on ait L|u ̂  &„. .

2. "Décomposition primaire" des faisceaux formels cohérents

2 . 1 . - Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini ; il
existe un unique sous-A-module N de M dont le support ne contient aucun
point maximal du support de M , tel que M/N n'ait pas de composantes immer-
gées o II existe en effet un plus grand sous-module N de M dont le support
ne contient aucun point maximal du support de M . Montrons que H/N n'a pas
de composantes immergées. Si x est un point de Spec A associé à ^ M/N , il
existe un sous-module ? de M/N , de support (x'I ; l'image inverse P de
"p dans M est un sous-module contenant strictement N ; vu la définition de
N , cela entraîne que x est un point maximal du support de M , d'où le fait
que M/N n'a pas de composantes immergées.

On dit dans ce qui suit que N est le sous-module immergé de M .

T.EMMR 2 . 1 . 1 . - Soient A — B un morphisme plat d'anneaux noethériens. Si M est
est un A-module de type fini, N le sous-module immergé de M , et si les
fibres du morphisme f : Spec B -- Spec A vérifient la propriété ( S , ) ,
N <8>.B est le sous-module immergé de M ®.B' o Inversement, supposons f fi-
dèlement plat et soit N un sous-module de M tel que N 8».B soit le sous-

module immergé de M 8>.B . Alors N est le sous-module immergé de M .

Soit en effet S (resp. S') le support de M (resp. de N ) . Le sup-

port de M <8>.B (resp, de N <8>.B) est f'^S) (resp. f'^S')) o Un point maxi-
4 A A

mal de f~ (S) se projette en un point maximal de S (EGA IV 2.5.4). Par suite
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f ( S * ) ne contient aucun point maximal de f (S) . Le sous-module immergé de
M <8>.B est alors N igi.B car M <8).B/N ®.B n'a pas de composantes immergées
(EGA IV 6.4.1). Inversement, si N <8>.B est le sous-module immergé de M ®.B ,
M/N n 'a pas de composantes immergées d'après loc. cit. et le support de N ne
contient aucun point maximal du support de M ; N est donc le sous-module im-
mergé de M .

2.1.2.- Soient X un schéma formel localement noethérien, 5 un faisceau de
modules cohérent sur X . Si V est un ouvert affine de X , on note X le
schéma Spec F(V,& ) , 'S- le faisceau de & -modules r(v,3t)~ , etc. Si W

"V
est un ouvert affine tel que W c V , le morphisme de restriction
r(v,& ) -- r(W,(^) permet de définir un morphismeli X

fv,v '• ^ -* \ •
.̂

On a un isomorphisme canonique cp,- n/ïî-y) ^ 3^ • De même, pour tout point x£V ,
on a un morphisme canonique

^v : spec ^x - \

et la fibre 3; de 3 en x est canoniquement isomorphe à œ— (ïî-rr) • L®8
x V , x v

morphismes œ et cp- sont plats ([4] ch. III § 5 th. 1).
V , X V , W

Sup.posons que V puisse se réaliser comme sous-schéma fermé d'un
schéma régulier. D'après [6] ch. V § 10 , les fibres formelles d'un schéma local
régulier sont de Cohen-Mac aulay ; il en résulte, compte tenu de EGA IV 6.6.1,
que les morphismes cp et m sont de Cohen-Macaulay.

V , W V , X

PROPOSITION 2.2.- Soit X un schéma formel localement noethérien, localement
immersibie dans un schéma formel régulier. Soit 5 un faisceau de modules
cohérent sur X • Alors il existe un unique sous-faisceau Q de 5 tel
que, pour tout ouvert affine V de X , Q,,. soit le sous-faisceau immergé
de 3î . On dira que Q est le sous-faisceau immergé de y- .

Soit (V ) Ç A un recouvrement de X par des ouverts affines- V tel
que chaque V soit un sous-schéma formel d 'un schéma formel affine-régulier.
Chaque X,, est un sous-schéma fermé d'un schéma régulier ; donc, si V est un

a
ouvert affine contenu dans V , le morphisme cp,,. ~ est de Oohen-Màcaulay

(2.1.2) . Soit Q le sous-faisceau immergé de ^ ; d'après 2.1.1,
a.'

•arv. n
cp- -Q-y. est le sous-faisceau immergé de 3?.,. • Par suite les Q se recollent

et définissent un faisceau Q qui a la propriété cherchée.
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PROPOSITION 2o5.- Soit X un schéma formel localement noethérien, localement
immersible dans un schéma formel régulier. Soit 5 un faisceau de modules
cohérent sur X • On peut trouver un ensemble fini de faisceaux cohérents
( 3 . ) . et un monomorphisme

3 —^ -C 3_ ,
ô î n

tels que la condition suivante soit satisfaite :
Pour tout ouvert affine V de X , 3 . , , n'a pas de composantes immer-

gées et a pour seuls points associés des points associés à 3? .

Soit Q le sous-faisceau immergé de 3? et G l'annulateur de Q, .
On peut trouver un entier p>0 tel que l'on ait

Q n G30 5 = 0 .
On se ramène en effet au cas où X est un schéma formel affine Spf A ; ÎF est
alors de la forme MT , où M est un A-module de type fini (EGA 1 1 0 . 1 0 . 5 ) , et
l'assertion résulte du lemme d'Artin-Riesz, appliqué à M . On a alors un mor-
phisme injectif

f : 3 -» 5/Q C iî/Ĝ  .
Soient 5 = 3/Q , 3?' = ̂ /G '3 o Pour tout ouvert affine V . de X , Q est le
sous-faisceau immergé de y ; par suite 5 = 3^-/Q,,- n'a pas de composantes
immergées et a pour seuls points associés des points maximaux du supporx de y .
Un point maximal du support de 3' est un point maximal du support de Q donc
est associé à 3; , Soit Q le sous-faisceau immergé de 5' , 3; = ï'/Q y G
l'annulateur de Q et p un entier tel que le morphisme canonique

g : 5' -» 3 . C ïî'/G ̂
soit injectif. Le faisceau 3?. n'a pas de composantes immergées et les points
associés à y sont aussi associés à y quel que soit l'ouvert affine V de
X . De plus il existe un plus grand sous-module 3; 1 de 3'/G 3̂  tel que, pour
tout ouvert affine V de X , 5 ' , , soit le plus grand sous-module de

p
(3!t/G '* 3^) dont le suppor-c a pour seuls points maximaux des points associés
à ^ . Cette dernière condition entraîne que le morphisme

P.
5 - 3Q © 3̂  C 3̂ /Ĝ  3̂  ,

déduit de f et g , se factorise en un monomorphisme
5 - SQ © 3? ® 3' .

On peut alors recommencer pour, 31* la construction faite pour 3̂  , Si n est
le plus grand entier tel qu'il existe un ouvert affine V de X et une suite"
de points x ^ , x ^ , . . . , x ^ , associé à 3̂ . , tels que x C |x^) pour Os;i^n-1 ,
on obtient, après n opérations comme ci-dessus, des faisceaux 3i. qui satis-
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font aux conditions de l'énoncé et un monomorphisme
5 - 3̂  C 3̂  © . . . ® 3̂  .

DËFINITION 2.4.- Soit X un schéma formel localement noethérien. On dit qu'un
faisceau de modules cohérent 5 sur X vérifie la condition ( S ) (resp,
est de Cohen-Macaulay) s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes
(EGA IV 6 . 4 . 1 ) :

( i ) Pour tout ouvert affine V de X , y vérifie la condition (S )
(resp. est de Cohen-Macaulay).

(ii) Pour tout point x€X , le faisceau 5 vérifie la condition ( S )
(resp. est de Cohen-Macaulay).

PROPOSITION 2.4o1o- Soit X un schéma formel localement noethérien, localement
immersibie dans un schéma formel réguliero Si 5 est un faisceau de modules
cohérent sur X , l'ensemble des points x de X où 3; vérifie ( S ) est
un ouvert de X

Soit (^^ÇA un recouvrement de X par des ouverts affines V ,
tels que, pour tout a€A , X^. puisse se plonger dans un schéma régulière Soit

a
Û  l'ensemble des points de X-y où 5 vérifie ( S ) . D'après EGA IV 6 . 1 1 o 2 ,
l'ensemble Û  est ouvert dans X- o Par suite l'image Z de U dans X
est un ouvert, la proposition en résulte, l'ensemble .des points où 5 vérifie
( S ) n'étant autre que la réunion des Z

Notons qu'un faisceau formel cohérent vérifie la condition ( S ) si et
seulement si son sous-faisceau immergé ( 2 . 2 ) est trivial. la proposition ci-des-
sous montre que l'on peut plonger un faisceau formel cohérent, vérifiant ( S ) ,
dans un faisceau formel cohérent vérifiant ( S - ) .

PROPOSITION 2.5.- Soit X un schéma formel localement noethérien, localement
immersible dans un schéma formel régulier et soit 3; un faisceau de modules
cohérejit sur X , vérifiant ( S ) . Si V est un ouvert affine de X , on
note Z- l'ensemble des points x du support de 7 tels que dim 3; :>2o
Alors on peut trouver un faisceau de (& -modules cohérent Q , vérifiant
( S ç ) , un monomorphisme

;? - Q ,
tels que, pour tout ouvert affine V de X , Ç soit la. Z» clôture de
3?y (EGA IV 5 . 9 ) .

Si V est un ouvert affine de X , on note 3;' la 7. -clôture de
!?„. . Soit (V ) r '[m recouvrement de X par des ouverts affines V , tel que
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chaque I se plonge dans un schéma régulier. Si V est contenu dans l'un
a

des V^ , le faisceau ;?„ est cohérent (EGA IV 5 . 1 1 . 1 ) et vérifie (S.) (EGA
IV 5 . 1 0 . 1 5 ) o Comme 3^ vérifie (S ), le morphisme canonique

3y - H

est injectif (EGA IV 5.9 •8). Pour tout ouvert V c V , on a un isomorphisme
canonique

^(^) r: 3,
(EGA IV 5.9.4) et on en déduit que les gî_ se recollent en un faisceau Q .

a
Pour tout ouvert affine V de X , Q,, est de profondeur ^ 1 en tout point de

2^. (EGA IV 6 .4 .1) ; par suite Q .̂ est Z^-clôs (EGA IV 5.10.2) ; comme Q est
isomorphe à y en dehors de Z,, , (L, est la Z-clôture de 3> .

COROLLAIRE 2.6.- Soit X un schéma formel noethérien, localement immersi'ble

dans un schéma formel régulier et soit 5 un faisceau de modules cohérent

sur X . Alors on peut trouver des faisceaux formels cohérents 5. , Osîi^n ,
un monomorphisme

5 -» ® 3. ,
o^i^n

tels que, pour O î̂ n , la condition suivante soit satisfaite :

Le faisceau 5- vérifie (S?) et, pour tout ouvert affine V de X ,
tout point associé à 3;. est associé à 3? .

COROLLAIRE 2.7.- Soient X un schéma noethérien, localement immersibie dans un
schéma régulier, Y une partie fermée de X , X le complété formel de X le
long de Y , 5 un faisceau de modules cohérent sur X • On suppose que 3;
vérifie (S.) et que son annulateur est le complété formel SI d'un faisceau
d'idéaux si de <& . Soient x ,...,x les points maximaux de V(îl) . OnA i n i
peut trouver des faisceaux de modules cohérents 3?. , O î̂ n , un-monomorphis-
me

3î - C 3?. ,
o^i^n

tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

a) 3^ vérifie (S?) .

h) L'annulateur de 3^ est le complété formel d'un idéal SI. de 6
tel que V(si^) = (x^) .

On peut suppose que X = V(îl) . Soit (V ) c» un recouvrement de Xoc octA
par des ouverts affines V , immersibles dans des schémas réguliers. Si V est
un ouvert de X , contenu dans l'un des V y le morphisme canonique
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f : H - V

est plat et vérifie la condition (S. ) ; par suite, pour tout o^i^n , les points
--1 — i

de f (x. ) associés à 3F sont les points maximaux de f (x. ) (EGA IV 5.5.
— i

1 ) . Soient x. ,...,x. les points maximaux de f (x. ) et posons

Z_y = -il Spec (̂
lv l̂ p ^ij

A
Soit g.,- : Z.-„.-'• X^ le morphisme canonique. On définit 3!. comme l'image du

morphisme canonique

* l \
îV : ^V "' îV- îV î

Le morphisme

a^ 'l^n3^

déduit des a. est un monomorphisme ; son noyau est en effet un sous-module

de 3;̂  dont le support ne contient aucun point maximal de X^ ; 3^ n'ayant

pas de composantes immergées, ce noyau''est nul. De plus ^.^ n'a pas de compo-^ iv
santés immergées car il en est ainsi de g.^g.^Cs1.^) .

IV IV l̂
' A A

Soit maintenant W un ouvert affine contenu dans V , cp : X^ -* Xç le

morphisme canonique ; soient T. l'image inverse de Z. par cp et

h. : T. -* X,̂  la projection canonique. Le morphisme de Z. dans X,̂  se facto-
1 1 W lW W

rise à travers T. et son image est 1'ensemble des points maximaux de T. .
^" -x- -x- ~^~

Comme cp est plat et comme cp 3'^ = S^ , le morphisme cp (o-Tr) s'identifie au

morpnisme canonique

\ •• ̂  - \*\^ •
Le noyau de b. est alors égal au noyau de a. . En effet, ^ n'ayant pas

1 1 VV W
de composantes immergées, une section de 3^ » nulle aux points maximaux dew
T. , est nulle sur T. . Ceci prouve que, pour tout o^i^n , on a un isomorphis-

me canonique

(3iÇ) 2: 3^

On en déduit que les 3;.^ se recollent;. Ils définissent un faisceau 3?. . qui

vérifie (S,) , dont l'annulateur est l'idéal des sections de ©^ nulles au-des-

sus de x. . De plus on a un monomorpnisme

3? -> C 3?i •
o^i^n

L'existence de faisceaux 5. vérifiant de plus (S^) se déduit alors de 2 . 5 o
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5. Profondeur et faisceaux formels

5.1.- Soient X un schéma localement noetherien, Y une partie fermée de

X , X le complété formel de X le long de Y , i : î -^ X le morphisme cano-

nique. pour tout ouvert affine V de X (resp. pour tout point x de X ) ,
on considère le morphisme canonique

3 •• Xy = Spec r(^,^) - V ^resp, le : x^ = Spec ^ ^ - Spec ^ ̂ J ,

Si U est un ouvert de X , on note U (respo U^) l'image inverse de l'ouvert

U n V par j (respo l'image inverse de U./ \ par k) .

Les faisceaux formels considérés dans IV satisfont à des hypothèses de

profondeur aux points de (X-Y)^. . Ces conditions peuvent s'exprimer sous les
formes équivalentes de 5 . 1 . 1 .

Soient Z un schéma local noetherien équidimentionnel caténaire, de

point fermé y , R un schéma noetherien tel que g^gCy) = y , g : Z -• R un
morphisme plat , F un faisceau de modules cohérent sur R . Soient u un

point maximal de R , v un point de Z tel que g(v) = u , x = g(y) . Qn a
alors

codim( (x j , (ïïj ) = dim Z = dim &- „ + codim( [J] , |v) ) .
Zl.V

On déduit alors de EGA IV 6.5.1 l'inégalité

(*) codim((5'l, j v [ ) + prof^(g^F) ^ prof^P + codim( {x ) , {u( ) .

De plus, si les fibres de g sont de Cohen-Macaulay, l'inégalité (^) est une
égalité.

PROPOSITION 5 . 1 . 1 . - Soient X un schéma localement noetherien, localement im-

mersibie dans un schéma régulier, X. une partie de X o Soit Y une partie

fermée de X et notons X le complété formel de X le long de Y . Etant

donnés un faisceau de modules cohérent 5 sur X , un ouvert U de X et

un entier n , les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout ouvert affine V de X , pour tout point x de 'V se

projetant dans X, et pour toute générisation u de x dans X^ , apparte-
nant à U^ , on a

prof^ ï n-codim((x},lu'[) ,

où (u) et (x) désignent les adhérences respectives de u et x dans X^ .

(ii) Analogue à (i) mais en se bornant à un ensemble d'ouverts, immer-
sibles dans des schémas réguliers, qui recouvrent X .

(iii) Pour tout point x de î se projetant dans X. , pour tout point
u de Spec (̂  qui appartient à U , on a•À..X x

prof 5 s; n-dim(u') .
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(dimfïï) désigne l* adhérence de u dans Spec ^A ) ,X,x
Si 5 est le complété formel d'un faisceau de modules cohérent P

sur X y les conditions précédentes sont équivalentes à la suivante :

(iv) pour tout point x € Y H X , pour toute générisation u de x
appartenant à U , on a

prof^y ï n-codim(( î [ , ( ï ï j ) .

Il suffit en effet d'appliquer la relation (*), R désignant, suivant
les cas, l'ouvert V , l'anneau local X ou le schéma X et Z le complété
de l'anneau local en x d 'un sous-schéma fermé d'espace sous-jacent (H) .

COROLLAIRE 5.1.2.- Soient S un schéma localement noethérien, localement immer-
sible dans un schéma régulier, S une partie de S , f : X -* S un morphis-
me de type fini, Y une partie fermée de X , U = X - Y . Soit p : Z -^ X
un morphisme propre tel que p^dJ) soit isomorphe à U . On note X (resp.
Z) le complété formel de X le long de Y (resp. le complété formel de Z
le long de p (Y)) , p : Z -> X le morphisme canonique. Soit 5 un faisceau
de modules cohérent sur X . Alors 5 satisfait aux conditions équivalentes
5.1.1 si et seulement si il en est de même de p^S; (relativement au morphisme
fp) .

Soit V un ouvert affine de X ; posons W = Xçx Z et notons q la
projection canonique de W sur Xç. î le complété formel de W le long de
P (Y) n W n'est autre que p~ (v)^ et l'on a un isomorphisme

(q^y)^ :T Î^IP" (VÏ , II suffit donc de montrer que, pour tout W tel que
précédemment, q*^ satisfait à la condition (iv) dé 5 . 1 . 1 si et seulement si
il1 en est ainsi de a?^ . Soient z un point de W H Y et x = p(z) . Pour que
z soit fermé dans sa fibrz au-dessus de sCS , il faut et il suffit que z
soit fermé dans sa fibre au-dessus de x et que x soit fermé dans sa fibre

au-dessus de s . Si v€W est une générisation d'un tel point z et u sa
projection sur î^ , on a

codim({i(,)v't) = codim( f x ) , (ïï[ ) .

Si de plus u € Uç , on a

prof^ = prof^(q*a^)

car la restriction de q à U^ est un isomorphismeo La relation

prof^ ^ n-codim( (x1 ) , (ïï) )

3st donc équivalente à la relation

prof^(q*3^) ï n-codim( (i), {^}) .
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Donnons maintenant une proposition qui permettra de ramener l'algé'bri-

sation d'un faisceau formel à celle de sa restriction à un ouvert convenable.

PROPOSITION 5.2.- Soient X un schéma noethérien localement immersi'ble dans un

schéma régulier, Z et Y des parties fermées de X telles que ^Y •

Notons W l'ouvert X-S et i : W - * X l'immersion ouverte canonique. Soit
P un faisceau de modules cohérent sur W . On suppose que les conditions

suivantes sont satisfaites :

a) Y est défini localement par l'annulation d'un élément non divi-

seur de zéro dans F .

t) Pour tout point x de W tel que codim( (iFjdZ, (x^ ) = = 1 , on a

prof F ^ 2 .

Soit X (resp. W , resp. F ) le complété formel de X. (resp. W , resp. F ) le

long de Y (resp. le long de Y D W , resp. le long de Y ) , et soit

î : W -» X le morphisme déduit de i . Alors î F est cohérent et le mor-

phisme canonique

a : (i,Fr - V
4

est "bijectif.

Les hypothèses de profondeur sur F entraînent que î F et R î F

sont cohérents (SGA 2 VIII 2.2). La question étant locale sur X , on peut sup-
poser Y défini par l'annulation d'une section globale de (& qui est non di-

A.

viseur de zéro dans î F (EG-A IV 5 . 1 . 1 5 ) . Le fait que a soit "bijectif résulte

alors de SGA 2 IX 1.2 .

COROLLAIRE 5»5<-- ^3S notations sont celles de 5.2. On se donne un faisceau de
^

modules cohérent 3? sur X et on suppose satisfaites les conditions sui-
vantes :

a) Y est défini localement par l'annulation d'un élément de (̂  , non
X

diviseur de zéro dans 3? .

"b) 5 vérifie la condition (S^) (il 2.4).

c) Pour tout point x de Z , toutes les composantes irréducti'bles

de Sup 5 D Spec ©A sont de dimension s 5 •
-A.) X

^ A
Alors le morphisme canonique 5 -» î i*3i est bijectif.

Si I est un idéal définissant Y , on peut supposer que X est un
schéma affine, complet pour la topologie I-adique., On peut alors trouver un

faiscea'J. cohérent F sur X et un isomorphisme F ^_ 5 (EGA I 1 0 . 1 0 ) . Comme
3; vérifie (S^), il en est de même de F . D'après c), on a

prof^F ï 2 ,
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en tout point x€W tel que codim(|ï}nZ,jï) ) = 1 • De plus le morphisme cano-

nique F - i^i^F ©st Toijectif car on a prof F ï 2 . Le corollaire résulte donc

de 5.2.



C H A P I T R E III

Théorèmes de finitude et théorèmes d'existence.

La démonstration des théorèmes fondamentaux du chapitre IV est "basée

sur les énoncés 2.2 et 2.5 ci-dessous qui donnent des conditions sous lesquelles

une image directe d'un faisceau formel cohérent est cohérente. Ce sont des for-

mes techniques de SGA 2 IX 2. Ils se déduisent de théorèmes de finitude (no 1 )

qui généralisent SGA 2 VIII 2.1 et XII 1 . 4 .

1 o Théorèmes de finitude

THEOREME 1 . 1 . - Considérons un diagramme commutatif

où S' est un schéma noethérien localement immersi'ble dans un schéma régu-

lier de dimension finie, f un morphisme propre, i une immersion ouverte

et posons T = S'-S . Soient L un faisceau f-ample, P un complexe de

faisceaux de modules sur X , à cohomologie cohérente "bornée, k un entier.

Si n est un entier, on pose F(n) = F <» L n . Supposons que, pour tout

point s£S tel que l'on ait codim(jïïInT,(ïï) ) = 1 , et pour tout point fer-

mé x de la fi'bre f" (s) , on ait

H^F) = 0

Alors il existe un entier n tel que, pour n ï n » le faisceau

R g^.(î'(-ïi)) soit cohérent.

On peut supposer S' régulier. Soit K' le complexe dualisant sur

S' tel que K° = <&.,, , K1 = 0 pour î  0 , et soit K = K * | S . D'après [6]b ,
VI 5.5» le complexe M = f 'K est un complexe dualisant sur X . Si x est un

point fermé de la fi'bre f'^s) et si l'on pose d(s) = dim (&- . , M[d(s)] est
b, S

normalisé au point x [6] V 7.1 et VI 5.4). Soit n un entier et soit G le

faisceau F(-n) . Appliquons le théorème de dualité locale ([6] V 6.5) au loca-

lisé G- de G- en x ; si I désigne l'enveloppe injective de k(x) , on a

un isomorphisme

H^(G^) z HomCExt'^G^.M^d (s )]) ,!) .
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Si le point s = f(x) satisfait à la relation codim( |i(nT, (i) )= 1 , les hypo-
thèses entraînent donc la relation

Ext^(G^,Mjd(s)]) = o ,

ce qui peut encore s'écrire

W (^-^^(G.M)^ = 0 .

On note D-..G le dual de G relativement à M ; on a un isomorphisme
canonique

G ^ D^& .

Appliquons aux deux termes ci-dessus le fondeur Rg .̂ = Ri^Rf^ ; utilisant le
théorème de dualité globale ([6] VII 5.5) , on obtient des isomorphismes

(**) Rg^G ^ Ri^Rf^D^D^G))) ^ Ri^(Raomg(Rf^G,K) .

Notons $ le fondeur contravariant i^Hom^,( , ,K) et R$ le fondeur de

D^(S) dans D^ÎS ' ) , dérivé de $ . On déduit de (**) une suite spectrale

(»**) R^dT^Rf^G)) ^ RP+qg^G .

On a d'autre part des isomorphismes

D^G ^ R]iom.^(P(-n),M) ^ RJHom^(P,M)(n) ;

comme il n^ a qu'un nombre fini d'entiers q tels que l'on ait Ext^djMff) = 0
et comme ces faisceaux sont cohérents, on déduit de EGA III 2.2.1 l'existence
d'un entier n tel que, pour tout n ^ n , on ait

R^Ex.^P.MKn)) = 0

pour tout p>0 et tout q , On suppose désormais n ^ n . On a alors un iso-
morphisme

J^CRf^G) ^ f^Ex^G,!!)) ,

et la suite exacte (*»*) peut s'écrire sous la forme

(^**) E^ = RP ^(Ext-^G.M))) => RP4<lg^G .

Tç-

Pour montrer que R g^G est cohérent, il suffit de voir qu'il en est
ainsi de tous les termes E^ tels que p4q = k . Soit j : T -» S1 l'applica-
tion canonique et soit E un faisceau cohérent sur S' prolongeant le

faisceau f^(^b''(l(G,M)) . Si l'on pose H = RHomg,(E ,K') , on-a un isomor-
phisme

R $(i»E^) ^ Rî (i»H^) .

On a une suite exacte (SGA 2 1 ( 1 7 ) ) :
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0 - i,î g' " ^S« " ^^S* "" ° '

où i, et j, sont les fondeurs considérés dans loc. cit. On en déduit le
triangle

RHaSgd.i^s,,^)

/ "̂
R]i2Bg.(j,J^g.,H^)-^RH2mg.(ôg,,H^) .

On a d'autre part des isomorphismes d'adjonction

R]îoSg.(;),;]^s»,H^) ^ imsSg.^g.^J'H^)

RS2£g,(i,i^g.,H^) :; Riî^g.^g^Ri»!1^)

(SGA 2 I 1 . 5 ) » II en résulte que le triangle cy-dessus s'identifie au triangle

/v-V
Y! ^RJ»,] H^ ——^H^ .

Le foncteur j^;)' n'est autre que le fondeur "sections à support dans T "
F- • Soit (|̂  le fondeur r-Hom^,, (. ,K' ) , dont les fondeurs dérivés sont les
Ext^(o > K * ) introduits dans SGA 2 VI. En remplaçant H par son expression, on
obtient le triangle

R$(i»E^)
^ 4.

/ ^
R^——^R2offig.(E^,K')

II en résulte la suite exacte de cohomologie

^ SL^(Eq»K') - ̂ -(E^K') - R^d^) -ÈSlî+1(E^»KÎ) -

Soit I l'ensemble des nombres dim ^ç, . , où t parcourt l'en-

semble T 0 Supp(i»E ) . D'après SGA 2 VII 2.5, le faisceau Ext^E ,10') est
cohérent pourvu que i f. I , Soient s€S , S == Spec ^ç, et X = Xx-S ;q s b) s s b s
on a les égalités

(i»E^ = (f^l^(G,Vt))^ = rtXg.MÈ^ÎG.MïlXg) .

Si -q = -k-Kiim ^- , , on déduit de (») la relation
by S

(i»E^ = 0 .

Soit alors s un point du support de i*E ; on a dim ^ç, ^ -q+k . Si
t C T n Supp(i»E ) , t a une g'énérisation immédiate s€Supp(i*E ) 9 et par
suite on a

dim ^ ^ -q+k+1 .
Ôy u
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Par suite Ex-t-^- (E ,K') est cohérent. Il résulte alors de la suite exacte

de cohomologie ci-dessus que R"^- $(i*E ) est cohérent. On a donc montré que

E - ' - est cohérent quel que soit q , ce qui prouve qu'il en est de même de

R^O .

THEOREME 1.2.- Considérons un diagramme commutatif

ZJ
T iy—•L > x

!'
S ,

où S est un schéma noethérien, localement immersible dans un schéma régu-

lier de dimension finie, f et g des morphismes propres, i une immer-

sion ouverte. Soient L un faisceau f-ample, L' un faisceau g-ample,

k un entier, T = X-V . Soit F un complexe de faisceaux de modules sur Z ,

à cohomologie cohérent, bornée. Soit V l'ensemble des points x de V
qui satisfont à l'une des deux conditions suivantes :

a) x est fermé dans sa fibre f f(x) .

b) on a codim((x)nT,(ïf) = 1 .

Supposons que, pour tout point z de Z tel que x = f ( z ) appartienne à
V, , fermé dans sa fibre au-dessus de x , on ait

H^(F) = 0 ,

Alors on peut trouver un entier n' et, pour tout n' ï n' , un entier n

(dépendant de n') tel que, pour tout' n^n , on ait

R^figU^L'^'^ig)^"11) = 0 .

On peut supposer S intègre régulier. Soit Kç un complexe dualisant
b

sur S , normalisé au point générique de S([6] V §6). Le complexe

K,,. = f 'K- (resp. K- = (fig)^Kg) est un complexe dualisant sur X (resp. sur Z).

On note J) (resp. Dy , respo D- ) la dualité par rapport à K- (resp.

~ , resp. Kj) et on pose F^, = F ® L'811', F . (n) = F^,«>(ig)^I?11 . Pour tous^
entiers n , n' , on a un isomorphisme canonique

R(figVî^.(-n)) ^ R(fig)^(D^(D^,(-n))) ;

compte tenu du théorème de dualité globale (i ( 2 . 1 . 1 ) ) , on peut écrire le

deuxième terme sous la forme

R(figUD^(D^F_^.(-n))) ^ R^omg(R(fig) , (D^F^, (-n) ) ,Kg)
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^(.) = R(fig),Riîom^(.,lÇ .

On a alors une suite spectrale (EGA III 1 1 . 4 . 5 ) s

Ex^R-^CF^-nn.Kg) ^ H^Rtfig^F^.Î-n))) .

Compte tenu de cette suite spectrale, il suffit, pour prouver le théorème, de

montrer que 1'on a

^^|(R~^(P^,(-n)),Kg) = 0

pour p4q = k , n et n' ayant la signification donnée dans l'énoncé,

D'après EGA III 2.2,1, on peut trouver un entier n' tel que, pour

tout n' ^ n' , pour tout n et tout 3 , on ait des isomorphismes

Rê^Ex l̂ (F^.(-n),K^) ^ g,,(Exî|(F(-n),K^. ^ ( g^J; ( P^. ,K^) ) ̂ n) .

On a alors une suite spectrale de pro-^o-modules cohérents

(*) E^ = R^Ri.Cg.^^F^^K^Kn)) ^ R14'3^^. (-n)) .

On peut trouver un faisceau cohérent sur X , qui prolonge g^Ext^(F_^.,Kg) ;
soit E3 , un tel faisceau, choisi de façon à satisfaire à la relation

r^. ^o .
Soit s un point de S . On pose S = Spec 6 g , Xg = XXgSg ,

d = dim &- . Nous allons montrer que l'on a
S b, S

(**) dim(Supp E^, P Tg) < -k-j-Kig-1 pour tout 3 < -k-»<ig .

Soient x un point de V et z un point de g~ (x) , fermé dans sa fibre.s
Si dim (ï) désigne la dimension de l'adhérence de x dans X y le complexe
dualisant K [d -dim)x') ] est normalisé en z ([6] V 7.1 et VI 5.4). D* après
le théorème de dualité locale ([6] V 6.5), la relation ïTW = 0 est équiva-

lente a la relation
-k-ni -dim(x)

(E£ÎZ s (r,^))^ = o .

Les hypothèses entraînent donc que l'on a
-k-td -dimjxi

(*^) (E^, s )^= 0

pour tout n' ï n' et pour tout point x de V, . Si j est un entier, on a

la relation

(E^=0
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en tout point x de X-T , tel que codim((x)nT,(x)) == 1 et tel que

dim(x^=-k-j4d . La relation (**) résulte alors du lemme 1 . 2 . 1 ci-dessous, ap-s
pliqué à l'entier r = -k-j-td os

Soit 1 un idéal définissant T . On a, par définition,

Ri.(g^-^(l^,,K^) ^ "Um^ A^ .

Pour tout entier m ï 0 , le support de E^ f/J^^ , est contenu dans l'inter-- —n —n _ _
section Supp E^ ,HT ; d'après (**), la fibre en s du support de E^ ,/iE^ ,
a une dimension < -k-j-l-td ; on a donc la relations

^^((E^/A^.Kn))^ = 0 pour i 2. -k-j-l4dg et j < -k-Rig ,

pour tous m , n et tout n' s n' . Cela entraîne que le morphisme

^(^.(n)^ - R^E^Cn)^ ,

donc aussi le morphisme

(E^)^ ^f^Ri.CE^JvKn)^ - ^(^(n)^

est "bijectif pour i+j ï -k-<d et j < -k4d « Soit n' un entier ^ n' . On
S S 0

peut trouver un entier n , dépendant de n' , tel que, pour n ^ n , on ait

ï^^n'^^ = ° pour i ^ ° '
quel que soit ^ (EGA III 2 .2 .1 ) ,

Fixons un entier n ï n et démontrons la relation (*)o On peut sup-
poser S local de point fermé t ; on pose d = dim S . On vient de montrer

que, pour i / 0 , le support de E11^ ne contient aucun point s tel que l'on

ait
k + j < dim ^ç, . ^ i+j+k .

ù,S

Si j satisfait à la relation k+j< d , cela revient à dire que l'on a

(»***) codim(Supp E^S) > i+j+k

pour i / 0 . Nous allons montrer que cette relation est aussi valable pour
i=0 . Si x est un point de V fermé dans sa fibre, et si s = f(x) , on a

-k-»d

^\-°

(relation (***))» Posons S. = f(Supp E*^ ,nv) • Ii* ensemble Z . est constructi-
O —^ *)

blé et ne contient aucun point s tel que dim ^ç = j+k ; si j satisfait
ù, S

à la relation k+j < d , il en résulte que E . ne contient aucun point s tel ^
j

que l'on ait dim &ç ^ ;)4k (1 .2 .2 ci-dessous). En particulier la relation pré-b,s
cédente entraîne
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^(R1!^,)^)^ = 0 ,

ce qui n'est autre que la relation (»**•»(•) dans le cas i = 0 .

Soient p , q des entiers tels que p4q = k . Pour p f [0,d] ,
i.e. pour q f [k-d,k] , on a

E2tJ(R~^(F^.(-n)),Kg) = 0 .

Soit maintenant q tel que k-d < q ï. k . Pour tous entiers i , j tels que
i+j = -q et i s 0 , on a k+j < d et par suite le terme E113 de la suite
spectrale (*) satisfait à la relation (****). n résulte alors de cette suite
spectrale que l'on a

codim(Supp R^^P^ ,(-n)),S) > k-q pour q / k-d .

D'après- S&A 2 VII 1 .4 , on a donc

• ^(R'^P^-n)),^) - 0

pour tous p , q tels que p+q = k et p -^ d .

Il suffit, pour achever la démonstration, de montrer que l'on a

E^R^^P^.^n)),^) = 0 .

Soient donc i , j des entiers tels que i+j = -q = d-k . Si l'on a i > 0 ,
on a aussi k+j < d et il résulte de (*»*») que l'on a

codim(Supp E13 , S) > d ,

i.e. que E10 = 0 . Par suite R "" $(P ,(-n)) est un sous-objet G de

^o(d-k) ^ ^(Ri^E^jvXn)). Soient S* = S -f t l , X' = XXgS* , f = f j s * ;
notons j : S* -» S et h : X* -* X les immersions ouvertes canoniques. Le

d—k i
faisceau E^, est nul en tout point de f" (t) fermé dans sa fibre n'appar-

tenant pas à T (relation C***)) ; il est donc nul en tout point de f'^t) qui
n'appartient pas à T . Par suite le morphisme canonique

RhjRi.CE^Iv)^') -Ri^E^lv)

est un isomorphisme, En appliquant le fondeur Rf^ , on obtient un isomorphis-
me

Kffhî^Ri^E^lvXnïlx'îr^Iîf.tRi.tE^lvXn))

qui s ' identifie au morphisme canoniq.ue

^^y-^^')^^-^ .
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Soit H le quotient de E ' "" ; par G , et considérons, dans la
catégorie des pro-(& ̂ -Module s cohérents, le diagramme ccmmutatif suivant, dont
les lignes sont exactes :

0 - R J , ( G l S ' ) - R^E^-^IS') - R J , ( H | S « ) - 0

l a [ b j e
^ ^ !

0 < 0 -______> Ej(-1^ ___-..-..̂  H ____-——> 0 .

Par définition de R j , , les morphismes a et c sont injectifs ; on vient de

voir que "b est bijectif ; il résulte donc du diagramme précédent que a est

bijectif. Il résulte alors de 1.2.5-ci-dessous que l'on a

^x_^(G,Kg) = 0

ce qui achève la démonstration.

LEMME 1,2.1.- Soit X un schéma noethérien de dimension finie, équicodimension-
nel et caténaire. Soient T une partie fermée de X , P un faisceau cohé-
rent sur X tel que J" F = 0 , r un entier > 0 . On suppose que F = 0
en tout point x tel que l'on ait codim( I ^ I H T , (ï) ) = 1 et d im{^) == r
Alors on a

dim(Supp F n T) < r-1 .

Supposons que l 'on ait dim(Supp F n T) s r-1 . On pourrait trouver
un point t C Supp F U T , tel que l'on ait

dimjT} s r-1 .

Comme t , appartient à Supp F , il existe un point maximal x de Supp F ,
tel que t € {T^} , Puisque J^F = 0 , le point x appartient à X-T . Soit
X' un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent (F") ; on a donc

dim X* s r .

Cela entraîne l'existence d'un point x C X'-T tel que l'on ait dimjî} = r
et c o d i m ( ( x } n T , ( x ) ) = 1 . On peut en effet trouver un point t de T H X' ,
tel que dim('fc"~) = r-1 . L'ensemble des points fermés de Spec f c , , - j t ) est

X ,t, 1
un ensemble très dense de ce schéma (EGA IV 10.5.8) et par suite ne peut être
contenu dans T î un point fermé de Spec <& - ( t , l qui n'appartient pas à

A , u, 1 J-

T répond à la question. Comme on a, par hypothèse, F = 0 , on ne peut avoir
dim(Supp F n T) ^ r-1 .

EEMME 1.2.2.- Soient S un schéma local noethérien "biéquidimensionnel, de di-
mension d , k un entier < d , Z une partie constructible de S . Supposons
que Z ne contienne aucun point s tel que dim ^ = k ; alors S neS,s
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j contient aucun point tel que d-irn (̂  ^ k .
I S»s

Soit en e'ffet s un point de Z et supposons que dim (&- ^ k . On
— S y S

peut trouver un point t C j s ( tel que dim (̂  ,= k+1 . En remplaçant S par
Ù f U

son localisé en t , on se ramène au cas où S a pour point fermé t et est

de dimension k+1 o On a alors Z D (S- ( t ) ) = 0 . Comme l'ensemble des points

fermés de S-(t[ est très dense (EGA IV 10 .5 .9 ) , on a S = 0 , ce qui est
contradictoire.

LEMME 1.2.5.- Soient S un schéma local régulier de dimension d , de point

fermé t et i : S-(t) — S l'immersion canonique. Soit P = "lim" P un« - m m
système projectif de faisceaux de modules cohérents sur S-(t[ . Alors, pour

tout faisceau cohérent G- sur S , on a

Ext^Ri^PyG) = 0 .

Soit F = "Um" P un système projectif de faisceaux de modules cohé-

rents sur S qui prolonge P , tel que r.~P = 0 pour tout m . Si m estt m
l'idéal maximal de S , le pro-objet Ri,P est isomorphe à "lim" m^ 5 et
l'on a

Ext^(Ri,P,G) = 11^ Ext^T^'F^G) .

Comme on a prof^111'^ ) > 0 , donc dp(77^mï ) < d (EGA 0-^1 7. 5.4), les faisceaux
r{ -m— ^ i"

Ext (w P ,G) sont nuls.o m

2• Théorèmes d'existence

2 o 1 « - Nous aurons besoin, pour prouver 2.2 et 2.5, d'utiliser l'analogue de
EGA G j j j ^ 5 . 7 . 7 pour un système projectif de complexes»

2 , 1 . 1 . - Soit 0 une catégorie a"bélienne et considérons les complexes à ob-

jet dans G . Si A est un complexe, on appelle préfiltration finie de A un

système projectif de complexes (P^A)) .ç , tel que P°(A) = A et tel que

P"(A) = 0 si j est assez grand. Pour simplifier, on appellera complexe pré-

filtré un complexe muni d'une préfiltration finie.

Etant donné un système projectif de complexes A = (A. )-,rn\T » v^e pré-
K JsLIN

filtration finie de A est la donnée de préfiltrations finies (P^(A ) ) . r
> - _ -r- J É-IKT

pour tout k€(N , et, 'pour tous k :> k' , de morphismes P^A, ) -» P-tA. ,) défi-
k k

nissant un morphisme pour la structure de complexes préfiltrés, i.e. tels que,
pour tous j ^ j ' , le diagramme

P^A ) ————————^ F t ] l ( A ^<)

.^ .^
P^A^.)———————--> P3 ( A ^ « )
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soit commutatif,

Soit A = (A^)^ç^ un système projectif de complexes. On le munit ca-
noniquement d'une préfiltration finie de la façon suivante. Pour tout k € N et
tout p tel que 0 < p < k+1 , soit C^A^.) le cône du morphisme de transition
\ ^ ,̂1 et Posons p^) = C^A^E-I] ; posons enfin F°(A^) = A^ et

^^k^ = ° si .p s k+1 ° pour tous k sï k l et tous j ï j » , on définit le
morphisme de F^A^) dans P3 (A^,) par passage au cône, à partir des morphis-
mes de transition A^ - A^. et A - A. ,^ .

Pour tous k , p C N , soit gr^A^) le cône du morphisme
p (\) ~^ 'P (A^.) . Plaçons-nous dans la catégorie triangulée K(C) et appli-
quons l'axiome de l'octaèdre au morphisme composé A, — A . -» A , où

K p4-l—1 P~"1
i t N , 0 < p < k-i+1 . On a le diagramme suivant dans lequel apparaissent qua-
tre triangles :

^(A,)^——^-^.,)

\ ,̂ ^?r/ 1Y^/l
p+i-1

On en déduit, en faisant i = 1 , un isomorphisme gr^A.) ^ FP(A ) ; en parti-
culier gr^A^,) ne dépend pas de k . Par définition, on pose

gr^A) = grPCAp)

pour tout p C IN et

gr-(A) = © gr^A) .
pso

Dans le cas d'un système projectif strict (EGA 0 - 15o4.2) de com-
plexes, la préfiltration définie ci-dessus sur les A. se ramène à une filtra-
tion, grâce à la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.1.1.- Soient A = (\\^ ^ système projectif strict de cpm-
* plexes et F^A^) , j € ^ , k C (N- la préfiltration associée. Soit d'autre

part F '^CA^. . ) la filtration associée au système projectif A (EGA 0
15.5.2). On peut trouver des quasi-isomorphismes

III

a^ : F'^A^) - F^A^) , JCIN , kQN ,

tels que, pour tous j ^ i , k ^ m , les diagrammes
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a3 . . a3

F'^AJ———î—> F^A.) F ' ^ A , ) k ^(A, )
i i 1 i

{ a1 .i ^ a<i .1
F'^)-———k-^ F^) P^(A^) ———^ F^)'k

^——————^ - ^-k/ ^ ^^ ——————^ r \^

soient commutatifs (les flèches verticales sont les morphismes de transition).

La proposition est conséquence du lemme suivant, dont la vérification
est immédiate :

LEMME 2.1.1.2.- Soient X = (X1)^ , Y = (Y1):^ ^ux complexes et soit
f = (f1),^. uïi morphisme strict de X dans Y . Soient Z le cône de f
et K = (Ker f1) . - . Alors la famille d'applications

g1 : Ker f1 - Z^1 = X1 C Y1-1 ,

définies par g^x) = (x ,0) pour tout x C Ker f1 , est un quasi-isomorphisme
de K dans Z[-1] .

2.1.2.- Soit S un anneau muni d'une filtration (F^S)).^ telle que
F°(S) = S . On se place dans la catégorie dérivée D ( C ) . Si A est un complexe
muni d'une préfiltration (P^A) ) ./..r » on considère l'ensemble des morphismes

1 1 ^
Hom^F^A))^ , (F^A)).^) du système projectif (F^A) )^ dans lui-même ;

on note Hom^ (F^A) ) _ ç , ( P ^ A ) ) . ^ ) le sous-ensemble formé des familles de
morphismes

a^ : F^A) - F^A) ,

tels que, pour j s j ' , les diagrammes

F^A)————a3——^ Fj4îl(A)

J .. ^
F3 (A) a ^ P-"^)

soient commutatifs.
Par définition, la donnée d'une S-structure sur le complexe préfil-

tré A est la donnée d 'un morphisme d'anneaux filtrés

h : S- HomtfF^A))^^ , (F^A))^) ,

ioe. la donnée d'un morphisme d'anneaux tel que, pour t C F^S) , on ait
h( t ) € Hom^F^A))^ , (F^A))^) .

Si A et B sont des complexes préfiltrés, munis de S-structures,
on définit de façon évidente la notion de morphisme de A dans B , compatible
avec la S-structure.
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Si maintenant A = (AiLr.,,- est un système projectif de complexes
préfiltrés, la donnée d 'une S-structure sur A est la donnée de S-structures
sur chacun des A^ , telles que les morphismes de transition soient compatibles
avec les S-structures. pour tous 0 ^ p a k et tout t C P^S) , h(t) définit,
par passage aux cônes, un morphisme de gr^A^) dans gr^^A,) et l'on voit
que ceci permet de définir sur gr°(A) une structure de module sur l'anneau
gr-(S) .

Nous nous intéressons à l'exemple suivant de système projectif de
complexes préfiltrés, muni d'une S-structure. Soient S un anneau, I un
idéal de S , t un élément de S , et considérons la filtration I-adique de
S . Soit K un complexe de G et supposons donné un morphisme d'anneaux

S - Hom(K,K) .

Pour tout s£S , on note encore s le morphisme de K dans lui-même image de
s . Soit A^ le cône de t + , Les A, forment un système projectif si l'on
définit le morphisme de transition A, - A. , , k ï k' , comme déduit, par -Dassa-k k' v s. r
ge au cône, des morphismes t et id^ o On considère le système projectif
des A = (A^)^ç^ comme préfiltré grâce à 2.1.1.

Pour tout sCS , le morphisme s : K -> K définit, par passage au
cône, uji morphisme de A^ dans lui-même que l'on note encore s ; pour tout
entier j , on définit de même un morphisme s de F^A,) dans lui-même. On
obtient ainsi un morphisme d'anneaux

h : S-Hom((F^))^,, , (P-^))^) .

Supposons que I = (t) , et montrons qu'alors, pour tout i>0 , h(t1)
appartient à Hom^ (r5 (A^) ) ̂  , (^(A^)) ^) . Le morphisme t1 : A - A .
est homotope à zéro. Il en est donc de même du morphisme t1 de î ' ^ (A. . )
dans lui-même ; ce dernier s'identifie en effet au précédent, à translation
près, car, d'après l'axiome de l'octaèdre, A [1] est isomorphe au cône du
morphisme de transition A^ - A _ ^ o II en résulte que, pour tous m , j , i
i , tels que m ï j+i-1 , le morphisme composé

F-^) tz >p3(A,)———.^(A^.i) ,

où le deuxième morphisme est le morphisme de transition, est homotope à zéro. Le
triangle

F3 ÇA )' ^j+i-^

^ \
p^)————^(A,)

é-tant exac-t d'après (*), le morphisme •t1 ; P^A^) -» F^A^) se factorise en un
morphisme

t1 : F^) -. P3^) .
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Ceci prouve que, pour tout k€N , h définit une S-structure du complexe pré-
filtré A-,. • II est alors évident que l̂ n obtient ainsi une S-structure sur le
système projectif A .
filtré A-,. • II est alors évident que lt on 0'btient ainsi une S-structure sur le

2.1.5.- Nous aibns voir que la notion de complexe préfiltré se ramène à la
notion de complexe filtré.

Soit f : X -- Y un morphisme de complexes. Soient Z le cône de f
et Xp[l] le cône du morphisme Y -» Z . On a donc les triangles exacts

Zy\
^ ———^Y .

De plus on peut définir des morphismes canoniques • n : X - » X x . > Ç s X ^ - » X ,
tels que dans K(0) , (î),id ,id ) et (Ç,id ,id ) soient des isomorphismes in-

i u 1 L
verses de ces deux triangles.

Soit f : X* ~* Y1 un autre morphisme de complexes, et soient

u : X -* X* , v : Y -» Y' des morphismes tels que le diagramme

X ———u.——S.X-

| r . |f f
4 , ^

soit commutatif. Si Z1 est le cône de f * , les morphismes u et v définis-
sent un morphisme canonique w : Z -» Z* « D e même. v et w définissent un mor-
phisme canonique s : X» -- X^,, . Le diagramme

X—————^ —————^ X

u s u\ ^ ^
est commutatif.

PROPOSITION 2 .1 .3 .1 , - Soit A = (A^Lç-,, un. système projectif de complexes, à
degrés uniformément bornés intérieurement ; munissons A de la préfiltration
canonique définie dans 2 . 1 . 1 . On peut trouver un système projectif strict de
complexes X == (X.-î^fw (EGA 0-,-,- 15.4.2) , à degrés uniformément bornés in-
térieurement, tel que, si l'on munit chaque X. de la filtration associée

(F'^X^)) .^ (EGA 0,.,, 13.5.2) , on ait, dans D(C) , des isomorphismes

e! : ̂ ^ - r2^
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j,k € |T , tels que, pour tous j ^ j * , k 2ï k' , les diagrammes

ô A ^

F^)————k———F"'(X^ F-^) ———k—— F-^)

(**) | j, | | -
., 9" ,, .1 ô3

F3 (A^) ———S———F"' (X^) ^k ' )——— k——— I"^,)

soient commutatifs.
Supposons que tout objet de C soit sous-objet 4 'un injectif. Alors

on peut choisir X de sorte que les F'^X^) aient tous leurs objets injec-
tif s.

Soit A' = (A^)^çy un autre système projectif de complexes et soit
a = ^k^kCK un "̂ P1113111® de A dans A' .S i X' = (^)^.r est un système
projectif de complexes filtrés associé à A* , on peut trouver un morphisme
x = ^k^kCN ^e ^ dans X' , tel que, pour tout kClN' , le diagramme de
D(0) ,

\———^^ak! 4i 6io y
^ ——-^^

soit conunutatif.

Montrons d'abord que l'on peut trouver un système projectif strict de
complexes X = (X^)^Q^ et des q.uasi-isomorphismes 9, : A, -» X. , tels que,
pour tous k ï j , le diagramme suivant de K(c ) soit commutatif :

°k
\————^-^\

i ., 4
A _____ <J y
j —————:> "j

On raisonne par récurrence sur k . Soit i un entier et supposons construit
X. pour i ^ k . Si f est le morphisme composé

À -» A -*1 Y
1+1 A! A! »

on pose Yj_^ = (A^ )^ . Par définition de (A^ )^ , le morphisme (A^ )^ X.
est surjectif en chaque degré. On a d'autre part un isomorphisme canonique
il : A.,^ '̂  (A. . ) « tel que le diagramme

^-(-1 —————^i+l^f

[ ^f-^4
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soit commutatif. l'existence du système projectif X en résulte. Notons que,

par construction même, chaque X. est un facteur direct de X. , .
On munit X de la préfiltration canonique. les 9, permettent de

définir des morphismes Q^_ : F ^ ( A , ) — F^(X,.) , tels que les .diagrammes déduits

des diagrammes (**) en remplaçant P*^(X,.) par F^(X,) soient commutatifs, II

résulte alors de 2 . 1 . 1 . 1 que l'on peut trouver des quasi-isomorphismes

b^ : ̂ (\) - F'^X^) ,

tels que les diagrammes déduits des diagrammes (**) en remplaçant F^(A,) par

F (X , ) soient commutatifs. la première partie de la proposition en résulte.

Supposons que tout objet de 0 soit sous-objet d'un injectif et mon-

trons que l'on peut choisir X tel que tous les F^(X,) aient leurs objets in-
jectifs. Pour chaque k€N , on peut trouver un complexe à objets injectifs I,

K. .

et un quasi-isomorphisme A, — L , injectif en chaque degré ([6] 1 4.6). Cette
dernière condition montre que tout morphisme de transition A,. . -» A-, peut se
prolonger en un morphisme I, , -* I, , i.e, que les (l-b-)-i/-fKr forment un systè-
me progectif. Il suffit alors de remplacer A par le système projectif
I = (T ) ; le système projectif de complexes filtrés associé à I est forméle -kt.l'î
de complexes dont tous les objets sont injectifs. Comme chaque X. est facteur

i 1

direct de X. .„ » les :P-(Xi ) ont aussi leurs objets injectifs.
1 +1 K.

Enfin la dernière assertion de la proposition résulte des propriétés
fonctorielles 2 .1 .5 .

2.1.4.- Soit S un anneau muni d'une filtration (^(S) ). rvr telle quelt.|N
F°(S) = S . Soit C une catégorie abélienne dont tout objet est isomorphe à un
sous-objet d'un objet injectif, et soit T un fondeur covariant additif de C

dans la catégorie C' des groupes abéliens. Soit A = ( A T ) - , / ~ K T un système pro-
jectif de complexes, muni de la préfiltration canonique ( 2 . 1 . 1 ) , et supposons

que A soit muni d'une S-structure (2 .1 .2 ) . On note X = (X.,)-^./-^ "un système
projectif strict de complexes filtrés, satisfaisant aux conditions de 2 . 1 . 5 . 1 »
tel que les F^(X^) aient leurs objets injectifs. la S-structure donnée sur A

se transporte en une S-structure de X o Par application du fondeur T , on

obtient un système projectif de complexes filtrés T(X) = (T(X, ) )-i-pKr î pour
tout k£(N , on a un morphisme d'anneaux

h^ : S - Hom(T(X^) ,T(X^) ) ,

tel que, pour tout t C F^S) , on ait h^(t) (F^^X^) ) ) <= ^^(TtX^)) .

D'après EGA 0-,--,--,- 15.7.5, on peut associer à chaque T(X, ) une suite

spectrale E(ï(X^)) ; les systèmes projectifs (Z^-MX^) ) )̂ . ,
(B^(T(X^)))^^ , (E^(T(X^)))^^ sont essentiellement constants (EGA 0^

15.5 ,4 ) ; on note Z^(T(X)) , B^(T(x)) , E^(T(X)) leurs limites projecti-
ves respectives. De plus les considérations de EGA 0-,.-.-,- 15 .6 .5 et 15.6 .6 (resp,
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15.7.6) s'appliquent à chaque T(X^) (resp. à T(X)) . En particulier les

(^(Ttx))) , B^(T(X)) , E^(T(X)) sont des gr°(S)-C'-module s bigradués pour
t fini.

Considérons le cas où le système projectif (E^TCx))) ç est es-

sentiellement constant et notons E^^TtX)) la limite projective de ce système,

Si E^^TCX)) désigne la somme des E^TÎX)) tels que p4q = n , les
E^—WX)) sont des gr • (S)-C*-module s gradués et l'on a des isomorphismes de
gr ° ( S)-C*-modules gradués

E^CTtX)) ^ Um^ gr^R^TÎX^)) ^ gr-CR^X)) .

Par définition même de X , R^CX^) s'identifie à R^CA,) pour tout k et le

gr-( S)-C*-module gradué (R^Cgr^X) )) ^ à (R^TCgr^A) )) ^ . On peut donc

recopier la démonstration de EGA 0 - 15.7.7, les notations ^(TÎA)) ,

E^(T(A)) , etc. étant remplacées par Z^(T(X)) , E^TÎX)) , etc. On obtient
l'analogue suivant de EGA 0-,-,--.- 15.7.7 î

PROPOSITION 2 .1 .4 .1 . - Soit S Lin anneau noethérien I-adique. Supposons que C
soit une catégorie abélienne dont tout objet est isomorphe à un sous-objet

d'un objet injectif et soit T un fondeur covariant additif de C dans la

-catégorie des groupes abéliens. Soit A = (^kCN un système projectif de
complexes de C , à degrés uniformément bornés intérieurement, tel que le

système projectif de complexes préfiltrés associé ( 2 . 1 . 1 ) soit muni d'une
S-structure (2 .1 .2) . On suppose que, pour un entier n donné, la condition
suivante est vérifiée :

(3^) Le gr-(S)-module gradué E^^A) == (R^Cgr^A)) ^ est de
type fini pour m = n et m == n+1 .

Alors on a les conclusions (i), (ii), (iii), (iv) de EGA 0 15o7 .7< ,

THEOREME 2.2.- Considérons un diagramme commutatif

Z ^

où S est un schéma affine noethérien, localement immersible dans un schéma
régulier de dimension finie, f et g des morphismes projectifs, i une im-
mersion ouverte. Soient L un faisceau f-ample sur X , L' un faisceau
g-ample sur Z , s une section globale de L , définissant une section
hyperplane Y de X ; posons H = h " 1 ( Y ) . Soient î (resp. ̂  , resp. î ) le
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complété formel de X (resp. de V , respo de Z ) le long de Y (resp. de
Y n V , resp. de H ) , d'où un diagramme commutatif

Posons T = X-V . Soit 5 -un faisceau de modules cohérent sur Z o Supposons

que, pour tout point x de V , qui est fermé dans sa fibre ou qui satisfait

à la relation codim((x^nT,(î)) = 1 , et pour tout point z de î , fermé
dans sa fibre au-dessus d'un tel point x , on ait

Prof^ ï 5 .

Alors, si l'on pose

3^.(n) = a? ® î'11 ®î*(î11) ,

on a les conclusions suivantes :

1 ) On peut trouver un entier n' tel que, pour tout n' ss n' et
tout n , le faisceau (îh)^3; ,(n) soit cohérent.

2) Soit W un ouvert de V tel que g induise un isomorphisme
g~ (W) ^ W . Fixons un entier n' ^ n' . Alors on peut trouver un entier n
(dépendant de n' ) et, pour tout n ï n , un ensemble fini de sections glo-

(n) , tel que les s_. |w engendrent h,̂  ,(n)|w •baies (s^çj de ^^(n) , tel que les s^ |w engendrent ^5 , ( n ) | w .

1 ) Soit t = h (s) ; (t) est alors un idéal de définition de Z • Po-
sons k = fh . Si S = Spec R , on considère R comme un anneau I-adique , I

étant l'idéal nul. Soient n et n* deux entiers ; pour tout p ss 0 , soit

^.(n) le cône du morphisme î^1 : g^(n-p--l) ^ 3 , (n) , i.e. le complexe

^p+1
... -» 0 - 3^,(n-p-l) > 3_^,(n) ^ 0 ^ ...

dont les seuls objets non nuls sont de degré -1 ou 0 . Les 3^ , (n) forment
de façon naturelle un système projectif de commiexes préfiltré A muni d'une
R-structure (cf. 2 .1 .2 ) . Considérons d'autre part le système projectif des

3^,(n) - ̂ (nîA^î^n-p-l) ,

p€(î , On a des morphismes canoniques

aP : 5^.(n) -a^.(n) .

qui induisent des isomorphismes sur les objets de cohomologie de degré zéro.
D'autre part -on a g""1 (3^, (n)) = ker î1^1 et, pour tous p s q , le morphisme
de transition
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irw^cn)) - irW^n))
est la multiplication par î^"^ „ Par suite le système projectif des

]f" (3^ ,(n)) est nul. On a en particulier un isomorphisme (l 1 . 6 . 5 )

Um^ H°(Z,^.(n)) ^ Urn̂  H°( â,^. (n)/^1^. (n-p-1 ) ) ^ H°(ê,^.(n)) ,

Comme cette relation reste vraie quand on remplace S par un ouvert affine, il

suffit, pour prouver 1 ) , de montrer que le faisceau lim H^Z,^ ,(n)) est de

type fini, du moins pour n' assez grand.
D'après 2 . 1 . 4 . 1 , il suffit de montrer que les R-modules

K° = ±1 H^.gr^A)) K1 = ±1 H^Z.gr^A))
pCN pC(N

sont de type fini. Ecrivons l'axiome de l'octaèdre pour le morphisme composé

Ç ÎP
^.(n-p-l)————> 5^.(n-P)————^^^W :

On en déduit un isomorphisme

grP(A) ̂  3̂

Les expressions K° et K se mettent alors sous la forme

gr^A) ^ ^.(n-p) .

K° = 1-L H ° ( â , 5 ° ( n - p ) ) K1 = -LL H^g.^.Cn-p)) .
p€N ~n pC(N ~^

On peut trouver un entier r>0 tel que l'on ait
^r ^r

lm(3(-2r)——-—^a?(-r)) H Ker(;?(-r)————^ 7) = 0 ,

Par suite, quitte à remplacer t par t1' et 5 par ® !ï(n) , on peut
-i. o;sn^r-1supposer que l'on a

lm(3î(-2)--^->3(-l)) H Ker (3?(-1)—^3) = 0 .

Le complexe 3° est alors quasi-isomorphe au complexe

... - 0 - 3?(-1)/Î 3^-2)——î-^3?/î2 ^(-2)) - 0 - ;

en particulier 3 est quasi-isomorphe à un complexe P , où F est un com-

plexe concentré sur H •
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Montrons que, pour n1 assez grand, tous les termes figurant dans
K° et K sont de type fini. Pour tout x de Y H V , fermé dans sa fibre ou
tel que c o d i m ( | x ) n T , ( x ) ) = 1 , et pour tout point z de H , fermé dans sa fi-
bre au-dessus d'un tel point x , les hypothèses entraînent la relation

(*) prof (F°) ^ 2 .
Zj Zj

D'après 1.1, appliqué à h , on peut donc trouver un entier n" tel que, pour
tout n' ï n" , les faisceaux

h,(^>) B\(^n,)

soient cohérents. Comme f est propre, il en est de même des faisceaux

^^n'^5 ^(^(^n.^))) ^(^(^(n))) ,

quel que soit n . Compte tenu de la suite exacte

0 - ̂ (^(^(n))) - ̂ (^.(n)) - ̂ (^(^.(n))) ,

on voit que les faisceaux k^(F° , ( n ) ) et R k^(F° , ( n ) ) sont cohérents pour
n* ^ n" et n quelconque .

D'autre part les termes qui figurent dans K° et K sont nuls pour
p assez grand. En effet la relation ( * ) permet d'appliquer le théorème 1.2 ;
on en déduit l'existence d 'un entier n' et, pour tout n' s n' , d 'un entier
n tel que, pour n s n , on ait

^(^.(-n)) = 0 ^^^(^^.(-n)) = 0 .

On choisit n' ï n" ; les R-modules K° et K sont de type fini pour
n' ^ n' et n quelconque, ce qui démontre 1) .

2) On peut trouver un entier k tel que I? soit très ample. Quitte
à remplacer L par I? , s par s0 et 5 par C 3(n) , on peut sup-

o^n<sk-1
poser L très ample. Soit n' s: n' un entier fixé. Nous allons montrer que le
système projectif des

H^ =H°(î,U-h,(g^,(n))
n(-jS

satisfait à la condition de Mittag-Leffler (cf. SGA 2 XII 5.5). Soit § une
R-algèbre graduée à degrés positifs, engendrée par un ensemble fini d'éléments

de S , telle que l'on ait X ^ Proj § , L ̂  ^ ( 1 ) et telle que la section s
soit induite par un élément s , C § « S i J = s g , o n munit § de la filtra-

tion J-adique, on pose Q- =LXy^ ^ ( n ) et on considère le système projectif
nC^ "n

A* = (Q )açi^ dans la catégorie des faisceaux abéliens sur Z . On applique
2.1.4.1. Il suffit, pour prouver que le système projectif des H satisfait à
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la condition de Mittag-Leffler, de montrer que les modules

K.° =-LL H^Z.gr^A')) K ' 1 = -LLH^gr^A'))
pCK p€K

sont de type fini sur gr-(8) . On considère gr-(8) comme quotient de 8[T] ,

l'image de T étant l'élément s de gr-(s) . Compte tenu 5e l'isomorphisme
gr^(A * )<s> J [ y0 , (n) , on a des isomorphismes de 8[T]-modules

"" n€Z '"n

K'°-J-L H^Z.F0^))»^] K'1 - -LL H1 (Z.F0 (n))®-8[T] .nCZ -n s - ̂ . -n S

On est donc ramené à montrer que les 8-modules

M0 = -L±H°(Z,F°(n) ) M1 = -^ H^Z ,? 0 ^ ) )
nCg -n n£<S ~n

sont de type fini. D'après 1,2, on peut trouver un entier n. tel que, pour
n s; n, , on ait

H°(Z,P^J-n)) = H^Z.F^-n)) = 0 .

On considère d'autre part la suite exacte

0 - H^X^F^.K-n)) - H^Z.F^-n)) - H°(X, (R^F^ ) (-n)) .

Comme les faisceaux h .̂F° , et R ĥ .F° , sont cohérents, il résulte de EGA III
2.2.1 et 2.5.1 que les 8-modules

-^ H ^ X . C h ^ K n ) ) -LL H^X^R^F 0 . )^ ) )
n^-n, n^-n,

sont de type fini pour tout i « II en est donc de même de M° et M , ce qui
démontre que le système projectif des H satisfait à la condition de Mittag-

Leffler.
D'après I 1.6.5, il en est de même du système projectif des

H'^ = H°(X,JLLh^ ^^(n)) ,
n€z ""n

où 3?'^ a le même sens que dans 1 ) . Soit alors q un entier tel que, pour
q s q , on ait

midi101 - H'°) = Im(H ° - H°) .

On peut trouver un entier n tel que, pour n ï n » le faisceau de ^ -modu-

les (h^3' °)(n) soit engendré par un nombre fini de ses sections s". (EGA II

4.6.8), Les images s", de ses sections dans (h^!?*0,)^) se relèvent en des
sections s. de h .̂ 5__ ,(n) , par définition de q . Comme les s . | w engen-

drent la restriction à W de 3 ^(n)/t 5 ,(n) , il résulte du lemme de -

Nakayama que les s. engendrent 7 ,(n)|w .
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THEOREME 2.5.- Considérons un diagramme commutatif

où S est un schéma local noethérien complet, i une immersion ouverte, g
un morphisme propre et soit L un faisceau g-ample. Soient s une section
globale de S , Y == V ( s ) , H = h" ( Y ) et notons S le complété formel de
S le long de Y , ^ le complété formel de V le long de Y D V , Ï le
complété formel de Z le long de H » de sorte qu'on a un diagramme commu-
tatif

Posons T = S-V , Soit 5 un faisceau de modules cohérent sur Z • Supposons
que, pour tout point x€V y tel que codim({x{HT, jx j ) = 1 , et pour tout
point z de Z , fermé dans sa fibre au-dessus d'un tel point x , on ait

prof^ ^ 5 .

Alors, si l'on pose 3 = 3 ® L , on peut trouver un entier n tel que,
pour n ^ n » le faisceau h^3î soit cohérent,

Soit t = h*s ; (î) est alors un idéal de définition de ^ . Si
S = Spec R , on considère R comme muni de la filtration (s)-adique. Soit
n€K ; pour tout entier p as 0 , soit 3?^ le cône de la multiplication par
t^ dans 5 • D'après 2.1,2, A=(5^ ) /--, es^ un système projectif de com-—n —n pt-fl'i
plexes préfiltrés, muni d'une S-structure. Considérons d'autre part le système
projectif

A. - (^/^.^ .

On a des morphismes canoniques
.P . «P ^ „ /ÎP-H»
a • ^-n ^V" ^-n '

qui induisent des isomorphismes sur les faisceaux de cohomologie de degré zéro.
Comme on a H~ (3^ ) = Ker î^ , le morphisme de transition

^ «H-1^;*)^-1^)

est nul pour k ai p+1 . Par suite les morphismes a définissent, par passage

à la limite projective, un isomorphisme

UBp H°($,3^) ^ l̂ H^î.a^/?^1?^) = H°(Z,^) .

Il suffit donc de prouver que, pour n assez grand, lim H^Z,?^ )^ est cohé-
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rent. D'après 2.1.4.1 et EGA 0 15.7.8, il suffit de montrer que les
gr*(R)-module s

K° = J-L H^Z.gr^A)) K1 = 1± H1 (^gr^A) )
pCN pON

sont de type fini,

Appliquons l'axiome de l'octaèdre au morphisme composé de la multipli-
cation par ^ et par t^ de 5 , d'où un diagramme où apparaissent quatre
triangles :

On en déduit un isomorphisme

^n^er^^ •'
Comme le morphisme composé 3^ -- 3_ a> 3^ est la multiplication par ^ ,
l'isomorphisme ci-dessus n'est autre que ^application s^ : gr°(A) -" gr^(A) .
Par suite, si l'on considère gr*(R) comme quotient de l'anneau des polynômes
à une variable R[ï] , obtenu en envoyant T sur s , on a des isomorphismes de
R[ï]-module s

K° ^ H°(Z,3^) ^R[T] K1 ^ H^^,^) ^R[T] .

Il suffit alors de prouver que M^ = H°(Z,3^ ) et M = H1 (2,3° ) sont des
R-modules de type fini pour n assez grand. Quitte à remplacer s par une puis-
sance convenable, on peut supposer que t3? n Ker t = 0 • Le complexe 3° est
alors quasi-isomorphe au complexe

/\
- 0 - » 3 / Î 3 ——t-^ 3/î23 - 0 -^ ,

i.e, à un complexe F , où P est un complexe algébrique, concentré sur H .
Les hypothèses de profondeur se traduisent par la relation

prof^(P^) ^ 2

en tout point z de Z fermé dans sa fibre au-dessus d'un point x tel que
c o d i m ( ( x J D T , ( x ) ) = 1 . Le fait qu'il existe un entier n tel que M et M
soient de type fini pour n ^ n résulte alors de 1.1.
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Algébrisation des faisceaux formels cohérents.

Dans tout ce chapitre, X désigne un schéma localement noethérien,
Y une partie fermée de X , U l'ouvert X-Y , X le complété formel de X
le long de Y • Etant donné un faisceau de modules cohérent 3 sur X , les
théorèmes d'aigébrisât ion ( 1 . 4 et 2.8 ci-dessous) donnent des conditions sous
lesquelles 3 provient, par complétion formelle, d'un faisceau cohérent sur X .
On note d'abord ( 0 ) que cette propriété n'est pas changée si l'on remplace 5
par un faisceau "isomorphe sur U " . Ceci explique l'absence d'hypothèses sur
3? aux points de Y bien que la démonstration consiste à se ramener au cas où
l'on peut appliquer III 2.2 ou 2 . 5 .

Oo Préliminaires.
Rappelons la définition suivante (EGA III 5 . 2 . 1 ) :

DEFINITION 0.0.- On dit qu'un faisceau de modules cohérent 3? sur î est algé-
brisable si l'on peut trouver un voisinage ouvert V de Y dans X et un
faisceau cohérent F sur V tel que l'on ait un isomorphisme

F ̂  3 .
On reprend les notations de II 5 . l o Etant donnés deux faisceaux for-

mels cohérents 3 , Q et un morphisme a : g-̂  , on dit que a induit un iso-
morphisme (resp. est nul, resp. e t c . ) sur U si, pour tout ouvert affine V de
X , le morphisme de faisceaux de modules sur X̂

a? : v̂ "" ̂  f

déduit de a , est un isomorphisme (resp. est nul, resp» e t c . ) sur UA

PROPOSITION 0 . 1 . - Soient f : Z -» X un morphisme propre tel que f induise un
1 isomorphisme f"1^) ̂  U . Soient H = f'^Y) et § le complété formel de
Z le long de H , f : z -> X le morphisme déduit de f , Soient 5 un
faisceau de modules cohérent sur X et Ç un faisceau de modules cohérent
sur Z . Supposons que l'on ait un morphisme

a : }*y -» Q (resp. a : Q -o f»g ) ,
induisant un isomorphisme au-dessus de U . Alors, pour que 3 soit algébri-
sable, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de Q .
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1 ) Montrons que, si 5 et M sont des faisceaux de modules cohérents

sur î et si l* on a un morphisme b : 5 -» M qui induit un isomorphisme sur
U , alors 5 est algébrisable si et seulement si M l'est.

Soit X == Ker b , £ == Coker b . Pour tout ouvert affine V de X , on

a KçlU^ = J^|U^ = 0 .

L'assertion résulte alors des faits suivants :

a) Un faisceau formel cohérent în nul sur U , est algébrisable de

façon unique par un faisceau de support contenu dans Y • Soit en effet I un

idéal définissant Y • Pour tout ouvert affine V de X , on peut trouver un
entier n tel que l'on ait Î  = 0 . Si Y fi V désigne le sous-schéma fermé

de V défini par I11 , in/î11 peut être considéré comme un faisceau cohérent
M sur Y n V • On a alors M ^ r)|v , et les M se recollent en un faisceàv

cohérent M tel que M ̂  T) •

b) Si h : ln* — ln est un morphisme de faisceaux formels cohérents al-
gébrisables et si ln ou ln1 est nul sur U , alors le morphisme h est algé-

brisable de façon unique. On se ramène en effet, comme dans a), au cas affine et
le faisceau Homç (in^tn) est en fait un faisceau sur un schéma Y pour n
convenable,

c) Si
o - m* - m - m" -» o

est une suite exacte de faisceaux formels cohérents, si in' et ln" sont algé-

brisables et si l'un deux est nul sur U , alors ln est algébrisable. On note

en effet que, si N est un faisceau de modules cohérent sur X » de support
contenu dans Y , le morphisme canonique

H^X.lO - H^U)

est bijèctif pour tout q as 0 • Soit W un voisinage ouvert de Y dans X et
soit M* (resp. M") un faisceau cohérent sur W tel que l'on ait un isomor-

phisme ln* ^ fi* (resp. ln" ^ M") . Les faisceaux Ext^ÇM' ,M") ont leur support
contenu dans Y pour tout q ^ 0 • Par suite le morphisme canonique

(») H^X^x^dl'.M")) - H^X.Ext^M'.M")-)

est bijèctif pour tous p , q ï 0 o D'après E&A 0 -- 1 2 . 5 . 5 » on a des isomor-
phismes canoniques

Ex^M'.M'T ^EX^KM'.M") .

On déduit alors de (*) que le morphisme de suites spectrales

HP(X,Exîq(M•,M")) =» ExtP^MSM")
x \ x^

H^X^^M'.M")) -» Extj^CM',^)
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est un isomorphisme sur les termes E^ , donc est un isomorphisme, En particu-
lier le morphisme canonique

Ext^M'yM") ^ ExtA(M',M")

est un isomorphisme, ce qui prouve que tu est algébrisable.

2) Démontrons maintenant la proposition. Si 3P est algé'brisa'ble, il
en est de même de î*y donc Q est algébri sable d'après 1 ) • Si Q. est algé-
brisable, il en est de même de î*y d'après 1 ) . Montrons que î^î*7 est algé-

'brisa'ble. Comme le morphisme f est propre, on peut trouver un voisinage ouvert

W de Y dans X et un faisceau de modules cohérent H sur f^^W) tel que
l'on ait un isomorphisme H ̂  f^a? ; on a al'ors un isomorphisme canonique

(f^ ^î^

(EGA III 4.1 .5) . D'après 0.2 ci-dessous, le morphisme a? -- î.wf*5 induit un iso-
morphisme sur U ; il résulte donc de 1 ) que 5 est algé'brisa'ble.

IEMME 0.2.- Sous les hypothèses de 0.1, le morphisme canonique

c : 3 -» î^*3? (resp. d : î*f^Q - Q)

est un isomorphisme au-dessus de U (resp, au-dessus de f~\U)) .

Si 1 est un idéal définissant Y , on peut supposer X affine,
complet pour la topologie I-adique. Montrons que c est un isomorphisme
sur U . Le faisceau 3 est de la forme F , où P est un faisceau de modu-
les cohérent sur X .

Compte tenu de 1'isomorphisme

Ï^î*y ^ (f^f»?)^

(EGA III 4 . 1 . 5 ) » le morphisme c s'identifie au morphisme canonique

Ï - (f^f*Pr .

La restriction de ce dernier à U est un isomorphisme car il en est ainsi de
f .

Montrons que d est un isomorphisme sur f~ (U) . D'après EGA III
5 . 1 . 4 » on peut trouver un faisceau cohérent G sur Z tel que G soit iso-
morphe au complété formel Q de G . Compte tenu de 1'isomorphisme

(f^r :rV ,
le morphisme d s'identifie au complété formel du morphisme canonique

e : f»f^G -» G .

Pour tout ouvert affine V de Z , le morphisme dç est l'image inverse de e
par le morphisme Z^ -» Z . Comme e]f'"1(u) est un isomorphisme, il en est de
même de d^-lu^. .
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0.5.- Soient p : S* -*• S un morphisme fidèlement plat quasi-compact,

S" = S 'x^S 1 , S"' = S'x S'x S» , On suppose S , S' , S" , S"' noethériens.
ù ù ù

Considérons les projections canoniques -

- P. P.5
(*) S ^_____ S'^ ' S"-^———i"-——-S"1 .

^ , ^

^5

Soit Y une partie fermée de S , Y' (respo Y" , respo Y" ' ) son image inverse
sur S* (resp. S" , resp. S" ' ) et notons S le complété formel de S le long

de Y , S* (respo S" > resp. S" ' ) le complété formel de S' (resp. S" , resp.
S'") le long de Y* (resp. Y" , respo Y" ' ) . Soit 5' un faisceau de modules
cohérent sur S* • Une donnée de descente sur 3' relativement au morphisme

'p : 'S1 -* S est la donnée d'un isomorphisme

a : p^3?1 - p^3?' ,

satisfaisant à la relation

(**) P^(oc)p^(a) == p^(a) .

Une donnée de descente sur un faisceau formel est effective. Pour le

voir on se ramène au cas d'un faisceau de modules cohérent sur un schéma noethé-
rien de la façon suivante. Si 1 est un idéal définissant Y , on pose

^ = S'/I"^' .

Pour chaque entier n s 0 , la donnée de descente sur 3^' définit, par réduc-
tion module r , une donnée de descente sur F' relativement au morphisme p.
D'après SGA 1 VIII 1 . 5 , cette donnée de descente est effective, d'où l'existence
d'un faisceau de modules cohérent F sur Y et d'un isomorphisme

tel que le diagramme

Pn :

P*Î n
PfPn

^Pn

P^~ F'n

»^
P^n

l»n

^P^n ——————————^ "Fn

soit commutatif. Pour chaque n ^ 0 , le morphisme surjectif canonique

F1 . -» P1 se descend en un morphisme surjectif P -*• P .Le système projec-

tif des P , nCN , définit alors un faisceau formel cohérent S sur S (EGA

1 1 0 . 1 1 . 5 ) ; les morphismes p définissent un isomorphisme

P : p*3? ^. 5'
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-bel que ap*? = p*p , ce qui démontre quer la donnée de descente est effective.
Nous allons généraliser la descente des faisceaux formels cohérents au

cas où la donnée de descente n'est définie que sur "l'ouvert U' complémentai-
re de Y' " . De façon précise, on considère la catégorie déduite de la catégo-
rie des faisceaux de modules cohérents sur S (resp. 1s* , resp. l3") obtenue en
identifiant deux morphismes égaux sur U (resp, U' , resp. U " ) et en rendant
inversible les morphismes qui induisent un isomorphisme sur U (resp. U* ,
resp. U " ) ( [ 6 ] 1 5 ) . On appelle pseudo-donnée de descente une donnée de des-
cente dans la catégorie ci-dessus, i . e . la donnée d'un pseudo-isomorphisme
a = ( a ^ , a ^ ) ,

où în est un faisceau de modules cohérent sur S" , a, et OL^ des morphismes
induisant des isomorphismes sur U , tels que l'on ait la relation

p^(a)^(a) = P^(a) .

Dire que la pseudo-donnée de descente est effective revient à dire que l'on
peut trouver un faisceau de modules cohérent 7 sur S , un faisceau de modu-
les cohérent f\ , des morphismes

P*5 3'

qui induisent des isomorphismes sur U , tels que, si p est^ le pseudo-isomor-
phisme ((3 , p^ ) , on ait

(***) a(p^P) = P^(3 .

PROPOSITION 0.4.- Toute pseudo-donnée de descente relative au morphisme
j ï : §' -» S est effective.

Soit 3?' un faisceau de modules cohérent sur S' muni d'une pseudo-
donnée de descente a ,
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Pour montrer que cette pseudo-donnée de descente est effective, on se ramène
au cas d'un faisceau muni d'une donnée de descente de la façon suivante. On
peut supposer que g* et m n'ont pas de sous-faisceau non nul de support
contenu dans y . Nous allons montrer qu'il existe un faisceau de 6^,-modules
cohérent Ç ' , muni d'une donnée de descente

et un pseudo-isomorphisme

tel que le diagramme

"p r̂

ô : P^Q' - ^Q' ,

cp : a?' - ç' ,

^i p^p
PÎÇ*

soit commutatif. Si Q' se descend en un faisceau cohérent Q sur S , on a
alors un pseudo-isomorphisme (3 : p*ç -«• a?' qui satisfait à la relation (»**)
d 'où le fait que la pseudo-donnée de descente sur a?' est effective.

Il suffit donc de prouver l'existence de Ç' . On se ramène au cas
d'une pseudo-donnée de descente effective sur 3' en considérant le diagramme
déduit de (*) par image inverse par p , p , p :

S"'

S""

s < p , s

î' 11 PI l
q ) ^ '

^\
"„ , ^2 1

,. ^
ï. - ^

Pô
PS

P,,
S".(—- " S
1 ' ^3 1î
^5

S" ' c!^'. . . . ..„..'„ "

^

."Ï==

K (i

Soi-t Q' le faisceau de, 6 ̂ .-module s cohérent, noyau du couple de morphismes

PS,»,

la faisceau ?' est isomorphe au noyau du couple de morphismes

Pi?' PÎ2
^ ̂ 7 = P^P^-

H?
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cela résulte en effet, par passage à la limite projective, du fait qu'il en esz

ainsi après réduction mod. I pour tout n ï 0 . Le pseudo-isomorphisme a
permet alors de définir un pseudo-isomorphisme de V dans Q * . D'après 0.6

ci-dessous la formation de Q * commute à tout changement de base plat. On a un
i s omorphi sme

ô ; Î^Q' -P^

satisfaisant à la relation {**) ; cela signifie, que Q' est muni d'une donnée
de descente et achève la démonstration.

LEMME 0.5.- Soient A un anneau, I un idéal de A . Si M est un A-module,
on pose M^ = M/I^M . Soit

O ^ M ' ^ M - ^ W - ^ O

une suite exacte de A-modules. Supposons qu'il existe un entier n tel que

l'on ait A n M* = 0. ou A" = 0 . Alors la suite

0 - "lim" M' -^ "lim" M - "lim" M" -» 0« - m m « - m m « - m m
est exacte,

Si x£M , on note x son image dans M . Soit K le noyau dum m m
morphisme canonique ]T -<• M . On doit montrer que le système projectif des
K^ est nul. Soit p un entier et montrons que le morphisme canonique

^ " \
est nul. Soit en effet xCM' tel que xCl114'^ et montrons que x = 0 . C'est

évident si Î M H M' = 0 car on a alors x = 0 . Plaçons-nous dans le cas où
^M" = 0 . On peut trouver un nombre fini d'éléments y. £ T^M , a. C l^ tels
que

x = ^ a! î •

Comme A" = 0 , on a y^ £ M' pour tout i , d ' où x £ A' , i.e. x = 0 .

COROLLAIRE 0.6.- Soient S , S' , S" , I , p , p , p comme dans 0.5. Soient
;? un faisceau de modules cohérent sur § , 5* == p^Sî , 5 ' un faisceau de
modules cohérent sur §' et soit

un pseudo-isomorphisme. On considère le pseudo-isomorphisme composé p

(Pïcc)""1 / p^ a
. î^—————^ p^«———^Ï^\ •
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Supposons p représenté par la donnée de deux môrphismes

qui induisent des isomorphismes sur U . Soit. Q le noyau du couple de môr-
phismes

Alors, pour tout morphisme plat f : X -* S , où X est noethérien, la forma-
tion de Q commute au changement de base f : X — S •

On considère le diagramme cartésien

X ^———— X* ^ 1 X"
| q.o |

ë h'! '[ 12 4^ ^ P. +

P2
On a un diagramme exact

(**) 5 - 5' ^ 5" .

Pour chaque entier n ï o , on note 5 la réduction de 5 mod . I31 ; 3?
est aussi le noyau du couple de morphisme

^y ' ^y" .
^

Soit tt le noyau du couple de morphisme

^\\-=^\ •
Nous allons montrer que l 'on a un isomorphisme de système projectifs

"^V-"^^ .
On se ramène, grâce à a , à prouver l'assertion précédente lorsqu'on

a de plus un morphisme du diagramme (*) dans { * * } ou vice-versa. Plaçons-nous
par exemple dans le cas où l'on a un morphisme de ( * ) dans ('x'*). On considère
alors la suite exacte de <&-.-modules

b



0 - Q - 3.* -^ K - 0

(*^) a | b c
t ^ 4'

0 - 3; - 3^ - £ - 0

et on note que tous les noyaux ou conoyaux de a , "b , c sont annulés par une
puissance I11 de I . On en déduit, d'après 2.5, que la suite

0 -» Ker a -* Ker "b -» Ker c -<• Coker a -» Coker b -- Ooker c -- 0

rest exacte quand on remplace chaque terme par le système projectif de ses ré-
ductions mod, m . Comme il en est de même des lignes du diagramme ( * * * ) , sauf
a priori en le terme "lim" Q , on en déduit que "lim" Q est le noyau du

morphisme "Mm" (3?*) -- "Mm" y, „ On démontre de façon analogue que ce noyau

est isomorphe à "lim" M

On a alors un isomorphisme

"u^ ^m - "^m ^m •
A

II en résulte que "lim" f*% satisfait a la condition de Mittag-Leffler et
que l'on a des suites exactes

^m ^m——> ̂ V^î )m ===^lim^
5| 5|

A ' /< ' A
f^Q ——————> ^gE^t ^ h^U ,

ce qui démontre le corollaire. ,

1 . Cas ^lo'bal.
Commençons par démontrer un théorème d'algébrisation dans le cas

d'un faisceau formel engendré par ses sections.

PROPOSITION 1 . 1 . - Soient S un schéma noethérien localement immersible dans
un schéma régulier de dimension finie, f : X -* S un morphisme propre, Y
une partie fermée de X telle que U = X-Y soit affine sur S . On note
X le complété formel de X le long de Y . Soit 3; un faisceau de modules
cohérent sur X , satisfaisant aux conditions suivantes :

a) 3? est engendré par ses sections.
b) Pour tout point x de X , fermé dans sa fibre, pour tout point

z de X appartenant à U , on a
prof 3 s 2-dimCi) ,z x

où j z j est l'adhérence de z dans le schéma local X . Alors on peut
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trouver un faisceau de modules cohérent F sur X tel que l'on ait

prof F s 2 en tout point u€TJ tel que iu)f1Y = 0 , et un isomorphisme
A
P ^ 3; .

Un. tel faisceau F est unique à isomorphisme unique près.

Si F est un faisceau de modules cohérent sur X tel que l'on ait
A

un isomorphisme F ^ 3 , les hypothèses de profondeur faites sur 3; entraînent

que, pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre, et pour toute générisa-

tion u de y , appartenant à U , on a

prof P ^ 2-codim( j5"} , ju) )

(il 5 . 1 . l ) o L'unicité de F résulte alors de 1 4 . 1 »

D'après 1 . 1 . 1 ci-dessous, il suffit, pour prouver l'existence de P ,

de montrer que y est algé"bri sable .

1 . Le fait que 5 soit algébrisable est local sur S •

Supposons que l'on ait un recouvrement de S par des ouverts S. ,
— 1 ^"

i€I , et, pour tout i , un voisinage ouvert V. de f ( s . )DY = Y. , un fais-

ceau cohérent P. sur V. , et un isomorphisme P. ^ ^JV . • Comme S est noe-

thérien, on peut supposer les S. en nombre fini. Soient a ,...,a des sec-

tions globales de y qui engendrent 3? . Compte tenu de I 5.7> on peut suppo-
ser, quitte à restreindre chaque V. à un ouvert plus petit, que, pour tout

i , les a ,...,a se relèvent en des sections a. ,...,a. de P. au-dessus

de V. ? on peut supposer de plus que les a. ,...,a. engendrent P. o

Soient i , j C I , V. . = V. n V. , Y. . = Y. n Y. . Comme P. |v. . et P.|î. .
;- J — J -L j — J - * - — J J J

sont isomorphes à 3?|V. . , or- peut trouver un voisinage ouvert W. . de Y. .
•±- J -1- J -J- J

dans V . . et un isomorphisme
1 d

fis •• ̂  1*13 ̂ A.) )

qui induise l'identité sur 3;]v. . (i 5.7). Quitte à restreindre W. . à un

ouvert contenant Y. . , on peut alors supposer que cp. . ( a . - , ) = a pour tout

1 ^ k ;s n .
Soit T . . == V . . - W . . et soit 9 . . l'immersion canonique de W. .

i j i i j ^ - 3 ^-c] 13
dans V . . o Tout point u € T . . est fermé dans sa fibre. S'il n'en était pas

13 i J __-i
ainsi, on pourrait en effet trouver un point y £ Y. D f (f(u)) ; le point y

__ 4 1

appartiendrait à Y D f ( S . ) = Y . , donc à Y. . ; par suite u appartien-
3 3 ^-J

drait à W . . • Vu les hypothèses de profondeur sur 5 , si x est un, point de

T . . tel que l'on ait prof P. = 0 y on a nécessairement jx }nY. = 0 • Quitte13 x i i
à enlever à V. une partie fermée ne rencontrant pas Y , on a

prof ( î - IV i - , ) ^ 1 »
i3 J ,
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et on peut supposer qu'il en est de même pour P. . On considère alors le dia-
i)

gramme suivant :

0————^FJV^————^(FilWlj)

k^)
0———^'^J———^ij^'^

Les images respectives des sections a ,...,a. engendrent P.|v,. . On a

donc un morphisme injectif (p. . : P. |v. . -*• P. IV. . qui envoie a. ,...,a. suri j i i j ç] i j il in
a. ,...,a. , donc est un isomorphisme. Les morphismes ( p . • satisfont alors à

J i jn l j
la condition de recollement et les F. définissent donc un faisceau F sur V

tel que F soit isomorphe à 3? .

2. Réduction au cas où X est un sous-schéma fermé d'un espace pro-

jectif ?!" , r a; 5 , ̂  Y une section hyperplane de X .

On peut supposer S affine. On peut trouver un diagramme

\r,
où P est un sous-schéma fermé d'un espace projectif Œ?1' , r étant aussi

b

grand que l'on veut, où q est un morphisme propre, p un morphisme projec-

tif, j et k des immersions ouvertes, tels que j(U) soit le complémentaire

d'une section hyperplane de P et que l'on ait des isomorphismes

p-^idJ)) ^ k ( U ) ^ q^UdJ)) .

On note î (resp. P) le complété formel de Z (resp. P) le long de Z-U (resp.

P-U) et $ : Z - » X , § . : § - » ? les complétés formels respectifs des morphis-

mes p et q . Soient Q = p*3? , . % = q^Q . D'après 0.1, 5 est algéhrisable

si et seulement s'il en est ainsi de Q . Comme le morphisme canonique

^=^^——^(î

induit un isomorphisme sur U (0.2), Q est algébrisable si et seulement s'il

en est ainsi de ït . Le faisceau Q satisfait à la condition b) de l'énoncé

d'après II 5.1.2. Comme "b est un isomorphisme au-dessus de U , il en est de

même de .̂*â .̂Q > âLOïlc aussi de M o Enfin le fait que a? soit engendré par ses

sections entraîne qu'il en est de même de Ç . On peut donc trouver un morphis-
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me surjectif

^ - Q ,"Z

d 'où l'on déduit un morphisme

&1 - q^Q = M ,

et a est surjectif sur U . Si it' désigne l'image de a , tt' satisfait aux

conditions a) et "b) et est algéhrisable si et seulement s'il en est ainsi de 3F.

Il suffit donc de démontrer la proposition pour P et %' , ce qui achève la

réduction.

5. Cas où X est un sous-schéma fermé d'un espace projectif type

P^ , r ss 5 , e^ Y une section hyperplane de X .

5.1 , Réduction au cas où X est régulier.

La question étant locale sur S , on peut supposer que S est un

sous-schéma fermé d'un espace affine régulier R . L'espace projectif Pc est
,, &

l'image inverse sur S de Œp et Y est la trace sur X d'une section hyper-
plane H de B?1' . Soit j l'immersion fermée de X dans IP̂  , ^ le morphis-

K ii.
me déduit de j par passage aux complétés formels. En remplaçant S par R ,

X par O?3' , 3? par 3^3 , on se ramène au cas où X est régulier.

Si ^y(l) es^ 1e faisceau fondamental sur X , Y est défini par
l'annulation d'une section o de (&,,.(1) ; l'idéal 1 définissant Y est

A

alors 6y(-l) plongé dans ^ par la multiplication par a .

/\
5.2, Réduction au cas où, pour tout point y de X fermé dans sa

fi'bre, on a prof 3 ^ 2 .
y «y

On associe à 7 l'ensemble A(30 des points x£X qui ont la pro-
priété suivante :

II existe un ouvert affine V de X et un point associé à ^ de

.projection x ,

II est clair que ACa?) est fini. On se ramène par récurrence au cas

où A(30 est réduit à un point. Soit en effet x un point maximal de A(3i) .
Pour tout ouvert affine V de X , on considère le plus grand sous-faisceau
Ç^ de 3iA dont le support ne contient aucun point au-dessus de x .Les ç^.

sont alors les restrictions aux V d'un sous-faisceau Q de 5 et A(5/Q)
est réduit au point x , Comme 3/Q satisfait aux condition de l'énoncé, on
peut supposer S/G algé'brisa'ble ; on note Q un faisceau de O-.-modules cohé-

^ -x-
rent tel que l'on ait un isomorphisme Q ^ ^/Q et tel que prof Q ^ 2 en tout

point uCU tel que juJDY = 0 o Comme 3 est engendré par ses sections, il est

quotient d'un -̂module libre L . On considère le diagramme commutatif suivant
dont les lignes et les colonnes sont exactes :
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0 0
^ ^

0 -> M == %
^ ^

0 - )C —^ î, -^ $ - 0
^ ^

0 - * Ç - 3 i ——^ 3/Q - 0
^ ^
0 0

D'après I 4.1 , le morphisme b est algébrisable ; par suite le faisceau y, est

algébrisable. Qn peut donc trouver un entier n tel que ï((n) soit engendré

par ses sections. Par suite Q(n) satisfait aux conditions a) et b) de l'énon-
cé.

On se place maintenant dans le cas où A(3) est réduit à un point

x^ . Soit E l'ensemble des points y£x , fermés dans leur fibre, tels que l'on
ait

prof^ < 2

L'ensemble E est fini ; pour le voir, on prend un recouvrement fini de X par
des ouverts affines V^ , ICI , et on applique I 5.5 2) aux X- . De plus E
est contenu dans l'adhérence de x et l'hypothèse b) entraîne que l'on a

c o d i m ( ( 5 " [ , l x ^ ) ) ï 2 ,
Par suite, si E est l'adhérence de E , on a

prof^ ̂  1
en tout point z tel que codim( ( ' i ) n E , (I) ) = 1 . D'après le lemme 1 . 2 ci-des-
sous, on peut trouver un faisceau de modules cohérent Q sur X , un morphisme
3î -4> Q induisant un isomorphisme sur U , tels que, pour tout point x€Ï , on
ait

prof^ ï 2 .
D'après 0 . 1 , il suffit, pour montrer que 3 est algé'brisa'ble, de prouver qu'il
en est ainsi de Q . Il suffit même de prouver l'existence d'un entier n tel
que Q ( n ) soit algébrisable. On a prof Q ^ 2 en tout point y de Y fermé
dans sa fibre. Il suffit donc, pour achever la réduction, de montrer que l'on
peut trouver un entier n tel que Q ( n ) soit engendré par ses sections. Comme
5 est engendré par ses sections, on peut trouver un faisceau de ^ -modules

A.libre L et un morphisme surjectif
c : Ê - g .

D'autre part on peut, trouver un entier q>0 tel que l'on ait un monomorphisme
Î Q <= 5 , et le faisceau /̂f̂ Q- est algébrisable. On considère le diagramme
commutatif suivant, dont les lignes sont exactes :
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0 -. x - î ^î/î^ - 0

1 1 e J-^ ^ ^
0 - Î Q -^ 3 - 3/Î^Q - 0 .

D'après 1 4 . 1 > le morphisme d est algébrisable ; il en est donc de même du
faisceau X . On peut donc trouver un entier n' tel que }((n') soit engendré

par ses sections. Il en est alors de même du quotient î^çtn') = Q(n'-q) , ce
qui achève la réduction.

5.5. Fin de la démonstration.

Soit L un faisceau de & -modules cohérent localement libre, tel
A A

que l'on ait un morphisme surjectif c : L — F ; soit U = Ker c . Pour tout

point y de Y fermé dans sa fibre, on a dim (&^. s 5 et» comme ô^ estX»y X,y
régulier, on a

prof^y s 5

(EGA 0-,-y 1 7 . 5 * 4 ) . Il résulte alors de III 2.2, appliqué en y faisant ig = id ,
qu'il existe un entier n tel que il(n) soit engendré par ses sections. Par
suite on peut trouver un faisceau de ôy-modules libre L' et un morphisme sur-

A
jectif e : L' — îi(n) . On a donc une suite exacte

L'——i~>L(n)—£^2>5(n)—^0 î

d'après 1 4 . 1 , e est algébrisable ; ceci prouve que<- ;?(n) , donc aussi 3;
est algébrisable,

LEMME 1 . 1 . 1 . - Soient S un schéma noethérien (resp. un schéma local de point

fermé t ) , localement immers ibie dans un schéma régulier, f : X -*• S un
morphisme propre (respo soit X le complémentaire d'une partie fermée T de

S telle que dim T ^ c+1 , c ^ 0) . Soit Y une partie fermée de X et
supposons l'ouvert U = X-Y affine sur S . Soient V un voisinage ouvert
de Y dans X et F un faisceau de modules cohérent sur V tel que, pour
tout point y£Y fermé dans sa fibre (resp. pour tout point yCY tel que

ô..y = 1 ) et toute générisation u de y appartenant à U , on ait

prof^F ^ 2-codim( {J} , jïï) )

(resp. prof F ^ Inf(l,c+2-codim((^),iïï[)) .

Alors on peut trouver un ouvert W y Y ^ W ^ V y e t u n faisceau de ^y-modu-

les cohérent G qui prolonge F|w et vérifie la condition suivante :
A

Pour tout point u€U tel que i u ) n Y = 0 , on a

prof G ^ 2 .
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Soit en effet E l'ensemble des points u de V tels que l'on ait

prof F < 2 et {Tî)nY = 0 .

Si W = V- U fu j » l'ensemble Z = X-W est stable par spécialisation. Si uCW
u£E

est une générisation immédiate d'un point de Z > on a deg tr k(u)/k(s) ^ 1

(resp. ô,u s. 1-Kiim T ^ c+2) o On a donc prof F ï 1 (l 5.4). Par suite, si l'on
b U

pose G = î ty/-(F) , le faisceau G- est cohérent (EGA TV 5 . 1 1 . 1 ) . Par construc-

tion G satisfait à la condition de l'énoncé. Comme F et G sont isomorphes

en dehors d'une partie fermée qui n'est autre que U (u[ , W est en fait un

ouvert. UCE

LEMME 1 . 2 o - Soient X un schéma noethérien localement immersible dans un sché-

ma régulier d,e dimension finie, Y une partie fermée de X , X le complété

formel de X le long de Y , E une partie fermée de X . Soit 3? un fais-

ceau de modules" cohérent sur X tel que, pour tout point xCE , pour tout

point z de X' -E tel que dim|z[== 1 , on ait

prof^ s 1 .

Alors on peut trouver un faisceau de modules cohérent Q sur X , un morphis-

me

a : 5 -» Q
A

induisant UL isomorphisme au-dessus de U , tel que a|X-E soit bijectif,

tels que l'on ait

prof^ ^ 2

en tout point x€E •

Soit en effet (v.).p,. un recouvrement de X par des ouverts affines

immersibles dans des schémas réguliers et considérons les immersions ouvertes

fi •• \ - \^ \ •
Si z est une générisation immédiate de E ,̂ , on a prof (SA ) s 1 (il 5 . 1 . 1 ) .

'i z 'i

II résulte donc de EGA IV 5 . 1 1 . 4 que les faisceaux cp.^cp*(3!A ) sont cohérents.

Les morphismes X/,- ,-,, '̂̂ X^r étant plats pour tous i , j € I , on déduit de
^vi"VJ / "i

EGA III 1 . 4 . 5 que les faisceaux cp. ^cp* ( 3^ ) se recollent ; ils définissent

donc un faisceau cohérent Ç sur X qui satisfait à toutes les conditions de

l'énoncé.
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COROLLAIRE 1.5.- Les notations X , S , f , U , X ont le même sens que dans
1.2 et l'on suppose S affine. Soit C la catégorie des faisceaux de modu-
les cohérent 2F sur X qui satisfont à la condition suivante :

Pour tout point x de X , fermé dans sa fibre, pour tout point z
de X appartenant à U , on ax x

prof^ ï 5-<iimfit .

Soit 3? -* Q un monomorphisme d 'objets de C . Alors, si Q, est algébrisa-
ble, il en est de même de 3 .

On considère la suite exacte

O ^ ï î - Ç - ^ K - ^ O .

Pour tout point x de X , fermé dans sa fibre, et pour tout point z de X ,
appartenant à U , tel que dim('z') = 1 , on a

prof^ ^ 1

(1 .5 .1 ci-dessous). Comme 3 est algébrisable et le schéma S affine, on peut
trouver un entier n tel que Q(n) soit engendré par ses sections ; il en est
alors de même du quotient }((n) . Par suite }{(n) satisfait aux hypothèses de
1.2, donc est algébrisable. On peut alors trouver des faisceaux de & -modules

-X.
cohérents G et K , satisfaisant à la conclusion de 1 .1 .1 , tels que l'on ait
des isomorphismes G ^ Q , ,î. ̂  'K . D'après I 4.1, le morphisme a se déduit,
par passage aux complétés formels, d 'un morphisme b : G -«• K ; on a donc un iso-
morphisme (Ker b)^ ~ 3 .

LEMME 1.5.1.- Soit A un anneau local noethérien.
1) Soit

0 - M' - M - M" - 0

une suite exacte de A-modules de type fini et soit n un entier > 0 . Sup-
posons que l 'on ait prof M' s» n+1 et prof M ^ n ,' alors on a prof M" ^ n .

2) Soient M un A-module de type fini, SI l'annulateur de M . Sup-
posons que l'on ait prof A ï 1 (resp. prof A ï 2 et prof M ï 1 ) ; alors
on a prof SI s 1 (respo prof SI ^ 2 ) .

Soit k le corps résiduel de A o II suffit, pour prouver 1 ) , de
montrer que l'on a E x t . ( k , M " ) = 0 pour i<ïi ; or cela résulte de la suite
exacte

- Ext^(]î:,M') -»-*Ext.(k,M) -^ Ext.(k,M") -» Ext1'1'1 ( k , M ' ) -^

et des hypothèses Ext^k.M') = 0 si i < n+1 et Ext^k,!!) = 0 si ±<n .
A A
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L'assertion 2) se démontre de même. Le module A/SI est un sous-modu-
le de Hom^(M,M) ; comme on a prof .M ^ 1 , on a aussi prof(Hom (M,M)) ^ 1
(I 4.1.1), d 'où prof(A/Sl) ^ 1 . Il suffit alors de considérer la suite exacte

0 - Hom^(k,îï) - Hom^(k,A) - Hom^(k,A/Sl) - Ext^(k,Sl) - Ext^(k,A) ,

Nous aurons "besoin, pour démontrer 1.4, du lemme de dévissage suivant:

LEMME 1.4.0.- Soient X un schéma noethérien régulier de dimension finie, Y
une partie fermée de X , U = X-Y , X le complété formel de X le long de
Y , E une partie de X telle que l'on ait dim ©^ ^ 5 en tout point

J\.f X i
xCE . Soit C la catégorie des faisceaux de modules cohérents 5 sur X
qui satisfont à la condition suivante :

( i ) Pour tout point xCE , pour tout point u de X , appartenant à
U^ , on a

prof^ ï 5-dimCu}

(u[ désignant l'adhérence de u dans X .

Supposons les conditions suivantes satisfaites :

a) Si 3 — Q est un monomorphisme d'objets de C et si Q est algé-
brisable, il en est de même de 3; .

b) Tout objet de C qui vérifie de plus la condition (S.,), dont l'an-
nulateur est algébrisable,par un idéal 91 de & tel que v(si) soit irré-x
ductible, est algébrisable.

Alors tout objet de C est algébrisable.

Soit 3 un objet de C . Quitte à remplacer 3; par un quotient iso-
morphe à 7 sur U , ce qui ne change pas la propriété d'être algébrisable
( .1), on peut supposer que, pour tout ouvert affine V de X , 3^ n 'a pas
de sous-faisceau non nul de support contenu dans YA .

Soit d'abord 3? un faisceau vérifiant (S ) , dont l'annulateur est de
la forme à avec V(a) irréductible. D'après II 2 » 5 , dont on reprend les nota-
tions, on peut trouver un faisceau formel cohérent Q , un monomorphisme

3 - Q ,

tel que, pour tout ouvert affine V de X , Q-y soit la (Z^)-clôture de 3;̂  .
Cette dernière condition entraîne que l'annulateur de Q est aussi celui de
3? . Montrons que Q est dans C . Soit x un point de E ; comme le faisceau
3 vérifie la condition (i), toutes les composantes irréductibles du support de
3^ sont de dimension ï 5 ; il en est donc de même des composantes irréductibles
du support de Q . Comme Q vérifie (S ), on a
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prof^ ^ 5-dimfi) ,

pour toute générisation stricte z de x ; par suite Q appartient à C . Le

faisceau Q satisfait à "b), donc est algébrisable. D'après a), 5 est algébri-

sable.

Soit maintenant g; un faisceau vérifiant (S ) et montrons que 3? est

algébrisa'ble. Montrons que l'annulateur SI de 3 est algébrisable „ Cela est

évident si SI = 0 o Sinon, comme X est régulier, SI vérifie (S,) et son annu-

lateur est nul. Or, si x est un point de E , et z une générisation de x ,

appartenant à U , on a

prof © A s 5-dimlz) prof 3 ïs 5-dim|zi
Z -A. Z X

d'après 1 . 5 . 1 2), on a aussi

prof 81 s 5-dim('z'j

Par suite SI est algébrisa'ble o Soient x ,,..,x les points maximaux de V(Sl)o

D'après II 2.7, on peut trouver des faisceaux formels cohérents Q. , 1 a: i ^n ,

un monomorphisme

a? - e Q ,
1^i5;n

tels que Q. vérifie (S-) et que l'annulateur de Ç. soit de la forme 2?. ,
où SI. est un idéal de & tel que V(îl. ) = (x~"l . Pour tout point
x C E n jx"") , on a codim( { x } , (x. }ï 5 , d*où le fait que Q_ est dans C . Les
Q. sont alors algébrisa'ble s d'après b) et il en est de même d-e 3 d'après a).

On peut désormais supposer que tout objet de C qui vérifie (S,) est

algébrisable, Soit 3 un objet quelconque de C et montrons que 3? est algé-

brisable. D'après II 206, on peut trouver des faisceaux formels cohérents 3. ,

0 ^ i ^ n , vérifiant (S^,) , un monomorphisme

3 - C 3^ ,
o^i^n

tels que, pour tout ouvert affine V de X et tout i , tout point associé à

3;.^ soit associé à 3i/_ o Montrons que les y. sont dans C • Si x£E et si

u est un point maximal du support de 3. , u est un point associé à 5 ;

par suite u appartient à U et, comme a? € C , on a dim]u[ ^ 5 . Comme

3^ vérifie (S^), on a

prof^^ ï 5-dimjx) ,

pou-r toute générisation stricte z de x ; par suite 3. appartient à C quel

que soit i , Les 3. sont donc algébrisables, et, d'après a), il en est de

même de 3? .
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THEOREME 1.4.- Soient S un schéma noethérien localement immersible dans un

schéma régulier de dimension finie, f : X - S un morphisme propre, Y une

partie fermée de X telle que U = X-Y soit affine sur S . On note X le

complété formel de X le long de Y . Soit C la catégorie des faisceaux

de modules cohérents F sur X qui satisfont aux conditions suivantes :

(i) Pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre, et pou-r toute gé-
nérisation u de y appartenant à U , on a

prof^F s- 5-codim( {^| , i'[î[) .

(ii) Pour tout point u de U tel que f ï ï jnY = 0 , on a

prof F ï 2 .

Soit C la catégorie des faisceaux de modules cohérents 3 sur X satis-
faisant à la condition suivante :

(iii) Pour tout point x de X , fermé dans sa fibre aus-dessus de S ,
pour tout point z de X appartenant à U , on ax x

prof ̂  ï> 5-dimfi} .

Alors le fondeur cp de C dans C qui, à un faisceau F , associé son
complété formel F le long de Y , est une équivalence de catégories.

le fondeur cp est pleinement fidèle d'après I 4 . 1 . Compte tenu de
1 . 1 . 1 , le fait que cp soit une équivalence de catégories résulte du corollaire
suivant :

COROLLAIRE 1.5.- Les notations étant celles de 1 . 4 , soit ^ un faisceau cohé-

j rent sur X , appartenant à C . Alors y est algébrisable (0 .0 .1 ) .

La question est locale sur S . Soient en effet ( S . ) . c un recouvre-

ment ouvert de S , X^ = X XgS, ; supposons que, pour chaque ICI , on puisse

trouver un faisceau cohérent F. sur X. , satisfaisant aux condition (i) et

(ii) de 1 . 4 relativement à S. et un isomorphisme F. ^ 3î |x. o Montrons que les

faisceaux F. se recollent et définissent un faisceau F sur X tel que l'on
1 A

ait un isomorphisme F ̂  3? . Pour tous i , j C I , posons X . . = X.D X. »

^j = ̂ j n u • un point ^^n tel ̂  ^ê tr k(u)/k(f(u)) = 0 ou 1 est,
soit générisation immédiate d'un point yCY. , fermé dans sa fibre, soit tel
que (u fDY = 0 (i 5.4). Dans les deux cas, on a

prof^ s- 2 .

Il résulte alors de I 4.1 que l'on peut trouver un unique isomorphisme

fis •• ̂ a-^ij '
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A
qui induise l'identité sur 5|X. . , et que ces isomorphismes satisfont à la

^- <]
condition de recollement.

On peut donc supposer S affine,. On se ramène, comme dans 1.2, au
cas où S est régulier, X de la forme B?1' , avec r ^ 5 et où Y est une

b

section hyperplane de X . En particulier X est régulier. Soient L == (&„( 1 )
A.

et a une section de L qui définit Y , 1 l'idéal défini par a . Pour tout

entier n , on pose ^(n) = 5 ® L n . On peut alors appliquer 1 . 4 . 0 en définis-

sant E comme l'ensemble des points de X fermés dans leurs fibre. La condi-

tion (i) de loc. cit. n'est autre que la condition (iii) de 1 . 4 ; la condition

a) résulte de 1 . 5 . Il suffit donc de prouver b), i.e. de prouver le corollaire

si l'on suppose que 3 vérifie (S-) et que l'annulateur de 3; est algébrisable

par un idéal 21 tel que v(îl) soit irréductible.

On suppose désormais que S est affine, X projectif sur S , que

Y est une section hyperplane de X , que 3? vérifie (S^) et a un annulateur

algébrisable par un idéal 21 tel que V(îJ) soit irréductible. Quitte à rem-

placer X par un sous-schéma fermé, on peut supposer que ÎI == 0 et que X est

irréductible. On peut supposer f surjectif. Nous allons voir que l'on peut

trouver une partie fermée T de Y , un ouvert W de V = X-T , contenant U ,

un morphisme propre g : Z — V , induisant un isomorphisme- g (W) ^ W , un

.faisceau g-ample L' y tels que les' conditions suivantes soient satisfaites :

a) On a codim(T,X) ^ 4 et codim(v-W,V) ï 5 .

b) Si Z désigne le complété formel de Z le long de H = g" (Y n V)

et à î Z -> V le morphisme déduit de g , le faisceau ^(^Iv) vérifie la con-

dition (Sj.

c) Pour tout point n£2 , fermé dans sa fibre au-dessus de V , on a

dim &- = dim (& , v .
Z,z V»g(z)

Soit en effet E l'ensemble des points y de X tels que 5 ne

vérifie pas (S ). D^près II 2.4.1, E est une partie fermée de X . Notons

que, 5 vérifiant (S ) en tout point xCX , on ax ^-
dim (^ ï 5A,y

en tout point y de E . Notons ( y . ) . p - r l'ensemble des points de E tels que
l'on ait dim (̂  = 5 . L'ensemble I est contenu dans l'ensemble des points

A,y^
maximaux de E donc est fini. Pour tout iCi , l'anneau local ô est for-

X»y^
mellement équidimensionnel (EGA IV 7 . 1 . 1 0 et 7.1.8). Par suite 6^ est équi-

•"•ïj^
dimensionnel de dimension 5 . Comme 3 vérifie (S^), on peut appliquer II

^ "
1 . 4 relativement à l'entier 5 . Soit W = Spec ôy - (y. j . D'après loc.

Vi A.,y^ i
cit,, on peut trouver un morphisme propre
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g : Z - Spec ̂  ,
y! Vi Afy!

induisant un isomorphisme g (W ) ^ W , tel que toutes les composantes irré-
Yj_ Vj_ y^

ductibles de Z soient de dimension 5 , un faisceau g -ample L' , tel
y! y! y!

que L* |g (W ) soit isomorphe au faisceau structural de W et tels que
y! y! YÎ y!

le faisceau g* 3 vérifie (S ). D'après II 1 . 6 et EGA IV 8 (8.2, 10 .5 , 5.2,
Y! Y! "

10 .5 .2 ) , il existe un voisinage ouvert V. de y. dans X , un morphisme pro-

pre
g, : \- V, ,

un faisceau g.-ample Lî , tels que l'image inverse de g. par le morphisme

canonique Spec &/_ — V. s'identifie à g , l'image inverse de L'. étant
^y^ î 1

alors L* • Soit W. = V. - { y . } . Quitte à restreindre V. à un voisinage ou-

vert de y. dans V. , on peut supposer que g. induit un isomorphisme

g^(W^) ^ W^ , et que I^|W^ est isomorphe à < .̂ (EGA TV 8.5.2.4 et 8 . 1 0 . 5 ) .

On peut aussi supposer que les points maximaux de Z. sont les projections de

ceux de Z • Comme les composantes irréductibles de Z sont de dimension
y! ^ y!

5 , les V. satisfont à la condition c) . On note Z. le complété formel de Z.

le long de g 7 (Y n V . ) , etc. Comme l'ensemble des points de Z. où g f î^ lv . )

ne vérifie pas (S.,) est une partie fermée qui ne rencontre pas g. (y.) y on
peut supposer, quitte à restreindre V. , que g'y'Cïïlv.) vérifie (S,). Quitte

à enlever à chaque V. "la réunion des {5"~) pour j ^ i , on peut supposer que
^- d

l'on a

v^ n v. n (iT) n (7^! = 0 pour tous i,j c i , i^j ,

Soient T' l'ensemble des points de X - U V. en lesquels 3; ne
ICI 1

vérifie pas (S-) , T! = (7~fn(X- U V. ) et soit
5 1 i ^ 1

T = T' U ( U T!) .
ICI 1

Comme la réunion des V. contient les points y. , ioê. les points où 5 ne

vérifie pas (S^) et dont l'anneau local est de dimension 5 , on a

codim(T,X) ï 4 .

Soient V = X-T et W = V- U (J^T'In V. ) . Comme les y. sont les points maxi-
i€l z 1 1

maux de V-W , on a bien codim(v-W,V) ^ 5 , d'où la condition a).

Définissons maintenant Z . On considère le recouvrement ouvert de V

formé de W et des V. , ICI . Comme la restriction du morphisme g. à W.

est un isomorphisme, la famille de V-schémas formée de W et des Z. se
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recolle, et l'on obtient ainsi -un V-schéma g : Z -*• V • Le morphisme g est

propre car il l^st localement sur V ; enfin, par construction même, la res-

triction de g à V est un isomorphisme. On définit de même un faisceau
g-ample L' par recollement à partir de &-. et des Lî , compte tenu du fait

que L! |W. est isomorphe à & „ Comme 3î|w , ainsi que les g^^l'V. ) , véri-

fie (S-) y le, faisceau g*? vérifie (S ). On a donc réalisé toutes les condi-

tions annoncées.
Montrons que l'on peut appliquer III 2.2o Comme ^ appartient à C ,

les fibres de f sont de dimension a: 3 ; on a donc dim ^A ^ 5 en tout point
/. il9z

z de Z , fermé dans sa fibre au-dessus de V , de projection un point x fer-

mé dans sa fibre. Il en est de même en un point z de projection un point x

tel que codim( (î[nT, (ï) ) = 1 , puisque l'on a codim(T,X) ^ 4 o Comme g-^
vérifie (S.,), on a bien

prof^(g^)^ :> 5 ,

en tout point z tel que précédemmento Soit h le morphisme composé de g et

de l'immersion ouverte de V dans X . Il résulte de III 2.2, dont on reprend

les notations, que l'on peut trouver des entiers n' , n , et des sections

globales a. , j£j , de h^h-^S^ , (n )) telles que les o . | W engendrent le

faisceau h^h^C^ , (n ) ) | W o Ce dernier faisceau n'est autre que 3?(n ) |w . Si
o

k est l'immersion ouverte canonique de W dans X , on peut donc trouver un
faisceau de & -modules libre de type fini L et un morphisme

-A.

a : L - k^(3(n^)|w) ,

A
tel que le morphisme a |W soit surjectif.

Soit Q = Im a o Le faisceau Q. est engendré par ses sections et,

comme k^(gî(n ) ] w ) vérifie (S ) , il en est de même du sous-faisceau Q, . De

plus l'armulateur de Q est l'idéal nul. Comme les fibres de f sont de dimen-

sion ï 5 , cela implique la condition b) de 1 . 2 o D'après loc. cit. , Q est al-

gébrisable. Soit G un faisceau de modules cohérent sur X , tel que l'on ait

un isomorphisme G- ^ Q . Le faisceau G - J W est isomorphe à 3;(n ) J W o On peut
alors appliquer II 5.2 et 5.3. On en déduit des isomorphismes canoniques

(k^GlW^ ^k^(&|w) ^k^(3?(n^) |w) 5(n^) ^k^(5(n^) |w) .

Ceci prouve que Q est algébrisable par le faisceau (k^.G|w)(-n ) .
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2 o Cas local.

Soient S un schéma local noethérien complet de point fermé t ,
X = S-(t[ , Y -une partie fermée de X , X le complété formel de X le long
de Y . Lorsque l'ouvert U = X-Y est affine, nous nous proposons d ' algébriser
les faisceaux formels cohérents 5 sur X , qui satisfont à la condition (iii)
de 2.8o Nous aurons "besoin, pour traiter le cas U affine, d'utiliser le résul-
tat 2 . 6 , relatif au cas où Y est défini par l'annulation de n sections glo-
bales de S . Traitons d'abord le cas où Y est défini par l'annulation d'une
section globale de S ; comme dans le cas local, nous démontrons d'abord un
théorème d'algébrisation pour un faisceau formel engendré par ses sections.

PROPOSITION 2 . 1 . - Soient S un schéma local noethérien complet de point fermé
t , T une partie fermée non vide de S , f une section globale de ^ tel-
le que T <= V ( f ) , X = S-T , Y = V(f)nx , U = X-Y . On note X le complété
formel de X le long de Y . Soit 5 un faisceau de modules cohérent sur
AX , satisfaisant aux conditions suivantes :

a) 3? est engendré par ses sections.
b) Pour tout point x de X tel que ô , x ̂  dim T + 1 , pour tout

point z de X , appartenant à U , on ax x
prof 5 ^ 2-dim{'z'(

Alors g; est algébrisable.

Utilisant le fait que 'tout schéma local noethérien complet peut se

réaliser comme sous-schéma fermé d'un schéma local régulier complet (EGA 0

19.8.8) , on se ramène au cas où S est régulier, et l'on peut supposer que
l'on a

(*) dim S :> 4 + dim T .

1 • Réduction au cas où, pour tout point x d_e X tel que ô x == 1 ,
on a prof^ 3;̂  ï 2 .

Quitte à remplacer 3 par un faisceau isomorphe à 3 sur U , on

peut supposer que, pour tout ouvert affine V de X , le faisceau 3^ n'a

pas de sous-faisceau non nul de support contenu dans Y^- ( 0 . 1 ) . Pour tout ouvert

affine V de X , pour tout point x de Yç tel que ô x = 1 , pour toute gé-

nérisation z de x , on a alors, compte tenu de b)

prof g- ^ 1 si codim ( |x'( , {'z') ) = 0 ou 1 .

Soit E l'ensemble des points x de X , tels que ô^pX = 1 , tels que l'on
ait

prof 5 < 2 .x x
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L'ensemble E est fini ; pour le voir on prends un'recouvrement fini de X
par des ouverts affines V. , ICI , et on applique I 5.5 2) aux schémas SA

'-, x . - i
Pour tout point x€Ê et tout z C X tel que dirn)?} = 1 , on a

prof ̂  ^ 1 ;

d'après 1 ,2 , on peut donc trouver un faisceau de ^--modules cohérent Q , un
morphisme 3 ->> Q , induisant un isomorphisme sur U , tels que l'on ait

prof^ ï 2

en tout point x€S . De plus la relation ci-dessus reste vraie si l'on remplace
Ç par Î^Q, quel que soit l'entier q ï 0 car Ç n'a pas de sous-faisceau
non nul de support annulé par f . D'après O e 1 y il suffit, pour prouver que
3; est algétri sable, de montrer que l'on peut trouver un entier q s 0 tel que
Î^Ç soit algébrisatle. Il suffit donc, pour achever la réduction, de montrer
que l'on peut trouver q tel que le faisceau r^-Q soit engendré par ses sec-
tions, Comme 3 est engendré par ses sections, on peut trouver un faisceau de
6 -modules libre de type fini L et un morphisme surjectif

a : t -^ 3 .

Comme 3 et Q sont isomorphes sur U , on peut trouver un entier q tel que
le morphisme ï^Q -* ç se factorise en un monomorphisme Î^-Ç -» 3 ; le faisceau
3/f^ est alors algébrisable ( 0 . 1 ) • On considère le diagramme suivant, dont
les lignes sont exactes :

0 - % - î ^ 3/f^ - 0

^ ^ f
0 - î^ - 3 - 3/f^ - 0 .

D'après I 4.1, le morphisme c est algébrisable ; il en est donc de même du
faisceau H . Par suite % est engendré par ses sections ; il en est donc de

même du quotient Î^Q .

2o Cas où, pour tout point x€X , tel que ôrpX == 1 , on a

prof^3^ s 2 .
Soit L un faisceau de & -modules libre de type fini tel que l'on

ait un morphisme surjectif

a : î -* 3 ;

soit M = Ker a . pour tout point xCÎ , tel que ôrnX = 1 , on a, d'après (*),

dim 6- ï 5 . Comme 6,, est régulier, on a
-X..X A,X

P^x^x ^ 5

(EGA IV 17.3.4). On peut donc appliquer II 2.5 à M , en y faisant g = id ,
i étant l'immersion ouverte de X dans S . On en déduit que î^M est cohé-
rent. Comme S est complet, i^W , donc aussi U , est algébrisable. L* in-
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jection canonique M -* L étant algébrisable, d'après I 4e 1 3 est algébrisa-
blé.

COROLLAIRE 2.2.- Les notations S , X , T , U , S ont le même sens que dans
2 .1 . Soit C la catégorie des faisceaux de modules cohérents 5 sur X ,
qui satisfont à la condition suivante :

(i) Pour tout point x de X tel que Ô..X ^ dim T + 1 , pour tout
point z de X_ appartenant à U y on a

prof 3 as 5-dimj'S} .z x

Soit 5 -» Q un monomorphisme d'objets de C . Alors, si 3 est algébrisable,
il en est de même de Q .

On considère la suite exacte

O ^ a ^ Q - ^ ^ O .
A A

Pour tout point x de X tel que ô,x ^ dim T + 1 , pour tout point z de X
appartenant à U , on a

prof % s 2-dimfii

( 1 . 3 . 1 ) . Comme le faisceau Q est algébrisable, il est engendré par ses sec-
tions ; il en est donc de même du quotient % . Par suite X satisfait aux
hypothèses de 2 .1 , donc est algébrisable. Soit K un faisceau de ^ -modules

* •'-•
cohérent tel que l'on ait un isomorphisme K^ K . Quitte à remplacer K par
un quotient isomorphe à K sur U , ce qui ne change pas la propriété de

/i»
Ker(Q -» K) d'être algébrisable (0 .1 ) , on peut supposer que l'on a

prof^K s 1

en tout point xCY . Soit E l'ensemble des points uCU où l'on a

prof K < 2 et o u == 1 .

Le sous-ensemble Z = U fu) de X est stable par spécialisation et l'on a
u£E

ô.v s. dim T + 2

en toute générisation immédiate v de Z î les hypothèses de profondeur véri-
fiées par K entraînent en particulier la relation

prof^K s 1 .

D'après EGA IV 5 . 1 1 . 1 , le faisceau K* = K°/-(P) est donc cohérent. De plus on
a un morphisme K — K* , injectif en tout point de Y et, par construction de
K' , on a

prof^K' ï 3-0 ,pU

'en tout point u€U • On peut donc appliquer I 4.1 au morphisme composé

Q - K - K» ;
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on en déduit que ce morphisme est algébrisable, d'où le fait que le noyau 3?

est algébrisable.

THEOREME 2.5.- Les notations étant celles de 2.2, tout faisceau 5 de C est

[ algé'brisa'ble o

D'après EGA 0-— 19 .808 , S peut se réaliser comme sous-schéma fermé

d'un schéma local régulier complet R . En remplaçant S par R et en prolon-

geant 5 par zéro, on se ramène au cas où S est régulier et on peut supposer

la dimension de S supérieure ou égale à dim T + 4 . On applique 1 . 4 . 0 à X ,

en désignant par E 1'ensemble des points x de X tels que ô,x <. dim T+1 o

D'après 2.2, la condition a) de loc. cit. est satisfaite. Il suffit donc de

prouver la condition b). On est ainsi ramené au cas où S est irréductible,

où 3; est un faisceau vérifiant (S-) , dont l'annulateur est nul, ce qu'on

suppose désormais.

Les hypothèses de profondeur sur 3? entraînent la relation

codim(T,S) ï 4 .

Nous allons montrer que l'on peut trouver une partie fermée T' de S ,
r p c : T t c : V ( f ) , un ouvert W de V = S-T' , contenant U , un morphisme propre

g : Z -> V induisant un isomorphisme g" (W) ^ W , un. faisceau g-ample L ,
tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

a) On a codim(T',S) s 4 et codim(V-W,V) s 5 .

h) Si Z désigne le complété formel de Z le long de g (Y fi V)

et ^ : Z — V le morphisme déduit de g par passage aux complétés formels,

le faisceau g (ïî |"V) vérifie la condition (S_ ) o

c) Pour tout point z de Z , fermé dans sa fibre, on a

dim (̂  = dim <^g^ .

A

Soit en effet E l'ensemble des points y de X tels que 5 ne/\ y
vérifie pas (S ) . D'après II 2.4.2, E est une partie fermée de X . Notons

.) /s
que, 3; vérifiant (S-) en tout point xCx , o n a

dim (^ .. ;> 5
-^-yj

en tout point y de E . Notons ( y . ) . c T l'ensemble des points de E tels

que l'on ait dim & - = 5 . Comme les y. , ICI , sont des points maximaux
X,y^ i

de E , 1 est fini. Pour tout ICI , l'anneau & est formellement équidi--^y^
mensionnel (EGA IV 7 . 1 . 1 0 et 7 .1 .8) . Par suite © A est équidimensionnel dex»y^
dissension 5 o Comme 3? vérifie (S?) , on peut appliquer II 1 . 4 relative-

ment à l'entier 5 . Soit W = Spec &A - ( y . } . D'après loc. cit., on peut
y! ^l 1

trouver un morphisme propre
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g : Z - Spec ÔA ,
^i î X,y^

induisant un isomorphisme g'^W ) ^ W , tels que les composantes irréducti-
"i "i î

blés de Z_. soient de dimension 5 , un faisceau g -ample L dont la
y! -7! ^i

restriction à g" (W ) soit isomorphe au faisceau structural, tels que
"i ^i

g* 5 vérifie la condition (S ) . D'après II 1 . 6 et EGA IV 8C8.2, 10 .5 , 5.2,
"i "i •)

10.5.2) , il existe un voisinage ouvert V. de y. dans X , un morphisme pro-
pre

Si ! \ - ̂  '
un faisceau g_-ample L. , tels que l'image inverse de g. par le morphisme
canonique Spec (^ -o V. s'identifie à g , l'image inverse de L. étant-^-Tjj^ -L y_ i
alors L • Soit W_ = V. - ly .1 . Quitte à restreindre V. à un voisinage ou-

vert de y dans V , on peut supposer que g. induit un isomorphisme
—l ~^~

êj, (w^ ^ w! 9 et que ^^i est isomorPhe à <^ (EGA IV 8.5.2.4 et 8 .10 .5 ) .

On peut aussi supposer que les points maximaux de Z. sont les projections des
points maximaux de Z ; comme les composantes irréductibles de Z sont de

A yi

dimension 5 , g satisfait à la condition c) . On note Z. le complété formel
de Z^ le long de g^"1 (Y n V^) , etc. Comme l'ensemble des points de Z. où
g^(!?|v^) ne vérifie pas (S ) est une partie fermée ne rencontrant pas

gj_ (Vj_) » on peut supposer, quitte à restreindre V. , que g* ( 51'(?. ) vérifie
(S ). Quitte à enlever à chaque V. la réunion de j^"} pour j ^ i , on peut
supposer que l'on a

Vj_ n V^ n f^T) H (T.} == 0 pour tous i,jCl , i / j .

Soit T" l'ensemble des points de X - U V. en lesquels 3; ne
ICI z

vérifie pas (S-) . Posons

T_ = |y~l n (X - U V . ) T ' = T U T" U( U T . ) .
1 ICI 1 iCi 1

Comme la réunion des V. contient les points y. , i.e. les points où 3; ne
vérifie pas (S ) et dont l'anneau local est de dimension 5 , on a

codim(T ' ,S) s? 4 .

Soient V == X-T' et W = V - U ( {J~} n V. ) . Comme les y. sont les points
ICI 1 1 z

maximaux de V-W , on a bien codim(v-W,V) :> 5 , d 'où la condition a).

Définissons maintenant Z . On considère le recouvrement ouvert de
V formé de W et des V_ , i£l . Comme la restriction du morphisme g. à
W^ est un isomorphisme, la famille de V-schémas formée de W et des Z. se
recolle ; on obtient ainsi un V-schéma g : Z - V . Le morphisme g est pro-
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pré car il l'est localement sur V ; enfin, par construction même, la restric-

tion de g à W est un isomorphisme. On définit de même un faisceau g-ample

L par recollement à partir de &,. et des L. , compte tenu du fait que L.|W.

est isomorphe à ^ . Comme 5 J W y ainsi que les ^"(a^V.) , vérifie (S.,) , le

faisceau ^*7 vérifie ( S _ ) o On a donc réalisé toutes les conditions annoncées.

On peut appliquer III 2.5 au faisceau ê*^ • En effet, pour tout

point x de V tel que codim( jx^nT-i3F) ) = 1 , la condition codim(T',S) ï 4

montre que l'on a dim &- s? 5 ; d'après c), on a aussi dim 6- ^ 5 en tout
V ,X Zi, Z

point z de Z fermé dans sa fibre au-dessus d'un tel point x ; par suite on

a prof^(g^)^ a- 5 .

Si h est le morphisme composé de g et de l'immersion ouverte V "- S , on

peut trouver un entier n tel que h^a^-n) soit cohérent. Le schéma S étant

complet, h^C-n) est algébrisable. Soit F un faisceau de & -modules cohé-

rent tel que l'on ait un isomorphisme F ^ h^3î(-n) . On en déduit, par restric-

tion à W , un isomorphisme

3 | W ^ Î | W .

Ceci montre que 5|w est algébrisable„ On peut alors appliquer II 5,2 et 5.5»

Si j est l'immersion ouverte de V dans X , on en déduit que les morphisme s

canoniques

(c^J*î'r - ^(P|W) ^ Î^(3?|W) 5 - Î^(3|W)

sont Mjectifs. Ceci montre que 3 est algébrisable par le faisceau J^J^P •

Nous allons maintenant généraliser 2.5 au cas où l'on ne suppose plus

Y défini par une équation mais seulement l'ouvert X-Y affine. La condition

(i) de 2.2 est équivalente à la suivante :
^ A ^Pour tout point xCX , pour tout point z de X. , appartenant a

U^ , on a
prof 5 ss Inf(2,dim T + 4 - ô,x - dim)?)) .

Z X T

II sera commode de se ramner au cas où la condition ci-dessus est satisfaite en

tout point z £ X o Ceci est possible grâce au lemme suivant :

LEMME 2.4.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t , immersi-

ble dans un schéma régulier. Soient T une partie fermée non vide de S ,

X = S-T , Y une partie fermée de X telle que U = X-Y soit affine ; no-

tons X le complété formel de X le long de Y . Soient k un entier, 3î
/̂ .

un faisceau de modules cohérent sur X satisfaisant à la condition suivante
A A

(i) Pour tout point x de X , pour tout point z de X. apparte-

nant a U , on a

prof 5 ^ Inf(2,k-ô^x-dimlv)) .
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Alors on peut trouver un faisceau de ^--modules cohérent Q sur X y un.
morphisme 3 -> Ç induisant un isomorphisme sur U , tels que l'on ait

prof^ ^ 1
^

en tout point x de X et

prof Q ï Inf(2,k-ô,.x-dim{i))
Z X T

en tout point z de X •

Quitte à remplacer a? par un faisceau isomorphe sur U , on peut
supposer que 5 n'a pas de sous-faisceau non trivial, nul sur U • On a alors

prof ̂  ^ 1

en tout point x de X • Soit E l'ensemble des points x de $ tels que
l'on ait

prof 3î < 2 et ô.x ^ k-2 .

L'ensemble E est fini. Pour le voir, on prend un recouvrement fini de X par
des ouverts affines V, et on applique I 5.5 aux schémas î^ et aux entiers

2 , 1 , k-2 . Pour tout point xC5 et tout point z€X tel que dimil") = 1 ,
on a P1'0^^,, ^ 1 ? l'existence de Q résulte donc de 1 . 2 .

TiEMME 2.5«- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t , immersi-
ble dans un schéma régulier, 1 et J des idéaux de & tels que Î J ,
T une partie fermée de S telle que T D V(J) = (t) et T <= V(l) . Soient
X = S-T, Y = V(J) fi X , Z = V(I) n X et soit X le complété formel de X
le long de Z . On suppose S complet pour la topologie I-adique, l'ouvert
V affine et l'ouvert X-Y réunion de c+1 ouverts affines. Soit Q un
faisceau de modules cohérent sur S , satisfaisant à la condition suivante :

Pour tout point x€X , pour tout point v de X. qui appartient à
\ > on a

prof^ ^ Inf(2,c+4 - ô^x - dim(v)) .

Soient S* le complété de S , X* == X x S' , Y' = Y x S' , etc. Notons î'
le complété formel de X' le long de Y' et p : X' -» X le morphisme ca-
nonique. Alors, si p»Ç est algébrisable, il en est de même de Q .

On peut trouver un faisceau de modules cohérent G' sur S' tel que
l'on ait

prof^G' ^ 2

en tout point xCS' tel que jx jnY' = 0 , et un isomorphisme

a : G» ^ p*Q .

Soient X' le complété formel de X' le long de Z' , Ï171 le complété for-
mel de G' le long de Z' , Q* l'image inverse de Q sur ^'z . Pour tout
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point x€X' , pour tout point u de X' , on a

p r o f G ^ i s Inf(2,c+4-ô, ,x-dim(ïï[) prof (û^) ^ Inf(2,c+4-ô^,x-dim(1Il).
U b U b

^ ^

On peut donc appliquer 1 4.4 au faisceau Hom „(&' ,Q' ) car il satisfait aux

mêmes hypothèses de profondeur que les faisceaux S' et Q' (l 4 . 1 . 1 ) o On
en déduit que 1'isomorphisme a se relève en un isomorphisme

b : â '^Q'2 ,
r^

i.e. que Q' est algébrisable.

Pour montrer que Q est algébrisable, on considère -le système projec-

tif de faisceaux de (^-modules
0

^ = H^X.ç/I^r , m ^ 0 .

L'image inverse Q * de Q sur S' n 'est autre que H°(X' ,Q' ̂ I'111'̂ ' z)
(EG-A III 1.4.15). Comme on a T ' D Y ' = 0 , donc ô , , x as c+1 en tout point

b

xCT' , on a
prof^G' s: 5-0^.u

en tout point uCX* • D'après 1 2.7» 1s morphisme canonique

H ^ . ( X ' , & ' ) - 1̂  ^.(X'^'/I '^')

est bijectif pour i <s 1 et le système projectif des H1, (X'yG'/I '^ ') satis-
fait à la condition de Mittag-Leffler. Comme on a

prof^.G' ^ 2 ,

le système projectif des H1, (X* yG'/I'^' ) a une limite projective nulle. On en

déduit, S' étant complet pour la topologie l'-adique, que toutes les flèches

du diagramme commutatif

H^S^G' ) ——————————^ H ° ( X ' , G ' )

^ 4
1^ ^(S'.G'/I'^') ———>lim^ ^(X'^'/I'^')

.̂
sont des isomorphisme s, et que le système projectif des ïî° (X1 yG-'/I^G-' ) satis-

fait à la condition de Mittag-Leffler. Comme le morphisme S' — S est fidèle-

ment plat, le système projectif des Q satisfait aussi à la condition de

Mittag-Leffler ; plus précisément, si G désigne le sous-objet des images uni-

verselles de Ç , son image inverse sur S' est le sous-objet des images uni-

verselles de H^X'yG'/I'111 G' )~ ; en particulier G est un faisceau de

(& -modules de type finie Si k est un entier, on peut alors trouver un sous-
ù 0

module de type fini H de Um Q tel que l'application canonique H -» G,
soit surjective. Soit g : S* -*• S le morphisme canonique ; par image inverse
sur S* , on obtient des morphismes injectifs

g*H ——i-> g^(l^ (^) ——É—^H^X^G'r = G'
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et le morphisme de g*H dans G^ est surjectif, Si l'on a choisi k tel que
le morphisme canonique 0

k +1
îÇ.(S ' ,G ' / I ° G » ) - H ^ ( S • , ( ï f / I • & • )

soit nul, on a

Ker(G' - & , ) < = r^» .
"o

II résulte alors du lemme de Nakayama que c et d sont des isomorphismes. Le
module H a donc G-' pour image inverse sur S' o Par suite la restriction de
H/I^H à X est égale à Q/I^ , d 'où le fait que Ê est isomorphe à Q .

PROPOSITION 2.6.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t , im-
mersible dans un schéma régulier, c un entier ;> 0 , f , f ,...,f des
sections globales de & , T une partie fermée de S telle que
m 0 V(f.) soit égal à {t}. Soit I un idéal de S , tel que

ossisîc

V(I)=TT U( ( x V ( ^ - ) ) î on suppose l'ouvert V = S-V(l) affine et S complet
ossi^c

pour la topologie I-adique. Soient X = S-T , Y = { l V ( f . ) - j t } ,
o^i^c 1

Z = V(l)-T et soit X le complété formel de X le long de Z . Soit 3; un
faisceau de modules cohérent sur $ , satisfaisant à la condition suivante -.

(i) Pour tout point x de î , pour tout point v de X apparte-
nant à V , on a

prof^.3? ^ c+4-ô x-dim|v'[ .

Alors le faisceau 5 est algébrisable.

D'après 2.4 et 0.1, on peut supposer, quitte à remplacer 5 par un
faisceau isomorphe sur V , que l'on a

(*) p ro f3? s> Inf(2,c+4-ô,x-dim(v')
V X "b

/» A
our tout point xCX et tout point v de X. . On raisonne par récurrence sur

c o Le cas c = 0 résulte de 2.5 et 2.5. Supposons la proposition démontrée
quand on remplace c par c-1 et montrons-la pour c

Soit (^)^çj^ un recouvrement fini de X par des ouverts affines ;
pour chaque aCA , soit ( x _ ) ç l'ensemble des points associés à 3; ; si

a a
J = U J , on considère l'ensemble ( y _ ) _ c T des projections dans X des

aCA J t j t j

points x . D'après 2.6.0 ci-dessous, on peut trouver des sections globales
g ^ > . . . » g Q de &g , telles que le fermé V(f + Z g . f . ) ne continue aucun des

1^i^c
Vj > J^J • Quitte à remplacer f^ par f^ + Z g . f . sans changer les autres

1^i^c
f^ , ce qui ne change pas Y , on peut donc supposer qu'aucun des y. n'appar-

i)
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tient à v(f ) • Ceci entraîne que f n'est pas diviseur de zéro dans 5 e

Pour chaque p ï 0 y on considère le sous-schéma fermé X de X
défini par l'annulation de f- ; on pose 2 == Zx X et on note X le com-
plété formel de X le long de Z , à : X — X l'immersion fermée canonique;

A . - P P P
on pose 5 == (a )*^ y etc. Soit x un point de X et montrons que l'on a

prof^(3? )^ ss c+5-ô.^iim(v1)

en tout point v de (V ) « L e morphisme (à ) induit par 'â sur les an-
neaux locaux en x n'est autre que le passage au quotient par l'image

(î î^1 de f^1 dans ^ . L'élément (? ) n'étant pas diviseur de zéro

dans S? , la relation ci-dessus résulte de (i).

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à X , Z , Y et
au faisceau formel 3 o On en déduit l'existence d'un faisceau de modules cohé-

P A

rent F sur X et d'un isomorphisme F ^ 3 ; d'après 1 . 1 . 1 , on peut sup-
poser de plus que l'on a

(**) P110^? ^ 2

en tout point v de V tel que jvJDZ = 0 o Pour tout p ^ 0 , on a une
suite exacte b c

__ï^, » î
"o———^p———^"p-10 - 5 ——^5 ——^3 , - 0

où le morphisme "b est la multiplication par f- et c la surjection cano-
niqueo Nous allons montrer que les morphismes 'b et c sont déduits, par
passage aux complétés formels, de morphismes

"b ; F -•• F • c : F —• F •P • o ^p » c? • ^p "p-l
Les faisceaux P , F , P , peuvent être considérés comme des faisceaux sur
X ; soient F , F , F" . des prolongements cohérents de F , F , F , à

S o Comme on a dim T ^ c ( l 5 o 2 ) , i l résulte de II 5 . 1 . 1 que, pour tout point
vCV tel que (v)nz / 0 ,

prof^F^ ^ 5 - ô^ v .

L'existence de b et c résulte donc de I 4.1 .

Pour tout point x£Z y on a une suite exacte

0<(^)^(^),-(^),-0 .

Comme le morphisme canonique X -» Spec &y est fidèlement plat, la suite

"-^x-^x-^p-l^0

est aussi exacte, il existe donc un voisinage ouvert V(p) de Z dans X
tel que la suite , / , P P

0 - Fjw(p) - Fp|w(p) - F^JW(p) - 0

soit exacte. Nous allons montrer que l'on peut trouver un voisinage ouvert W
de ZQ dans X , W ne dépendant pas de p , tel que la suite ci-dessus reste

exacte quand on y remplace W(p) par l'image inverse W de W dans X .
P P
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Considérons l'ensemble des points v€v où l'on a

prof P îî 2 et ô.v ^ c .
v 0 "C

Comme on a

prof^F^ SE Inf(2,c+5 - ô^v) ,

il résulte de I 5.5 (lue l'ensemble E est fini. L'ensemble E* des points de

V tels que l'on ait

prof^P^ < 5 et I^IHZ^ == 0

est contenu dans E , d'après 1 5o2 ; par suite E' est fini. Soit

W == X - 5' et soit V un voisinage ouvert de Z dans X dont la trace suro o
X soit égale à W • Nous allons voir que W répond à la question. Quitte à

restreindre W(p) à un voisinage ouvert de Z , on peut supposer que

W(p) c ^y , Soit k l'immersion canonique de W(p) dans W • On considère le
•P P

diagramme commutatif suivant, dont la première ligne est exacte,

0 - k^Fjw(p)) - k^(P^ |w(p) ) - k^Pp ^ | w ( p ) ) - R^FjwCp))

(-) ? S| 5[ 5|
0 ———^ pjffp —————^ F^|Wp ———Ip^lWp —————^ 0 .

Pour tout vCW -W(p) , on a jv ' fDZ = 0 o Par définition de E , on a donc
prof F s: 5 en tout point v€W -W(p) . Par suite toutes les flèches verticales

du diagramme ci-dessus sont des isomorphismes. L'exactitude de la deuxième li-

gne de {***) en résulte. On en déduit, pour tous p ^ k , une suite exacte

0 - Pp.JW^ - îplWp-^-l^p-0 •

Soient T' == T U 5' et X* = S-T' . Notons $' le complété formel de X* le

long de W . Par passage à la limite projective à partir des suites exactes

ci-dessus, k étant fixé et p variable, on voit que

Q = Ump(F^IWp)

A A
est un faisceau cohérent sur X' , tel que f ne soit pas diviseur de zéro

o
dans Q et que l'on ait

^ «i^^k-il^-i •
Si X ° désigne le complété formel de X le long de Z , il en résulte en

^ Z ^ A Z
particulier que l'image inverse de ç sur X ° est isomorphe à 3?|x ° o

A A
Si x est un point de X ' Ï ÏZ et v un point de X' , on a, d'après

(*) et II 5 . 1 ,

(^*) ^^v^x ^ M(2,c+4-ô^x-dimF)) .

Si x est un point de X' tel que (x'jnz = 0 , la relation ci-dessus est en-
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core vérifiée d'après II 5 . 1 . 1 . Si maintenant x est un point de S' tel que

(x[nz^ = 0 , on a, par construction, prof F ï> 2 et, puisque f n'est pas
diviseur de zéro dans Q , on a

Prof^ ^ 3 ;

si v est une générisation immédiate de x , on a donc

Pï-o^x ^ 2 •

Si v n'est pas une générisation immédiate de x , on peut trouver un point
x'€X^ tel que codim( (x"! , (v'[ = 1 et l'on a alors

Prof^. ^ 2 ou prof^, s Inf(2,c+4-ô,x-dimlv'))

suivant que {x ' [nz^ est vide ou non. Dans tous les cas, pour tout point x

de X' , pour tout point v de X' » on a la relation (^**). Comme on a
T'flY = (t[ , on a, d'après I 5.2,

dim T' ïS c .

Les hypothèses de 2.5 sont donc satisfaites pour f , T' , Q , du moins après

image inverse sur le complété de S o Soient S le complété de S , X = Xx § ,
T' = T ' x S , etc. Soit S un faisceau de modules cohérent sur S-Î' tel que

le complété formel de S le long de W soit isomorphe à ç . Soient (î)^

le complété formel de î le long de î et p : (X^- î le morphisme canoni-

que. 1^ complété formel de 5 le long de î est isomorphe à p*3? . Il résulte
donc de 2.5 que 3; est algébrisable.

LEMME 2.6.0.- Soient A un anneau noethérien, n et p des entiers > 0 , f ,

^ > . . . > f ^ des éléments de A , x , . . . ,x des points de Spec A correspon-

dant respectivement aux idéaux premiers p , . . . ,? . On suppose que l'inter-

section des v(f ) , O^q^n , ne contient aucun des points x. . Alors on peut

trouver des éléments g ^ , . . . , g ^ de A tels que v(f +f g +...+f g ) ne
contienne aucun des x. .

On peut supposer qu'aucun des x. n'est générisation stricte d'un

point x ,jC[l,p] . Soit (^ î - iCT le sous-ensemble de ( x . ) . p r î formé des

x^ qui appartienne à v(f^) et soit J = [l,p]-I . Comme H V^f ) ne con-
o^qs:n q-

tient aucun des x , on peut associer à chaque x.,i£l , un élément f / . x de
— î cp ( î )

l'ensemble (^)^^ » "tel <iue x^ n'appartienne pas à v(f ^J . Pour chaque
qC[l,n] , on peut trouver un élément g de A satisfaisant aux conditions
suivantes :

a) On a g C p pour tout jCj .

b) Si ICI , on a g C p. si et seulement si (p(i) = q .

Soit f ' = f + Z f g .Comme tous les g appartiennent à p . pour jCj
1^q^n 4- ^ (1 3

et comme f^ f. p^ , on voit que f^ f. p^ si jCj . Si maintenant iCi , tous
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les g sauf g / . >, , ainsi que f , appartiennent à p. ; par suite

f ^ p. • Par suite V( f ' ) ne contient aucun des x. pour i C [l,p] •

Pour démontrer le théorème d'algé"brisation dans le cas local, nous

utiliserons 2 0 6 et la technique de descente 0.4. Cette dernière nécessite le

lemme suivant qui permet de vérifier Inexistence d'une donnée de descente.

LEMME 2.7.- Soient S un schéma affine noethérien localement immersi'ble dans

un schéma régulier de dimension finie, f , f ,...,f des sections globales

de (&c, • T une partie fermée de S , I un idéal de (&., , On suppose que S
b b

est complet pour la topologie I-adique, que l'ouvert V = S-V(l) est affi-

ne et que V(l) ^ n V( f . ) o Soient X = S-T , Y = X fl( n V( f . ) ) ,
ossiisc 1 o^i^c

Z = X nv(l) et soit X le complété formel de X le long de Z o Posons

S = TDY , d = dim Z . Soient F, et F deux faisceaux de modules cohé-

rents sur X tels que, pour tout point fermé t et toute générisation

vCV de t , on ait

prof F sInf(2,c4d+5-codim(|Ti , ( v j ) ) prof^F^Inf(2,c4d+5-codim(|"F) , (v) ))

On suppose donné un isomorphisme des complétés -formels de F et F? ,
A A

a : F, -. Fg .

Alors on peut trouver un faisceau de © -modules cohérent M , des morphis-
û

mes

tels que a , | v et a^|v soient des isomorphismes et tels que les morphis-
mes à et a-a soient égaux sur V .

Notons J un idéal de &ç, définissant ( \ V ( f . ) , tel que J 3 I <b ô î c 1

Soient S' le complété de S pour la topologie J-adique , X* = Xx S' ,
AY* = Yx-S' , etc. et notons X' le complété formel de X* le long de Y' ,

A 5 Ap : X' -* X le morphisme canonique. On déduit de a un isomorphisme
p^a : ̂  - ̂  .

Soit H un faisceau de modules cohérent sur S , prolongeant Hom-,(F.,F^) . Onb 1 e.
peut trouver un faisceau de ^--modules cohérent G , un morphisme b : H -* G
tel que " b | v soit im isomorphisme et que, pour tout point fermé t C T et
toute générisation s de t , on ait
(*) prof Q ï Inf(2,c4d+5-codim((T), l i ( ) ) .s
On peut en effet supposer que l̂ n a prof H ï 1 en tout point x€v(l) • Si E
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est l'adhérence de l'ensemble des points de S où l'on a prof F < 2 et tels
— ® ^

qu'il existe -un point fermé t C (ÏÏJDT tel que codim( (T), jïïj ) ^ c-td+1 , on a

prof^ s 1

en toute générisation immédiate x de E o II suffit donc de prendre

G = ^/E^) (E&A Iv 5 .9 .1 ) .
^ A

On note p l'image de a dans G|X et y' l'image de p*a dans
Ê ' I X ' . Pour tout point s ' C S » , on déduit de (») la relation

prof ,G' ï In^^+^-codim^'nli^'i.lir7'))) .s
On peut alors appliquer 1 2.6 à l'immersion ouverte de S'-V(J ' ) dans S' et
à la partie fermée Z* ; on en déduit que le morphisme canonique

cp1 : H^,(S',G') - Um^ ^.(S'.G'/J^G')

est "bijectif pour i^1 et que le système projectif des H1 (S'yG'/J*^') sa-
tisfait à la condition de Mittag-Leffler pour i^1 . Comme on a

prof ̂  G' ^ 2 ,

le système projectif des H1 (S* yG'/J'^^G') a une limite projective nulle. Par
2j

suite le morphisme canonique

Um^ ^(S'^G'/J^G')—^!^ H^X^G'/J^G')

est un isomorphisme• Le schéma S' étant complet pour la topologie J'-adique,
il en est de même du morphisme canonique

(r-J l̂̂  G'/J^G' .

On peut donc trouver une section ô' de G* telle que fg(ô') = y* •

Soient ? = (p^)^ , où (̂  £ H^X.G/A) et soit y' = (^)^ ,
où y ' est l'image de p par le morphisme canonique

ïlo(X,G/-SmQ) - H^X^G'/J'^G')

et soit ô_ l'image de ô* dans G'/I'^' . Soit ,) : X-^S l'immersion cano-
nique et G l'image de G/J^G dans ^^(G/l^G) . Notons que, tout point

maximal' x du support de G/IG est générisation d'un point de Y . En effet,
pour tout point maximal u du support de G , on a, d'après (*) ,

codim(znfïï), (ïï) ) s c+5 ;

comme V est affine, on a aussi

codim(|x)nE,l?l) ^ c+2 ,

et l'assertion résulte du fait que le complémentaire de Y est réunion de c+1
ouverts affines (l 5 •2). Comme le morphisme S' -* S est plat et que son image
contient Y , le fait que l'image inverse de p dans H^X* yG'/I^G1 ) se
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prolonge à S* en ô' entraîne qu'il existe une section ô €G prolongeant10. m m
(3^ , dont limage inverse est ô' . Cette dernière condition montre que, pour
tous p^m , ô est l'image inverse de ô par le morphisme canonique
G - * G • Comme on a d im T as d -K; +1, d * où

prof G s 2-codim( (v'IriT, f^F) )

en tout point v€v , on peut appliquer 2.5 à l'immersion ouverte k : V -» S .
On en déduit,, compte tenu de la relation prof-G 2 1 , que l'on a

prof^C'lyn^ G/^G) s 1 .

On a donc un isomorphisme

G = l̂ G/̂ G ^ 1^ G^ .

Les ô^ , m€K , définissent alors une section ô de G telle que ô|î == p .

La restriction de ô à V est un isomorphisme de P |v sur F^|v .
Considérons le diagramme

PI ^
^ k»(ô|7) ^

k^(Pjv)————————^ k^(P^|v)

et soit M le sous-module de k^(F?|V) engendré par les images de F et
F? • On a alors des morphismes

qui satisfont aux conditions de l'énoncé.

THEOREME 2.8.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t , immer-
si'ble dans un schéma régulier ; soient 1 un idéal de © , X = S-(t) ,
Y = V(l)nX . On suppose l'ouvert U = X-Y affine et S complet pour la to-
pologie I-adique. On note f le complété formel de X le long de Y . Soit
C la catégorie des faisceaux de modules cohérents P sur X qui satisfont
aux conditions suivantes :

(i) Pour tout point uCU tel que (ïï)nY ^ 0 , on a

prof^P ï 5-ô^u .

(ii) Pour tout point u€U tel que IUJDY *= 0 , on a

prof^P s 2 .

Soit C la catégorie des faisceaux de modules cohérents 5 sur X , satis-
faisant à la condition suivante :
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(iii) Pour tout point fermé x de $: , pour tout point z de Y ,
appartenant à U , on a

prof 3 :> 5-dimjz) .
^j A

Alors le fondeur cp de 0 dans C qui, à un faisceau F , associe son
complété formel F , est une équivalence de catégories.

le fondeur cp est pleinement fidèle d'après I 4.1 . Compte tenu de

1 . 1 . 1 , le fait que cp soit une équivalence de catégories résulte du corollai-
re suivant :

COROLLAIRE 2.9.- Les notations étant celles de 2.8, soit 3 un faisceau de mo-
j dules cohérent sur $ , appartenant à C . Alors 3; est algé"bri sable.

Quitte à remplacer S par l'adhérence schématique S de U dans

S et g par son image inverse sur 2 , ce qui est loisible d'après 0.1, on

peut supposer que U est schématique ment dense dans S . Comme U est affine,

on peut réaliser U comme sous-schéma fermé d'un espace affine A0 . On consi-

dère A^ comme l'ouvert de P^ = Proj S[X^,X , . . . ,X ] , lieu des points où

l'on a X^ ^ 0 . Soit P l'adhérence schématique de U dans P0 „ La projec-

tion canonique de P sur S définit un morphisme

f : P - S ,

tel que f induise un isomorphisme f~1 (u) ^ U . On a ainsi réalisé U comme

le complémentaire dans P de la section hyperplane définie par X = 0 o Soit
A = r(S) et considérons l'espace affine ^Q^ = Spec A[T ,T ,...,T ] . Soit

I* l'image inverse de I dans A[T^,T ,...,T^] et soit B le complété pour

la topologie l'-adique de l'anneau local à l'origine de A04"1 . Si R = Spec B»
on considère le R-schéma projedif Q = px R et la "section hyperplane géné-
rique" H de Q définie par

w W1) - î + • • • -^Vc = ° -
Soient S' l'image fermée de H dans R , g : H - S ' , h ; R - S et

q : S' - S les morphismes canoniques. On considère la section

s : S - R ,

définie par T^ = 0 pour 0<:i^c . D'après ( * ) , l'image inverse de H par s

est la section hyperplane de P définie par X = 0 , i.e. P-U . Par suite

s (Y U t) est la partie fermée de S' définie par T. = 0 pour Omisse . Soient

T = q~ ( t ) , Z = q~ ' ' (Y) , X' = S'-T , X' le complété formel de X' le long de
Z , R le complété formel de R le long de h" 1 (Y) ,

^ A
9 : X' - X

le morphisme canonique, 3?' == cp-^ . Soit V = X'-Z ; comme V est l'image inver-

se de U par q , v est affine. Si t» désigne le point fermé de S' , on a
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T n s(y u t) = l - f c ' l ••
Nous allons montrer que la condition (i) de 2.6 est vérifiée par 5 * ,

/\ A
i.e, que, pour tout point x' de X' , pour tout point v de X' , , apparte-
nant à V , , on a

prof 3', ^ c+4-ô.,xt-dimiv>l .
V X T

Soit x = (p(x') . On considère le diagramme commutatif

Les morphismes a , b , c , d e sont fidèlement plats, i et j sont des im-
mersions fermées. D'après EGA IV 6 o 1 « 1 > appliqué à un sous-schéma fermé d'espa-
ce (î) et à son image' inverse dans R , on a

ô^x + c + 1 = dim h'^dx)) ,

d'où, h" ( f x } ) étant irréductible et caténaire,

ô.x-Kt+1 = Ô...X' + dim ^ ,
t t h-^xLx'

Si ô = dim ^ „ f ô n'est autre que la dimension de la fibre fermée de
h-^xî.x»

e , donc aussi de d . Si u = d(v) , on a d'autre part

dimjuj-rô = dimfv^-tdim &
cd-^uLv

On déduit des deux égalités ci-dessus la relation

(**) c4-1-ô,,x'-dim(v) = dim 6 -ô..x-dim(ïï)t cr^uLv t

Comme le morphisme d est de Cohen-Macaulay, on a (EGA TV 6.5) :

prof (îi*3î) . = prof 5 4dim 6
v x u x d-^u^v

Comme on a, par hypothèse,

prof 3? ss 4-ô..x-dimiîl ,u x u
la relation ci-dessus s'écrit, compte tenu de (**),

prof^(îi*30^ as c+4+1 - ô^.x' - dimjv') .
ys

On note alors que 3', est la restriction au sous-schéma fermé X ' , du fais-^ x x
ceau (h*3) , • Comme la restriction de f à U est un isomorphisme, il en
est de même de la restriction de g à V . D'après (•N-), H est défini locale-
'ment par l* annulation d'un élément non diviseur de zéro et ne contient aucun
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point maximal dans sa fibre au-dessus de P . Comme un point associé à (îi*3;)

est nécessairement maximal dans sa fibre, 5 ' ^ est quotient de (h*!ï) par
un élément non diviseur de zéro dans (h*7) , . On a donc

^**) Prof^r^, = prof^(h^)^,-1 ï c+4-ô .x'-dimjv') .

On peut alors appliquer 2.6 à X' , aux parties fermées Z , s(Y) , et au fais-
ceau 3?' . Il en résulte que 5' est algébrisable.

Montrons que 3? est algébrisable. Comme 5' est algébrisable, on peut

trouver un faisceau de modules cohérent F» sur X' et un isomorphisme

P' ^ 3?' .la relation (***) entraîne que, pour pour tout point vCV tel que
iv'jnz f 0 , on a

(****) prof F' 2; c+4-ô,,vv "c

(II 5 . 1 . 1 ) . D'après 1 . 1 . 1 , on peut choisir F' tel que l'on ait

prof P* ^ 2

en tout point v£y tel que (v')nz = 0 . Soit î* un prolongement cohérent de

F* à S' . On va appliquer le théorème de descente 0.4 au faisceau (g*?')^ ;

le morphisme H -* P est en effet fidèlement plat ; si l'on montre que (g*?*/^

est muni d'une pseudo-donnée de descente, alors, d'après loc. cit., on peut

trouver un faisceau de ^A-modules cohérent Q, dont l'image inverse sur H est

isomorphe à (g*"?' )" „ D'après E&A III 5 .1 .4 , Q est algébrisable. Comme î^y

et Q sont isomorphes sur U , on en déduit que 5 est algébrisable ( 0 . 1 ) , On

est donc ramené à montrer que (g*"F')^ , ou ce qui revient au même, P' est muni
d'une pseudo-donnée de descente.

Soient S" le complété de S'x^-* pour 3a topologie P'-adique (l"

image inverse de l'idéal I dans S 'x S ' ) , S ' " le complété de S'x S'x S'

pour la topologie I'"-adique et soit ê" le complété formel de S" le long

de V(l") , S"' le complété formel de S"' le long de V(l'") . On considère
les projections canoniques

^
a ^l ^S < -1 .. S ' < ' - S" ^ df) — S" '

^2 ^ 1 5
Soient T'^ = (q^q)"^!) , X" = S"-T" , P'̂  = q-^P' , P^ = q^p» . Les complétés

formels P'̂ ' et P^ le long de V(l") sont alors isomorphes à l'image inverse

3?" de 5 sur X" . Montrons qu'il existe un pseudo-isomorphisme

a : P^' - P^

tel que
^(a)q^(a) = q^(a)

On applique 2.7. Vérifions-en les hypothèses. Soit W = q'^V) . Le morphisme
qjv est de Cohen-Macaulay. Par suite, pour tout point wCW , si v = q (w) ,
on a
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prof F" = prof F' •<- dim &
q.- (v),w

Pour tout point fermé t"CT" , pour toute générisation w de t" , on a la re-
lation suivante, analogue à (•)('*),

dim ^ == c - codim( (T^i, 1^) ) + ô,,v ;
q^'(v),w t

on en déduit, compte tenu de (-x-***), que, pour tout point fermé t"CT" , pour
toute générisation wCW de t" , on a

prof^F" ï 2c+4 - codim( ("b17), (I) ) ou prof F" ^ 2

suivant que (v)nz ^ 0 ou )v)riZ = 0 ; de plus les mêmes relations sont satis-
faites si l'on remplace F" par F" • On applique alors 2.7 aux sections glo-

i i i
baies q~ ( T ) > q~ (T. ) > • • • > q.7 (T ) > en y remplaçant T par le fermé T"i o i l i c
et Z par Z" . Comme T f l (nV(T.)) = (t) , on a

d = dim(T"n fi VCq'^T.) ) ) ^ c+1 ,
o^i^c ' 1

Par suite toutes les hypothèses de 2.7 sont satisfaites, d'où l'existence de
a . Enfin la relation de cocycle résulte du fait qu'en tout point sCS" tel

que j s iDZ" ' = 0 , la profondeur des images inverses sur S"' de F" et F"
est ï 1 .

5. Applications.
Appliqués à des faisceaux localement libres, les théorèmes d'algébri-

sation donnent des cas où la condition Leff de SGA 2 X 2 est vérifiée. On a
en effet le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5 . 1 . - Soient S un schéma noethérien, localement immersible dans un
schéma régulier de dimension finie, f : X -> S un morphisme propre (resp.
soit S un schéma local noethérien complet et soit X le complémentaire du
point fermé de S ) • Soit Y une partie fermée de X , telle que l'ouvert
U = X-Y soit affine. Supposons que U vérifie la condition (Q ) et que les
composantes irréductibles des fibres de f soient de dimension ï 5 (resp.
que les composantes irréductibles de S soient de dimension s; 4 ) . Alors on
a Leff(X,Y).

La condition Leff(x,Y) est vérifiée d'après I 4.2. Soit X le com-
plété formel de X le long de Y ; il suffit de montrer que tout faisceau loca-
lement libre 3? sur X est algébrisable. Soit E l'ensemble des points de X
fermés dans leur fibre (resp. l'ensemble des points fermés de X ) . Si sCE ,
on a par hypothèse dim X ^ 5 , et, comme U vérifie (S^) , on ax x 2
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prof^ a; 5-diml^l ,

pour tout point u€U^ • Le fait que 3 soit aigébrisable résulte donc de 1.5
(resp. 2.9).

Remarque 5.2.- Les conséquences de la condition Leff(X,Y) ont été étudiées
dans SGA 2 X. Rappelons en particulier (loc. cit. X 2.5) que, pour tout revête-
ment étale R de Y , il existe un voisinage ouvert V de Y dans X et un
unique prolongement de R en un revêtement étale de V .
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Théorèmes de comparaison en cohomologie étale des faisceaux
d'ensembles ou de groupes non nécessairement commutatifs.

Nous nous proposons" de démontrer l'analogue, pour les faisceaux d'en-

sembles ou de groupes non nécessairement commutati'fs, des énoncés 4.5 et 4,6 de

SGA 2 XIV. Les notions de cohomologie étale à valeurs dans un faisceau d'ensem-

bles ou de groupes sont celles introduites dans SGA 4 XII 5 et [5].
Dans le cas d'un faisceau constant sur un schéma normale les théorè-

mes de comparaison sont des corollaires faciles de IV 5« Commençons par traiter

ce cas.

1 . Théorèmes de comparaison cohomologique pour les faisceaux constants.

PROPOSITION 1 . 1 . - Soient S un schéma noethérien, localement immersible dans
un schéma régulier de dimension finie, f : X -> S un morphisme propre, U

un ouvert de X , affine sur S , j : Y -» X un sous-schéma fermé de X
d'espace sous-jacent X-U , F un faisceau d'ensembles (resp. un faisceau
en groupes) sur X , localement constant constructible. On suppose que U
vérifie (S^) et que les composantes irréductibles des fibres de f sont de

dimension ^ 2 (resp. ^ 5)0 Alors le morphisme canonique

H°(X,P) - H°(Y,;]»F)

est bijectif (resp, la condition précédente est satisfaite et le morphisme

canonique
l̂ my H^V.P) - H^Y.J»?) ,

où V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est bijectif.

Plaçons-nous d'abord dans le cas où P est un faisceau d'ensembles,

D'après SGA 4 IX 2.2, on peut trouver un revêtement étale X1 de X tel que
l'image inverse P' de P sur X' soit un faisceau constant. Si Y* = Yx-JC* ,
etc., il suffit de prouver que le morphisme canonique

H°(X ' ,P ' ) - H°(y' , ,)»*?')

est bijectif car la même assertion est vraie quand on remplace X* par X*x_X* .

Il suffit donc de montrer que le morphisme canonique

TI (y^ - ^ (y«)
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est bijectif ; or ceci résulte de 1 4.2.

Dans le cas d'un faisceau en groupes, la proposition résulte de

IV 5.2.

COROLLAIRE 1.2.- Soient S un schéma noethérien, localement immersible dans un

schéma régulier de dimension finie, X un schéma intègre de point générique

x , f : X -> S un morphisme propre, U un ouvert de X , affine sur S ,

j : Y — X un sous-schéma fermé d'espace sous-jacent X-U . Soit L une
extension finie de k(x) , Ï le normalisé de X dans L î on note ?
l'image inverse de Y dans X , etc.. On suppose que les composantes irré-
ductibles des fibres de f sont de dimension s 2 (resp. s 5). Alors "Y est

connexe (respo, pour tout faisceau en groupes constant fini F sur X , le
morphisme canonique

cp : 1^ H1 (V.F) - H^ÏJ^P) ,

où V parcourt les voisinages ouverts de ? dans Ï , est bijectif.

Dans le cas où 5[ est fini sur X , le corollaire est un cas parti-

lier de 1 . 1 o Nous allons nous ramener à ce cas. Quitte à remplacer X par un

schéma fini au-dessus de X , on peut supposer que X est la clôture intégrale
de X dans son corps des fractions. Soit g : X "- S le morphisme canonique.
Si F est un faisceau en groupes constant non trivial sur 5[ , il suffit, pour
prouver que Y est connexe, de montrer que le morphisme canonique

g^ - g^(î*Ï)

est bijectif. Or cette condition est locale sur S ; de même le fait que le
morphisme cp soit bijectif se vérifie localement sur S • On peut donc suppo-

ser S affine. Le schéma S est alors limite projective de schémas S. , i£l ,

affines, de type fini sur Z . D'après EGA TV 8.8.2 et 8.10.5, on peut trouver
un entier ICI , un morphisme propre

f! s x! - s! '

un ouvert U. de X. , affine sur S. 9 tels que f soit l'image inverse de
f. par le morphisme S — S. , et U limage inverse de U. • Pour ksi , on

pose X, = X.x Q, , e tCo Pour chaque ksi , soit X, l'image fermée de X

dans X, , ÎC. la clôture intégrale de X, , î, l'image inverse de Y, dans
X, • Les Xi' , ksi , donc aussi les X-, , forment un système projectif dont les
morphismes de transition sont affines, et l'on a

î = l̂ rn ^ .
ksi

De plus, pour jfcsk , Y est l'image inverse de ?, par le morphisme î -<• X, •
A -K ^Jt, JC

Comme les X1 sont des algèbres de type fini sur Z , les morphismes X, -» Xi'
fw

sont finis ([9] I p. 267 th. 5). On peut donc appliquer 1 . 1 aux X, ; on en dé-
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duit que le morphisme canonique

^^k*^ " "^k^î^ (resp. lm^ H^V,^) - ^^k'^k5 »

où V parcourt les voisinages ouverts de î, dans X,. ) est bijectif, et ceci

est vrai localement pour la topologie étale de S . Le fait qu'il en soit de

même du morphisme

H°(Î,Ï) - H°(?,^F) (resp. 1̂  H^V.Ï) - H^ÎJ^))

en résulte, compte tenu de SGA 4 VII 5.14.

PROPOSITION 1.5.- Soient S un schéma local noethérien, hensélien, de point

fermé t , X = X-( t ) , TJ un ouvert affine de X vérifiant (S^) , 3 : Y-»X

un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U , S' le complété de

S , a : S' -» S le morphisme canonique.
1) On suppose que toutes les composantes irréductibles de S sont de

dimension s 5 et que a et S vérifient la condition (S^) (resp. que a

vérifie (S^) , est universellement localement 0-acyclique et que U vérifie

(S^ ) ) . Alors, si F est un faisceau d'ensembles constant constructible

(resp. localement constant constructible) sur X , le morphisme canonique

cp : H°(X,F) - H°(Y,^F)

est bijectif (resp, cp est bijectif et, si F est un faisceau en groupes,
le morphisme canonique

4, : 1̂  H^V.F) - H^Y.j^F) ,

où V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est injectif.

2) Soit 1 un ensemble de nombres premiers. On suppose que toutes
les composantes irréductibles de S sont de dimension 2; 4 et que S est un
hensélisé d'une algèbre de type fini sur un anneau de Dedekind excellent

(resp, que S est excellent, que le morphisme a est universellement loca-

lement 1-asphérique pour 1 (SGA 4 1 . 1 1 ) et que U vérifie (S?)). Soit F
un faisceau en groupes (resp. un faisceau de ind-1-groupes constructible

sur X . Alors le morphisme ^ est bijectif.

1 ) Lorsque S est complet, l'assertion 1 ) résulte de I 4.2. Dans le
cas général, soit X' (resp. F' , resp. etc.) l'image inverse de X (resp. F ,
resp, etc.) sur S' . On considère le diagramme commutatif suivant, dont tous
les carrés sont cartésiens :
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" 1
X'

"i
S .

On sait que le morphisme

ç* : H^X^F») - H^Y ' . j ' ^F 1 )

est bi.jectif. Comme S et S' sont de profondeur étale ^ 2 en t (SGA 2 XIV
1 . 1 2 ) donc les faisceaux î F et i*^?1 constants (resp. comme a est locale-
ment 0-acy clique), le morphisme canonique

6 : a»î F - i'^F'

est bijectif. On considère le diagramme commutatif suivant

H°(S,^F) ———î-^. H°(S,(ji)^F)= H°(Y,^F)

4
H°(S»,a*i^F)

«l
^(SM^F^——î——^H^S^C.j'D^.j'^F^H^Y^.î^F*) .

On a vu que 9 et y» sont bijectifs et il en est de même de p car
S est hensélein ; par suite n est surjectif. Comme le morphisme c est sur-
jectif, TI est injectif, donc est un isomorphisme ; d'après le diagramme ci-
dessus, il en est de même de <p .

Soit maintenant F un faisceau en groupes localement constant
constructible. Soit V un voisinage ouvert de Y dans X et h l'immersion
ouverte de V dans S . On considère le diagramme commutatif suivant, dont les
lignes sont exactes (SGA 4 XII 5.2),

0 - H^S^CFlv)) ——————> H^V.F) — .H°(S,R\(P|V))

/
H°(S',a»R\(F|v))

\^
. ^(S'.R^^F^V'))

^ 1 1
(^ ^(S'.a^Flv))?1 P
' / A ^ Y V

0 - H^S '^F ' IV*) )————^ H^V^P»)

Comme a est universellement localement 0-acyclique et S hensélien, \ est
bijectif et v injectif. il résulte alors de (*) et des diagrammes qu*on en dé-

duit en remplaçant F par les groupes tordus de F ([5]lII 2.5) que ^ est in-
jectif. On considère le diagramme commutatif
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^(V.F) ————°——^ H^Y.j»?)

(-) 4 . 1e

H^V',?1)———^——^ H^Y*,^?')

Comme S* est complet, on sait que 9' est injectif ; il en est donc de même

de 9 .
2) Comme S est excellent, l'ouvert U* de S* vérifie la condi-

tion (S^). îi'assertion à prouver est alors vraie quand on remplace S par S*
1(IV 5.2). Soit y un élément de H (Y,j*F) et montrons qu'il est l'image d'un

élément de H (V,P) pour un voisinage convenable V de Y dans X • Plaçons-
nous d'abord dans le cas où S est un hensélisé d'une algèbre de type fini sur

un anneau de Dedekind excellent. Si S, est un S-schéma, on pose X,=Xx S. ,
1 1 b 1

p = P/o \ f etc. Considérons l'ensemble des couples (V,x) formés d'un voisi-
' \ ".. / 4

nage ouvert V de Y. dans X, et d'un élément de H (V,P,) dont l'image dans
iH (Y.»,]*P.) soit égale à y . On dit que deux tels couples (V,x) , (W,z)

sont équivalents s'il existe un voisinage ouvert de Y, , contenu dans VÏÏK ,
tel que les restrictions de x et z à ce voisinage soient égales. Soit 3'
le fondeur contravariant de la catégorie des S-schémas à valeurs dans la caté-
gorie des S-schémas à valeurs dans la catégorie des ensembles, défini, pour

tout S-schéma S, y par

3'(S.) = (classes mod, équivalence de couples (V,x) , V étant uni j
voisinage ouvert de Y, ' dans X, et x un élément de H (V,P,) tel que

x|Y^ = y^ l ,
la définition de 7 sur les morphismes étant évidente. Le fondeur 3" commute
aux limites projectives filtrantes de schémas affines. On peut donc lui appli-

quer [ 1 ] 2.2. Soient y' l'image de y dans H^Y',^'*?') , W un voisinage
ouvert de Y* dans X* et x' un élément de H (W,î") dont l'image dans

H (YSJ'^ Î**) soit égale à y' , II résulte de loc.cit. que l'on peut trouver

un élément de S'(S) 9 i.e. un voisinage ouvert V de Y dans X et un élé-

ment x de H (V,F) relevant y .

Plaçons-nous maintenant dans le cas où F est un faisceau de ind-

L-groupes et le morphisme S* -- S universellement localement 1-asphérique

pour L . Soit y un élément de H^Y,^?) , y* son image dans H^YSJ^F') .
Comme l'assertion à prouver est vraie quand on remplace S par S' , on peut

trouver un voisinage ouvert W de Y* dans X' , un élément z de H (W,î")
dont la restriction à Y' soit égale à y' , Nous allons montrer que l'on peut

choisir pour W l'image inverse V' d'un voisinage ouvert V de Y dans X •
Soit en effet E l'ensemble des points fermés de U tels que l'on ait

prof hop^X < 5 o

D'après 1 . 5 ci-dessous, l'ensemble E est fini ; c'est donc une partie fermée

de X • Posons V = X-E • Quitte à restreindre W à un voisinage ouvert de Y'
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dans X* , on peut supposer que ^ c y* . Nous allons montrer que l'élément z
de H ( W , P ' ) se prolonge à V , II suffit, pour cela, de montrer que, pour
tout point v€V'-V , on a

prof hop^X» ï 5 .

Soit u la projection de v dans S . Si l'on a dim(ïïl =. 1 , on a la relation
prof hop^X ^ 5 • Si l'on a dimfiî) = 2 , on a prof hop X ï 2 et dim ^ , =1

donc prof^S^ ï 1 . Enfin, si dim(u) ï 5 , on a dim & ^ 2 et, d'après le
u'

théorème de pureté, on a prof hop S^ ^ 5. Comme le morphisme a est localement
1-asphérique pour L , on a (SGA 2 XIV 1.18) :

prof hop^ X' ï prof hop^ + prof hop^' .

On a donc, dans tous les cas,

prof hop^X' ^ --5 ,

ce qui prouve que g se prolonge en un élément x' C H ' (V ' , î 1 ' ) .

Considérons le diagramme ( * ) et montrons qu'il existe un élément x
de H (V,F) tel que |^(x) = x' , Comme S est hensélien et a localement
1-asphérique pour I , \ et v sont bijectifs. Compte tenu du fait que S
est hensélien, il résulte de (*) que l'on peut trouver un schéma local S ,
un morphisme étale fini S^ - S , un torseur P sur V/ç, N , de groupes

^(S ) ' dcmt l':Lmage inverse P' sur VJg N représente x' |vî y . Comme S

est hensélein et le morphisme a localement 0-acyclique, la donnée de descen-
te naturelle que l'on a sur P:j provient, par image inverse, d'une donnée de
descente sur P^ . Par suite P^ est l'image inverse sur V d'un torseur P
sur V dont l'image inverse P* sur V* a pour classe x* .

LEMME 1 . 5 . 1 . - Soit X un schéma affine noethérien excellent (EGA IV 7,8), tel
que toute composante irréductible de X soit équicodimensionnelle de dimen-
sion ï 2 o Alors l'ensemble E des points fermés x de X tels que l'on
ait

prof hop^X < 5 ,

est fini. (Pour la notion de profondeur homotopique, voir SGA 2 XIV 1.2).

On raisonne par récurrence sur la "borne supérieure des dimensions des
composantes irréductibles de X . On peut supposer X réduit (SGA 4 VIII 1.1).
Supposons d'abord que toutes les composantes irréductibles de X soient de di-
mension 2 . Soient X' le normalisé de X , X" = (X 'x X ' ) ,
X"' = ^'^'y^red > P : X' - X , q : X" - X , r : X"' - X les morphismes
canoniques, ^'ensemble des points où X' est régulier est un ouvert contenant
tous les points x' tels que dim & , , < 2 ; le complémentaire de cet ouvert

A , X
est donc un ensemble fini F' .De même l'ensemble des points où X" est régu-

lier est un ouvert U" dont le complémentaire P"' est fini ; il suffit en
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effet de prouver que tout point x" de X" , tel que dim 6 , ,,^ < 2 , ap-
partient à U" . Or, si U est l'ouvert des points où X est normal, q'^U)
est un ouvert de X" , dense dans la diagonale A . Un point x" tel que
dim ^ a ( x " ^ < ^ 9 C3U1 ^^P8-1"^1®1^ po^ à A , est donc un point maximal de
X" et X" est régulier en un tel point. Comme X" est régulier en tout point
de A , à l'exception d 'un nombre fini d'entre eux, ceci prouve que F" est
finie

Soient G l'ensemble des points isolés de X" , H l'ensemble des
points isolés de X"' • Nous allons montrer que l'on a

E <= p ( P 1 ) U CL(P") U (l(G) U r(H) = E^ ,

ce qui prouvera la finitude de E . Soit x un point n'appartenant pas à E' ,
fermé dans X ; notons X le localisé strict de X en un point géométrique
x au-dessus de x (SGA 4 VIII 4.5), î' = X 'x î , etc. Montrons que, pour tout
faisceau en groupes constant fini 0- , tout torseur P sur 5 - (x) , de
groupe Q- , se prolonge à le . Les anneaux locaux de le* aux différents-A- _ ^ _
points de p (x) sont des anneaux réguliers de dimension 2 ; d'après le théo-
rème de pureté (SGA 2 X 3.4), "p*P se prolonge en un torseur Q' sur Ï' .
Comme les anneaux locaux de X" aux différents points de T"1(x) sont normaux
de dimension ï 1 , et les anneaux locaux de X'" aux points de F~^ (x) de di-
mension ï 1 , on a (SGA 2 XIV 1.6 b ) ) :

prof î" ï 2 prof î ï 1 .
^'(x) r-^x)

II en résulte que la donnée de descente naturelle que l'on a sur ^(P) se pro-
longe en une donnée de descente sur Q* . D'après SGA 1 IX 4.7, Q' est lima-
ge inverse sur 5' d'un torseur Q sur Ï , qui prolonge P . Cela prouve que
l'on a

prof hop^X s 5 ,

d 'où la finitude de E dans le cas où toutes les composantes irréductibles de
X sont de dimension 2 .

Dans le cas général, soit X une composante irréductible de X de
dimension maximum., et soit U un ouvert affine non vide de X , contenu dans
X et dans l'ensemble des points où X est régulier. Il suffit, par récurren-
ce, de prouver que, si la proposition est vraie pour un sous-schéma fermé Y
de X , d'espace sous-jacent X-U , elle est aussi vraie pour X • Supposons
donc que l'ensemble F des points fermés y de Y où l'on a

prof hop P < 5«y
soit fini ; montrons que l'on a E <= P , Si x est un point fermé de X , ap-
partenant à U , on a, par hypothèse,

dim ^y x 2t 2 >
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et, d'après le théorème de pure-ce, on a

(*) prof hop^X as 5 .

Soit maintenant x un point fermé de Y , n'appartenant pas à P , et montrons
que la relation (») est vérifiée en x . Soit 5 l'hensélisé de X en x ,
x le point fermé de X o II suffit, pour prouver (»), de montrer que, pour
tout schéma local X* , de point fermé x' , pour tout morphisme local étale
X* -* X , pour tout revêtement étale P de X ' - lx* ) , on peut trouver un schéma

local X" et un morphisme local étale X" - X* tel que la restriction de P
au complémentaire du point fermé x" de X" soit triviale. Comme on a

prof hop Y s 5 ,
</

PlY ' - l x») se prolonge à Y* ; on peut donc trouver un morphisme X" -* X* com-
me ci-dessus tel que P|Y"-(x") soit trivial. Le fait qu'il en est de même de
P|X"-(x"[ résulte alors de 1 . 5 1 ) , dont les hypothèses sont satisfaites car
X" est excellent (SGA 4 XV 4 .1 ) .

COROLLAIRE 1.4.- Soient S un schéma local hensélien intègre, de point fermé
t , X = S-{t[ , U un ouvert affine de X , j : Y -» X un sous-schéma fermé
de X d'espace sous-jacent X-U • On suppose que la dimension de S est
supérieure ou égale à 5 et que les fibres formelles de S vérifient la
condition (S?) . Soient L une extension finie du corps des fractions de
S , ? le normalisé de S dans L , î l'image inverse de Y dans § .
Alors ? est connexe.

Dans le -cas où § est fini sur S , le corollaire est un cas parti-
culier de 1 . 5 . 1 o Dans le cas général, on peut trouver un S-schéma fini intègre
5, et un homéomorphisme universel

S - S .

(EGA 0— 25.2.5). Si l'on pose Y, = YXoS, , il revient au même de dire que
•L'f^ 1 ù 1 /5 \

Y. ou Y est connexe. Montrons que Y est connexe. Soit Z' " ( S ) l'ensem-
ble des points s de S, tels que dim 6- as 2 et soit S la
(^\ ^1Q^

V (S,)-clôture de S, (EGA IV 5 . 1 0 . 1 1 ) , Montrons que S« est fini sur S .
- (^\ 'Soient S' le complété de S, , Z l'image inverse de Z' ' (S ) sur S*

Le schéma S^Xg S' n'est autre que la Z-clôture de S' (EGA IV 5.9.4). Com-

me les fibres formelles de S vérifient (S?) , S* vérifie (Q ) en tout
point s » tel que dim ^ < 2 , par suite S,,Xç S* s'identifie à la

' 1 ' 1 2 5 . 1

Z'^Sp-clôture de S* . Comme cette Z^(S1 )-clôture est finie sur S*
(EGA IV 5 . 1 1 . 1 ) » S? est fini sur S . On peut alors appliquer 1 . 5 1 ) à S .
Il en résulte que Y,Xg S^ , donc aussi Y, , est connexe.
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2, Profondeur étale d'un champ.
Il sera commode d'énoncer les théorèmes de 3 en termes de champs

(voir [ 5 ] pour cette notion)» Nous utiliserons la notion de profondeur étale
d'un champ, généralisation triviale des notions de profondeur d'un faisceau
d'ensembles ou de groupes (SGA 2 XIV 1 . 2 ) ,

PROPOSITION 2 . 1 . - Soient X un schéma, Y une partie fermée de X , U = X-Y ,
i : U -» X l'immersion canonique. Soit F un champ sur le site étale de X
( [ 5 ] II 1 • 3 ) • Si X* — X est un morphisme, on note U* (resp. F ' )
l'image inverse de U (resp, P) sur X* . Si 'y est un point géométrique
de X , on note X le localisé strict de X en 'y , 1j et î? les images
inverses respectives de U et F sur X • Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

( i ) Le morphisme canonique
F - î i*F

est fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence de catégories).
(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X , le morphisme cano-

nique
F ( X ' ) -» F ( U ' )

est fidèle (resp, pleinement fidèle, resp. une équivalence).
Supposons U rétrocompact dans X . Alors les conditions précédentes

sont équivalentes à la suivante :
(iii) Pour tout point géométrique y de Y , le morphisme canonique

ÎOc) - ÏC5)
est fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence de catégories).

( i ) « ( i i ) . Pour qu'un morphisme de champs soit fidèle (resp, pleine-
ment fidèle, resp, une équivalence), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi
des morphismes obtenus en prenant les sections cartésiennes au-dessus de tout
schéma X' étale sur X . L'équivalence de ( i ) et (i i ) en résulte, compte tenu
des équivalences canoniques ( [ 5 ] I 5 . 1 ) :

i»(i*P)(X') g i*F<U') g F ( U ' ) .
( i ) « (iii). Pour qu'un morphisme de champs soit fidèle (resp. pleine-

ment fidèle, resp. une équivalence), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi
des morphismes induits sur les fibres géométriques aux différents points de
X ( [ 5 ] III 2 . 1 . 5 . 8 ) . Comme le morphisme F-» î i»F induit évidemment une
équivalence en tout point géométrique x appartenant à U , ce morphisme est
fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence) si et seulement s'il en
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est ainsi aux différents points géométriques de Y . L'équivalence de (i) et

(iii) résulte donc du calcul des fibres géométriques d'un champ en un point géo-
métrique J ( [5] vu 2 .1 ,5 ) .

DEFINITION 2.2.- les notations sont celles de 2 . 1 , Lorsque les conditions équi-

valentes de loc.cit. sont satisfaites, on dit que F est de profondeur éta-
le ^ 1 .(resp, s; 2 , resp. ss 5) le long de Y , et on écrit

profyF ï 1 (resp. 2: 2 , resp. 2: 5) .

Si X est un schéma, y un point de X , F un champ sur X , on dit que

F est de Y-profondeur ï 1 (resp. s 2 , resp, 2- 5) en y , et on écrit

prof F ^ 1 (resp, 2: 2 , resp, 2: 5)

si l'on a

profj? 2: 1 (resp. as 2 , resp. s> 5) .
_ y

(y désigne un point géométrique au-dessus de y ).

Remarques 2.5.

a) Dire qu'un champ F est de Y-profondeur 2: 1 (resp. s 2 , resp.
2: 3) équivaut à dire que, pour tout X-schéma étale X' , pour tout couple

d'objets x , y C F^. , on a profy.(lom^.(x,y)) ^ 1 (resp, pour tout X' ,

tous x , y £ F^. , on a profy, (]̂ . (x,y) ) s- 2 , resp. la condition précéden-

te est satisfaite, et le morphisme canonique induit sur les faisceaux de sous-
gerbes maximales

SF - S(i^F)

est bijectif). (pour la notion de sous-gerbe maximale, voir [5] III 2 . 1 ) .

b) Soit F un faisceau d'ensembles et $ le champ en catégories
discrètes associé à F . Dire que l'on a

prof $ 2; 2 (resp. 2: 5)

équivaut à dire que 1'' on a

prof^F s- 1 (resp. :> 2)
Soient F un faisceau en groupes et ^ le champ des torseurs sous

F ([5] III 1 .4 .5 )o Dire que l 'on a

prof^» 2: 1 (resp, ;> 2 , resp. 2: 5)

équivaut à dire que l'on a

profyF ï 1 (resp, s- 2 , resp. ;> 5) .

PROPOSITION 2.4.- Soient X un schéma, Y une partie fermée de X telle

j l'ouvert U = X-Y soit rétrocompact dans X . Soit F un champ sur X
( Alors on a profyF 2. 1 (resp, 2: 2 , resp. 2. 5) si et seulement si on a
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Inf prof P ̂  1 (resp, ^ 2 , resp. ^ 5)
yCY

Si y est un point de Y , on a, d'après 2.1 (iii), dont on reprend
les notations :

prof F = prof_F ss profJF as prof_F .
y y Y ï

Inversement, si l'on a

Inf prof F ï 1 (resp. ï 2) ,
yCY y

on a aussi profyF ^ 1 (resp. ^ 2) d'après SGA 2. XIV 1 .8 et 2.5 a) o Supposons

enfin que, pour tout point yCY , on ait prof P ï 5 et montrons que le mor-
phisme canonique

cp : F(X) - i^i*P(X)

est une équivalence de catégories. On vient de voir que cp est pleinement fi-

fèle. Soit s un objet de î .i*P(x) . Il existe un plus grand ouvert V tel

que l'on puisse trouver une section t de F(v) et un isomorphisme cp(t)^s|v ;

en effet, si l'on a une famille d'ouverts V. , i€l , des sections s. € F(V.) ,

des isomorphismes cp(s^) ^ s|v^ , le fait que y soit pleinement fidèle entraî-

ne que les s. se recollent et définissent une section t de F au-dessus de

la réunion des V. . Supposons que l'on ait V / X , et soit y un point maxi-

mal de X-V . Notons X le localisé strict de X en un point géométrique ^

au-dessus de y , F l'image inverse de F sur X , etc. l'hypothèse de pro-
fondeur en y entraîne que le morphisme canonique

îCx) - ïOc-li!) = 'F(^)
est une équivalence de catégories. Par suite on peut trouver un voisinage ouvert

V de y , une section s de F(V,) et un isomorphisme cp(s ) ^ s|v ; mais

ceci contredit la maximalité de V , d'où le fait que V = X .

5o Théorèmes de comparaison cohomologique.

Dans ce numéro, nous donnons les énoncés des théorèmes de comparaison

cohomologique en terme général de champs ( [5 ] ) , ainsi que le cas particulier

d'un faisceau d'ensembles ou de groupes. Le cas d'un faisceau d'ensembles s'ob-

tient en considérant le champ en catégories discrètes associé ; dans le cas d'un

faisceau en groupes, on considère le champ des torseurs sous ce faisceau en
groupes,

THEOREME 5.1.- Soient S un schéma noethérien, localement immersible dans un

schéma régulier de dimension finie, f : X -* S un morphisme propre, c un

entier ï 0 , U un ouvert de X , j : Y -> X un sous-schéma fermé de X ,

d'espace sous-jacent X-U . On suppose que, localement sur S , U est réu-

nion de c+1 ouverts, affines sur S . Soit F un champ sur X . Alors,
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quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , le fondeur ca-
nonique

cp : lm^ P(V) - ;)*F(Y)

est fidèle. Supposons que F satisfasse à la coniition suivante :
(i) Pour tout point u€U tel que f u j n Y ^ 0 , on a, si s = f (u)

prof^F ï Inf(l,c+2-deg tr k(u) /k(s))

(resp. prof^F ï Inf(2,c+5-deg tr k(u)A(s)) et p est un champ ind-fini)

Alors le fondeur y est pleinement fidèle (resp, est une équivalence de ca-
gories).

COROLLAIRE 5.2o- Les notations sont celles de 3.1, Supposons que, pour tout
point
nonique
point uCu tel que j u f n Y == 0 , on ait prof^F ï 1 ; alors le fondeur ça-

0 : F(X) - J*F(Y)

est fidèle. On suppose satisfaite la condition (i) de 5 o 1 ainsi que la condi-
tion suivante :

(ii) Pour tout point u£U tel que j ï ï )nY = 0 , o n a

prof^F ï 2 (resp. ss 5) .

Alors le fondeur ^ est pleinement fidèle (resp. est une équivalence de
catégories).

THEOREME 5.5.- Soient S un schéma local hensélien de point fermé t , S* le
complété de X , X = S-f t ) , U un ouvert de X , ,] : Y -» X un sous-schéma
fermé de X d'espace sous-jacent X-U , L un ensemble de nombres premiers,
c un entier s 0 . On suppose U réunion de c+1 ouverts affines. Soit F
un champ sur X . Alors, quand v parcourt les voisinages ouverts de Y
dans X , le fondeur canonique

9 : lm^ F(V) - J*F(Y)

est fidèle. Supposons satisfaites les conditions suivantes :

(i) Le morphisme canonique S' -» S vérifie (S,,) (respo l'une des
deux conditions suivantes est satisfaite :

a) le schéma S est excellent, le morphisme S* -» S est universelle-
ment localement 1-asphérique pour L et F est un champ ind-lr-fini.

b) le schéma S est hensélisé d'une algèbre de type fini sur un an-
neau de Dedekind excellent et F est un champ ind-fini.

(ii) Pour tout point u€U tel que (ul f lY ^ 0 , on a

prof^F ^ Inf(l,c+5-ô^u) (resp. s Inf(2,c+4-ô,u))
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Alors le fondeur cp est pleinement fidèle (respo est une équivalen-
ce de catégories),

COROLLAIRE 5.4.- les notations sont celles de" 5.5. Supposons que, pour tout
point uCU tel que |u)nY = 0 , on ait

prof^F ^ 1

Alors le fondeur

(p : P(X) - J^F(Y)

est fidèleo Supposons satisfaites les conditions (i) et (ii) de 5.5, ainsi
que la condition suivante :

(iii) Pour tout point u€U tel que (II) DY = 0 , on a

prof^F ï 2 (resp. ï 5) .

Alors le fondeur (\i est pleinement fidèle (resp. est une équivalence de
catégories).

COROLLAIRE 5.5. - Les notations sont celle de 5 . 1 .

1 ) Soit F un faisceau d'ensembles sur X .

a) Quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , le mor-
phisme canonique

cp : 1^ H°(V,F) - H°(Y,j^)

est injedif.

b) Supposons que, pour tout point uCU tel que fu)nY = 0 , on ait

prof^F ;> 1 .

Alors le morphisme canonique
(p : H°(X,î1) - H°(Y,j^)

est injedif.

c) Supposons que, pour tout point uCU tel que ( ï ï )nY i 0 , on ait

prof^P ï Inf(l,c+2-deg tr k(u)/k(s)) ,

où s = f(u) . Alors le morphisme cp est "bijedif.

d) Supposons que, pour tout point u€U tel que (u)nY ^ 0 (resp. tel
que (ïï)nY = 0 ) , on ait

prof^P ï Inf(l,c+2-deg tr k(u)/k(s)) (resp. 2- 2) .

Alors le morphisme 4; est bijedif.

2) Soit F un faisceau en groupes ind-fini sur X .

a) Si les hypothèses de 1 ) c) sont satisfaites, le morphisme



6 : Um^ H1 (V.F) - H^Y.^P) ,

où V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est injectif. Si les
hypothèses de 1 ) d) sont satisfaites, le morphisme canonique

P : H^X.F) - H^Y.^F)

est injectif,

b) Supposons que, pour tout point uCU tel que ( ï ï )nY ^ 0 , on ait

prof^F ï Inf(2,c+5-deg tr k(u)/k(s)) .

Alors le morphisme 6 est bijectif.

c) Supposons que, pour tout point u€U tel que (u )nY ^ 0 (resp.
tel que (u [nY = 0 ) , on ait

prof^F ^ Inf(2,c+5-deg tr k(u)/k(s)) (resp. prof F 2. 5) .

Alors le morphisme p est bijectif,

COROLLAIRE 5.6.- Les notations sont celles de 5.5.
1 ) Soit F un faisceau d'ensembles sur X
a) Quand v parcourt les voisinages ouverts de Y dans' X , le mor-

phisme canonique

(p : Um^. H°(V,F) - H°(Y,^F)

est injectif.

b) Supposons que, pour tout point uCU tel que |ïï)nY = 0 , on ait

prof^F ^ 1 ,

Alors le morphisme canonique

^ : H°(X,F) - H°(Y,j*F)

est injectif.

c) On suppose que le morphisme S' - S vérifie (S^) . Supposons que,
pour tout point u€U tel que (u[nY ^ 0 , on ait

prof F ^ Inf(l,c+5-ô u) .u ^ f
Alors le morphisme <p est bijectif.

d) On suppose que le morphisme S* - S vérifie (S^) .Supposons que,
pour tout point uCU tel que lu)nY / 0 (resp. tel que j'SjnY =0) , on
ait

prof^F ^ Inf(l,c+5-ô^u) (resp. ^ 2) .

Alors le morphisme (^ est bijectif.

2) Soit p un faisceau en groupes ind-fini sur X
a) Si les hypothèses de 1) c) sont satisfaites, le nuorphisme canoni-

que
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6 : 1̂  H1 (V.F) - H^Y^F) ,

où V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est injectif^ Si les
hypothèses de 1 ) d) sont satisfaites, le morphisme canonique

p : H^X,?) - H^Y.^F)

est injectif,

h) On suppose satisfaite l'une des conditions a) ou b) de 3.5 (i) et,
dans le cas a), on suppose que F est un ind-Ir-groupe. Supposons que, pour

tout point u€U tel que jujnY ^ 0 , on ait

prof F ï Inf(2,c+4-ô,u)u u
Alors le morphisme 0 est bijectif.

c) On suppose satisfaite l'une des conditions a) ou b) de 5.5 (i).

Supposons que, pour tout point uCU tel que (u)nY ^ 0 (resp. tel que

fïïinY =0), on ait
prof F ï Inf(2,c+4-ô.u) (resp. ï 5) .

U u

Alors le morphisme p est bijectif.

Remarque 5.7.- Reprenons les notations de 5.1 et soit k un entier, 1^k^5 ,
Alors l'hypothèse

(*) prof F ^ Inf(k,c+k+1-deg tr k(u)/k(s))

en tout point uCU tel que (u'IflY ^ 0 est équivalente à la suivante :

Pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre, pour toute générisa-
tion u de y , appartenant à U , on a

(**) prof F ïs Inf(k,c+k-H-codim((^),(ïï) )) .

Il est évident que (*) entraîne (**) car on a (EGA IV 5.6.5)

codim(jiF),iu'l) == deg tr k(u)/k(s) + codim(T^"), (i) ) ..

Inversement supposons la relation (**) satisfaite. Soit u un point de U tel
que (u)nY ^0 • Si l'on a deg tr k(u)/k(s) ^ c+1 , on peut trouver un point
y € Y D{u) , fermé dans sa fibre, tel que l'on ait

deg tr.k(u)/k(s) + codim(f(y),(s)) a c+1

(i 5 o 5 ) » d'où la relation (*) en u . Si l'on a deg tr k(u)/k(s) > c+1 , on
peut trouver un point y C Y H.ÎU^ tel que y appartienne à la fibre de u
(i 5.2) ; on a alors

c o d i m ( { ^ ( , { ï ï [ ) = deg tr k(u)/k(s) .
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4. Démonstration des énoncés du numéro 5 dans le cas où c = 0 .

4.0.- On note d'abord que 5.2 résulte de 5.1 et 5.4 de 5.5 ; plaçons-

nous par exemple sous les hypothèses de 5.2. La condition (ii) entraîne que,

pour tout ouvert V contenant Y y le fondeur canonique

P(X) - P(V)

est fifèle (resp. pleinement fidèle, respo une équivalence de catégories) (2.4).
le fait que le fondeur 4; soit fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une

équivalence de catégories) résulte donc du fait qu'il en est ainsi du fondeur
cp o

4.1.- Démonstration de 5.5 1 ) et 5 o 6 1 ) 0

Comme on l'a vu dans 4.0, h) et d) résultent respectivement de a) et
c). Prouvons a). Il faut montrer que, si V est un voisinage ouvert de Y
dans X , cp, , cp- deux sections de F au-dessus de V , dont les restrictions
à Y sont égales, alors on peut trouver un voisinage ouvert V de Y dans
X , V c y , de sorte que cpjv* = cp^|V . Cela résulte du fait que l*ensemble
des points où deux sections d'un faisceau sont égales est un ouverte

Pour prouver c), nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 4.1.1.- Soient X un schéma noethérien de dimension finie, j : Y - X

un sous-schéma fermé de X , U = X-Y , F un faisceau d'ensembles sur X o
Si x est un point de X et L une extension finie de k(x) , on note ?

le normalisé dans L du sous-schéma fermé réduit de X d'espace sous-jacent

(x) et Y (resp. F , etc.) l'image inverse de Y (resp. F , etc.) par le

morphisme X -- X . On suppose que, pour tout point x de U tel que

(x}nY ^ 0 , l'une des.conditions suivantes est satisfaite :

(i) On a prof^F ;> 1 .

(ii) Pour toute extension finie L de k(x) , Ï est connexe.

Alors, pour toute section cp C j-^-PtY) , il existe un voisinage ouvert V de
Y dans X tel que cp se prolonge en une section de P au-dessus de V

Soit f : X' — X un morphisme étale séparé de type fini, tel que
l'on ait f ( X ' ) =) Y , et tel qu'il existe une section <\> de F(X') dont la

restriction à Y' = ï^yX' soit égale à l'image inverse de cp . On considère le
carré cartésien

et on pose c^ = p"^ , ^ = p^\ . Soit Z l'ensemble des points de X'x X'
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où l'on a (p / 4j« . Si z est un point maximal de Z , on peut supposer, quit-

te à enlever à X* une partie fermée ne rencontrant pas Y* , que l'on a

W p ^ ( z ) n Y' / 0 , p^z) n Y' ^ 0
Supposons Z •/- 0 ; soient T = p(Z) , x un point maximal de T , z

un point de Z tel que p(z) = x . le fait que x soit un point maximal de T

entraîne que l'on a

prof^F = 0 ;

en effet, si l'on avait prof F ï. 1 , on pourrait trouver une générisation
stricte z * de z telle que l'on ait 4; / <\>. en z ' , et p (z ' ) serait une

générisation stricte de x appartenant à T . Il en résulte que la condition
(ii) de l'énoncé est satisfaite en x . D'après EGA IV 1 8 . 1 0 o 8 , on peut trouver
une extension finie séparable L de k(x) , telle que, avec les notations de

l'énoncé , î' soit somme de schémas intègres X , cCC , et telle que les mor-
phismes structuraux X — X soient des immersions ouvertes. On identifie X

à son image dans X . A la section (p » correspond, par image inverse, une fa-
mille de sections <\> , cCC , où (p Cp(x ) . L'hypothèse faite sur x entraînec c e
l'existence de deux éléments c , d £ 0 , tels que l'on ait

^c ^do o
au point générique ? de î . On a une partition de 0 en sous-ensembles

C. > • • • » C > tels ^vie

(\) = (p, en x s'il existe k€[l,r] tel que c,dCC-,

4, / (̂  en x si c£C^ , dCC^ avec k l̂ ;

d'après ce qui précède, on a r^2 • Comme les sections (p sont égales en tout

point de ? et comme l'ensemble des points où deux sections sont différentes

est une partie fermée, on a

X^ n X^ n î = 0 si cCC!^ , dCC^ avec k ^ 1 .

Par suite les r ouverts

Y, = U X H ?
k ^k

de î n'ont aucun point commun. Soient x* et x1 les images respectives de

î par les morphismes X - X* et Xn -» X* . D'après (^), on a
o o

(x^) n Y' ^ 0 , (xp n Y' ^ 0 .
Comme les morphismes X -*• X* et Xq -- X* sont fermés, ces relations montrent

^ "o
que 1 ' on a

X ^ n ? ^ 0 , X ^ n Ï / 0 .
o o
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Par suite il y a au moins deux ouverts Y, de î disticnts non vides ; ? est

donc disconnexe contrairement à (ii)o On a donc Z = 0 » ce qui prouve que la
section 4; se descend en une section de F au-dessus de p (X ' ) et cette sec-
tion prolonge (p „

Revenons à la démonstration de 5.5 1 ) c) et 5.6. 1 ) c). Soit x un

point de U tel que (xj n Y ^ 0 et tel que lt on ait prof F = 0 . Montrons
que la condition (ii) de 4 . 1 . 1 est satisfaite en x o On note X, le sous-sché-

ma fermé réduit de X d'espace sous-jacent (x) ; dans le cas 5.5, on pose
s = f(x) et on note S. le sous-schéma fermé réduit de S d'espace sous-ja-
cent (s) , f. : X, — S, le morphisme canonique. Dans le cas 5o5, les hypothè-
ses de profondeur sur F entraînent que l'on a

dim f'^s) ï 2 ;

par suite toutes les composantes irréductibles des fibres de f, sont de di-

mension a; 2 (EGA IV 1 5 . 1 . 1 ) . Dans le cas 5.6, les hypothèses de profondeur en-
traînent que l'on a

dim X ï 2 .

la condition (ii) de 4 « 1 * 1 résulte donc de 1 . 2 et 1 , 4 respectivement. Les énon-

cés 5.5 1 ) c) et 5.6 1 ) c) résultent alors de 4 . 1 . 1 .

4.2.- Démonstration de 5 o 1 et 5.5.

Si V est un voisinage ouvert de Y dans X , o, , o« deux sec-
tions de F au-dessus de V , on note G- un faisceau sur X qui prolonge le

faisceau Hom-- (o,,o?) . Dire que le fondeur (p est fidèle (resp. pleinement
fidèle) équivaut à dire que, pour tout couple (p-»»^ comme ci-dessus, le fonc-
teur canonique

Iĵ y. G(V) - J*G(Y) ,

où V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est fidèle (respe plei-

nement fidèle)o Si l'on a
prof F îfc 1

en un point u tel que fujnY ^ 0 , on a aussi, d'après 2.5 a),

prof^G ï 1 .

Le fait que cp soit fidèle (respo pleinement fidèle) résulte donc de 5.5 1 ) et

5.6 1 ) .

Nous allons achever la démonstration de 5.1 et 5.5. Dans le cas 5.5,
on se place sous l'une des conditions (i) a) ou (i) b). Il reste à prouver que,
si l'on a

prof^F ;î 5 - codim(f5'(,(ïït)

pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre dans le cas 5.1, tel que

ô-t-y = 1 dans le cas 5,5, et pour toute générisation u de y , alors le fonc-
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leur (p est essentiellement surjectif, Soit x un point de U tel que
(x^HY -f- 0 . On note X, le sous-schéma fermé réduit de X d'espace sous-jacent
|î) ; dans le cas 5 ,1 , on note S, le sous-schéma fermé réduit d'espace sous-
jacent f(x) et f : X. -» S, le morphisme canonique. L'une des trois condi-
tions suivantes est alors satisfaite :

(i) On a prof F s 2 o

(ii) On a prof F = 1 • Dans ce cas, la dimension de la fibre généri-
que de X, y donc aussi des composantes irréductibles de toutes les fibres de
f est :> 2 dans le cas 3 . 1 o Dans le cas 5.5, on a dim X, ^ 2 o II résulte
donc de 1 . 2 et 1 . 4 que la condition (ii) de 4 . 1 . 1 est satisfaite, i.êo, repre-
nant les notations de loCo cito, que, pour toute extension finie de k(x) , Y
est connexe.

(iii) On a prof F = 0 . La dimension des composantes irréductibles des
fibres de f est ^ 5 dans le cas 5.1 et l'on a dim X, ^ 5 dans le cas
5.5. Il résulte donc de 1 o 2 et 1 . 4 que, pour toute extension finie L de k(x),
î est connexe. Soit L l'ensemble des nombres premiers intervenant dans la
condition (i) a) de 5.5 et, dans le cas 5,1 ou 5.5 b), soit 1 l'ensemble de
tous les nombres premiers» On voit de plus, en utilisant 1 . 2 et 1 .4 , que, pour
toute extension finie L de k(x) , pour tout faisceau de Ii-groupe constant
fini G , tout torseur P sur ? de groupe G- se prolonge à un voisinage de
î dans î .

On est ainsi ramené à montrer que, lorsque F satisfait, en chaque
point uCU tel que IUÎDY ^ 0 , aux propriétés énoncées dans (i), (ii) ou
(iii) , alors le fondeur cp est essentiellement surjectif. C'est ce que dit
la proposition 4.206 ci-dessous que nous allons maintenant démontrer. Nous com-
mençons par quelques lemmes préliminaires,

4,2,1.- Soient X un schéma noethérien de dimension finie, j : Y-*X
un sous-schéma fermé de X , 1 un ensemble de nombres premiers, F un champ
ind-Ir-fini sur X ([5] VII 2 . 2 . 1 ) » On cherche à prolonger une section de ;)*F
au-dessus de Y à un voisinage ouvert de Y dans X •

Soit (X.).p,. un ensemble de schémas au-dessus de X et soient
i ,,..,i des éléments de I ; on pose alors

^...C^Vx-Vi, ' ^••^^l-^n
i<...i^

Si P. est une section de F au-dessus de X. , lasa^n , on note P.
^"a ^ ^a.

l* image inverse de P. par la i -ème projection de X. . .
î  a ^••-^n
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DEFINITION 4.2.1.1.- Un 1-recouvrement R de Y est la donnée
a) d'une famille (^jc-r de schémas étales séparés de type fini sur

X dont la réunion des images recouvre Y ,
Ta) pour tous i , j € 1 , d'un ensemble (v ) - de schémas étalesa at.A. .

séparés de type fini sur X^_ , dont la réunion des images recouvre Y. .

On pose A = -LL A. . et on note
i ,3Cl 1:)

R '«^iCi^aW
un tel 1-recouvrement. On dit que (X^)^ç est le recouvrement d 'un voisi-
nage de Y associé à ft .

Un 1-recouvrement il* = f(x^. )^,^,, (V^, )^ ̂ . ) est dit plus fin que
ft si l'on s'est donné une application cp : I» - I , pour tous i ' , j* C I'
une application ( .̂ : ̂ f j .-'^(i, )^ . ) et, pour tout i'Cl' et tout
a ' C A Î , . , » des morphismes

^ : xi• '^(i') PB' : va• -\...(a') •

Si X -* X est un morphisme de schémas et S un X-schéma, on posef^ /v » j-
S = XX^S . Si R est un 1-recouvrement de Y , l'image inverse de fô sur Ï
est le 1-recouvrement de ? défini par

^«^ier^aW •

DEFINITION 4o2<,1.2.- Etant donné un champ P sur X et un 1-recouvrement

» = ^^i^iCl'^a^aeA^ de Y > une ft-section § de F est la donnée

a) pour tout ICI , d'une section P. C F ( X . ) ,

b) pour tous i , j £ l et tout a C A. . , d'une section
p^lsom^(P,|^,P^) .

•a tj -
On pose alors

s = ((P,),^,(P^)^) .
Un isomorphisme d'une R-section g dans une R-section

gt = "^^I^P^aeA)
est la donnée d'isomorphismes q^ : p^ - p^ , ICI , tels que, pour tous i , j£l
et tout a C A . . , le diagramme

^a ——qi-^ ̂

1 ' • i"a Pa
V îj ^

P^V^—————^PjlVa
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soit commutatif •
Si a,b £ A . , on note p0 l'image inverse de p sur V , ; de

13 & k
même, si p ^ _ C Isorn^ ^i»1'-,) et si k€I » on note PIJ l'image inverse de

— u

p. . sur X. .. o Etant donné un 1-recouvrement ft de Y et une section P de
13 '1-^K-

F sur X , on associe à P une R-section de la façon suivante. On note P.
l'image inverse de P sur X. et, pour tous i , j C I et tout a € A. _ y oni -L J
définit p comme étant l'isomorphisme identique. Une R-section 8 est dite
triviale s'il existe P£F(X) tel que § soit isomorphe à la R-section asso-

ciée à P . Supposons que, pour tous i , j C I , on ait

U V^ = ^i •aFA "a£A^

Alors la condition pour qu'une R-section § soit triviale se traduit par les
deux conditions suivantes :

(i) pour tous i , j C I et tous a,b C A. _ , on a p^ = p^ ,

(ii) si p. . désigne l'élément de Isom (p?»P 1 ) obtenu en recollajit
13 il J

les p , on aa(*) . p^ = pik •
pour tous i , j ,k C I .

Si fô ' est un 1-recouvrement plus fin que R et S une R-section,
on définit la R*-section §' restriction de § à R * par

gl = "^.^(i'^ei'^a'^.^a'^a'CA^

Enfin, si S -* X est un morphisme de schémas et § une R-section, on définit
la R-section § image inverse de S sur X par

iv / / ̂  \ frv \ \s = ((^ier^aW •

4.2.2.- Soient x un point de X , ï un point géométrique au-dessus
de x , P- la fibre de F en x . Soit R = ^i^iCl^a^aCA^ m 1-recouv^e-
ment de Y tel que les X. et les V soient des ouverts de X . On note Ii a •**•
l'ensemble des i£l tels que x€X. et ft le 1-recouvrement d 'un sous-schéma
fermé d'espace sous-jacent l'adhérence {'x') de x , déduit de R par image in-
verse sur (^i , Pour tous i , j C I , tels que Y^_ / 0 , il existe a€A^_ ,
d 'où un iscmorphisme (p )- : (P. )-^ (P.)- . Par suite, si l'on suppose Ynf^l
connexe, les (P. )- sont des objets isomorphes de P- . On note G le groupei x x
des automorphismes d 'un tel (P. )- , ICI , et $ le champ des torseurs de

I X X Lr

groupe G . On associe à une R-section § une ft-section de $- de la façon
suivante. Si Q désigne le torseur trivial de groupe G au-dessus du point 5? ,
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on choisit, pour chaque i€l , un isomorphisme r. : Q ^ (P.)— ; pour tous
X 1 —" 1 X

i,j € I et tout a€A. . y il existe alors un unique élément q £G- tel que le
diagramme

Q___^Q

|̂ r. S|

(^î ^^(^S

soit commutatif. On identifie (p )— avec q . la R -section associé à 8a x a x
est, par définition,

^ = "^ia'^aW •
où Q = Q pour tout ICI (si V nf î j = 0 , q est l'unique automorphisme.1. a a
du torseur trivial au-dessus de V n f x j ) ,a

Notons que, si i,j £ I , si a,a* € A. _ et si y€V DV .nYnjxj estx i j a a
tel que l'on ait

(P ) = (P .) >^a'y "a''y 9

on a aussi ( p - ) — = (p- , )— et, par suite, on aa x a x

^ = ^a' •
En particulier, si S J Y est trivial, il en est de même de 8 |Yn(x) . la donnée
de 8—|Ynix) est alors celle d'un 1-cocycle q du recouvrement associé à

• f t J Y n j x ) , à valeurs dans G .

Le lemme ci-dessous permet de déduire les conditions 4.2,1 (i) et (ii)

au point x de l'hypothèse que q se prolonge à un voisinage de Yn(St •

1EMME 4.2.5.- Soient X un schéma intègre noethérien, de dimension finie, de

point générique x et Y une partie fermée connexe de X . Soit

a = ((xAer^aW
un 1-recouvrement de Y tel que les X. et les V soient des ouverts dei a
X • Soient F un champ sur X , S = ^^iCi^ ^ CA^ une ^~Qec't±o^• de F
telle que g [Y soit triviale et notons q le 1-cocycle du recouvrement as-
socié à f t [ Y , à valeurs dans le.groupe G , introduit dans 4.2.2.

1) On suppose donné un 1-recouvrement f t * de Y

Rt -"^i.ei.^a.W^ '
plus fin que ft , tel que, pour tous i ' , j * € I' et a^A!, ., et tout point
x* de V , au-dessus de x , on ait f x ^ n Y , /• 0 , On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout i'€r , Y. , = Y^X., est connexe.
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(ii) II existe un 1-cocyle r de (X. , ). , /--,, à valeurs dans G ,
dont la restriction à (Y.,) . , , . - , -» est équivalente à la restriction q* de

q . Alors, si g' = ( (P^, )^,çj, » (p^, ^tÇA' ^ est la ^^t1'10!1011 de 8 à

R', on a les conclusions suivantes :
a) Pour tous i',;j '€l* , pour tous a* ,b '£A . , . , , pour tout point

x"€V , , , au-dessus de x , on a ,a u

(p^; ),„=(?;;),„ .
Si x » e x ^ , _ , , on note (P^. - , . )^» l'élément de IsomCP3,?1) obtenu par
recollement des p correspondant aux a' tels que x' appartienne àa
l'image de V , .a

"b) Pour tous i ' y j ' ï k ' E l ' , pour tout point x' de X . , . , , , au-
dessus de x , on a -

(P^j.^.(P^.)x' = ^^'k^X' •

2) Soient R* un 1-recouvrement et S* une R*-section de P
construite comme il est indiqué ci-dessous. On part d'un 1-recouvrement

ft = ̂ W^l3\,î^ '

où V. . est un ouvert de X. . contenant Y. . et d'une d-section
•1-J — J 1 <3

s = «^iei'^ij^jelx^
telle que, pour tous i,j,kCl , on ait la relation

^^k = PL °
On se donne un recouvrement (X. , ) . ,ç - . - , de Y par des schémas étales sur

X , plus fin que (^jf-r et on note Y : I* -" 1 l'application canonique.
Pour tous i ' ï j 'ei ' , on se donne un ouvert V . , ., de X. , ., , contenantJ- J ^- i)
Y ^ , _ , , contenu dans V.y^, \ / - » \XY ^ t - ,» > tel QLUe» po^r tout point x» de

~' o
V , , . , au-dessus de x , on ait

l^lnY^.^ / 0 .

Soient P^-P^i)^. et Pi.j . = P^i. )y( j. ) 1^. 3 » • P^ ^ » 3 ',
k^I* , on note 71^, , -n; , les projections respectives de X.,.,,., sur
X ^ , _ , et X^,^, . On considère l'ouvert de X _ , .,^, défini par

^•j-.k. -^.^i.k.) ^lî^k-j.) '
c'est un schéma étale au-dessus de X. , ., . On pose A . , ., = {lUH' et on
définit le 1-recouvrement f t * par

Rt = "^^i'ei-^a^a'eA^ '

où V^ = ^ . 3 » et V^. =V^.^ ^. si a» =k ' € l * . Pour tous i«, j * ,ls:'ei* ,
soit
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^ ' j ' yk ' = ^i'k'i7! '3',k'^k'j ' '^i ' j ',k'^ •

la R'-section S* est alors

gf = "^l'Cr^a^a'CA^ »

où p ^ = p^, et p^, = P j _ , j , ^ ^ si a* = k ' C l « .

Supposons que les ccniitions (i) et (ii) soient satisfaites. Alors

on a les conclusions a) et b).

Démonstration.

1 ) La donnée du 1-cocyle r est la donnée, pour tous i ' , j 'Cl' ,

d'éléments r . , . , C G ( x . , . , ) satisfaisant aux relations
^- <) ^- i3

(*) ^.'ij^k- '4'k- '
pour i ' y j ' y k 1 Cl' . D e même la donnée de q' est celle d'éléments q., ., »

de G-(Y. , .,) , satisfaisant aux relations

k * i ' "i '
^i ' j '^j 'k' = ^i'k' •

II résulte de la définition de q q.ue, pour tous i ' , , j ' € l ' , tout a ' Ç A . , .,
et tout point x* de V , au-dessus de x , on a

^i'j'l^ = ^a'^a' 9

où q. , est l'élément de G défini dans 4.2.2. Compte tenu de la connexité des

Y. , , dire que q.1 est équivalent à la restriction de r à Y revient à dire
q.u'il existe des éléments g., de G , i'€l' , tels q.ue, pour tous i ' y j ' y k ' ,
on ait

e^'^i'î'^'î'^V '^T •
En particulier, pour tout a ' C A . , . , et tout point x * de V , au-dessus de1 3 a
x , on a

^l(r^.|y^)g^. -^.IY^. .

Comme on a, par hypothèse, l^ ' inY_, / 0 , les deux éléments q. , et
—1 °' —
g. , (r. , ., |v- , )g ., de G-(V ,) prennent la même valeur en x' ; si x' est uni i j a. j a
point géométrique au-dessus de x1 , on a donc

(Pa.)î. = ^l(r^.)^g^ ,

ce qui démontre a). On a, d'après ce qui précède,

(Pi.j.)^. = g^^i'j^x'Sj.

et l'assertion b) résulte de (*),

2) Par définition du 1-cocycle q1 , pour tous i ' . j ' C l * et pour
tout point géométrique î' de V . , . , au-dessus de x , q . , . , est l'élément de
( î ( Y ^ , - » ) défini par (P-p- ,» )^» • Conime dans 1), on peut trouver des éléments
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g . ,CG , tels que l'on ait .

g-^,(r^,|Y^,)g^ =î^, .

Pour tout point x 'CV. , ., au-dessus de x , la relation (x^}nY. , ., ^ 0
ii) _ j ^ - 3

entraîne que les deux sections (p., ., )—, et g.,r., .,g., de G- au-dessus-•- j x i i j j
de V. , ., prennent la même valeur en x* ; on a donc

~ v

(P^.)^ '^.^i.j.^.êj. •

Soient i',.]'^!1 et a ' € A ! , . , = ( l ) I' . On a, par définition, p , = p . . . ,

si a* = 1 , p^. = (P^.'k.|Vj,.j.^.)(P^j.|Vi.j.k') si a* = kl • Dans les
deux cas, on a donc

(p ,̂, ̂ ''î i.j.̂ tg;,.
pour tout point géométrique x" de V , au-dessus de x » Ceci démontre a) eta
^)).

LEMME 4.2,4.- Soient X un schéma noethérien, Y une partie fermée de X , x

un point de X , X le normalisé du sous-schéma fermé réduit d'espace sous-

jacent jx| dans une extension finie de k(x) , a : X -*• X le morphisme

canonique. Soient y un point de YD(x} , X. un schéma étale de type fini

sur X dont l'image dans X contient y , U un schéma étale de type fini

sur S dont l'image contient la fi"bre (x) . O n note î (resp. ? , etc.)
l'image inverse de X, (resp. Y , etc.) par a . Alors on peut trouver un

schéma Xç étale de type fini sur X, » dont l'image dans X contient y ,
tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

1 ) On a une factorisation du morphisme X - * X à travers U

1^ - U - X .

2) Si (X-).r-r i désigne l'ensemble des composantes connexes de Î' ,^ c ct^ 2
X x ^Y est connexe pour tout cCO •

Quitte à remplacer X par un ouvert convenable, on peut supposer

que X, ne contient qu'un seul point y au-dessus de y . Soit X le loca-

lisé strict de X en un point géométrique ^ au-dessus de y . A un morphisme

entier surjectif radiciel près, Sx 5 est fini sur Î (EGA Q 25.2.5) ; par

suite 5[ est somme des localisés stricts de X aux points de (5c) x , Nk(^F) ;

soit n le nombre de ces points. On a un isomorphisme

X ^ 1^ X^ ,

où X_ parcourt les schémas étales de type fini au-dessus de X , munis d'un

seul point marqué 5" -*• X^ au-dessus de J -» X. . Il en résulte que l'on peut

trouver un schéma X' étale de type fini sur X, , ayant un seul point y'
au-dessus de y , tel que l'on ait une factorisation
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X* - U - X ,

et tel que X* ait exactement n points distincts au-dessus de y* . Soient

z^...,z^ ces points et soient U^,...,U^ des ouverts de ?» tels que l'on
ait

Zp C Up pour tout p€[ l ,n] , z^./U pour p ' / p .

Soit V la somme des Up pour 1^n . On voit, comme précédemment, que l'on

peut trouver un schéma X" étale de type fini sur X' , ayant un seul point
y" au-dessus de y' , tel que le morphisme î" - r se factorise à travers
V . Par suite X" satisfait à la condition 1 ) de l'énoncé. De plus X" 'est

somme de sous-schémas X^ , 1^sn , et chacun d'entre eux contient un point et
un seul tp au-dessus de y" . pour chaque p , on considère l'ensemble des

points maximaux de X^? qui ne sont pas des généris allons de t ; la réu-
nion de leurs adhérences est une partie fermée T de X" dont l̂ image Z
dans X" ne contient pas y" , L'ouvert de X" ^complémentaire de la réunLn
des Zp satisfait alors aux conditions 1 ) et 2) de l'énoncé.

COROLLAIRE 4.2.5.- Soient X un schéma noethérien, Y une partie fermée de X,
x un point de X , î le normalisé du sous-schéma.fermé réduit d'espace

sous-jacent fx ) dans une extension finie de k(x) , y •• î - X le morphisme
canonique ; posons ? = yx^C , etc. Soient (X^)^ un ensemble fini de

schémas X^ étales de type fini sur X , dont la réunion des images dans X
contient Y , (X^çj un ensemble fini de schémas étales de type fini sur
X , dont la réunion des images contient Y . Alors on peut trouver un recou-

vrement fini (X^)^.^. de Y par des schémas X^. étales de type fini
sur X , plus fin que (x^)^ , tel que, si (X^ç^ est l'ensemble des

composantes connexes X , et si 0 = 1-L- 0. , , le recouvrement (x )1 rei» z ^e'cec
de ? soit-plus fin que (X^)^j et tel que X^? soit connexe pour tout
c£C •

PROPOSITION 4.2.6.- Soient X 'un schéma noethérien de dimension finie,

j : Y - X un sous-schéma fermé de X , U = X-Y , 1 un ensemble de nombres

premiers, p un champ ind-Ir-fini sur X . Si x est un point de X et L
une extension finie de k(x) on note î le normalisé dans L du sous-schéma

fermé réduit d'espace sous-jacent \x} et ? (resp. ¥ , etc.) l'image inver-
se de Y (resp. F , etc.) par le morphisme î-x . On suppose que, pour tout
point x de U tel que (x)nY ^ 0 , l'une des conditions suivantes est sa-
tisfaisante :

(i) On a prof F-^ 2 .

(ii) On a prof^F ï 1 et, pour toute extension finie L de . k(x) , 'Y'
est connexe.
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(iii) Pour toute extension finie L de k(x) , ? est connexe et tout
torseur sur î , de groupe un ind-I-groupe constant constructible, se pro-
longe à un voisinage ouvert de ? dans X •

Alors, pour toute section P de j*F au-dessus de Y , il existe
un voisinage ouvert V de Y dans X tel que P se prolonge en une sec-
tion de F au-dessus de V •

On peut trouver un ensemble fini (X. ) . ( -T de schémas étales séparés
de type fini sur X , dont la réunion des images dans X contient Y » et des
sections P .€P(X . ) dont les restrictions à Y. soient égales à celles de P .

i 1 iPour tous i,jCl , les images inverses de P" et P. sur Y. . sont isomor-

phe s o On peut donc trouver une famille finie (V ) r. de schémas étales sépa-a a t. A • •

rés de type fini sur X . . y dont la réunion des images contienne Y . . et des
éléments

Pa € Isom(Pjv^P^) /

tels que p |Y soit 1 ' is omorphisme identique de J*P|Y • On a ainsi définia a a
un 1-recouvrement

et une ft-section

a = ((xAer^aeA^

^"^lei'^aeA^) .

Il résulte de EGA IV 18 .10 .8 que, si x est un point de X , on peut trouver
une extension finie séparable L de k(x) telle que la condition suivante
soit satisfaite :

(4.2.6.0).- Pour tout i€l (resp. tout a€A ) X'. (resp. V') est somme de
schémas X_ , cCC. (resp, V, , b€B_) 9 tels que les morphismes canoniquesc i D a
X -*• X (respo V^ -* X ) soient des immersions ouvertes.

On choisit une extension L telle que la condition ci-dessus soit
satisfaite. Soient

C = -L-L C. , B = -U- B, .
ICI z a€A a

Par image inverse sur Ï , on obtient un 1-recouvrement (T = ((X'. ). c-r» (V' ) en)<^ ^ <^ fw 0 1 iti a ̂ -tA
de Y et une R -section ( (P. ). ç , (Pn)nÇA.) de p • En remplaçant chaque X.
par la famille (X ) çn e^ chaque V" par la famille (V-u^c-n » on obtient

• i a
un 1-recouvrement de î

et une R-section
«'-«^cec'^bW

ï s «^cec'^bW '
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tels que les morphismes X ^ - î et ^ - î soient des immersions ouvertes,

D'après 4.2.2, on peut associer à S un ind-l̂ groupe constant G et un

1-cocvcle q du recouvrement (Y^) de ? , à valeurs dans G . (Qn a posé
YC-YX^) . )

1 ) Nous allons montrer que, quitte à remplacer R par un 1-recouvre-
ment plus fin, on a

( 4.2.6.1) p^?a

pour tous i,j£l et tous a,b€A^ (p^ désigne la restriction de p à

^b = ^a^b ' conformément à 4 o 2 o l ) . a

Les relations (4 .2 .6 .1) étant supposées vérifiées, soit V . . l'ou-
vert de X^ réunion des images des V^ pour a€A^ et p^. l'élément de

Isoiy^(Pjv^,p^|v^) obtenu par recollement des p^ , aCA^ . Nous allons

aussi montrer que, quitte à remplacer R par un 1-recouvrement plus fin, on a

(4.2.6o2) r^ p1 = pJ
^i^jk ^k '

pour tous i,.],kCl .

Soient i.j des éléments de I , a,b des éléments de A . . ; notons
Z ^ l'ensemble des points de V où l'on a lt]

a b

P'a ^ Pb'

(respo les relations (4 .2 .6o l ) étant vérifiées, soient i,j,kCl et soit Z. .
l'ensemble des points de X. ., où l'on a lt3k

i jk

^4^ 4) -
Soient T^ (resp, T^^) la projection de Z^ (resp, Z ) sur X et T la
réunion des T^ pour i , jCl ,a,bCA^ (resp, la réunion des T^ pour

i,J,kei) o Nous allons montrer que l'on peut trouver un 1-recouvrement R * de
Y , plus fin que R , tel que si g' est la restriction de g à R » , l'ensem-

ble T * relatif à g» soit vide. Il suffit de montrer que, si x est un point
maximal de T , on peut trouver un 1-recouvrement f t» tel que x n'appartien-
ne pas à T' .

Soit x un point maximal de T ; ceci entraîne que l'on ne peut
avoir prof^F => 1 . par suite la condition (iii) de l'énoncé est satisfaite en

x . Soit L une extension finie de k(x) satisfaisant à (4.2.6.0) et considé-

rons le 1-cocycle q défini précédemment. D'après (iii), on peut trouver un

recouvrement étale (x^çj d'un voisinage de ? dans ï , plus fin que

^cCC et un l-ûocycle r de (X^çj à valeurs dans G , dont la restric-
tion à (Y^)^j soit équivalente au 1-cocycle induit par q . H résulte alors

de 4.2.5 que l̂ n peut trouver un recouvrement étale (Xp) . d'un voisinage

ouvert de Y da^s X , plus fin que (x,)^ , tel que, (^cW dés^^
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le recouvrement de Y obtenu en remplaçant chaque X., par 1"'ensemble de ses -,

composantes connexes, le'recouvrement (X ,) ,mi soit plus fin que ( X . ) . c - T
^ ; • - C C tL> ^ Jtd

;t tel que les X (X^Y soient connexes, par restrictiction au recouvrement

( X . , ) . , r - T » » on déduit de.-s V (resp. des V . . ) , des recouvrements étalesi i f c . 1 a i j
(V ,) ,p (resp. des voisinages ouverts V . , . , ) des Y . , . , o Quitte à en-

a a tA_ , _ , . ^ - 3 1 <3 ,
lever à chaque V , (resp. à chaque V . , . , ) une partie fermée ne rencontranta i ,]
oas Y (respo Y . , .,) f on peut supposer que, pour tout point z de V , -a i 3 a
(resp. de V.., .,) au-dessus de x , on a

4.2.6.5) f ^ ) n Y . ^ 0 (resp. (^jnY.,.. ^ 0 ) oa 1 t) . . .
Soit x 'le point générique de S et soient V - , y . b ' e B * ,-l'ensem-

ble des composantes connexes des V^ , et (T* ..le 1-recouvrement de :? définia !. '
par ' ' . .

R~' = ((Xc^c.eo-^y^'eB^ °
Compte tenu des relations (4.2.6.5.), on peut appliquer 4 . 2 o 5 o l ) à 5 î , R , § '

et au recouvrement sf* . Il en résulte que, pour tous a'.^CB'- (resp,,'pour'--'. ;

cous c ' ,dt ,e 1 € 0 ' ) , on a / ' • ^ :-^

^a^x' = (p^)x• '

(resp. (P:;,.),.(P^;e.),. = (PC^X.^ .-•: Ï Ï9& ^L;è- t '
; • . • - - : 1 ' . . c - r . ' • • .v.̂  . (I?:i^...i.

en tout point x' de V ,,, (respo de V , . , , ,') àu-des-sus-de; It .€'!.Maî-ÊÏc^sL1
a D c a. e

relations prouvent que x ne peut appartenir à'' T ' , ce' qui défipontre 'r̂  e-Td-n :--)/.

2) D'après 1 ) , on peut trouver un 1-recouvrement dé Y ~ " " ^
• . , . , ' ' • ' :^ • " ;.:c"" , .•:-^: '•• • i..; sai-ircO

' . R = (^îiei'^i.^ijelxi^ '- . • : :- "^ ^^'î
m, pour chaque i,JCl , V. . est un ouvert de X. . qui contient" Y. .''^ et^ùneF

— V — t] . — l)

^-section . i : ' / • • ' "• " "- •'"ï'^'i •7

s = "^icr^i^ioeixi^ - • • ] : - . . - ^ooo- r
tels que, pour tous i,j,k£l , les relations (4.2.6.2) soient satisfaites;. PùÊâ̂
tous i,.),kCl , on note • . ; -. ; ' - " ^o^r

\ î ^jk -' ^J ». 1l.] : ̂ jk' .̂ k ï ^k : ^Ljk " ̂ j ; .y: ^.^

les projections canoniques,'Considérons l'ouvert V. ^ . d e X . . - , - - défini -p'âr^ûû

. .^k^^ik^1^) •„ „ , . , . : : , ' '^oe

Nous allons mon.'trer que, quitte à remplacer (X. }'ç-r parmi recouvrement plus

fin et, quitte à modifier les ouverts V . . , on peut supposer que l'on a
~- J

(4•2•6•4). \ ;; ÎJ.k^ ^iS , - " " ' . . / . " . - . ^ • t
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.pour tous i,3,kCl . Posons en effet

Fi.j.k'^ik^ia.k^^l^ij,^ •

Pour tous i,j€l , on pose A. . = (1JJJ.I et, pour aCA. . , on pose
13 13

Y7!,) • Pa-Pia si a=1 ' V ^j.k • V Plj,k si a=k£I •

L'ensemble des V 9 a€A. . , est un recouvrement étale d'un voisinage ouverta i,)
W j _ de Yj. dans X. . tel que l'on ait W. .=w,(V. . ,) o II suffit donc de
prouver que, quitte à remplacer (X.) .c , par un recouvrement plus fin, les
sections p ,a£A.. , se recollent et définissent des sections
_ a iJ
p_C I s o m ( P _ | w _ , P _ ] W _ ) , vérifiant les relations analogues à (4.2.6.2).

Pour tous i,jCl , et tous a,b€A. . , soit Z -. l'ensemble des
points de V - où l'on a >; '-.;
(resp, lorsque les p , a€A. . se recollent, soit Z. ., l'ensemble des points

a -LJ 1 jK
de X. -^ où l'on a

P^Â ^ 4 ) °

Soit T , (resp. T..,) la projection de Z , (resp, de Z. ..,) sur X et T
la réunion des T , pour iyjCl , a,bCA.. (resp, la réunion des T.. , pour
i,j,k€l) , Nous allons montrer que l'on peut trouver un 1-recouvrement R'
plus fin que ft , tep-que, si S» désigne la restriction de S à R* , l'en-
semble T' relatif à S1 soit vide. II suffit de montrer que, si x est un
point maximal de T , on peut trouver R * tel que x n'appartienne pas à T' .
Comme on ne peut avoir prof F ï 1 , la condition (iii) de l'énoncé est satis-
faite en x . Soit L une extension finie de k(x) satisfaisant à (4.2.6.0) et
q le 1-cocycle introduit ci-dessus. D'après (Ml), on peut trouver un recou-

vrement étale (X.).p, d'un voisinage de Y , plus fin que (X ) çr^ et un
1-cocycle r de ( X . ) . - T à valeurs dans G , dont la restriction à (Y.)...-,-

3 3'-" 3 3€J
soit équivalente au 1-cocycle induit par q . Il résulte alors de 4.2.5 que

l'on peut trouver un recouvrement étale ( X . , ) . , r - r » d'un voisinage de Y , plus
fin que (X. ) .ç - , tel que, si (x ,) ,ç^, désigne le recouvrement de Y obte-
nu en remplaçant chaque X. , par la famille de ses composantes connexes, le re-

couvrement (X . ) . c^ , soit plus fin que ( X _ ) .— et tel que les X ,x-Y" c c - u 3 3 ° " Ç A
soient connexes.

Soit y : I' — I l'application canonique et considérons l'ouvert

^'j* 'ViMj^X^i'j1 •

En enlevant à chaque V!, ., une partie fermée ne rencontrant pas Y. , ., , on
obtient un ouvert V . , . , tel que, pour tout point z de V . , . , au-dessus de

— v — 3
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x , on ait

ii) n Y^. ^ 0

Soit x le point générique de î , Qn peut appliquer 4.2.5 2) à î , ft , g ,

au recouvrement ( X ^ , ) ^ , ç ^ , de ? formé des composantes connexes des X . , et
à ^c'd'^c' d ' C C ' x C * ' où les ^'d* ^^ê11®3'^ les composantes connexes des
V _ , _ , • II en résulte que x1 n'appartient pas à T' , ce qui démontre 2).

5) D'après 2), on peut trouver un 1-recouvrement de Y

a = ((^)^,(v^)^^) ,

où, pour chaque i,j€l , V _ _ est un ouvert contenant Y. . et une R-section

g = "^ier^i^i^ixi) '
;els que les relations (4.2.6.2) et (4.2.6.4) soient satisfaites. Soient
p! : ̂ j ~^ x! et P-j : ^-j '"' x-! les P110^^10118 canoniques. Montrons qu'alors
chaque V contient tous les points z de X. . tels que, si x désigne la
projection de z sur X , on ait

prof^P < 2 et (x) n Y ^ 0 .

Supposons qu'il existe un point x de X tel que l'on ait
(x)ftY / 0 , prof P < 2 , des indices i , j Cl , un point z de X. . -V. .

0 ° ^o Vo
au-dessus de x , et choisissons un point x maximal parmi ceux qui ont cette
propriété. Soit L une extension finie de k(x) satisfaisant à (4.2.6.0),
d'où un 1-recouvrement de Y

R = «^ceo '^cdeaxc
et une R-section

s = «^cCc^cd^dCOxç^ •

Soit y : 0 -» I le morphisme canonique. D'après le choix de x , il existe des

indices c,d tels que l'on ait y(c) = î  , y(d) = j et un point zCX , ,
au-dessus de z . On a alors

x ^ n ? ^ , x ^ n î ^ 0 .

D'après (ii), Y est connexeo On peut donc trouver une suite d'indices c =c ,
o

c,,...,c == d , tels que l'on ait

XQ n x n î ^ 0
^k °k+1

pour tous O^k^n-1 . Soit i, = Y ( c , ) . Il existe un point z. . . d e
k K V-V-l^o
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^ i . dcm^ la projection sur X. . est z et dont la projection
o * * ' n-1-o . o -o

^k-H sur x! i est telle ^ue lîon ait

k, k+1

. lîk+l^ n Y! i ^ 0 •- - • ' - KK+< ^k+l -, ' • • - ) -

Mais ceci prouve .que z^^ appartient à V.̂  ^ , et, d 'après \ 4.2.6.4), zy
k k+1

appartient à V. . , ce- qui est''contradictoire.
o^o

Notons alors que, si zex^.-V. _ .•',:,-,si -x . .désigne la projection de z

sur X et si l'on a j x jnY -f- 0 , alors la relation prof F s-2 entraîne l'exis-

tence d'un voisinage ouvert de X ^ _ , contenant z et V:.' , tel que'la section

p se prolonge à ce voisinage» Par suite, quitte a augmenter les V . . , on

peut supposer que, pour tous i,j£l et tout point z de X . . - V . . , on a

(î)nY = 0 o ' '

En,enlevant à chaque X^ une partie fermée, ne rencontrant pas Y , on voit que

les sections p se prolongent à X . . tout entier en des sections satisfai—
—— J -L j • - '. -

sant aux relations (4.2.6.2). Mais ceci prouve que les p.,iCl , se recollent ;

elles définissent donc une section de F sur l'ouvert l i x. qui prolonge P
ICI 1

5• Démonstration des énoncés du no 5 pour c quelconque.

On raisonne par récurrence sur c . Les hypotnèses de'profondeur se

conservent par restriction à une partie fermée de complémen aire affine, grâce
à la proposition suivante :

PROPOSITION 5 .1 . - Soient S un schéma local noethérien formellement caténaire

ou hensélien, t le point fermé de S , U un ouvert affine de ' S ',' j : Y-»X

un sous-schéma fermé de X d'espace soûs—jacent X-U'. Soient F un champ

sur X , L un ensemble de nombres premiers. Supposons que l'on ait

prof F ss 1 • . , et prof F ï 2 - ô,u" u t
en tout point uCU (respo que l'on ait ï • '

prof P s» 2 et prof F ^, 5 - ô.u
" • U b

en tout point. u£U et que les fibres formelles de S vérifiant (S ) ,
res-po que l'on ait . . - ,

prof^F s 5 et prof^F ^ 4 - ô^u

en tout point uCTJ et que, quand on remplace S par son hensélisé, l'une

des conditions a) ou b) de 5.5 (i) soit vérifiée). Alors on a

prof^(j*F) ï 1 (resp, ï 2 , resp. ï 5) .
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, - • : . . • - •,--^ - W J-v^.o'.,
Soit S le hensélisé de S . Si les fibres formelles de ^ S véri- .

V, ' • • ' . . ' j ;"'kj C -.[.--. '"i •JJ'Î ':.:."'..'..'-1 - . . '

fient (S-) , il en est.de même de celles de S (EGA IV 18.7.2) o,De^ plus^^si

v est un point de ^ et u son image dans S , il résulte du fait que S

est caténaire'et de EGA IV 18 .6 .6 que l'on.a

dimjv} = dimiu) o

Les hypothèses se conservent donc lorsque l'on remplace S par S , ce qui

permet de supposer S hensélien. Il suffit alors de montrer que, pour tout

schéma local S de point fermé t , pour tout morphisme étale fini S^ S ,

si Y = Yx S , etc., le fondeur canonique1 S 1

a : ^F/Y^) - J^/Y'i - l^i)

est fidèle (respo pleinement fidèle, respo une équivalence de'catégories). On

déduit de 5.4 (appliqué dans le cas c=0 ) que le fondeur canonique

P : F ^ S ^ - l t ^ i ) -J^^Y^-lt^)

est fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence de catégories)» On

considère alors le diagramme commutatif

F ^ ( S ^ ) —————1——^ F ^ S ^ - i t ^ l ) , ,:, .

W U ^ ^
^ F / Y ^ ) — — — — — ^ _ _ ^ ^ ( Y ^ - ^ t ) ) o

Comme S est hensélien, le fondeur ô est une équivalence de catégories.

L'hypothèse de profondeur en t se traduit par le fait que, pour tout S^ , le

fondeur y est fidèle (resp. pleinement fidèle, resp. une équivalence de ca-

tégories) résulte donc du diagramme (*) .

5.2.-- Nous allons d'abord prouver 5.5 et 5.6, 1 ) c) (resp, 2) b)) si

l'on fait de plus l'hypothèse que F est un faisceau d'ensembles (resp. de

groupes) constant constructible et que X vérifie (S^) . On doit montrer que,

quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , le morphisme canoni-

clue cp : 1^H°(V,P) - H°(Y,^î1) (resp. 9 : IĴ . H^V.P) - H^Y,^))

est bijectifo . , .
Les hypothèses entraînent, compte tenu de 5.7, <iue, pour tout point

y de Y , fermé dans sa fibre dans le cas global, tel que ô^y = 1 dans le

cas local, et, pour toute générisation u de y appartenant à U , on a

(*) prof F - ? Inf(l ,c+2-codim(l7i»(^))) (resp, s Inf(2,c+5-codim((^),(^i))).

Par hypothèse de récurrence, on peut supposer 5.5 et 5.6 démontrés pour c-1 . ;

On peut supposer U réunion de c+1 ouverts affines U^ , omisse . Soit Z un

sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U^ , tel que j se factorise

en une immersion fermée k : Y - Z et notons r : Z -» X l'immersion canonique.
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L'ouvert W = Z-Y est réunion des c ouverts affines ZHU. , 15:1^0 , Nous

allons appliquer l'hypothèse de récurrence à Z , à l'ouvert W et au fais-

ceau r*F . Soit y un point de Y , fermé dans sa fibre dans le cas 5o5, tel

que ô ,y = 1 dans le cas 5.6, et soit u une générisation de y , appartenant •

a u , telle que l'on ait codim( (^), (u[ ) ^ c o On a alors

prof F s 1 (respo ï 2) et prof F ï 2-codim(jv),(ïïj) (resp,^5-codim( (vj, ("S) )

en toute générisation stricte v de u . On peut alors appliquer 5.1 à

Spec & o On en déduit que, pour tout point y tel que précédemment, pour
A , U

toute générisation u de y appartenant à W, on a

prof^r*F ^ I n f ( l , c + 1 - c o d i m ( ( y ) , f u ) ) ) (respo ï Inf(2,c+2-codim((5'},(ï ï))) .

On en déduit, par hypothèse de récurrence, que, lorsque V parcourt les voisi-

nages ouverts de Y dans X , le morphisme canonique

cp» : l̂ my. H°(vnZ,r^F) - H°(Y,j*F)

(resp. 6 ' : lm^ H^VnZyr^F) - H^Y^F))

est bijectif.

Prouvons la surjectivité de cp ' (resp. de 6 ' ), le fait que © ' soit

injectif se démontrant de façon analogue. Soit a un élément de H^Yyj-^F)

(respo de H (Y,j*F)) et soit V un voisinage ouvert de Y dans X tel qu'il

existe un élément b de H°(V^nZ,r*F) (respo de H^V nZ,r*F)) d'image a .
On peut supposer, quitte à restreindre V à un voisinage ouvert de Y dans

X , que toutes les composantes irréductibles de V DU rencontrant Y • Les

hypothèses de profondeur sur F entraînent alors que la dimension des compo-

santes irréductibles des fibres de f aux points de U fTV est ^c+2 (resp,

^c+5) dans le cas global et que la dimension des composantes irréductibles de

X est sc+2 (respo ^c+5) dans le cas local. L'hypothèse X vérifie (S,.)

entraîne que, pour tout point u de U nv tel que f"îl(nz ^ 0 , on a

prof^F :> Inf(l ,2-deg tr k(u) /k(s ) ) (resp. ^ Inf(2,5-deg tr k (u) /k ( s ) ) )

dans le cas global et

prof F s- Inf(1,5-ô,u) (resp. :> Inf(2,4-ô.u))
u u u

dans le cas local. Soit alors h l'immersion canonique de V dans X , et,

dans le cas d'un faisceau en groupes, soit î> le champ des torseurs sous F ,
Pour tout point uCU tel que {"iïjnz ^ 0 , on a

prof^(h^F) ;> Inf(l,2-deg tr k(u) /k( f (u) )

(resp. prof^(h^h^) 2- Inf(2,5-^eg tr k ( u ) / k ( f ( u ) ) )

dans le cas global, et

prof^(h^h*F) ï Inf(l ,5-ô^u) (resp. prof^(h^h^) ^ Inf(2,4-ô^u) )
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dans le cas local. On peut donc appliquer 5.5 ou 5 , 6 1 ) c ) , (respo 3 . 1 ou 5.5)
avec c=0 , à X , U et h^h*F (respo h^h*$) o on en déduit l'existence d'un
voisinage ouvert V, de Z dans X tel que l'élément a de H°(Y,j * F ) soit
l'image d'un élément c de H ° ( V , ,h^h*F) (respotel qu'un torseur P sur Y
de groupe j*P , représentant a , se prolonge en un torseur Q sur V. de
groupe h^h^F) o Si l'on pose V=V.DV y la restriction de c à
H ° ( V , F ) ='H°(V,h^h»P) a pour image a dans H ° ( Y , j * F ) (resp. la restriction
Q|V a pour image inverse sur Y un torseur isomorphe à P ) o Ceci achève la
d émons trati on o

5.5«- Démonstration des énoncés du no 5 pour c quelconque.
Les énoncés 5o2 et 5o4 sont des conséquences immédiates de 5o1 et

5.5 respectivement ; quant aux corollaires 5o5 et 5 . 6 , ce sont des cas particu-
liers des énoncés 5o1 à 5.4o II reste donc à démontrer 5 . 1 et 5.5o Le fait que
le fondeur <p soit fidèle est évident. Montrons que (p est pleinement fidèle;
on voit, comme dans 4.2, qu'il suffit de prouver les énoncés 5.5 et 5o 6 ; 1 ) c ) .
Montrons que l'on peut appliquer le lemme 4 . 1 . 1 o On reprend' les notations de
loc. cito ; il suffit de montrer que, pour tout point xCX et toute extension
finie L de k(x) , î est connexe. Dans le cas global, on se ramène, comme
dans 1 . 2 , au cas où X est fini sur X ; les énoncés 5*5 et 5 . 6 1 ) c ) , prouvés
si X est (S^) et F constant, montrent bien que ? est connexeo Dans le
cas local, on se ramène, comme dans 1 . 4 , à prouver la connexité d'un schéma
y = X x Y , où X, est un schéma fini sur X , vérifiant ( S - ) ; la connexité
de Y, résulte alors de 5 . 2 .

Pour prouver que cp est essentiellement surjectif, on applique 4 . 2 . 6 o
Dans le cas local X est fini sur X et l'on peut appliquer les résultats de
5.2o Dans le cas global, on se ramène au cas X fini sur X par la méthode
utilisée dans 1 . 2 .

6o Profondeur géométrique et profondeur homotopique.
Donnons des exemples d'anneaux locaux de profondeur homotopique ï 5 ,

en utilisant la notion de profondeur géométrique introduite dans SGA 2 XIV 5e

THEOREME 6o1o- Soient S un schéma local noethérien, 1 un ensemble de nombres
premiers. Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

a) S est excellent et, si S' désigne le complété de S , le mor-
phisme S' --> S est universellement localement 1-asphérique pour 1 .

b ) S est une algèbre de type fini sur un anneau de Dedekind excel-
lent.

Alors, si l'on a ^̂  g^ S ̂  5 ,
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on a aussi
prof hop^S) :> 3 .

1) Réduction au cas ou ..S est complet.

D'après SQA 2 ;XIV?5 .5 , la profondeur géométrique ne change pas quand
on remplace S par son hensélisé ou son complété. Par définition même, la pro-
fondeur.hômotopiclue ne change pas quand on remplace S par; son hensélisé. On
pe.ut donc supposer S, hensélien, la condition b) étant remplacée par la condi-
tion : S est un hensélisé d'une algèbre de type fini sur un anneau de Dedekind
excellento Supposons que l'on ait

(*) prof hop3^' 2t 5 o

Le fait qu'il en soit de même pour S résulte de [1] (5 .11 ) quand b) est satis-
faite. Dans le cas où a) est satisfaite, on a

prof et S ï 2

d'.après SGA 2 XIV 1.15. Soient t le point fermé de S , X = S-j t ) , et mon-
trons que, pour tout faisceau de ind-1-groupes constant constructible, le mor-
phisme canonique

a : H^S.F) - H^X.F)

est bijectif. On pose X* = Xx^S' , etc., et on considère le diagramme commu-
tatif

H^S.P) - Y ^ H^S ' , ? ' )

(^)

H ' ( X , P ) ————H:——^ H^X'" ,? ' )

L'hypothèse (^) entraîne que p est bijectif. Comme S est hensélien^Y est
-bijectif. Montrons qu'il en est de même de a . Soit i l'immersion canonique
de X dans S et considérons le diagramme commutatif suivant, dont les lignes
sont exactes : <fct-

0 - H^S.i^P) -H^X.F) - - H^S.R^d^F))

^1 /I 4
0 - H'CS' . i^P') -. H ' ( X ' , F ' ) - H^S'.R^d^r)) .

Le fait que le morphisme S' - S soit localement 1-asphérique pour
L et que S soit hensélien entraîne que \ et v sont bijectifs. Il résulte
alors du diagramme ci-dessus et de ceux qu'on en déduit en remplaçant P par
les groupes tordus de F que ^ est bijectif. D'après (^), il en est de même
de a ; comme ceci reste vrai quand on remplace S par un schéma local étale
fini sur S , on a

prof hop^S) s 5 ,
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2) Cas où S est complet.
On considère S comme sous-schéma fermé d'un schéma local régulier R

de dimension n ; soient f ,,..,f des sections globales de (& , en nombre

minimum, engendrant un idéal définissant S • Par définition même, on a

prof géom S = n-q • , ,<

et, par hypothèse, on a donc

^-q: ^ 5 .

Comme R est régulier, on a (S&A 2 XIV 1 . 1 1 )

prof hop (R) ï 5 o

Soient t le point fermé de R , X = R - t t j , Y = S- f t } et 3 : Y - . X l'immer-

sion canonique. la relation précédente montre que, pour tout faisceau en groupes

constant constructible P , les morphismes canoniques

H°(R,F) - H°(X,F) , H^R,?) - H^X.F)

sont bijectifs, II suffit alors de montrer que les relations précédentes sont

vérifiées quand on y remplace R par S car le même résultat s'appliquera à

tout schéma local étale fini sur S . Il suffit, pour cela, de montrer que les

morphismes canoniques

H°(X,F) - H°(Y,^F) , H^X.F) - H^Y.j^)

sont bijectifs. On applique 5.6 1 ) d) et 2 c ) o L'ouvert U=X-Y est réunion des

q ouverts affines D( f . ) , 1^i^q • II suffit alors, pour pouvoir appliquer

loc. cit., de montrer que l'on a

(*^Q prof (X) :> Inf(2,q+5-ô,u). u u

en tout point u€U tel que (u[nY ^ 0 , et

(^^) prof^(x) ï 5

en tout point u€U tel que (u)nY = 0 . Or, si (u}riY = 0 , o n a ô.u^q^I 5.2) ,

et par suite on a

dim & ï n-q ;> 5 . . .
A , U ••

L'assertion (-x-^-^) résulte donc du théorème de pureté (SGA 2 XIV 1. i r )o Si

|u[nY 7^ 0 et si l'on a ô,u ^ q+1 , on a
Li •

dim & ^ n-q-1 ^ 2-x-, u
et l'on a donc

prof^(x) ;> 2

enfin, si ô , u = q+2 , on a
dim (& ^ 1

A , U.

d'où la relation

prof^(x) ^ 1
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Ceci montre que les relations (•»(•**) et (****) sont vérifiées et achève la dé-

monstration.

7o Application au cas d'un schéma q.uasi-pro.1ect if sur un corps,

7«0«- Soit k un corps. Dans tout ce numéro, on se donne un sous-

schéma d'un espace projectif type sur k,P = P3, o Les sections hyperplanes de

P sont les sections du faisceau fondamental & - (1 ) , S'il n'y a pas de confu-

sion possible, on appelle section hyperplane de X le sous-schéma fermé de X

défini par l'annulation d'une section de ôp(l) •

Soit S l'espace projectif dual de P . Le fondeur qui, à tout k-

schéma T y associe l'ensemble des sections hyperplanes de PX,T est représen-

table par S et par une section hyperplane H de P/ç^ . On dit que H est

la section hyperplane générale de P « En particulier l'ensemble des sections

hyperplanes de P s'identifie à l'ensemble des points rationnels de S • On

emploiera l'expression "Y est une section hyperplane assez générale" dans le

sens suivant : il existe un ouvert non vide V de S tel que, Y correspond

à un point rationnel de V .

Nous allons voir que les énoncés du no 5 sont valables pour un schéma

quasi-projectif X sur un corps k de caractéristique zéro, si l'on se borne
à prendre pour sous-schéma fermé Y une section hyperplane de X assez géné-

rale o

THEOREME 7.1,- Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p^O ,

X un sous-schéma d'un espace projectif type P ; en note p' l'ensemble des

nombres premiers distincts de p o

1 ) Soit P un faisceau d'ensembles constructible sur X , tel que,

pour tout point x de X , on ait

prof P ï 2-dim(x} ,

j x j désignant l'adhérence de x dans X • Alors, si Y est une section

hyperplane de X assez générale, et j : Y -* X l'immersion canonique, le
morphisme

F(X) - (j*F)(Y)

est bijectifo

2) Supposons que les schémas de type fini sur k soient fortement

désingularisables (SGA 5 1 5 . 1 . 5 ) o (Condition réalisée si k est de caracté-

ristique nulle d'après [7 ] )o Alors on a les conclusions suivantes :

a) Soit F un ind-p'-champ 1-constructible (SGA \ XIII 0) tel que,

pour tout X-schéma étale X' et tout couple d'objets a,b de F , , le

faisceau Hom—,(a,b) soit constructible. On suppose que, pour tout point x

de X , on a
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prof F ss 5-dimi^} ,

Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale, et <]:Y-»X
l'immersion fermée canonique, le fondeur canonique

P(X) - J*P(Y)

est une équivalence de catégories.
"b) Supposons que, pour tout point x de X , on ait

prof hop^(x) s 5-dim|^l .

Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale, pour tout
faisceau de ind-p'-groupe s constant constructilole F sur X , les morphis-

mes canoniques

a : H°(X,P) - H°(Y,^F) , |3 : H^X.F) - H^Y.^F)

sont "bijectifs.
Soient Q l'adhérence schématique de X dans P , Z une section

hyperplane de Q , Y sa trace sur X , de sorte qu'on a un diagramme carte-

8
v i ^
Z —————=^Q ,

où f est une immersion ouverte dominante, i une immersion ferméeo Les hypo-
thèses étant celles de 1 ) , on note $ le champ en catégories discrètes associé

à F î sous les hypothèses de 2) a) (respo 2) "b)), on note $ le champ F
(respo on note <î>-, le champ des torseurs sous le faisceau en groupes constant

C>
associé au groupe abstrait 0 ) . On doit montrer que, si Y est une section

hyperplane de X assez générale, le fondeur canonique

^>(X) - J^(Y)

est une équivalence de catégories (respo que, pour tout groupe fini 0 , le

fondeur ^ „ ̂ ^

est une équivalence de catégories). On va appliquer 5.1 à Q , à la partie fer-

mée Z et au champ f^ (resp. f^p) • Pour tout point p de Q , on a

prof (f^) ^ 5-dim(ii (resp, prof (^ç) ^ 5-dim|i() .

Ces relations sont en effet vraies par hypothèse si p appartient à X ; si

p f X , la profondeur de f^$ en p est î 5 quel que soit le champ $ ,

D'après loc. cito, le fondeur canonique

f^(Q) -» i*f^(Z)
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est une équivalence de catégories (respo pour tout groupe fini C , il en est
ainsi du fondeur canonique

f^(Q) - i^f^(z)) .

Pour tout champ ^ sur X , on a un diagramme commutât if

9
^(X)——^j^(Y) ——————^ g^^(Z)

^ ^
^ | | y

f^(Q) —————————————^ i^f^(z) ,

où cp est le morphisme de changement de base et où (p et 6 sont des équiva-

lences. Le théorème sera donc prouvé si l'on montre que, pour une section hyper-
plané de X assez générale, le morphisme canonique

cp : i^f^ - g^c&

est une équivalence (resp. que, pour tout groupe fini C- , il en est ainsi du
morphisme canonique

CD : î f $ — a ' "T^Ô }TQ -L -^^Q 6.x.J ^Q ;

Soient S l'espace projectif dual de P , H le sous-schéma fermé
de ^S) déf:mi P211' la section hyperplane générale de P, ^ (7.0) ; posons

"Q - H><p Q , H = Hx X . Pour tout point rationnel s de S , on consi-
(S) x ^ (S)

dère le diagramme de k-schémas suivant, dont tous les carrés sont cartésiens :

n
Y s^ g m ^ ' .
is i ̂[ 4 j' ^ i k ^

gs ^ i ^<=! ' Tr
Zs———s^ HQ-J__^Q

s ————— S .

Par définition de H , Zg est la section hyperplane de Q définie par s o On

veut montrer que l'on peut trouver un ouvert non vide U de S tel que, pour
tout point rationnel s de U , le morphisme canonique

cp : (klg)^f^ - g^(mn^)^

soit une équivalence de catégories (respo que, pour tout groupe fini C , il en
soit ainsi du fondeur

cpc -• ̂ ^c - ës^s^ •

Le morphisme k est lisse et il résulte donc de [5] que, pour tout
ind-p'-champ $ , le morphisme canonique

k^f^<î> - h^rn^-^
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est une équivalence de catégories. D'autre part, d'après S&A 1 XIII 5 o 1 , on :

peut trouver un ouvert U de S tel que (m-^, N,h/ ^ ) (resp.(m*^ , ^,h/ ^ ) '.

pour tout 0 ) sojt cohomologiquement propre relativement à U en dimension ^t.

Cela entraîne que, pour tout point s de U , le morphisme canonique

l̂ (m^) - g^nj|(m^) ; , ,

est une équivalence de catégories (respo que, pour tout 0 , il en est ainsi du

morphisme canonique

l̂ (m^) - g^n^(m^)) o

On -e-n déduit que 9 (resp. cp ) est une équivalence de catégories, ce qui

achève la démonstration.

Remarque 7.2.- Reprenons les hypothèses de 7.1 2) la), mais supposons seulement

que l'on ait _
prof X ï S-dimjxj

en. tout point x de X . La démonstration de 7 o 1 montre alors que, si Y est

une section hyperplahe de X assez générale, pour tout faisceau de ind-p'-

groupes constant constructible, le morphisme a est bijectif et le morphisme

p injectif. Notons que, pour prouver 1'injectivité de |3 • , nous utilisons^l'hy-

pothèse de résolution des singularités, •

Traduisons le théorème 7.1 2) b) en termes de groupe fondamental ; si

£, est un point géométrique de X et p un nombre premier, on note -n^ (X,Ç)

le plus grand quotient de 7T.(X,£,) d'ordre premier à p .

COROLLAIRE 7.5.- Les notations sont celles de 7 . 1 o . Supposons que, pour tout

point x£X , on ait

prof X :> 2-dim{x^ ,

où ( x j est l'adhérence de x dans X (condition réalisée si les compo-

santes irréductibles de Q sont de dimension ^ 2 et si X vérifie (S - ) ) ,

Alors, si Y est une sect'ion hyperplane de X assez générale, le morphisme

canonique

^(ï) - ^(X)
est bijectif. Supposons de plus que les schémas de type fini sur k soient

fortement désingularisables. Alors, si X est connexe,.si Y , est une sec-

tion hyperplane assez générale de X et ^ un point géométrique de Y ,

le morphisme canonique

^'(Y,Ç) - ^'(X,^)

est sur^ectif.

COROLLAIRE 7.4o- On reprend les notations de 7o1 et on suppose que les schémas

de- type fini sur k sont fortement désingularisables. Supposons que, pour

tout point x de X , on ait
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prof hop X 2 5-dim)x} ,

où (î| désigne l'adhérence de x dans X (condition réalisée si les
composantes irréductibles de Q sont de dimension ;& 5 et si X est régu-

lier). Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale et Ç

un. point géométrique de Y , le morphisme canonique

^\Y,^ - ^'(X^)

est bijectif.

Lorsque X est le complémentaire d'un diviseur à croissements nor-

maux relativement à k , on peut préciser pour quelles sections hyperplanes les
conclusions de 7o5 et 7o4 sont valables. On obtient plus précisément une bijec-

tion entre groupes fondamentaux modérément ramifiés (SGA 1 XIII 2 . 1 o 5 ) «

PROPOSITION 7o5«- Soient k un corps, Q un k-schéma projectif, D un divi-

seur ï 0 de Q , à eroissements normaux relativement à k (SGA 5 II 4o2) ,

X le complémentaire du support de D . Soit H une section hyperplane de
Q telle que l'image inverse de D sur H soit un diviseur à croissement
normaux relativement à k . Posons Y = X x H

1) Supposons que, pour tout point x de X , on ait

prof X s; 2-dim [x)

Alors le morphisme canonique

^(Y) - ^(X)

est bijectif.

2) Supposons que X soit connexe et que, pour tout point xCX , on
ait

prof hop X ^ 5-dim jx)

Alors, si Ç est un point géométrique de Y , le morphisme canonique
^(Y,Ç) - ^(X,^)

est bijectif,

On considère le carré cartésien

Y 3 .̂  X

^l f!i - f
Soit 0 un ensemble ayant au moins deux éléments et 0 le faisceau constant
sur X associé à 0 . Comme dans 7o1> il suffit, pour prouver 1 ) , de montrer
que le morphisme canonique
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î C^ - g^*C^

est bijectifo Cela résulte du fait que les deux faisceaux considérés s'identi-
fient à 0- (SGA 4 XVI 5.2) .

n

Prouvons 2), Si C est un groupe fini sur X , on note c&_ le champ
tdes torseurs sur X de groupe C et f.A, l'image directe modérément rami-

fiée de $ (SGA 1 XIII 2.2. l )o II suffit de montrer que, pour tout faisceau.
constant C , le morphisme canonique

i-x-f ô -*• g- -TX-ffi1 -^C ë*J "c

définit une équivalence de i*f^<Ê> et de la sous-catégorie g^j*^ de

g^J*^Q car on peut appliquer 3.1 à Q , H et au champ f^ o II suffit de
vérifier que l'on a une équivalence en chaque point géométrique ï de H ; on
désigne par Q et H les localisés stricts respectifs de Q et H en ~K et
on pose X = X x Q , Y = Yx H o On doit montrer que l'image inverse sur Y d'un

revêtement étale modérément ramifié E de 5T est un revêtement étale modéré-
ment ramifié E^ de Y et que le fondeur <p qui, à E , associe E_ , est
une équivalence de catégories. Soient f ,...,f des sections globales de Q

telles que X = D(f,,...,f ) . D'après SGA 1 XIII 5.6, les revêtements univer-
sels modérément ramifiés de X et Y s'identifie respectivement à

^A^i^1-^ ^W^^-^ '{^) (n^)

où les limites projectives sont prises suivant l'ensemble filtrant des familles
d'entiers n. > 0 , premiers à la caractéristique de k o Le fait que E soit
modérément ramifié et que cp soit une équivalence en résulte.
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