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UNE METHODE NODALE APPLIQUEE A UN PROBLEME DE DIFFUSION
A COEFFICIENTS GENERALISES

ABDELKADER LaAzizi! ET NAGIB GUEssous!?!

Abstract. In this paper, we consider second order neutrons diffusion problem with coefficients in
L*>(). Nodal method of the lowest order is applied to approximate the problem’s solution. The
approximation uses special basis functions [1] in which the coefficients appear. The rate of convergence
obtained is O(h?) in L?(f2), with a free rectangular triangulation.

Résumé. Dans ce travail on considére un probléeme de diffusion des neutrons (& un groupe) dans un
domaine © de R?, dont les coefficients sont dans L>°(Q). Une méthode nodale d’ordre zéro appliquée
3 ce type de problemes méne & une erreur d’approximation d’ordre O(h?) dans L?*(2), en utilisant
des fonctions d’approximation de type spéciales [1] et dans lesquelles apparaissent les coefficients de
diffusion, tout en adoptant une triangulation libre du domaine par des rectangles.

AMS Subject Classification. 65N30.
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1. INTRODUCTION

Les méthodes nodales ont été utilisées pour la premiere fois dans les années 70 dans le calcul numérique des
réacteurs nucléaires [11], dés lors elles ont connu un grand succes dans ce domaine grace & leur efficacité et leur
rapidité qui proviennent du fait que :

1. ces méthodes partagent avec les méthodes des éléments finis ’approximation de la solution par des fonctions
polynémiales par morceaux (parfois ¢es méthodes utilisent une approximation quasi-polynémiale ol en plus des
fonctions polynémes apparaissent des fonctions exponentielles, c’est le cas des méthodes nodales analytiques [6]);
2. avec les méthodes de différences finies, elles ont en commun le fait que le systéme algébrique final possede
" une matrice creuse et bien structurée sur des domaines réguliers de type réunion de rectangles.

Etant donné 'ouvert 2 =] — 1, +1[% de R?, de variable spatiale z = (x;, z3), on considére le probléme suivant :

Lu = —div (A(z1,22)Vu) + g(z1,z2)u = f dans Q (1.1)
u=0 sur 0 ’

ol 8 = Q — Q désigne la frontiere de Q, et

Az, z2) = [ al(xl)obl(m) a2(:1:1;)b2($2) ] .

Keywords and phrases. Nodal methods, diffusion problem, rough coefficients.
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Avec l'existence de deux constantes : ¢1,co > 0 telles que :

ai,b; E.Loo(T —1,-?-1{), 0<er <agb; <ey < +oo 1=1,2 (1 2)
g9, f € L*(Q) 9>0,llgllon <c '
on pose A11(z) = a1(z1)bi(z2), Azn(z) = az(z1)ba(z2). A(z) représente le terme de diffusion et g celui

d’absorption.

Le but de ce travail est d’appliquer une methode des éléments finis de type nodale d’ordre zéro pour approcher
la solution u du probléme (1.1). :

Dans le paragraphe suivant on va rappeler les principes de base des méthodes nodales standards i.e. quand
les coefficients A et g sont constants par morceaux sur une triangulation rectangulaire T}, de €2, ainsi que les
critéres de convergence de ces méthodes, dans le paragraphe 3 on va énoncer la généralisation du théoréme
de Bernstein [3] avec les conditions suffisantes d’existence et d’unicité de la solution du probleme (1.1), le
paragraphe 4 sera réservé a I’exposé de la méthode nodale & coefficients généralisés ((Ai;)1<i<2 € L), voir (1.2),
ainsi que la convergence de la solution approchée. Les résultats numériques sont donnés dans le paragraphe 5.
Ce travail rejoint celui de (1, 2, 9].

2. PRINCIPES DES METHODES NODALES STANDARDS D’ORDRE k

Durant toute ’étude on aura besoin des notations suivantes :
H*Q) ={ue L) : D*u € L*(Q),| a |[< k}

oll D* est la dérivée (au sens des distributions) d’ordre o de la fonction u; H*(2) sera muni de la norme et de
la semi-norme suivantes :

lullie= > ID%ulg e  lulto= D IDuliq

la|<k lal=k

ol ||uljo,n est la norme dans L2(§2) : I’espace des fonctions définies sur {2, mesurabies et de carrés sommables
avec : [|ull§ o = [pu®dz, Yue L*(Q).
Considérons le probléme suivant :

Liu = —div (DVu)+Cu=f dans{ (2.1)
u=0 sur Of). '
Le domaine Q =] — 1, +1[2 est partagé en des rectangles Q; tels que : Q = UQ;, on désigne par h; (resp. p;) le

diamétre (resp. la rondeur) de Q; et h = max h;, les domaines 2; sont pris tels que : h;/p; < g, 0 >0, i.e. de
telle sorte que la triangulation Ty, de Q soit réguligre ([5], p. 131).

Le domaine 2 est partagé de telle sorte que les coeflicients D et C du probléme (2.1) soient constants sur
chaque €2; afin d’avoir le maximum de régularité de u sur {2;. Dans le langage du neutronique, les quantités u
et p = —D.Vu désignent respectivement le flux et le courant des neutrons ; on pose :

P, ={z%5:0<a+b<k} Qi ={zjz5:0<r<k,0<s<lI}-

On désigne par pi le polynéme de Legendré de degré k défini pour tout ¢t € [—1,+1] par :

1 k
pel®) = g ® — D"

Ces polyndomes vérifient

pr(+1) = +1, pr(—1) = (-1)* Vk e N
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FIGURE 1.

et la relation d’orthogonalité suivante :

1 /! 1 sik=1
Fk/_lpk(t)pl(t)dtd{ 0 sinon.

Avec N =2/(2k + 1) ; on convient d’écrire pxi(z1, Z2) = pr(z1)pi{x2) : I'écriture condensée de ces polyndmes.
Pour toute fonction u définie sur [—1, +1]?, on introduit les fonctionnelles linéaires :
(mé (w), m, (w), m (u), m (u), mi;(u)) associées au domaine | — 1,+1[? et définies par :

mi(u) = / pij (1, T2)u(z1, 22) dz/Nyj, 4,5 = 0.k
c
avec N;; = N;Nj, et sur les faces L, R, D, U, C (voir Fig. 1) :
my (u) = / pi(z2)u(—1, z2) dza /N;
| 1
miy(@) = [ pilaa)ul(+1,22) dos /N
-1

. +1
my (u) = /_ X pi(z1)u(zy, +1) dzy /N;

+1
m’D(u) :/;1 pi(xl)u(xl,—l)dxl/Ni

\

olt m'(u) est le moment d’ordre i de la fonction u sur la face E € {L, R,U, D}, quand i = j = 0 on se contente
d’écrire me, mp, mpg, my et mp.

Les fonctions de base correspondantes amd (resp. & mi,mi, mh,mi) sont ud (resp. ul,ub,ub,ul;)
définies (voir [7]) par :

ud (21, %2) = Pij (21, T2) — Prtiqa) 5 (€1, T2) — Do kri(s) (1, T2)
. 1 .
uy (21, 22) = 5(—1)k+1(27k+1(x1) — pr+2(21))pi(z2)
) 1
$ upy(z1,22) = §(pk+1(mz) + pr+2(T2))pi(21) i=0,..,k (2.2)

Y k1 (@) + prsa(@))pi(22)

ulﬁ(ml,wg) = B

| (@, 2) = 51 (hs (22) — prsa(a))pi(aa)

ou l(n) =1 ou 2 tel que k +1(n) et n ont méme parité, de méme quand i = j = 0 on écrit uz, uy, ur, up et uc.
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La méthode nodale appliquée au probleme (2.1) consiste & chercher une approximation u; de v dans un sous
espace de dimension finie :
Up = {’Uh € LZ(Q) : VQ,; € Th,’l}h/Qi € Pk(ﬂz),
mi;(vp) est continu & travers les interfaces des Q;, mi(v) = 0si E C 0Q} -

L’approximation uy est donnée en terme des moments mg sur §; et m%, (E € {L, R,U, D}) sur 8;, sa forme
est :

k
n(z1, 22) Z miud + Zm};uL (2.3)
i=0 :

%,7=0

Ceci car chaque §2; peut se transformer en | — 1, +1[2 grice a une application affine diagonale. Les éléments vy,
de Uy, auront une continuité juste en terme des moments m?%, mais ils ne sont pas nécessairement continus sur
les interfaces des §2; ce qui nous améne & une approximation non-conforme (5] i.e. Uy, ¢ Hg(£2).

Remarque 1. En présence des discontinuités des coefficients & travers les interfaces des €2; la solution u présente
des singularités en quelques points (voir[8]) et sa forme générale est : u(z) = u,(z) + ZS L Us(z) ; ot M est le
nombre des points (noeuds) internes & 2, et u, est la partie réguliere de u i.e. u, € H}(2) N H%(Q), alors que
us est la partie singuliére associée au points singuliers : us € H2(2) c’est-a-dire u ¢ H(Q).

Avec ces fonctions de base définies en (2.3) si on pose : Dy = {m%, mi ,miy, mbh, mi}, et Sy = Qrian U
Qk k+2, alors (ul,ul) € Sz, VE € {L,R,D,U} ; et on a le résultat suivant [6] :

Théoréme 1. Sy est Di-unisolvant, et si u est assez réguliére alors il existe une constante ¢ indépendante de
h telle que :

lu—unllon < ch*? | ukizq -

3. LOCALISATION DE LA SOLUTION DE L’OPERATEUR L

Considérons la formulation variationnelle du probleme (1.1) :

u € H} ()

/ E:a1 z1)b; (a:z +g(w1,w2)uv dz = / fvdz, Vo € H} (). (3.1)

On pose :

a(u,v) /Zaz z1)b gu gv + g(z1, z2)uv dz

/fvd:v

D’aprés la théorie de Lax-Milgram (cf. [5] p. 29), le probléme (3.1) admet une solution unique dans H} (),
et vu la non régularité des coefficients, la solution u ¢ H?(2); or I’application de la théorie des méthodes
nodales exige que u soit dans H**2(2) pour avoir une approximation d’ordre O(h**2) dans L?(f2), pour cela
nous allons nous baser sur les résultats de [1], 14 oli une méthode spéciale d’éléments finis est construite pour .

(3.2)
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le probléme (1.1) sans le terme d’absorption g. L’étude sera basée sur le théoréme suivant qui généralise le
théoréme de Bernstein [3], et qui peut étre déduit facilement d’un résultat de [10] (p. 237) :

Théoréme 2. Etant donné Q =] — 1,+1[? et l'opérateur Lo tel que :

8%y
Lyu=— 25,1:1 Qij (x)m +gu=f dansQ
10Z;
u=0 sur 092

(3.3)
avec Uezistence de a1, aa deuz constantes strictement positives telles que :
2 2 2
0 Y <) et <a) &,feL(),0<g,et |lglloe < as,
i=1 4,5=1 i=1

alors le probléme (3.3) admet une solution unique dans H?(Q) N HE(Q),Vf € L%(Q) si et seulement si le
théoréme d’unicité est vérifié.

On va ramener le probléeme (1.1) & un probléme de type (3.3), pour cela on pose :

R 1 1 “ T2 1
A(m1)=/_1 T B(m2)=/_1 mm Ve e L

On pose aussi la transformation suivante :

(3.4)

On va noter (t1,t2) au lieu de (¢1(z1),t2(z2)) pour alléger Vécriture.
L’application (3.4) transforme =] — 1, +1[* du plan (z1,z2) en Q =] — 1, +1[2 du plan (¢1,%2). On définit
I'espace HZ(Q) : espace introduit par Babiiska-Osborn dans [2] par :

HYQ) = {u c HY(Q): al(xl)aa—;,bg(m)g—; € HI(Q)}

qu’on munit de la norme suivante : ||lul|? o = llull} o+ | u |7  avec
2 a) 0 9 ai 0 2 bz 6 2
_ @y 9 52, 9 dz. .
ulbam [15 ] g@du/on) P+ | 2 (0a0u/0a) P +2 | o (bu0u/0as) Plda. (35)
On pose :

A(t1(21), t2(2)) = u(z1, 22), V1,22 € Q

et on remarque que :

e H}(Q) o ue HE(Q).
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T T
Lo R par (3.4) L Q;
D D
o A
FIGURE 2.

En utilisant la transformation (3.4), la formulation variationnelle (3.1) du probléme (1.1) devient :

4 e HL(Q)
/ﬁélz}zg—zg—@l + alaQS—tzg—Z + G1bod (b1, to)0d dt = /ﬁf@&léz dt, Vo € Hi (). (3:6)
Les a; sont des fonctions de £, les I;i sont des fonctions de ¢2 et on a :
0<ec1 <agb; <co<oo, dt=dtydts.
On remarque que (3.8) est la formulation variationnelle de :
_z;lz;zg_;@ - alazaitg + b= frks,  dons @ .
2=0 sur Of2.

Et on a le résultat suivant :
Lemme 1. Si le probléme (3.8) admet une solution dans HA(S2) N H2(Q), alors elle est unique.

En effet : soient 44, G2 deux solutions du probleme (3.8) alors @; — @y vérifie :
- o . W N2 A o PN CN(2  An T s .12
A [blbg l 6—(u1 — u2) [ +ai109 | —(u1 — U2) I +ga1b2 | Uy — Uz | ]dt =0
Q tl 3t2
c’est-a-dire que 4; — U = const. sur O qui est un connexe, or sur OS2 on a @ — @y = 0 donc @1 = fy dans

H () et on a le résultat suivant :

Théoréme 3. Pour tout f € L*(Q) le probléeme (1.1) admet une solution unique dans H*(Q) N HY{(R) et il
existe une constante ¢ > 0 telle que :

lullz.e < cllfllog- (3.8)

En effet, il suffit d’adopter la démonstration du théoréme (2.2) de [1] en utilisant la transformation (3.4), le
théoreme 2 et le lemme précédent.

4. LA METHODE NODALE A COEFFICIENTS GENERALISES
Le domaine Q =] — 1, +1[? est partagé en des rectangles Q; de frontiere (L U RUU U D),; a pour image,
par la transformation (3.4), Pouvert ; de | — 1,+1[* dans le plan (t1,t2), de frontiere (L U RUU U D) (voir
Fig. 2), le domaine ) est tel que : O = Uy,
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Si h; (resp. p; ) désigne le diametre (resp. la rondeur ) de €); on a :

1 1
hi < max(c— 1h; < max(;— Dh, p; <cp;
1 1

de telle sorte qu’on obtient encore une triangulation réguli¢re de €.
Pour tout §2; € T}, on pose :

P(2) = {1, A(21), (A(21))?, B(x2), (B(x2))*}

c’est-a-dire I'espace engendré par :

Soit D I’ensemble des degrés de liberté défini par :

D = {mL’mR’mU>mD’me2}

Avec

1 R |
i (u) = / u(~1,25) dez

B(1) J-1 bafza)
b s 1 +1
20} = — {(+1,22)d
mR\”) B(l) J-=1 b2($2)u\ 2) T2

+1 1

)u(ml, —1) dxq

1

(
@1 () = g u(z x
0= 75 [ a0

1 +1
I e ————— (21, T2 ) A1 A
1)B ./1 a1 xl)bz (z2) (21, 22) da da

m‘g’bz (u) =

On pose par définition :

Ry = {v e L*(Q) : YV € Th,v/q, € P(Q)}, et I = {(L,bs), (R, b2), (D, a1), (U,a1), (C,a1bs)}
g

’

Vi = {v € Ry, m%l (v) est continu & travers les interfaces des Q; V(E,¢') € I et m%(v) =0si E C 0Q}-

995

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Soit P(€);) (resp. Ry, Vi), Vimage de P(%;) (vesp. Ry, V) par la transformation (3.4) i.e. P() = {1,t,

to, 42,43},

Rh = {0 € LX(Q) : ¥, ,, € P(O)}

= { € Ry, mE( ) est continu & travers les interfaces des (; V(E, ¢') € I et m% (v) =0si E c 80}

On remarque que d’apres (3.6) qu’il existe ¢ > 0

[lln < cllvfn; Vv € Vi
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On pose ensuite :

(b (21, 25) = —%(— A(i)2zi(ml)2 + %A(xl) - 2)
W (o1,22) = — (- A(‘;zfx(xlf - ﬁfi(wl))
) uB(e,m) = —5(—3(61)2%2)2 + 52 —2) (4.5)
ul (21, 22) = —%(—BS)ZB(@)z - E%B(wz))
| w8 (21, 22) = —AZ)QA(xlf - 3(61)23(:::2)2 - Z—%—)A(m) + 3?1)3(“’2) -1

Avec ces notations on a :

Lemme 2. Si m% (resp. u?;' ) est Uune des formes linéaires (resp. des fonctions) définies en (4.4) (resp. en
(4.5)), alors on a :

’ 1 si(E,¢)=(F,h
m%(U?)=5(E,g'>(F,h'>={ 0 sin(on )= ER
pour tout couple ((E,g'),(F,h’)) € I*.

bo bo

En effet, dans le plan (1, t2) les fonctions u?, u 2, up , ug} et ug %2 peuvent prendre respectivement les formes
suivantes :

(= —%(t1 ~ %(3@2 —1)) = —%(pl(tl) —p2(t1))
ubz = %(tl + %(3::12 -1)) = %(Ih (t1) + p2(t1))
ul = —%(tz - %(3@2 —1)) = —%(pl (ts) — p2(t2))
ugh = 1- 236~ 1)~ 23" 1) = 1~ pa(ta) ~ paltz)

ou les p; sont les polyndmes de Legendre. On a donc :
mb () = —1—/1 b (—1, 23) —— dap = 1/1 a%(<1,t5) dts  (par (3.4))
L\ur B1)J- L 2 o (22) 2/, ) :

avec

uliz(tl,tz) = —%(pl(tl) ——pz(tz)).

Donc d’apres la théorie des méthodes nodales standards on a :

m’]’f(ui’-f) = mL(uL) =1.
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De méme on obtient :

1
ml}j R 1)/ (1 :Ez (22) dzs = %/;1 ~b2(1 tz) dts = mL(uR) =0.
1
m (uf) = %/_1 up (-1 fz)bg(l—mz) dzy = %/_1 %(pl(tz) +p2(t2)) dta = mr(up) = 0.
b 1 1
my (’LLU = ‘/_1 /;1(1 —pz(h) —pz(tz)) dtl dtg = mL(uc) =0.

L’idée donc est d’appliquer le changement de variable (3.4) afin d’écrire les u%((E, g') € I) en fonction des

polyndmes de Legendre dans le plan (¢1,%2) et ensuite d’appliquer les résultats d’unisolvance dans le cas des
méthodes nodales standards.

Soit donc D Pensemble défini en (4.3) et P(f2;) Pespace vectoriel défini en (4.2) on a alors :

Lemme 3. D est P-unisolvant.

En effet, on a cardD = dim P = 5, et on prend u’“b2 (resp ug; ,ulf,u%’,uD) comme fonctions de bases
relatives a mg b2 (resp. m{} ,ml}f, ms’% ,m%), le lemme précédent permet de conclure.

La méthode nodale mathématique consiste & considérer la formulation variationnelle (3.1) du probléme (1.1)

sur espace H}(Q), qui va étre approché par une suite de sous espaces vectoriels Vi, (avec 0 < h < 1) de
dimensions finies telles que :

Vi = {’U € LZ(Q) :VQ e Th,'U/Qi (S P(Qi),
m%/ (v) est continu & travers les interfaces des ; V(E,g') € I et m% (v)=0si E C 00} - (4.6)

Il est clair que Vi, ¢ H} () donc la méthode d’approximation sera non-conforme, ce qui va exiger les rectifica-
tions suivantes : la forme bilinéaire a( .) définie en (3.2) sera remplacée par :

8u ov
uh7 Uh Z / Zak 1 bk T2 a—ha—}; +g(x1,x2)uhvh dz, Yup,vn € Vi
Q;€Th 2 k=1

sans changer le second membre (3.2) qui est f(v) car V;, C L%(2) , et on pose

lunll =1 / | Vun |2 dz)?,Yup, € Vi. (4.7)
Qi eTh

Lemme 4. Si V, est lespace défini en (4.6) et ||.||n comme définie en (4.7) alors ||.||r est une norme sur Vj,.

En effet, il est clair qu’il s’agit d’ une semi-norme sur V}, soit donc up € Vj tel que : |uplln = 0 i.e.
ZQi_eTh fa, |Vup|? dz = 0 c’est-a-dire up/q, = c; car ; est connexe ; or la continuité des moments avec poids
sur les interfaces des ©; implique que sur les frontieres verticales (FV) des ; (voir Fig. 3) on a :

+1
(C'L‘—Cj)'/1 al(t)dt—O—-——>cl—cj
et sur les frontidres horizontales (FH) des Q; on a :
+1 4
(Ci—Cm)/_l mdt=0—>ci:cm

c’est-a-dire les constantes sont toutes égales a une constante ¢, et puisque u; admet des moments nuls sur les
982 on a ¢ = 0 par suite up = 0.
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CTTL
EH

Ci FyCy

FiGURE 3.

De méme on peut munir V}, de la norme suivante :

Wiiin= D Il

QeTh

On remarque que la forme bilinéaire a(.,.) vérifie les conditions suivantes :

lan(un, vn)| < callun|nllvn||n
cl““’h—“izl < ah(uh,Uh),VUh,’b‘h S Vh

1, c2 deux constantes definies au paragraphe 1.

(4.8)

(4.9)

On va étendre le domaine de définition de la norme ||.||» et la forme bilinéaire ax(.,.) & espace (Vi + H}(Q2))

tout en respectant les notations suivantes :
an(u,v) = a(u,v), lulln = l[ull1,0,Yu,v € Hy(Q).
D’apres (4.9) il existe une solution et une seule du probléme suivant :

{ Uup € Vh
ah(uh,vh) = f(vh), V’Uh € V.

Etant donné u € HZ(Q), on définit TIg, (u), Iinterpolant local de u sur ; par :

1 HQz(”) € P(Qz)
m¥(u) = m$, (g, (u)), V(E,¢')el.

(4.10)

(4.11)

On désigne par Ilg(u) 'interpolant global de u défini sur Q par (Iln(u))/q, = Ilo, (u) et on pose g (u) = ITu

pour alléger 1’écriture, on a le résultat suivant :

Lemme 5. Siu est la solution de (1.1) et Ilu est le P(Q)-interpolant de u dans Vi, alors on a :

lu — uf[n < | fllo,0

ot ¢ = d(cy,c2,0).
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En effet,

-l = Y [ V- P

ngTb

— - Ay )2
_ Z / - t1) 8t1(u Ty, @) |2 dt

1 1 ~ AN 12 ] )
+ — —(a—Iy 4 dt d’apres (3.4).
QZ;/ Al &4

Or u € HY(Q) donc 4 € H?(Q) et Iy (@) € (1,t1,19,t,13), donc d’apres la théorie d’interpolation on a :

Jlu-Tuff < ¢ > / V(i~Tg ) Pde<c > |a-Tgd 13@
SueTy Qe
< ¢ ko zlulznl
SLEeTh .
< ch?|flga (d’apres (2.2, 3.6, 3.9, 4.1)).

Par suite :
lu — Tulln < ¢'Allfllo,q-

Lemme 6. Si u est la solution du probléme (1.1) alors on a :

sup | an(u, wrn) — f(ws) |

< ch|| fllo,0-
whEVi flwn||n

En effet, soit wp, € Vj ona:

an(u,wr) — f(wp) = Z / (01b1Ug, Why, + a2boUz, Why, — fwr) dz
Q’LeTh

avec a; (resp. b;) sont a;(x1) (resp. bs(z2)) et ug, (resp. why,) = Ou/dz; (resp. Owp/0x;).
D’apres la transformation (3.4) on a :

an(u,wn) = flwn) = 3 / (BubotierBne, + a1 8a8edng, + Gildnaabs — Finarbs)dt
. Q
Q€T

Z / (b1botis1Whe, + G1Go0s2hs, + GUDRELD) dE (voir (3.8))
Q €Ty,

+ g / blbzumlwh + 8102012 Whtyt, — guwhalbz) dt¢
Qi 7

Z / b1b2ut1n1 + 41G202M2) Wy d§ (formule de Green) (4.12)
Q€T
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o1 dé est I’élément de surface de 8); et A = (n1,n2) est la normale extérieure & 89, donc (4.12) est égale & :

> [ (AVad)d, ds,
90

Qi ETh
avec
: biba 0
A= .
[ 0 di162 }
Les éléments de A sont dans L°°(I) ¢ L*(I),I =]—1,+1] donc pour tout € > 0 il existe une matrice diagonale B

dont les éléments sont des fonctions continues telles que :

2
IA = Bllosg < e avec A= B} o0 = llai — bisll3

0,00
=1 .
Donc
a(u,wp) — fwn) = > ([ (A-B)Vas)ybnds+ Y / BVa.iiy, d3)
A ES an A~ 601,
€Ty, QeTy
< X 1A= Blopal Vilo o, il an, + [ BVain,ds
R o0
QieTh
< cellallyqldnln + / | BVadbnds, o= cla,eno).
o0

Ceci d’apres le théoréme de trace appliqué a (Va, W), et la formule (4.8).
Soit I(BV1.1t) Pinterpolant constant de BV4.7 sur les 8€;, alors I(BV4.1) et BV4.@ ont la méme valeur
moyenne sur les 8€;, et puisque Wy, admet des moments continus (d’ordre zéro) sur les 9€2; on a alors :

a(u,wn) — f(wn) < cell floglldnlln+ D> [ (BVaR — I(BVai))iy, ds.
QL ETy 8%
Or la fonctionnelle
Wy — | (BVa.d — [(BVa.i))dy, d3
N,

s’annule pour @y, = ¢, ainsi par application du théoreme de Bramble-Hilbert [4], la théorie d’interpolation et les
formules (3.6, 3.9) on a :

a(u, wn) = f(wn) < cel| filo,ellwnlln + Rl flloallwnla-
Donc pour € = £(h) = h et d’apres (3.6, 3.7, 3.10) on a :

a(u, wr) — f(wn)
llwnln

<l fllo,0-

Ceci étant, le deuxieme lemme de Strang ([5], p. 212) et les deux lemmes précédents donnent :
Théoréeme 4. Si uy est la solution du probléme discret (4.10) on a :

llw — unllp < C(vgg,h lu—vnlln + wiléI‘)/h I ah(uaqﬁ)zj)h“_hf(wh) I) < ch

ot € = ¢&(c1, ¢2,0, f).
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Majoration de I’erreur [lu-unllo,0

Le probléme adjoint du probléme (1.1) est le suivant :

o € H} (D)
{ Z(v:qg)oz (g,’b‘),V’U (S H&(Q)g c L2(Q) (413)

La forme bilinéaire a(.,.) étant symétrique donc le probléme (4.13), vu les conditions de Lax-Milgram prises sur
a(.,.) admet une solution unique gy € H}(2) le méme procédé du paragraphe 3 montre que g, € H} (Q)NHL (),
et si on désigne par (gy)n I’équivalent de up pour le probléme (1.1) on a :

lag-(gg)nlln < ch et

| a(gg, (99)1)-(9,90) |

TeA T

SUpg cv;,
Finalement le lemme d’Aubin-Nitsche [11, 12] nous permet d’avoir :
H’U._’LLhHQ‘Q < ch?.

5. RESULTATS NUMERIQUES

Notre domaine de travail sera toujours =] — 1,+1[%, on désigne par € l'erreur dans la norme L? i.e.
€ = |luupllo,o et a Vordre de convergence (h%).

5.1. Cas des coefficients constants par morceaux

On considere la fonction u(z1,z2) = (1 — 22)(1 — x2) solution de —Au +u = f avec :

fz1,22) =5 — 3(z] + x3) + 273

On obtient les résultats suivants :

TABLEAU 1. Cas des coefficients constants par morceaux.

Triangulation € o
2 x 2 1,631 e
4 x4 0,5649 1,699
8 x 8 0,1582 1,889
16 x 16 0,03947 2,001

5.2. Cas des coefficients variables

Dans ce cas {2 va étre partagé en quatre zones selon les droites z; = 1/3,et z2 = 1/6, les coefficients a; et b;
sont pris tels que :

| e™ z1 >1/3 _J 1/(z2+10) x22>1/6
a(z) = { 10(z1 +5) 21 <1/3 bi(z2) = { e~ %2 22 < 1/6

[ em 7 >1/3 [ z2+10 z2>1/6
a2($1) - { ($1 + 5)—11/10 z1 S 1/3 b2($2) - { eZ2 Z2 S 1/6






