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RELAXATION ET EXISTENCE
POUR LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE (*)

par Frangoise DEMENGEL (1)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — Cet article est consacré au probléme mécanique des matériaux a blocage. Ce probléme,
introduit par Praeger, puis par P. Suquet a été formulé de facon variationnelle par P. Suquet et I’ auteur
Les espaces convenables pour les contraintes et les déplacements ont été édudiés par I’auteur dans [1).
Le probléme en contrainte est relativement difficile a résoudre, puisqu’il consiste d minimiser une
Jonctionnelle convexe qui est seulement coercive sur I’espace

{ceL¥Q E),divoe LXQ,RY) }.

Dans le présent article, nous montrons I’existence d'une solution d un probléme relaxé — probléme
équivalent au probléme d’origine, ou nous avons relaxé la condition aux limites c.n = F[T", — dans
I'espace

ZQE)={ce MY (QE),divoe LX(Q,R") }.

Abstract. — This paper is concerned with the mechanical problem of locking materials. This pro-
blem, introduced by Praeger, and later by P. Suquet has been formulated as a variational problem by
P. Suquet and the author. The convenient spaces for stresses and displacements were studied by the
author in [1]. The stress problem is rather difficult to solve, since it consists in minimizing a convex
Junctional which is only coercive on the space :

{ceL'(Q E),divoe L3(Q,R") }.
In the present paper we show that there exists a solution to a relaxed problem — a problem which is

equivalent to the stress problem, and where we have relaxed the boundary conditionc.n = F/I'| —in
the space

ZQE) = {ce M¥Q,E),divoe L¥Q, RV } .

0. INTRODUCTION

Cet article est en quelque sorte la troisieme partie d’un travail dont les deux
premiéres parties peuvent étre considérées comme indépendantes entre elles :
la premiére [2] a été réalisée en collaboration avec P. Suquet et a permis de

(*) Regu en mai 1984, révisé en février 1985.
(}) Laboratoire d’ Analyse Numérique, Université Paris-Sud, Bat. 425, 91405, Orsay (France).
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352 F. DEMENGEL

poser le probléme des matériaux a blocage sous une forme mathématique, et
d’obtenir des résultats importants et indispensables & I'étude entreprise ici,
qui concerne 'existence de solutions en contrainte & ce probléme. La deuxiéme
partie [1] est entiérement théorique et nous apporte les outils nécessaires 4 une
bonne approche du probléme : elle étudie les espaces fonctionnels appropriés,
tant pour les déplacements que pour les contraintes.

Nous décrivons maintenant le contenu du présent travail. Il débute par
I'introduction d’'un probléme généralis¢ 2 (ou relaxé) qui est lié au probléme
variationnel en contrainte 2 introduit dans [2], [4], [6], [8] de la maniére sui-
vante : 2 prolonge 2, c’est-a-dire qu’il minimise la méme fonctionnelle que
2, mais sur un espace plus grand. En second liey, les infima de 2 et 2 sont les
mémes, et enfin 2 posséde des solutions, qui sont points d’accumulation d’une
suite minimisante & 2 ou 2 pour une certaine topologie que nous avons étudiée
en partie dans [1]. La « résolution » du probléme 2 a nécessité I'introduction
d’un nouvel espace fonctionnel, que nous avons étudié dans les Sections 2 et 3
de [1]. 1l s’agit de

ZQ,E) = {ce M(Q,E),divoe L*Q)}

(o0 M(Q, E) désigne I'espace des mesures bornées sur Q).

La Section 1 du présent travail définit donc le probléme dit relaxé et précise
ses liens avec les problémes en déplacement et en contrainte établis dans [2].
Par le calcul du dual d’'un probléme intermédiaire, dans lequel on relaxe a la
fois la condition aux limites o.n = F et 'équation d’équilibre diveo + f = 0,
nous parvenons a montrer que le probléme relaxé et le probléme d’origine ont
des infima égaux.

La Section 2 concerne le probléme d’analyse de blocage, déja partiellement
étudié dans [2]. On donne ici 'expression d'un probléme relaxé et par des
démarches analogues a celles employées dans la Section 1, nous parvenons
a montrer I'égalité des infima du probléme d’analyse limite et de son probléme
relaxé. Nous devons noter ici que le probléme relaxé n’étant introduit que dans
le but d’établir I'existence d’une solution a ce probléme, nous avons été ame-
nés a relaxer aussi la condition Lo = 1 qui intervient dans le probléme d’ana-
lyse limite.

Dans ld Section 3 nous prolongeons le probléme relaxé et le probléme d’ori-
gine a I'espace Z. Pour ce faire, nous utilisons les fonctions convexes de mesure
telles qu’elles ont été définies dans [3]. En outre nous montrons 1’égalité des
infima du probléme prolongé a Z et du probléme relaxé défini dans la Section 1,
par l'utilisation d'un théoréme de densité établi dans [1}, et que nous rappelons
ici :
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 353

THEOREME 0.1 : Si 6 € Z(Q, E), il existe une suite o, € L%(Q, E),
| o, | = | © | étroitement sur Q,

divo, = divo Vm.

En outre lorsque \/ est une fonction convexe ayant une croissance au plus
linéaire a linfini on peut imposer la convergence étroite de (c,,) vers (o)
(au sens des fonctions convexes de mesure étudiées par [3]).

La Section 3 nécessitera aussi la connaissance de certaines propriétés démon-
trées dans [1], concernant la « trace » c.n d’un élément de Z :

THEOREME 0.2 : Soit Q un ouvert borné, Q" et Q™ deux ouverts disjoints tels
que QF N Q™ = T est une sous-variété de dimension N — 1 et de classe C?,
soit aussi

Q=Qt*uQ url,
et on suppose que I est intérieure a Q. Alors sic € Z(Q, E),

O|r-nna pas de masse sur T
[6.n.n} est une mesure bornée sur T absolument continue par rapport @
o. Plus précisément, on a l’inégalité

0.1) |[o.nn |S|o||edd) ], -

La 4¢ Section concerne I'existence proprement dite d’une solution ¢ aux
problémes relaxés introduits respectivement dans les Sections 1 et 2. Une des
idées importantes consiste a mettre la fonctionnelle sous la forme d’une fonc-
tionnelle semi-continue inférieure pour la topologie de Z(Q, E), définie dans
[1]. Nous aurons besoin alors d’'un théoréme établi sans [1], qui définit une
mesure o : &(u) lorsque u est dans U ® (*) et o dans Z(Q, E).

THEOREME 0.3 : Soit v dans U®(Q) et 6 dans Z(Q, E). Nous définissons la
distribution €(v) : o par

0.2) (s(v):c,cp):—jdivcmp—Jc:v@V(p.
Alors :

i) &(v) : o est une mesure bornée, absolument continue par rapport d | c |, qui
coincide avec la mesure (v) : 6 lorsque €(v) € %,(Q). Plus précisément, I’inégalité

*) U=(Q) = {ue L7(Q, RY), e(w) € L*(Q, E) }. Pour les propriétés de cet espace, voir [1].
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354 F. DEMENGEL

suivante a lieu :

0.3) le@) :o| < |e@) |ol0].

il Lorsque o, converge faiblement vers c dans Z et v, converge faiblement
vers v dans U °(Q), €(v,) : , converge vaguement vers €(v) : o. Si de plus | , |
converge vers | o | étroitement, €(v,) : ©, converge étroitement vers €(v) : ©.

iii) Soit 6 = G dx + g la décomposition de Lebesgue de o, \g étant singu-
liére et G dx-intégrable, et soit pg : e(u) = o : €(w) — G : €(u). Alors pg : €(u)
est singuliére et méme absolument continue par rapport a | yg |-

iv) La formule de Green a lieu pour ¢ € €1(Q)

©.4) J‘s(u) 10Q = — fu divoop — Juc Vo + juc.n(p.

1. DUALITE POUR LE PROBLEME RELAXE
1.1. Rappels et notations

Nous commengons par rappeler les notations et principaux résultats établis
dans [2].

1.1 Q désigne un ouvert borné de RY, dont le bord dQ est C2
Q =T, u Fo, IyetT, étant deux ouverts de 0Q, connexes dls_]omts
tels que si I'y N F g, I'* = F N F est une sous-variété de
dimension N — 2 et de classe C?, et I'* est une sous-variété fixe de
dimension N — 2 de classe C? de T, sinon. En outre

(1.2) uye WH*(0Q), u, = 0sur I'*, u, = x, u,, avec x, la fonction carac-
téristique de [,

(1.3) feL*Q).

(1.4) FelL*(I),), avec J

Q
s’annulant sur I (*).

fr+ f Fr = 0 pour tout r déplacement rigide
r

(1.5 B désigne un convexe compact de E (), contenant 0 a son intérieur.

(*) On verra que cette condition se réduit a rien lorsque fo N F, =T* # F Lorsquel'y = &,

I'* = J et on trouve la condition déja rencontrée en plasticité, ou en élasticité | fr + | Fr =0,

VreR. @ I
(®) E désigne I'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R".
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 355

On donne I’expression des espaces statiquement et cinématiquement admis-
sibles :

%ad()\') = {uEHl(Q)’u = )"u0|ro}
Fya={ocelidive + f =0,0.7 = Fr, }.

On suppose que A est un opérateur symétrique de E dans E, défini positif ;
(1.6) Y*E€) =4E:E si LeB
+ oo sinon.

Sa conjuguée \ vérifie alors
11 existe des constantes ¢, et ¢, > O telles que

GUEI=1) S W) = c (&l +1).
Soient alors les fonctionnelles définies sur LP(Q E), pour 1 < p < + o©
(resp. L?* avec p* le conjugué de p)

1.8) W)= f Y(o(0) dx

(1.9 W) = f YH(x)) dx .

Un Théoréme de Ekeland-Temam [5] établit que ¥* n’est autre que la conjuguée
de ¥ sur L?.

Nous rappelons maintenant I'énoncé du probléme en contrainte pour le
probléme de blocage, introduit dans [2] :

(1.10) inf {f\h(o) — A ~I‘O’.nuo }
ceL¥Q E)

dive + /=0
o.n = F,

et celui du Probléme en déplacement :

(1.11) Sup { - J\II*(S(u)) + qu + JFu }
ue H\(Q)
u = Adgro

On rappelle que si & désigne le convexe de L2(, E) :

B ={uecH¢weB}

vol. 19, n° 3, 1985



356 F. DEMENGEL

et si 'on suppose que # N %, est non vide, le Probléme (1.11) admet une
unique solution. En outre, on a établi dans [2] le résultat.

TutoreME 1.1 :inf(1.10) = Sup(1.11).
1.2. Définition du Probléme relaxé

Donnons maintenant quelques définitions et propriétés relatives au pro-
bléme relaxé. Nous rappelons la définition de I'espace

U*@Q) = { ue LQ), ) e L*(Q) }

et la propriété suivante, établie dans [1], qui sera fréquemment utilisée dans les
propositions & venir :

(1.12) Siu,estbornée dans U®(Q), il existe u dans U ©(Q) et une sous-suite
de u,, encore notée u,, telle que

u, — u dans €(Q)
£(u,) — &(u) dans L*(Q) faible * et dans W'*Vp1 < p < .

Nous supposons pour ce qui suitque I’y # (F et que I'* n’est pas contenu dans
un N — 2 plan, ce qui est vérifi¢ dés que I'* =T’y N T',.
Nous définissons le sous-ensemble K de L2(I)

(1.13) K= {y, ueweBu=0n}

ou y, est la fonction caractéristique de I';. Nous avons alors la

PROPOSITION 1.1 : i) K défini par (1.13) est un convexe compact de H'/'*(T").
ii) Soit G la fonctionnelle conjuguée sur HY*(I") de la fonction indicatrice de
K. Alors G est faiblement continue sur H ™ 14(T") et B* = y.

Démonstration : Montrons tout d’abord que y, ue HY*I') dés que
ue U®(Q) et u = O On se raméne par cartes locales et partitions de I'unité
au cas ou I' n’est autre que l'’hyperplan Xy =0, et T'* le N — 2 plan
Xy_1 = Xy =0,T, laportionde I' définie par X, _; < 0,I'y la portionde I"
définie par Xy_, > 0. En utilisant la caractérisation de H'*(R"~! x 0)
donnée dans Lions-Magenés [7], il suffit de montrer que si u & support compact
dans R¥~! vérifieu = Osur R""2 x {0} x {0}, et ue U*(Q) (par consé-
quent
(1.14) Jﬁn J‘ u(x + tey_y) — u(x) |

- JRN-1

; dx dt < + o)
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 357

alors on a aussi

IS

avec y, la fonction caractéristique de R""2 x R~ x 0. Or cette expression
s’écrit encore

J f—xn_l
RN-2x R~ J~o
“XN-1
RN-2x Rt J—o0
+ o0
RN-2x R~ J—xn-1

=a+b+ec.

2

X1 u(x + tey_y) — xy u(x) dxdt < +

t

2

u(x, xy_y + 1) — u(x', xy_ ) dxdt +

t

2

ux', xy_; + 9 i dt

t

2

s -0 1 g gy

t

a est fini d’aprés (1.14). Dans chacune des intégrales b et ¢ le signe de xy_;
entraine que | ¢| = | xy_, |. Dans b on écrit :

f”xu—x
.[IRN'ZXR+ -0
XN -1
g h[\
RN-2x Rt J -0
—XN-1
RN-Ix R+ J—o

=e+ f.

2

M dx dt <

t

2

u(x', xy_y + 0 — u(x’, xy_,) d dt

t

2

dx dt

u(x', xy_4)
t

e estfini d’aprés (1. 14). Pour montrer que f est fini, remarquons que puisque u
est nulle sur R¥~2 x 0 et holdérienne pour tout A dans ]0, 1[, on a

| u(x', xy_4) | Sklxy_, <kt
d’ou

u(x', Xy_ ) -
o N < ki1 Tsuptu

ol Xs,pt, désigne la fonction caractéristique du support de u. En choisissant

vol. 19, no 3, 1985



358 F. DEMENGEL

A > 1, 247D est intégrable sur tout compact et on obtient le résultat :
a+b+c< + 0.

En outre on a facilement I'inégalité

[ %, u |H1/2(Q) Sclu IUoo(ﬂ)

en utilisant & nouveau la caractérisation précédente (avec une constante
indépendante de u).

Montrons maintenant que K est compact. Il suffit de montrer qu’il est
séquentiellement relativement compact et fermé. Soit donc u, telle que
&(u,) € B, u,, = 0 |.. En utilisant le Lemme 1.1 ci-dessous, démontré dans
I'appendice, on voit que u,, est bornée dans U ©(Q).

LeMME 1.1 : Soit T une sous-variété de 0Q de dimension N — 2 et de classe C?,
qui nest pas un N — 2 plan. Lorsque oo > q > N et u est dans W*? nous
définissons

p(u) = Sug | u(x) |.

Alors p est une semi-norme continue pour W' qui est une norme sur R, puis
nous appliquons la conséquence suivante de I'inégalité de Korn dans W%, pour
qg> N:

Si N est une semi-norme continue sur W% qui est une norme sur &,
il existe une constante ¢ > 0, telle que Yu e W'+

(L.17)  |u— N |pre S c|e@)],.

Eneffetsiu, € U sannule sur X, et si &(y,,) € B on a, compte tenu du théoréme
d’injection de Sobolev W4 < ¢(Q) :

¢y |um - p(um) |W‘-‘1
¢, C|eu,) |,

¢, C|e(u,) |y

de sorte que u,, est bien bornée dans U *(Q).

En utilisant (1.12) avec p = 2 on peut extraire de u,, une suite notée u,,, et
trouver un élément u € U *(Q) tel que

Ium Ioo = |um '—p(um) loo

A HA A

(1.18) wu,. —»u dans %(Q), H' fort;
(1.19)  &(u,) — () dans L= faible *.

M?2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 359

I1 est classique, puisque B est un convexe fermé, donc faible * fermé, que &(w)
appartienne a B. La convergence uniforme de u,, vers u, jointe & u,, = 0 |,
entraine que ¥ = 0 sur I'*. Maintenant I'inégalité (1.16) entraine que y, u,
est bornée dans H'/*(T') ; soit donc v,, dans H*(Q) telle que | v,, |1, €5t bornée,
Upy = %1 Uy |- On extrait de v,, une sous-suite v,,. telle que

(1.20) v, = %y Up |1

m

et

(1.21) wv,.—>v dans HYQ)faiblex.

(1.20), (1.21) et (1.18) entrainent que
v=u sur I, v=0 sur TI,.

On en déduit que v = y, u et ceci achéve la démonstration de la compacité
de K.

ii) La continuité résulte facilement du fait que B est convexe et partout
finie sur 'espace de Hilbert H'/%(T), et du Corollaire 2.5 de Ekeland-Temam
[5]. Démontrons plus précisément la faible continuité. Supposons donc que o,
converge vers ¢ dans H ™ Y%(T") faiblement; puisque K est un compact, il
existe pour chaque m, v,, dans K tels que

B(o,) = (0, 0,> =Sup{0C,,v).
velK

Toujours par la compacité, on peut extraire de v,, une sous-suite qui converge
dans HY*(T') fort vers v. Mais alors { o, v, > converge vers { 6,v ). En
outre, par définition de o,,, on a pour tout v’ € I :

{Ops V> = B(0,) 2 {Cp, V')
d’ou par passage a la limite :
(o,v) 20,V ).

On en déduit que { o, v ) = B(o) et que B(o,,) converge vers B(c). Puisque K
est fermé, y,  est semi-continue inférieure et d’aprés Ekeland-Temam [5],

* *k
T* = %" = A -
La démonstration du résultat a venir concernant le probléme relaxé nécessi-
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360 F. DEMENGEL

tera I'introduction d’un convexe auxiliaire, noté K, défini comme suit :
1.22) K={@y uweueBu=0|n}

et de sa fonctionnelle conjuguée sur L%(Q) x H ~Y*(T') notée G. En suivant
la démonstration de la Proposition 1.1, nous obtenons :

K est un convexe compact de L*(Q) x HY*(T') et G est une fonc-
(1.23) tionnelle convexe faiblement continue sur L*(Q) x H V%), avec
ﬁ = (plk*'

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire le probléme relaxé;
il s’agit de :

(1.29) inf {J Y(o) + B(F — o.n) — Kf c.nuo}.
cel? a Yo

divoelL?

La suite nécessitera, ainsi que nous 'avons déja dit, I'introduction du probléme
auxiliaire suivant

(1.25) inf {J Y(c) + Bdive + f,F — c.n) — xf c.nuo}.
Q To

o e L%Q,E)

1.3. Dualité pour le probléeme relaxé

Le but de cette sous-section est de montrer que le probléme relaxé est
« équivalent » en un certain sens au probléme d’origine. Plus précisément,
on désire montrer que

inf(1.24) = inf (1.10).
Pour cela, il suffit de montrer le :
THEOREME 1.2 : inf(1.25) = Sup(1.11).

En effet supposons cette égalité montrée. Puisque G(0, F — 6.n)=6(F — o.n)
et B(0) = 0, on remarque que (1.10), (1.24) et (1.25) consistent & minimiser
la méme fonctionnelle sur trois espaces emboités les uns dans les autres, et par
conséquent

inf (1.25) < inf(1.24) < inf(1.10).
On déduit alors du Théoréme 1.1 et du résultat rappelé dans la sous-section 1.1,
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 361
que
inf(1.25) = inf(1.24) = inf(1.10) = Sup(1.11).
Il nous reste donc & montrer le Théoréme 1.2 :

Démonstration du Théoréme 1.2. Elle est divisée en deux : dans un premier
temps (étape i)), nous calculons le dual de (1.25) et montrons qu’il n’est autre
que (1.10) et dans une deuxiéme étape nous appliquons un critére de Ekeland-
Temam pour établir I'égalité des extrema du primal et du dual.

i) Le cadre de dualité est le suivant : nous introduisons les espaces

V = {ceL¥Q E),divo e L3(Q,R"Y) };

Y = L3Q, RY) x H™YX(I);
I'opérateur

A:V->Y

o - (divo, o.n);

les fonctionnelles convexes

F(o) = J (o) — kj G.nu,
Q To

Un couple (4, v) étant donné dans L*(Q, RY) x HY*T), F*(A*(u, v)) est
donné par la

PROPOSITION 1.2 :
F*(A*(w,v)) = | WH(— &) si — ew)eB
u+v+ Ay =0y
+ oo sinon

Admettons un instant cette proposition dont la démonstration est un peu
délicate. En utilisant la Proposition 1. 1, nous avons le résultat

B*u,v) = |0 si (4, —v)eK

+ oo sinon.
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362 F. DEMENGEL

On en déduit aisément que

G*u, v) = —qu+J Fv si uvérifiee(u) e B
Q r u=0lr*
V= — 9y U
+ oo sinon.

Nous avons obtenu finalement que G*(y, v) et F¥*(A*(— u, — v)) ne sont
simultanément finies que si

gweB, u+v=Nhr € v=—1xu,
ce qui entraine que u = Au, sur I', et le probléme dual s’écrit :

S}}p { -~ fw*(e(u)) + J fu + j Fu},

euye K
u = Augr

ce qui est exactement (1.11).
i) Nous appliquons maintenant un critére de Ekeland-Temam [5] :

S’il existe o, € V, F(o,) < + oo et G est continue en Ac,, alors
inf # = Sup Z* (et Sup 2* a au moins une solution).

Ce critére s’applique ici pour o, quelconque, puisque G est partout continue.
Nous avons donc démontré le théoréme, moyennant la démonstration de la
Proposition 1.2.

Démonstration de la proposition 1.2.

ceV

(1.26) F*A*(u,v)) = Sup [J udivcr+f c.nv—J‘ \]I(O')+7\.Jv c.nuo]
Q r Q To

o.c HQLE)

= Sup [— (e(u), o) — j‘ll(c)]

Cherchons des conditions nécessaires pour que le 16 membre de (1.26) soit
fini. En notant C cette valeur finie on a en vertu de (1.7)

—<ew):0>ZC+Cyo|, + mesQ)

pour tout o dans 2(Q, E). En particulier la distribution (— €(u)) est bornée
sur les bornés de L*(Q, E), et s'identifie donc a un élément de L=(Q, E). Mais
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un résultat d’Ekeland-Temam [5] permet d’affirmer que

Sup { — (el o) — f\u(c) } -

oce Z(Q,E)

~ Suwp {<—a(u):c>—jw<c)}=—jw*(—s(u))
Q

oe L1(Q,E)

ou y* désigne la conjuguée de la fonction convexe . Par conséquent

j\p*(— e(w) = % J A(- o), — s@) si —s@eB
+ oo sinon .

et donc I'hypothése F*(A*(u, v)) finie entraine que — u € 4. Ensuite la régula-
rité de u ainsi obtenue (I'appartenance de u & H'(Q) suffit) nous permet d’utiliser
la formule de Green :

F*A*u, v)) = Sup { - j gwo + Jc-n(u +0) — de(c)
cel?
dive +f=0

+ jc.n kuo}

et nous allons montrer que sous 'hypothése F*(A*(u, v)) finie, v coincide avec
la trace de — u — Au, sur I'. Supposons donc, par I'absurde, qu’il n’en soit pas
ainsi; il existe alors (par le Théoréme de Hahn Banach) un élément ¢, de
H™Y%(T) tel que

(1.27) [ tolw + v + Auy) > 0.

JQ

Il est classique qu’il existe alors o, dans X tel que
ly = Gg.n.

Nous définissons alors, pour m dans R* :
(1.28) Q, = {er,d(x,@Q) < la}
m
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et soit ¢,, une fonction de ¢ ©(Q) vérifiant
1.29 o¢,=m sur 0Q, 0= ¢, <m Supp(e,) <Q,.

Alors ¢, 6° est dans X et

éC'(pmcoll'

(1.30) ’ J— &) @, o° dx — JW((pm a9

Or
|(Pm0'0|1 = |(Pm|2‘0'0|2
et
C
(1.3 |l S (m* mesQ,)'? < —7.

D’autre part

(1.32) lim @, 6°.1(u +v +Auy) ds = lim l:m J c°.n(u+v+7»uo):|
Q

m— + o 20 m— o

=+ .

(1.30), (1.31) et (1.32) sont absurdes si on suppose que F*(A*(y, v)) est fini.
Les conditions nécessaires sur (u, v) pour que F*(A*(y, v)) < + oo sont donc :

(1.33) —uePB, u+v+Aiy=0 sur 0Q.

Réciproquement si (1.33) est satisfaite, nous avons, en revenant & la défini-
tion de F*(A*(u, v))

F¥A*(u, v)) = Su};() { f— udive — J\l/(o) + Jo.nkuo + jc.nv}

= Sup{ - js(u) 10— JW(O’) + Jc.n(u +v+7uu0)}
= Sup{—‘[a(u):c— fw(c)}

- f (- e@),

et la Proposition 1.2 est montrée. [

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 365

Remarque 1.2. Lorsque T, N fl = (, I'* est une sous-variété de dimen-
sion N — 2 et de classe C? incluse dans I, Les définitions et démonstrations
précédentes sont inchangées si I'on suppose que I'* n’est pas contenu dans un
N — 2 plan. Dans le cas contraire, il existe des déplacements rigides s’annulant
sur I'*. On introduit alors de nouveaux espaces :

'%F‘= {re.%,r=0|r-t}
A= (o~ 1P redr = )
Y = L3@) x H'A(T),4.

de sorte que le dual de Y n'est autre que l'orthogonal de é?r, dans
L*Q) x H™Y¥T). Les convexes IK et K doivent étre modifiés comme suit :

K= {'YousuEHl/ar‘,a(u)EB,u = 0|I“}
R = {Go7e o) € Bt — Oy}

De méme nous définissons de nouvelles fonctionnelles G et G :

B(q) = Sup { g, u) uestla projection orthogonale de u sur R+
eu)e B
u= OII"

B(p,q) = Sup. qu + quo u

(u,you)eR

et nous définissons les problémes relaxés
(1.34) inf{ J\l/(o) + G(F — 6.n) — A JG-Wo}-

(1.35) ianq;(c) + B(dive + £, F — o.n) — A Jo.nuol,
)

et pour voir que
(1.38)  inf(1.35) = inf(1.10)

nous montrons que le dual de (1.35) n’est autre que
Sup { - f\]/*(&(lt)) + ?»Lu}

1
ueH';q
U =tor,
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Donnons rapidement les modifications a apporter a la démonstration du
Théoréme 1.2 pour établir ici que (1.38) a lieu. Y et Y* sont définis comme
ci-dessus, V et A sont inchangés, de méme que F et G. Nous avons 'analogue
de la Proposition 1.2.

F¥A*@,v) = | — ¥*(— ) si —eweB
u+ v+ Ay, =0
u=0rn
+ oo sinon.

et

G*(u, v) = —J‘fu+J‘Fv si e(w)e B
U=—u,r.

+ oo sinon .

On obtient par conséquent le résultat voulu (1.38).

Remarque 1.3. Lorsque Ty =&, T'* =&, R = A et compte tenu de
ces propriétés et de la Remarque 1.2 le résultat est encore valable.

2. RAPPELS SUR L’ANALYSE DE BLOCAGE : COMPORTEMENT DES SUITES MINI-
MISANTES DE (1.10).

Nous rappelons I'’énoncé du probléme d’analyse de blocage, introduit dans

2] :

2.1 J‘ll (o)
UeL’(Q E)

divo =0dansQ
c.n=0,

J‘C-”“o =1

et nous introduisons aussi le probléme

(2.2 Sup {A} =2
Ju,e(u)eBet
u = gy
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