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CONSERVATION DE LA POSITIVITE
LORS DE LA DISCRETISATION
DES PROBLEMES D’EVOLUTION PARABOLIQUES (*)

par Catherine BoLLEY () et Michel Crouzeix (%)

Communiqué par P -A RAVIART

Résumé. — 1l est connu que la solution de I'équation de la chaleur associée d des données positives est
elle-méme positive. Dans cet article, nous montrons que pour conserver cette propriété par
discrétisation, il faut soit utiliser des schémas en temps d’ordre au plus un, soit imposer des conditions de
type stabilité liant le pas de temps a la précision de la discrétisation en espace.

1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

Soit (Q, &, p) un espace mesuré et H = L} (Q) I’espace des fonctions de carré
sommable sur Q. Soit fe H; on dira que f est positif si pour tout xeQ, on a
f(x)=0; on écrira alors f=0. Soit B un opérateur linéaire continu de H
dans H; on dira que B est positif si pour tout f =0, feH, on a Bf=0; on
notera alors B=0.

Soit A un opérateur maximal accrétif sur H (¢f. Kato [5]) de domaine dense
dans H; on dira que A4 conserve la positivité si

Va>0, (aI+A4)"'=0.

Considérons maintenant le probléme d’évolution

u' (t)+Au(t)=f (1), t>0,
(1)
u(0)=uq
On sait que
f20 et uy=20 = V=0, u(r)=0. (2)

Le but de cet article est de rechercher les méthodes de discrétisation en temps
qui conservent cette derniére propriété. Ces méthodes peuvent €tre utiles dans

(*) Recu septembre 1977

(;) La:boratoxre d’Analyse numérique, Institut National des Sciences appliquées, Rennes.
(*) Département de Mathématiques et Informatique, Université de Rennes, Rennes.
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238 C. BOLLEY, M. CROUZEIX

Papproximation de certains problémes non linéaires (¢f. C. Bolley [2]). Pour des
propriétés analogues dans le cadre des problémes hyperboliques, ¢f. Lax [6],
A. Harten, J. M. Hyman et P. D. Lax [4].

2. METHODES DE DISCRETISATION A UN PAS

Donnons-nous un pas de discrétisation At > 0. Les méthodes usuelles & un pas
nous donnent une approximation u, de la solution u du probléme (1) a
I'instant ¢,=nAt, par un schéma de la forme

U,+1=r(At A)u,+ At i ri(At A) f(t,+71;At), (3)
i=1

dans lequel r (z) est une approximation rationnelle de e ™% au voisinage de z=0,
q
r;(z), 1Si<q, des fractions rationnelles vérifiant Z r;(0=1et 1, 1<iZg,

i=1
g nombres réels donnés.

Lorsque la méthode a un pas est d’ordre p, on a
r(z)=e 40 (z?*!) au voisinage de z=0. 4)

Nous recherchons ici les schémas qui conservent ’analogue discret de la
propriété (2), c’est-a-dire les schémas tels que

f20 et uy=20 = Vn, u,=0. (5)

Nous dirons alors que le schéma conserve la positivité. Pour qu’il en soit ainsi,
il est nécessaire et suffisant que ’on ait

r(AtA)=0 et Vi=1,...,q, r(AtA)=0.
Rappelons maintenant la :

DerFINITION : On dit qu’une fonction f est totalement monotone sur un
intervalle I de R, si elle est indéfiniment dérivable sur I et si :

Vxel, VkeN  (—1)f®(x)=0.
On a la caractérisation suivante due a S. Bernstein [1].

THEOREME: Pour que f soit totalement monotone sur [0, + oo, il faut et il suffit
qu’il existe une mesure do, positive et bornée sur [0, + oo[ telle que :

f(x)=Jm e “du(t).
0
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LEMME 1 : Soit r une fraction rationnelle; une condition nécessaire et suffisante
pour que l'on ait r (A)=0 pour tout opérateur maximal accrétif A conservant la
positivité, est que r soit totalement monotone sur [0, + oo[.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que r ne peut pas avoir de pole réel
positif car sinon r(A) ne serait pas défini pour certains opérateurs de la forme
A=x1I avec x=0, opérateurs qui conservent la positivité.

‘Condition nécessaire

Nous nous plagons dans le cas ou H=R".

Soit x>0; prenons A=xI—¢ B ou B est la matrice (n x n) définie par

bi=0 si |i—j|#1,

Pour O0<e<x/2, la matrice A est une M-matrice, elle conserve donc la

positivité. Pour ¢ suffisamment petit, on a

g r"" (x)

r(d)= Z (— 1) —B*,

L’¢lément de la (k + 1)-iéme ligne, 1" colonne de r(A) est égal a

e ('“(x)

(r(A))k+1 1—(—1)k + (8k+1)-

Pour que r(A) soit positif, il est donc nécessaire que

Vk=0.... ., n—1, (—1Dr®(x)=0.

Condition suffisante

D’apreés le théoréme de Bernstein, si r est totalement monotone sur [0, + oo,
alors r est holomorphe dans le demi-plan Rez>0¢et on a

Vz avec Rez>0, |r(2)|=r(0).
On en déduit que le rayon de convergence de la série

1)
r® (x
—(—)z"+ o

r(x)+ ...+ (=1 o

est strictement supérieur a x.
Soit maintenant £>0; posons 4,=A(I+gA)~'. Pour x=1/e, on a

1 1
xI—A£=(x——>I+-—(I+sA)_1,
€ €
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d’ou

xI—A4,20
et

1 1
HxI‘_AeHg(H‘H)éx_E +'£ =X.
On a donc
(*)
r(A)=r()I+ . . .+(—1)"rk('x)(xI—As)" +..

d’ou

1
r(4)z0,  V0<e<—.

Pour achever la démonstration du lemme, il suffit de montrer que r(A4,) tend
vers r(A) lorsque € tend vers zéro.

D’aprés une variante d’un théoréme de J. von Neumann (c¢f. Crouzeix, [3],

p. 34) :
z
(e )

z
r<1+gz>—r (2)].

M 2M
1+eM 3

“ r(As)_r(A)”wH,H)

:“ r(4 (I+8A)_l)'_r(A)Hy(H,H)§ sup

Rez=>0

H T(Ag)_r(A)HY(H,H)
r(l—:ez>—r(Z),+ |zs|l§:4

Choisissons € et M tels que €<1/2 M; alors :

< sup

Rez20
jzjsM

EEYa

1\
1\

l+ez

et donc
|7 (4D =7 (D || ¢ .1

z
r<1+sz>—r(z)

Hr(AE)"r(A)”y'm H)

tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro.

< sup
Rez20
lzlsm

+2 sup |r(2)—r(c0)|,

|z|z2M/3

AN

ce qui montre que

LEMME 2 : Sifest totalement monotone sur [0, + oo[, et sif(z)=e *+0 (z%) au
voisinage de z=0, alors f(z)=e*.
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Démonstration : D’apres le théoréme de Bernstein :
+ o
f )= J da(t)=1,
0
+ o
f (0)=—J tdo(t)=—-1,

f7(0)= f+wt2du(t)=1.

0

On en déduit que
+ o
f (1—1t)*da(t)=0,

0
do étant une mesure positive, do a son support réduit au point ¢t =1; comme de

plus J da(t)=1, do est la mesure de Dirac au point t=1. Donc
0

f(x)=jﬂ0 e “da(t)y=e .

0

Il résulte des lemmes 1 et 2 et de la condition (4) que 'on a le :

A

THEOREME 1 : Il n’existe pas de méthode d un pas du type (3) conservant
inconditionnellement la positivité, qui soit d’ordre supérieur ou égal a 2.

\

ReMARQUE : Il existe des méthodes & un pas d’ordre 1, conservant
inconditionnellement la positivité . par exemple le schéma implicite classique

Un+1 =(I+AtA)—l (Un+Atf(tn+1))'

En fait, dans la pratique, les méthodes de discrétisation en temps sont toujours
utilisées dans le cas ou H=R", cas obtenu par discrétisation en espace des
problémes d’évolution.

Dans ce cas A est une matrice carrée n x n semi-définie positive. Une condition
nécessaire et suffisante pour que A conserve la positivité est alors que, pour tout
a>0, o] + A4 soit une M-matrice (cf. Varga [8]). En effet, pour a >0 tendant vers
I'infini

1 1 1
al+A)y '=—I-SA+0| = ).
( ) o o? < o? )
La condition (x I + 4)~* =0 entraine donc que les coefficients non diagonaux
de A sont négatifs.
Dans ce qui suit, nous dirons que A est une M-matrice si pour tout a>0,
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242 C. BOLLEY, M. CROUZEIX

o]+ A est une M-matrice. Nous noterons ¢(A)= max a; ou a;, 1<i<n,
1<ign

désignent les coefficients diagonaux de A.

LEMME 3 : Soit r une fraction rationnelle; une condition nécessaire et suffisante

pour que 'on ait r (A)=0 pour toute M-matrice A vérifiant 6 (A)< M est que r
soit totalement monotone sur [0, M].

Démonstration : La démonstration de la condition nécessaire se fait comme
dans le lemme 1. Pour la condition suffisante, remarquons tout d’abord que
c(A)£M entraine MI—A>=0. Notons par p le rayon spectral de la
matrice MI— A; d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius, il existe un vecteur
x=0, x#0, tel que (MI—A) x=px, d’ou

Va>0, (al+A)x=(a+M—p)x

(I +A)~ ! étant positif, on en déduit que Va>0 (a+M —p)=0d’ou p<M.
Notons par R le rayon de convergence de la série

k r(k) (M) Zk

r(M)+ ...+ (—1) T

+ ...
Les coefficients (— 1)*(r® (M)/k !) étant positifs, pour z=R cette série est
divergente; on en déduit que M—R est un pdle der, d’ou, puisque
re C* ([0, M]), R>M.

On a donc

(M)

r(A)y=r(M)I + ...+ (-1 o

(MI—AF+ . ..

ce qui montre que r(A4)=0.

On obtient ainsi le théoréme de conservation conditionnelle de la positivité.

THEOREME 2 : On suppose que les fractions rationnelles r et r;, 1<i<gq, du
schéma (3) sont totalement monotones sur [0, M], alors ce schéma conserve la

positivité pour toute M-matrice A et pour tout At vérifiant :

Atc(A)<M. (6)
Exemples :

1° Le schéma explicite
Uye1=(I—-At AU, +Atf(U,),
est d’ordre 1 et conserve la positivité dés que Atc(4)=1.
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2° Le schéma de Crank-Nicolson :
At At \71! At \7!
U,,+1=<I—7A> <I+ —2—A> U,,+At(1+ 7A> Stns 1)),

est d’ordre 2 et conserve la positivité dés que At o (A)<2.
3° Le schéma de Hammer-Hollingsworth, d’ordre 4 correspond au cas ou

1—(1/2) z+(1/12) 22
1+(1/2)z+(1/12) 22’

r(z2)=

est I’approximation de Padé (2/2) de e™>.
Des calculs simples montrent que

r™(0)=(—1)" (n>0).

(2f n— 1
Il n'existe donc pas de réel M >0 tel que r soit totalement monotone sur
[0, M]. Ce schéma ne conservera jamais la positivité.

3. METHODES DE DISCRETISATION A PAS MULTIPLES

Etant donné At >0 un pas de discrétisation, et Uy, U, . . ., U,_, q valeurs
initiales, un schéma linéaire a g pas s’écrit sous la forme suivante :

.io(xi U"+i=At-=io B,(—-A Un+i+f(tn+i)), (7)

oua;etB;, 0<i=<gq,sont2q+2 réels donnés, avec o, #0 et ¢, ;=(n+1i) At, pour
i=0,...,q.

On supposera que o, >0.
Lorsque la méthode est d’ordre p, on a

q
2, %=
i=0
et

q

q
_Z Z B 1=k=p.

Lorsque (o, 7+B,AtA) est inversible, le schéma s’écrit sous la forme
€quivalente suivante :
q—1 q
U"+q= Z r,(AtA) Un+i+At Z Si(At A) f(tn"'i)r
i=0

i=0
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244 C. BOLLEY, M. CROUZEIX

ou
,-i(z)=_ﬂﬁ_"i, 0<i<q-—1
et %t Baz
si(z)=_|3f_, 0<i<gq
o+ By z -

On dira que le schéma (7) conserve la positivité si
f20 et U;20, 0<i<gq—1 = Vn, U,20.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que I’on ait
'

r;(At4)=0, 0Zitq-1 et 5;(At A)=0, 0=<i=Zgq.

N

THEOREME 3 : Il n’existe pas de schémas a pas multiples conservant
inconditionnellement la positivité qui soient d’ordre supérieur ou égal a 2.

Démonstration : Supposons lexistence d’un tel schéma; alors f, est
nécessairement positif ou nul car sinon r; (At 4) et s; (At A) ne seraient pas définis
pour certains opérateurs A de la forme AT avec A=0.

Soitie { 1,...,gq-1 }; pour que Pon ait VA0, r; (A I) =0, il est nécessaire et
suffisant que o; <0 et B, <0.

Une méthode d’ordre 2 vérifie :

q q
> i= 3 B, ®)
i=0 i=0
q q
z i2a1=2z iBi’
i=0 i=0
d’ou P g
> @i o==2% (@—)B.
i=0 i=0
Comme on doit avoir o; £0 et B; <0 pour i=0, . . ., g—1, on en déduit que
Vi=0,...,g—1, a;=8;=0. En reportant dans les équations (8) on obtient

aussi a,= B, =0, ce qui est contraire & ’hypothése a,>0.

REMARQUE : Ce théoréme reste valable lorsque nous nous limitons au cas ou f
estidentique a 0. De plus, nous n’avons utilisé que des opérateurs de la forme A I

avec A=0; le théoréme reste encore vrai si on se limite aux équations
différentielles

u(t)+ou(t)=0 avec a=0.
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Remarquons maintenant que pour avoir r;(z) et s;(z) totalement monotones
sur lintervalle [0, M] avec M >0, il faut et il suffit que 'on ait

Bigo, l=0, ... 4,
o, =<0, i=0,...,9-1, )
0(i+M[3i§0, l=0, ey q—'l

On en déduit le :

THEOREME 4 : Une condition nécessaire et suffisante pour que le schéma (7)

conserve la positivité pour tout At>0 et toute M-matrice veérifiant Atc (A)<M,
est que a;, B; et M satisfassent aux conditions (9).
Exemple : Le schéma multipas défini par (¢f. Zlamal [9] :

1 1
(§+n) Un+2_2n Un+1_<5 “T]) Un

1
=At[z(1+n)2(—A U,,+2+f(tn+2))

F(-n) (-4 Um+f(t,.+1»+§(1-n)Z(—AUn+f(tn))]

est d’ordre 2 dés que >0 et conserve la positivité dés que O<n<1/2 et :

Ato(A)<Inf { 4n_ ,02)-m }:M,

1-n*" " (1-ny
M est maximal pour n=1/3; on a alors M =3/2.
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