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R.A.I.R.O.
(9e année, août 1975, R-2, p. 41-76)

SUR L'APPROXIMATION,
PAR ELEMENTS FINIS D'ORDRE UN,

ET LA RESOLUTION,
PAR PENALISATION-DUALITE,

D'UNE CLASSE DE PROBLEMES
DE DIRIGHLET NON LINEAIRES

par R. GLOWINSKI (*) et A. MARROCO (2)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On étudie dans cet article l'approximation par éléments finis et la résolution, par
pénalisation-dualité, du problème de Dirichlet non linéaire

- V • (|V«|*-2Vw) = ƒ dansQ, u = Ö sur ÔQ

avec 1 < p < + oo.

On montre la possibilité de généraliser les méthodes utilisées à d'autres problèmes non linéaires ;
des résultats numériques sont présentés.

I. INTRODUCTION

On étudie (x) l'approximation et la résolution numérique de certains
problèmes aux limites non linéaires de type monotone ; on montre également
que la méthode itérative utilisée pour résoudre les problèmes approchés permet
de traiter d'autres problèmes non linéaires de la physique et de la mécanique.

REMARQUE 1.1

Parmi les travaux consacrés à l'analyse numérique des problèmes non
linéaires monotones on citera Ciarlet-Schultz-Varga [1], Brezis-Sibony [2],
Sibony [3], Lebaud [4] et la bibliographie de ces travaux. On trouvera en
particulier dans [1] un cadre et des résultats généraux pour l'approximation

1) Université Paris VI, U.E.R. 48, Laboratoire Analyse Numérique, Paris.
[2) I.R.I.A., Domaine de Voluceau, Rocquencourt.
(1) Le présent travail constitue un développement de Glowinski-Marroco [5] , [6] .
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4 2 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

des problèmes non linéaires monotones ; il semble cependant que les résultats
des N° 6 et 8 améliorent ceux que Ton obtiendraient en appliquant directement
le théorème 2.1 de [1, n° 2].

2. LE PROBLEME CONTINU

Soit Q un ouvert borné de R*, de frontière F régulière Qtp avec 1 < p < + oo.
On note F l'espace WQ'P(Q), Banach réflexif pour la norme

Soit p' l'exposant conjugué de p, d'où — + — = 1 ; on note F' le dual W l 'p (Q)

de F et ||. ||# la norme duale de ||. || x.

Soit ƒ 6 F', on considère le problème aux limites non linéaire

ƒ - V • (|VM|P~2 VU) = ƒ dans Q

\ u = 0 sur T.

On notera dans ce qui suit A l'opérateur de F -> F' défini par

(2.2) A{v) = - V-(\7v\p-2Vv);

on remarque que pour/? = 2 on a ̂  = - A.

Soit J : V -+ R définie par

(2.3) J(v) = - \Vv\p dx - < ƒ, v >

où, dans (2.3), < ., . > dénote la forme bilinéaire de la dualité entre V' et F;
le gradient J' de / en v est alors défini par

(2.4) J'(v) = A(v) - ƒ

et il en résulte qu'il y a équivalence entre résoudre (2.1 ) dans F et résoudre le
problème de minimisation

On a J strictement convexe, différentiable, avec lim J(t;) = + oo,

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



RESOLUTION PAR PENALISATION-DUALITE DE PROBLEMES 4 3

il en résulte (cf. par exemple Lions [7, Ch. 1]) que (2.5) admet une solution
et une seule caractérisée par

J | \Wu\p'2 Vu • VU dx = < ƒ, v > Vu e F
(2.6) 1 Jn

lueV

ce qui est une formulation variationnelle de (2.1).

REMARQUE 2.1

L'opérateur A et une variante (2) du problème (2.1) interviennent (avec
1 < p < 2) dans certains modèles mathématiques décrivant les déformations
mécaniques de la glace (cf. M. C. Pelissier [8] et la bibliographie de ce travail).

3. LE PROBLEME APPROCHE

3.1. Définition du problème approché

On suppose (3) (pour simplifier l'exposé) que Q est un polygone de R2;
soit *&h une triangulation finie de Q vérifiant

(3.1) Tau VTeTSft , (J T = Û

(32) {TtT'eTSk^TnT' = 0 ou TetT'
1 n'ont qu'un sommet commun ou n'ont qu'un côté commun.

On prend h égal à la longueur du plus grand côté des T e lïh et on approche V
par

(3.3) Vh = { vh \vh e C°(fi), vh\r = 0, vh\T e P, VTeKh }

avec i \ = espace des polynômes de degré < 1 ; on a Vh c: V et on approche
(2.1) (et (2.6)) par le problème en dimension finie

(3.4)
[ukeVh.

REMARQUE 3.1

On s'est limité dans ce travail à une approximation par éléments finis
d'ordre un, dans la mesure où, pour p # 2, on peut avoir u $ V n W2iP{ÇÏ)
même avec des données très régulières (on renvoie au n° 8.1 ci-après pour de
tels exemples); dans ces conditions l'intérêt d'utiliser des éléments d'ordre
supérieur à un semble limité.

(2) Faisant intervenir des conditions aux limites plus compliquées.
(3) On adapterait sans peine ce qui suit au cas où Q. est un polyèdre de R3.

n° août 1975, R-2.
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3.2. Résolubilité du problème approché

Vh étant un sous-espace fermé de V on a la

Proposition 3.1.

Le problème approché (3.4) admet une solution et une seule,

4. CONVERGENCE DES SOLUTIONS APPROCHEES

On va démontrer, dans ce numéro, un théorème de convergence pour les
solutions approchées, les estimations de l'erreur d'approximation feront
l'objet du n° 6 ci-après.

L'espace Œ)(Q) étant dense dans V on en déduit le

Théorème 4.1.

Si les angles de TSft sont bornés inférieurement, uniformément en A, par
90 > 0, on a, u étant la solution de (2.1 )

(4.1) l i m | K - « ! , = ( ) .

Démonstration

On fait vh = uh dans (3.4) d'où

(4.2) k i r < ll/ll* (=Nlr1).
Soit cp € 3)(Q), on note 7cftcp l'interpolé « linéaire » de cp sur T>A, soit

= <p(P) VF sommet de TSft ;

sous les hypothèses sur T5h de l'énoncé, il est standard (cf. par exemple
Ciarlet-Raviart [9]) que

\\nh<p — «pHi -* 0 lorsque h -> 0.

Remarquant que (3.4) équivaut à

on en déduit

(4.3) J(uh) ^ J(Kk<f>) Vcp

Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Compte tenu de (4.2) on peut extraire de (uh)h une sous-suite, encore notée
(uh)h9 telle que

(4.4) uh -* M* dans F faible;

par semi-continuité inférieure faible on en déduit à la limite dans (4.3)

J(u*) < 7(q>) Fcp e 3)(Q),

d'où par densité de Œ)(Q) dans F

ƒ(«•) < J(v) Vi> G F;

on a donc w* = « et /owte la suite uh converge vers w.
La convergence forte résulte de la convergence faible et de

(4.5) lim J{uh) = J(u);
h~^ 0

en effet (4.5) implique lim luh\\x ~ \u\x et F étant uniformément convexe

pour || • ||ls la convergence faible et la convergence de la norme entraînent la
convergence forte.

REMARQUE 4.1

On donnera au n° 7 une démonstration du théorème 4.1 utilisant les
relations d'ellipticité et de continuité des nos 5.1 et 5.2.

5. PROPRIETES D'ELLIPTICITE ET DE CONTINUITE

5.1. Résultats d'ellipticité

Soit z = (zi9 z2) e R2, \z\ = \/z{ + z\ ; on a le

Lemme 5.1.

Sip ^ 2 on a

(5.1) (|z|*-2 z - \y\"-2y, z - y)R2 > a |z - y\"

avec a > 0, indépendant de y et z.

Démonstration

Si y = z, (5.1 ) est vérifiée pour tout a; de même si y et/ou z est nul, (5.1) est
vérifiée pour 0 < a < 1. Supposant y ^ z,y ^ 0 on va. étudier la fonction yx

définie par

\z - y\"

n» août 1975, R-2.



4 6 R. GLOWINSKI ET A. MARROCO

La fonction q>x étant homogène (d'ordre zéro), on peut toujours supposer
\y\ = 1 et même y = (1,0). Remarquant que lim cp^y, z) = 1 et que

|z|-> +oo

9i(y, z) > 0 Vy, z, y # z, il suffit, pour démontrer (5.1), de vérifier que
lim inf cp^y, z) > 0.

On pose
zx — 1 H- p cos Ö , z2 = p sin 9

d'où

\z - y\ = p , |z| - V l + 2pcos9 + p2,

(|z|^-2z - |yf-2y,z - y)R2 = 1 + (1 + 2p cos 9 + p2)t
p

- (1 + p cos 9)(1 + (1 + 2p cos 9 -h P2)2-1) ;

un développement limité à Tordre 2 montre que si y = (1, 0) on a

(5.2) * ( * .) = 1 + ^ - 2 ) 0 0 ^ 6 + ^ , 6 )

avec lim e(p, 9) = 0 uniformément en 9. Il en résulte que si y ^ 0,
p->0

lim cpi(y, z) = + oo si p > 2 et 1 si p = 2; ceci achève de démontrer (5.1).

On en déduit immédiatement la propriété d'ellipticité de la

Proposition 5.1.

On a Vu, ve Vet sip ^ 2

(5.3) < A(v) - A{u\ v - u > > a \\v - « ^

avec a > 0, indépendant de u et v.

Lemme 5.2.

Si 1 < p ^ 2onaVy,ze R2

(SA) <T(IZI + \y\)2~p(\z\p-2z - U'-2y>* - y)» > * \ z ~ y\2

1 avec a > 0 indépendant de y et z.

Démonstration

On pose

m /.. -, (M + \y\f-'{\Ap-2^ - \y\p~2h z - y)R>
' ' \z-y\2

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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il suffit là encore de vérifier que lim inf cp2(y, z) > 0 pour y = (1,0). Avec les

notations du lemme précédent on montre

(5.5) V2(y, z) = 22 -"(1 - (2 - p) cos2 0 + e(p, 9))

avec lim e(p, G) = 0 uniformément en 0; ceci démontre le lemme puisque

1 < p < 2.
On en déduit la

Proposition 5.2

On aVuyveVetsil<p^2

(5.6) (\\v\\, + H I J 2 - * < A(v) - A(u\ v - u) > ^ oc ||v - u\\\

avec a > 0, indépendant de u et v.

Démonstration

Compte tenu du lemme 5.2 on a p.p.

(5.7) (|VD| + \Vu\)2-p{\Vv\p-2 Vi; - \Vu\p~2 Vu) • V(i> - «) > a |V(i? - u)\2

V«, i? e F.

Procédant comme dans Tartar [10, 2ème partie] à propos d'un problème

voisin on élève les deux membres de (5.7) à la puissance —, d'où après inté-

gration

(5.8) a 2 f \V{v - u)|p dx ^ f (|Vi?| + |Vu|)(2~p)2
JQ Jn

(( |VÜ| '"2 Vt? - |Vu|*-2 Vu)- V(v - u))2dx;

on a 2

et p 2

({\Vv\p'2Vv - \Vu\p~2 Vu)-V{v - u))2eLp(Q),

on déduit donc de (5.8) et de l'inégalité de Hölder
p p p

o<2 ||i? - u\\p ^ < ^(t;) - A(u\ v~u}2\\ \Vv\ + |Vu| ||2

soit encore

a ||t; - u\\\ < < A(v) - A(u), » - u >|| |V»| + |Vu|

1(2-p)

c.q.f.d.

n° août 1975, R-2.
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5.2. Résultats de continuité

Lemme 5.3

Sip > 2onaVy,zeR2

(5-9)
avec P > 0, indépendant de y et z.

Démonstration

On pose

il suffit pour démontrer (5.9) de vérifier que

lim sup cp3(y, z) < + oo , avec y = (1,0).
z->y

En procédant comme dans les lemmes précédents on démontre

(5.10) <p3(j;, z) = —^ (1 + (p - 2) cos2 0 + e(p, 9))

avec lim s(p, 0) = 0 uniformément en 6, d'où le résultat.
p-0

Proposition 5.3

Sip > 2 on a Vw, v e V

(5.ii) ||4») - A(U)\\. < p \\v - «I, (HK + K r 2

avec P > 0, indépendant de u, v.

Démonstration
On a

w*0

avec

(ü) - A(u\ w > = i (|Vt?|p-2 Vi? - |VM|P"2 VU) • Vw dx,
Jn

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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d'où, d'après successivement la proposition 5.3, l'inégalité de Hölder et l'iné-
galité triangulaire

|< A(v) - A(u), w >| < f | \Vv\p~2 Vu - |VM|^-2 VM| |VW| dx ^
Jn

< p f |V(i> - u)|(|Vt>| + |Vu|)'-2 |Vw| dx <
Jn

c.q.f.d.

Lemme 5.4

SU < p < 2 on a, Vy, z e R2

r
> 0, indépendant de y et z.

On pourrait utiliser les lemmes précédents en posant

z' - \z\p~2z d'où z = | z ' | p ' ~ V

avec />' exposant conjugué de/?. On a préféré raisonner directement; on pose

| 2 - /

il suffit de montrer que lim sup cp4(j, z) < + oo pour y = ( l , 0 ) ; o n a , avec

les notations des lemmes précédents,

<p4(j,,z) = p2-"(l - (2 - p)cos2 9 + B(p, 6))

avec lim e(p, 0) = 0 uniformément en 0, d'où le résultat.

Proposition 5.4

Si 1 < p < 2 on a VM, V G F

(5.13) | | ^ ( » ) — ^ ( « ) | L < P II» — « H f " 1

avec p > 0, indépendant de M, V.

Démonstration

Variante immédiate de celle de la proposition 5.3.

n° août 1975, R-2.
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Tous les résultats précédents valent avec les mêmes a et P si fi c RN,
N > 2.

6. ESTIMATIONS DE L'ERREUR SI KG Vn W2p{Q)

On notera ||t;||2 la norme de Kdans V n W2tp(Q,); u et uh étant respective-
ment solutions de (2.6) et (3.4) on a le

Lemme 6.1

Démonstration

On a
< yt(t/,), uh > = < / , uh > =

d'où

Kir 1 < MMI*
or

M(«)IU = ««ir1

d'où le résultat.
Relativement à l'erreur d'approximation on a le

Théorème 6.1

Sous les hypothèses sur T>„ du théorème 4.1, on a
1 p-2 1

( 6 . 1 ) K - M I K ^ C l ^ l i r 1 l l w H r 1 * ' " 1 V W ^
1 2-p 1

(6.2) \\uh - «|U < C |H |^ - ' | | « f r 'A 3 - ' VM6 Cn ^2-"(n) , 1 < p ^ 2

avec C indépendant de h et u.

Démonstration

On a

(6.3) < A(u)9 u h - u > = < f , u h - u >

(6.4) < A(uh% v h - u h > = < f , v h - u h ) V P A G Vk.

Par addition on déduit de (6.3), (6,4)

< A(uh) - A(u\ uh - w > = < 4(wA), i;fc - u > - < ƒ, t?fc - w >,

soit encore

< A(uh) - A(u\uh-uy = ( A{uh) - A(u\ vh-u}

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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mais A(u) = ƒ, d'où

(6.5) (A(uh)-A(u),uh-u> = (A(uh)-A(u),vh-u> VvheVh.

L'ouvert Q étant bidimensionnel borné à frontière F lipschitzienne, on a

W2>P(Q) c C°(Q) V/> > 1

avec injection continue.
Siue Vn W2>P(Q) on peut donc prendre pour vh l'interpolé linéaire nhu

de u sur"£h i.e.
fnhueVk

\nhu(P) = u(.
(6.6)

u(P) VP sommet de ^ ;

d'après [9] ou Strang-Fix [11], on a sous les hypothèses sur T5,, faites ci-dessus

(6.7) ||7chii - u\\t ^ Coh \\u\\2

avec Co indépendant de h et u (mais non de 0O).
Si p > 2 on déduit des propositions 5.1, 5.3, du lemme 6.1, de (6.5) et

de (6.7)

d'où

d'où le résultat (6.1) en posant

Si 1 < p < 2, on déduit des propositions 5.2, 5.4, du lemme 6.1, de (6.5)
et de (6.7)

a Un, - u||f ^ 22~* | | i / | | r p \\A(uh) - A(u)\\* \\nhu - u^

d'où
L

d'où (6.2) en posant

n° août 1975, R-2.
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7. UNE DEUXIEME DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1

On va compléter la remarque 4.1 ; on a montré au n° 6 que

< A(uh) - A ( u \ u h - u } = < A(uh) - A ( u \ v h - u > Vvk e Vh.

S\p > 2 on a

(7.1) aK-M||r1<2"-2pH|r2||^-t/l1 VvheVh.
Soit cp e £)(Q), on a ||rcft<p — <p|| i ^ CQh ||cp||2 et en posant vh — icft<p dans

(7.1) on en déduit

(7.2) a | K - «II?"1 ^ 2^"2p | | t / | | r 2 (C 0 A ||<p||2 + ||q> - u\\x) Vq>6îD(n);

compte tenu de Î)(Q) = F, (7.2) implique la convergence forte. On raison-
nerait de même pour 1 < p < 2.

8. ESTIMATIONS DE L'ERREUR SI ueVn Wsp(Q), 1 < s < 2

8.1. Motivation de cette étude

On peut avoir u $ W2^^!), même avec des données très régulières comme

le montre l'exemple ci-après; on prend fl = ] - 1, + 1 [ , ( / , Ü ) = C v dx9
Jn

d'où le problème

(8.1)

f y» +1 j p-2 - j /• + 1

J f *. Aid» f
1 J-i d x d x d x J-i
[ueV.

La solution de (8.1 ), également solution de

p-2_J_(\àu
dx\Jdx

« ( - 1) = «(1) = 0,

d«\
dxj

est donnée par

(8.2)

on a w e V n W2'P(Q) si 1 < p < r , cette propriété de régularité ne

r
vaut plus si p ^ r , auquel cas on vérifiera en utilisant la définition

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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d'Aronszajn des espaces WS'P(Q) pour s quelconque (cf. Necas [12], ch. 2)
que

2p ~ }ueV n WS**>(Q) pour tout s < 1 +
p - 1

(ona si

8.2. Estimations de l'erreur d'approximation

Pour obtenir des estimations de l'erreur d'approximation lorsque
ueVn WSfP(Cï), 1 ^ s < 2, on va procéder par interpolation non linéaire
en utilisant le théorème 2 de Tartar [13]; on va d'abord démontrer le

Lemme 8.1

Soit u, we V, quelconques, uh, wh les solutions approchées correspondant
respectivement à f = A(u) et f — A(w); on a alors

(8.3)

(8-4)

p - 2

si P > 2

Démonstration

On a
< A{uh\ wh - uh

< ^ ( W j , Uh - Wfc

d'où par addition

(8.5) < A(wk) - A{uh\ wh - uh

Si/? ^ 2 on déduit de (8.5)

- uh

- uh

soit

Si 1 < p ^ 2 on déduit de (8.5)

P - 2

d'où (8.4).

n° août 1975, R-2.
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Notant ||t?||s la norme de V dans V r\ WS'P(Q), on a les estimations du

Théorème 8.1

Sous les hypothèses sur Ü>ft du théorème 4.1, on a pour 1 ̂  s ̂  2

(8.6) |K - ui < C H r 1 M i r 1 ^ V«6 Vn W°>i>(Q) , p > 2

(8.7) \\uh - «Ui < C ||u|ï ||M||fV Vue F n ̂ -"(£2) , 1 < p < 2

avec C indépendant de h et u; dans (8.7) o« a

(2 - p)[(2 - s) + (s - ÏXP - 1)]
a ~ (2 - s) + (s - IXP - 1)(3 - P) '

Soit we F, wfc la solution du problème approché correspondant à ƒ = A(u);
on définit l'application T7 : V -• F par

(8.8) T(u) = uh-u.

Si/? ^ 2, (6.1)équivantà

(8.9) ||7X«>IU < C il^llf1 I I H i r 1 ^ ^ Vw 6 K n W^(Q);

on a par ailleurs

\\w - „l = ||w - « I f 1 ||w - M I ^ 1 ̂  ||w

d'où

(8.10) h-wi^Hw-iil^H

Compte tenu de (8.10), on déduit de (8.3)

Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Par application du théorème 2 de [13], on déduit de (8.9) et (8.11), par
interpolation non linéaire entre V et V n W2>P(Q) que

avec C indépendant de h et u (et distinct du C de (8.9)); on a donc démontré
(8.6).

Si 1 < p ^ 2, (6.2) équivant à
1 2-p 1

(8.12) \\T(u)l < C | H r p H I ? ~ ' * 3 ~ ' V«eKn PF2-*(Q);

par ailleurs

D» - «4 = H» - « n r 1 ik - « i r p ^ ik - «ilrMiHli + ll«lli)2"p

d'où

(8.i3) h - « l l i < l k - « | | r 1 ( I M I i + Hi)2"1'-
Compte tenu de (8.13) on déduit de (8.4)

(8.14)

Par interpolation non linéaire entre Fet F n W2îP(fi) on déduit de (8.12)
et (8.14)

avec C indépendant de /i et u et a', P', y' comme dans l'énoncé du théorème.

REMARQUE 8.1

On peut mettre a', p', y' sous les formes (plus parlantes) suivantes :

! I (2 ~ s)
2-p i + ( s l X
3 ~

(s - l)(p - 1X3 - p)

(2-5)
+ (s - lXp - 1X3 - P)

x T (s - l)(p - 1X3 - p)
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9. UNE METHODE ITERATIVE DE RESOLUTION
DU PROBLEME APPROCHE

9.1. Généralités
II y a équivalence entre le problème approché (3.4) et le problème de

minimisation

(9.1)
(J{uh) ^ J(vh

avec

(9.2) /(»»)=•; f |V»J*dx-<ƒ,»»>.

Les différentes méthodes de surrelaxation non linéaires décrites dans
Glowinski-Marroco [14] sont pratiquement inopérantes (4), appliquées à
la résolution de (9.1), sip < 1.5 et/? > 10; de même la méthode d'opérateur
auxiliaire décrite dans [2] ne fonctionne en toute généralité appliquée à (9.1),
que pour p égal à 2. La méthode de Newton-Raphson ne peut être appliquée
pour p < 2 puisque dans ce cas l'application vh -» J(vh) n'est pas de classe C2 ;
si p > 2 la matrice hessienne de vh -• J(vh) n'est en général que semi-définie
positive, donc, là également, la méthode de Newton-Raphson ne peut être
appliquée. Quant aux méthodes de pas factionnaires ou de direction alternées
(A.D.I.) l'absence de directions de dérivation privilégiées, ou de décompo-
sition particulière de l'opérateur A, font que ces méthodes semblent non
applicables, directement tout au moins.

Pour pallier ces difficultés on va augmenter le nombre de variables, tout
en simplifiant la structure non linéaire de (9.1), (9.2), en posant

(9.3) zh = Vvh;

on découple ensuite zh et vh par pénalisation et dualisation simultanées de
zh — Vvh = 0 (suivant un principe dû à Hestenes [15]). En effet la pénali-
sation utilisée seule conduit à un problème dont la solution est distincte de
celle du problème initial, et en est d'autant plus voisine que le paramètre de
pénalisation est petit; cette approche présente un inconvénient majeur qui
est que le problème pénalisé est d'autant plus mal conditionné — toutes
choses égales par ailleurs — que le paramètre de pénalisation est petit. Par
ailleurs la dualité utilisée seule conduit à un Lagrangien, soit £ dans ce qui
suit (cf. n° 9.2), coercif en zh et linéaire, donc non coercif, en vh; ceci a pour
effet de rendre impossible la résolution de (9.1) par une méthode de type
Uzawa (cf. Arrow-Hurwicz-Uzawa [16]) appliquée à £.

(4) Même lorsqu'elles sont théoriquement convergentes.
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9.2. Un problème d'optimisation équivalent. Résultats de point-selle

Remarquant que Vvh est constant sur tout T e H>h, on note xT la fonction
caractéristique de T et on définit

(9.4)

puis
J

j:Vx L*(Q) x L"(Q) -+ R par

(9.5) ;(t>,z)=-U|z|Mx - < ƒ , * > .
^ Jn

Le problème (9.1 ) équivaut à

(9.6) P ^ ' ^ ^ J^' Zfi^ V^fc' Zft^G Vh X Lfc ' Vp" " Z* = °
\KyùeVk x i» » V u , - y, = 0

et à (9.6) on peut associer le langrangien t défini par

Z(v,z;\i) = X«, z) - f »i• (z - Vu)d*

qui est bien du type mentionné au n° 9.1.

Par pénalisation et dualisation de Vv - z = 0 on est conduit à introduire
(pénalisation)

puis (dualisation) le langrangien CE défini par

C.(i;, z ; il) = 7,(i,, z) - f ii • (z - V») dx.
Jn

On démontre alors (soit directement, soit en utilisant Rockafellar [17,
n° 28]) la

Proposition 9.1

£e admet sur Vh x Lh x Lhun point-selle de la forme (uh, Vwh, Xh) ; uh solution
\ \ 2
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9.3. Description de la méthode itérative

Compte tenu de la proposition 9.1 on va appliquer l'algorithme d'Uzawa
à £, sur Vh x Lh x Lh, d'où

(9.7) Xi G L„, donné

X% connu on détermine u\, y\, Xn
h
+l par

(9.8) £ e « , yl- XI) ^ £>„, zh; X»h) V»fc, z, G Lh; M« G Fft, fh e Lh

(9.9) ^ + 1 - ^ - p n W - V W 2 ) , p n > 0 .

9.4. Convergence de la méthode itérative

On considère la fonctionnelle * - • - |z|p dx de LF(Q) x LP{Q) -> R;

cette fonctionnelle est différentiable et son gradient B est défini par

(9.10) B(z) = |z|*-2z,

on remarquera que B(z) G LP'(Q) X Z,P (Q), p' exposant conjugué de p.

On note

(B(z) - B{y\ z-y)=\ (B(z) - B(y)) • (z - y) dx

/ r £ \ I
z\ + zl)idx )P.= M {

On vérifiera les propriétés suivantes

(9.11) (B(z)-B(y\z-y)>ai\z-y\> si p>2

(9.12) (B(z) - B(y), z - y ) > a I Z ~ J ? si 1 < p < 2,

a ayant les mêmes valeurs que dans les propositions 5.1 (p ^ 2) et 5.2
( 1 < ƒ> < 2).
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Pour démontrer la convergence de l'algorithme (9.7)-(9.9) on aura besoin
des

Proposition 9.2

Le couple (uh, yh) solution de (9.6) est caractérisé par

(B{yh% zh) + - (yn - Vuh, zh - Vvh) = <ƒ,»*> + (A>, zh - Vvh)

Vvh G Vh , Vzft e Lh

yh - Vuh = 0

(«A» )>* î **) e »i x Lh x Lh.

(9.13)

Démonstration

Immédiate compte tenu de la proposition 9.1.

Proposition 9.3

Le couple (wj|, yfy solution de (9.S) est caractérisé par

zh) +±(fH- VWh, zh - Vu,) = < ƒ vh > + (XI zh - Vvh)

h , Vz,6L„

, fheLh.

(9.14)

Démonstration

Immédiate.

Compte tenu de ces résultats on a le

Théorème 9.1
2

Si 0 < r0 ^ pn < rx < —, on a, lorsque n -> + oo et Vk% e Lh

wft étant la solution du problème (9.1).

Démonstration

On note j;J - yn
h - j ; f t , wj = u\ - uh,l

n
h =K~ K
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Par soustraction entre (9.13) et (9.14) on déduit

(9.15) (B(iï) - B(yh), n)+\\K- VüZl! = (K

par ailleurs yh — Vuh = 0 implique

(9.16) X„ = \ - p„(yk - Vuh) V»

d'où par soustraction de (9.16) à (9.9)

(9.17) X

De (9.17) on déduit

(9.18) fö|f - \K+l\l

et (9.15), (9.18) impliquent

(9.19) IX.SII - \K+1\l = 2p„(B(^) - B(yh), fö +

De (9.19) on déduit que si

(920) 0 < r0 < p. < rx < -
c

la suite |X |̂2 est décroissante; étant bornée inférieurement par zéro cette suite
est convergente d'où

(9.21) lim (\K\l - \K+l\D = 0.
n-* + ao

Compte tenu de (9.19), (9.20) et (9.21) impliquent

(9.22) lim (B(yî)-B(yh),y>h-yh) = 0
n-> + ao

(9.23) lim |JS - Vt |̂2 = 0.

n—* + oo

Sip > 2 on a, d'après (9.11)

(B(y»h) - B(yk), y» - yh) > a | ^ - ytf, , « > 0,
(9.22) implique donc y"h -*• yh et, compte tenu de ce résultat, (9.23) implique
q u e Kj; -• uh.

La convergence de Xj| résulte alors de celle des suites «£, yl et de (9.14).
Si 1 < p < 2, on a, d'après (9.12)

(9.24) (B(fh) - B{yh), y»h - yh) > J ^ ~ ^ a > 0.
(M, + W,)2 '
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Compte tenu de (9.22), (9.24) la suite yJJ est bornée et ces deux relations
impliquent alors que y% -> yh\ la convergence de un

H vers uh résulte alors de la
convergence de yn

h et de (9.23).

REMARQUE 9.1

Dans certains cas l'algorithme (9.7)-(9.9) appliqué directement au problème
continu est convergent.

REMARQUE 9.2

Pour p = 2, la méthode ci-dessus, appliquée à la résolution du pro-
blème (2.1), a peu d'intérêt; ceci étant pour pn = - il y a convergence de u\

t

en deux itérations, que (9.7)-(9.9) soit appliqué au problème approché ou au
problème continu; cela va résulter de la

Proposition 9.4

Pour p = 2 et pn = — il y a convergence en deux itérations de la suite wJJ
o

définie par l'algorithme (9.7)-(9.9).

Démonstration

La démonstration ci-après vaut encore si (9.7)-(9.9) est appliquée au pro-
blème continu.

Puisque p = 2 on a £(z) = z et (9.9), (9.13), (9.14) impliquent pour n > 0

(9.25) \ (VfiJ - % Vvh) - » (K Vvh) Vvh e Vh

(9.26) 55+|(îî-VflO-Â,S

(9.27) X S + 1 * Ï 5 - 7 ( J Î - V f i D .

De (9.25), (9.27) on déduit

(9.28) W T S V i ^ - O V i ^ e ^ n ^ O .

De (9.25), (9.28) on déduit

(9.29) (VfiJ - 5Ï, VPA) = 0 Vp» e F„ Vn > 1,

et (9.26), (9.28), (9.29) impliquent

(9.30) ( J & V B J - O V ü f t 6 ^ V « > l ;

n° août 1975, R-2.


